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o
Y gl

dx+3y > 15

a) b)

A B ponthalmaz egy (7;4) koézépponti, r = 5 egység sugari zart korlap.

¢) A parabola paramétere a fékuszpontjanak és vezéregyenesének tdavolsiga:
p = 2, a parabola tengelypontjianak koordindtdi T'(—3; —5). A fékuszpont a vezér-
egyenes felett helyezkedik el, ezért a keresett alakzat felfelé nyilé parabola. Ezek
felhasznaldsaval a parabola egyenlete:

1 2
g (-5)= 55 (e~ (-3))"

A nevezetes azonossag alkalmazdsa utdn végezziik el a beszorzasokat és a rendezést.
Valéban az y = 0,252% + 1,52 — 2,75 egyenletet kapjuk.

d) Az alakzat érint6jének mere-
dekségét az f(r) = 0,252 + 1,50 — 2,75
fliggvény derivalasa utan kapjuk, ha ki-
szamitjuk annak x = —1 helyen felvett
helyettesitési értékét:

f'(@) =05z +15; f/(-1)=1.

Az érint6 egyenlete: y— (—4) =
=1z — (—1), rendezve y = x — 3.

Jécsik Csilla
Gyor

C gyakorlatok megoldasa

C. 1729. Az ABCD négyzet BC és CD oldaldra mint dtmérdre a ki, illetve
ko félkoroket rajzoljuk a négyzeten kivilre. A két félkoriv felezdpontja E, illetve F.
A DE és AF szakasz felezépontja P, illetve Q. Mutassuk meg, hogy P a négyzet
AC dtldjara, Q pedig a négyzet BD dtldjdra illeszkedik.
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I. megoldas. Legyen DE és AC metszéspontja R, AF és BD metszéspontja
pedig S. Elegendd bizonyitanunk, hogy R = P és S = Q.

Az ABCD négyzet AC és BD &tléi az M pontban merSlegesen metszik
egymast.

A Thalész-tétel alapjan BEC< =
by AT = CFD<=90°, tovabbd E és F felezik
VA NN a megfelel6 koriveket, ezért BE = CE,
s AN valamint CF = DF, azaz BEC és CFD
egyenlé szard derékszogl haromszogek,
amelyek BC' = C'D miatt egybevagok is.
Tekintsiik az 1. dbrdt.

A fentiek szerint BEC és C'F'D egy-
bevagd, egyenlo szart derékszogi harom-
) szogek, ezért EC = FC is igaz, tovabba
/ ECB<+ BCD<+ DCF<« = 180°, vagy-
is az E, C, F pontok egy egyenesen van-

A B nak, és C' az EF szakasz felez6pontja.
/ Az AC 4t16 a négyzet BC és C'D oldala-
ival is 45°-0s szbget zar be, ez az el6z6ek

alapjan azt is jelenti, hogy AC merdleges az E'F szakaszra, és igy RC parhuzamos
D F-fel.

Eszerint RC' az EF D haromszog kozépvonala, és ezért R a DFE szakasz fele-
zOpontja, tehat valoban teljesiil, hogy R = P.

~ R
S M v

1. dbra

Az el6z6ek alapjan konnyen lathatd, hogy ACF derékszogli hdromszog, amely-
nek AC befogéjat az M S szakasz mertlegesen felezi, és mivel M.S parhuzamos
CF-fel, ezért M S az ACF haromszog kozépvonalaként felezi az AF szakaszt.

fgy azt is belattuk, hogy S = @, és ezzel a feladat allitasat igazoltuk.
(A KéMaL honlapon ldthaté megoldds)

IT. megoldas. Legyenek az AB, BC, CD, DA oldalak felez6pontjai rendre G,
H, K, L, és legyen a négyzet oldalhossza a. Nyilvanvald, hogy a H és K pontok
a BC, illetve C'D atmérdji félkorok kozéppontjai, ezért

(1) HB:HC:HE:% KC:KD:KF:%

Thalész tétele miatt BEC< = CFD< = 90°, {gy (1) figyelembevételével BEC és
CFD egybevagd, egyenld szaru derékszogli haromszogek, valamint HE 1 BC' és
FK 1 CD.

Tekintsiik a 2. dbrdt, amelyen el6szor az ADE héaromszog tulajdonsiagait vizs-
galjuk.

A négyzet LH kozépvonala dtmegy a négyzet O-val jelolt kozéppontjan és
merdleges az AD és a BC odalalakra. Mivel H E is mer6leges BC-re, igy L, O, H és
FE egy egyenesre esnek, mégpedig a négyzet LH kozépvonalanak egyenesére. Ez azt
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jelenti, hogy EL a haromszog silyvonala. Tudjuk még, hogy LO = OH = HE = g,
tehat O a haromszog silypontja.

2. dbra 3. dbra

Most tekintsiik az OP szakaszt. Mivel O a silypont, ezért ez a szakasz a ha-
romszog sulyvonala, és igy P az ED oldal felezépontja. Masrészt AO a négyzet
atléjanak egyenese, tehat P illeszkedik az AC dtléra.

A 3. dbra segitségével igazolhatjuk, hogy az AF szakasz () felez6pontja illesz-
kedik a BD atléra. Az el6z6 esethez hasonléan beldthatjuk, hogy az ABF harom-
szognek GF' az egyik sulyvonala, O a silypontja és igy BQ szintén silyvonal, és )
felezi az AF szakaszt. Mésrészt @ illeszkedik BO egyenesére, vagyis a BD &tléra is.

Nagy Anna Eva (Szentendre, Ferences Gimnazium, 10. évf.)
dolgozata alapjan

ITI. megoldas. Legyenek az AB, BC,
CD, DA oldalak felezépontjai rendre G,

k:
H, K, L, a négyzet atléinak metszéspont- f,)//
ja O, és legyen a négyzet oldalhossza a. 5//
Nyilvdnvald, hogy a H és K pontok D
a BC, illetve CD atméroji félkorck ko- /
zéppontjai, ezért Q
HB:HC:HE:%; L
a
KC=KD=KF = 5
A

Tudjuk, hogy OH és OK merdleges
B(C-re, illetve C D-re, valamint

4. abra

OH:OKzg,w&tOE:OH+HE:w
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Mivel HE' is merdleges BC-re, ezért az O, H, E pontok egy egyenesen vannak,
az OF szakasz tehat parhuzamos C'D-vel és OF = CD = a.

Ez pontosan azt jelenti, hogy OECD paralelogramma, amelynek DE és CO
atloi a DE szakasz P felez6pontjaban metszik egymast, vagyis P rajta van CO
szakaszon és igy az AC' 4tlén is.

Hasonléan egyszerii médon lathatjuk be, hogy OFDA is paralelogramma,
amelynek AF és DO atléi az AF szakasz @) felez6pontjdban metszik egymaést,
ezért () illeszkedik a DO szakaszra és igy a BD &tléra is.

Vinté csapat: Hajos-Szabo Madté és Krizsan Vince Ldszlo
(Budapest, Berzsenyi Déniel Gimn., 10. évf.)

IV. megoldas. Mivel E, F a k1, illetve ko félkorok felezopontjai, ezért a Thalész-
tételt is figyelembe véve a BEC és CF D egybevago, egyenl6 szaru derékszogii hé-
romszogek, ezért egyrészt ECF< = ECB<+ BCD<+ FCD< = 180°, tehat az E,
C, F pontok egy egyenesen vannak, masrészt

(1) EBC« = FDC< =45°.

Tekintsiik az 5. dbrdt, ahol az A ponton keresztiil parhuzamost hiztunk az EF
egyenessel, ez a DF' egyenest az R pontban metszi.

5. dbra

Az (1) Osszefiiggésb8l CBA< = 90° alapjan az is kovetkezik, hogy az EB
egyenes az AB egyenessel 45°-0s szoget zar be, de akkor AB || CD és (1) szerint
az EB és F D egyenesek is parhuzamosak. Ugyanakkor a négyzet AC atldja 45°-0s
szoget zar be az AB egyenessel, ez pedig egyenértékli azzal, hogy

(2) AC | EB| FD.
Az EC = FC és BO = DO, illetve (2) miatt AC az EB és FD egyenesek kozép-

parhuzamosa. Ez azt jelenti, hogy AC tartalmazza az EB és F'D egyenesek E és
D pontjait 0sszekotd szakasz felezOpontjat, azaz a P pontot is.
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(1) és EF || AR alapjan konnyen beldthatjuk, hogy ARD a BEC és CFD
hiromszogekkel egybevagd, egyenld szaru derékszogi haromszog, amelybdl az is
adodik, hogy az AR egyenes az AB-vel 45°-0s szoget zar be. Mivel a BD &tl6 is
45°-0s szoget zar be AB-vel, ezért

(3) BD | EF || AR.

Az FD = RD és CO = AQ, illetve (3) szerint BD az EF és AR egyenesek kozép-
parhuzamosa.

Ezért BD tartalmazza az egyenesek A és F' pontjait 6sszekotd szakasz felezé-
pontjat, tehat a @@ pontot is.

Gdl Andrds (Miskolc, Foldes Ferenc Gimnazium, 10. évf.)
dolgozata alapjan

V. megoldas. Legyen a négyzet oldalainak hossza a. Helyezziik el a négyzetet
a derékszogili koordinata-rendszerben 1ugy, hogy az A pont az origd, a B pont
koordindtéi B(a;0), ebbél kivetkezden a négyzet tobbi csticsa C(a;a) és D(0;a).

Y

D(0; a)

6. dbra

Legyen a négyzet kozéppontja O, ennek koordinatai

a a
O <7; 7) .
272
Az E, F pontok a kq, illetve ko félkorok felez6pontjai, tehat BE = CE, illetve
CF = DF, ezért az E és F pontok rajta vannak a BC, illetve C'D szakaszok

felezomerolegesén és igy OF parhuzamos az z-tengellyel, illetve OF parhuzamos
az y-tengellyel.

Ha a BC' és CD szakaszok felezépontjai H és K, akkor

HE:KF:%,
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hiszen H és K a BC = C'D = a atméroju k, illetve ko félkorok kozéppontjai. Mivel
HO = KO = 3, ezért az E, F pontok koordinatai

(). #(%)

Szakasz felez6pontjanak koordindtai a szakaszvégpontok koordinatainak széamtani
kozepei, ezért (1) és a D, A pontok koordindtdinak felhaszndldsdval a DE és
AF szakaszok P, illetve @ felezépontjainak koordinatai:

r(Z5). o(3%)

A négyzet AC &tléjanak egyenlete y = x, a BD 4tl6 egyenlete y = —z + a.
(2) alapjdn egyszerii szamitdssal beldthatjuk, hogy a P pont koordinatai kielégitik
az y = x, Q koordindtai pedig kielégitik az y = —x + a egyenletet, tehdt P és @
valéban illeszkednek a megfelel§ atlok egyenesére.

A pontok az atlokat alkoté szakaszok belsé pontjai, hiszen az AC és BC' atlok
bels6 pontjainak x; y koordindtaira egyarant teljesiil, hogy 0 < z < a, 0 < y < a,
és (2) szerint ez a P, () pontokra is fenndll. Ezzel a feladat allitdsat igazoltuk.

(Tobb versenyzd dolgozata alapjdn)

Osszesen 211 dolgozat érkezett. 5 pontos 44, 4 pontos 37, 3 pontos 44, 2 pontos
28 dolgozat. 1 pontot 23, 0 pontot 22 versenyzé kapott. Nem versenyszerti: 13 dolgozat.

Megjegyzések. a) A dolgozatokban sokféle kisebb-nagyobb hiba eléfordult a legegy-
szerlibb elirdstdl, szamolasi hibatol egészen a bizonyitandé allitds felhasznaldsanak elvi
hib&jaig.

b) Hibdnak szdmitott az is, ha a versenyzé helyesen igazolta, hogy a P pont illeszkedik
AC-re, leirta, hogy a @ pontra a bizonyitas hasonld, de azt ténylegesen nem hajtotta végre.
Az ilyen tipusid megolddsokban el6fordult, hogy a versenyzé utalt rd, hogy a feladatbeli
DE és AF szakaszok, illetve a P és (Q pont atviheté egymdsba forgatdssal, de nem adta
meg a forgatds leirasat.

¢) Sok megoldds késziilt koordindta-geometriai dton, mégpedig tigy, hogy a négyze-
tet derékszogli koordindta-rendszerben specidlis (példdul egységnyi) oldalhossziisdggal és
helyzetben vizsgéltak, de nem utaltak ra, hogy ez elegendd az eredeti feladat igazolasa-
hoz is.

d) Tsbb olyan megoldds is sziiletett, ahol a felt6ltott dokumentum minddssze egy
szerkesztett dbrat tartalmazott széveges indoklds nélkiil. Az ilyen dolgozatok 0 pontot
kaptak.

C. 1731. Az ABCD trapéz pdrhuzamos oldalai AB > CD, a trapéz kizép-
vonala az AC dtlét az E, a BD dtlét az F pontban metszi. A CD szakasz hossza
az AB és EF szakaszok hosszinak

a) szdmtani,

b) mértani kizepe.

Hatdrozzuk meg, hogy a két eset kozil melyikben lesz nagyobb az é—g ardny
értéke.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
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Megoldas. Hasznaljuk az dbra jelolé-

seit. A trapéz kozépvonala PQ, igy egy-
részt PQ = aT'H), mésrészt PQ || a || b. Ek- B 7
kor PE és FQ az ACD, illetve a BCD P - Q
haromszog kozépvonala, tehat M
b

PE=FQ=.

Ebbél mar felirhatjuk EF hosszat:

EF =2 =PQ-PE-FQ="1~ 2=

Fejezziik ki a két esetben ennek segitségével a kérdezett ardnyt.
a) OD = ABLEE Tehgg

a+x a a—b 3a-—>
+ =

b= =3T3 i
4b = 3a — b,
3a = bb,

AB _a_5
CD b 3

b) CD? = AB - EF. Vagyis

a—b_a2—ab
2 2 7

20% = a? — ab,

¥=a-

mindkét oldalt osztva a pozitiv b? értékével:

S = RN

ORCES

Ez %-re nézve egy masodfoku egyenlet, igy

a 1+y1+8 143

b 2 2’
ami vagy 2, vagy —1. Utébbi nyilvan nem lehetséges, vagyis ebben az esetben
AB a _ 9
cpD b 7

Tehdt a b) esetben nagyobb az é—g arany értéke.

Hochenburger Zodrd (Budapest, Varosmajori Gimn., 11. évf.)
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Megjegyzés. Sokan prébalkoztak valamilyen koézepek kozotti Osszefiiggést hasznalni
a megoldasban, példaul kihoztak, hogy az els6 esetben

AB 1
CcD EF’
L+ 4B

2

vagyis é—g értéke éppen 1-nek, és %—nek a harmonikus koézepe. A maéasodik esetben

pedig g—g = \/g—g, ami pedig 1-nek és %—nek a mértani kozepe. Mivel a mértani
kozép legaldbb akkora, mint a harmonikus k6zép, ezért a b) esetben nagyobb a kérdéses
ardny. Miért nem jé gondolatmenet ez és a hozzad hasonldak, ahol a két esetben egy-
egy kozépértéket vesznek, majd a kettét Osszehasonlitjak? Azért, mert valdjdban nem
ugyanannak a két szdmnak veszik a kiilonb6z6 kozépértékeit. Meg lehet gondolni, példaul
a fenti megoldds alapjdn, hogy a, b és x koziil barmelyik kett6 egyértelmiien meghatarozza
a harmadik értékét (vagy nem johet létre a trapéz). Vagyis pl. régzitett a érték esetén egy
bizonyos = értékre lesz b éppen a szadmtani, illetve mértani kézepe a-nak és z-nek.

58 dolgozat érkezett. 5 pontos 20, 4 pontos 5, 1 pontos 2, 0 pontos 28 dolgozat. Nem
versenyszerii: 3 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5241. Az ABC hdromszdgben ABC< > 90°, a korilirt kor kézéppontja O.
A korilirt kérhéz C-ben hizott érintd az AB egyenest a P pontban, a P-bdl BC-re
allitott merdéleges pedig az OC' egyenest Q-ban metszi. Igazoljuk, hogy AB merdleges

AQ-ra.
(4 pont) Javasolta: Nagy Zoltin Lérant (Budapest)

Megoldas. Legyen a P-bdl BC-re &lli-
tott meréleges talppontja T'. Ekkor BT Q<
derékszog, azaz T rajta van a BQ atméro-
ju Thalész-koron. A feladat allitasa, mely
szerint BAQ< derékszog, azzal ekvivalens
a Thalész-tétel alapjin, hogy A is rajta van
a BQ atmérdji koron, vagyis az elobbiek
alapjan a BT(Q koron. A feladat allitdsa
tehat ekvivalens azzal, hogy A rajta van
a BT(Q koron, azaz BTQA hirnégyszog,
ezt fogjuk a tovabbiakban megmutatni.

Megjegyezziik, hogy PC meréleges
OC = QC-re, hiszen egy adott pontba hu-
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