QF 2022.12.5 — 19:59 — 514. oldal — 2. lap

' Nyaklancok, lyukas négyzetek és oszthatosag

Ebben az irdsban egy olyan mddszert mutatunk be, amely szdmos leszamlalasi
feladatndl jél hasznélhato.

I. Nyaklancok

1. feladat. Van 30 egyforma gyongyink, 2 piros, a tébbi sdrga. Hdnyféle nyak-
ldnc készithetd beldlik?

Megoldas. A nyaklancot barhogyan forgatva ugyanaz marad. fgy csak az szé-
mit, hogy az egyik piroshoz milyen kozel van a mésik. A kett6 kozotti sargak szama
lehet 0,1,...,14, tehat 15-féle nyakldnc készithets.

2. feladat. Van 30 egyforma gyongyink, 6 piros, a tébbi sdrga. Hdnyféle nyak-
ldnc készithetd beldlik?

Ismerkedés a nehézségekkel. Erre az esetre reménytelen az el6z6 moédszert
adaptdlni (1atni fogjuk, hogy a lehetséges nyaklancok szdma 10133).

Ha a szimmetridktél eltekintenénk, akkor 24 sarga és 6 piros gyongyot kellene

sorba raknunk, tehat a 30 helybdl a 6 pirosnak a helyét kellene kivalasztanunk, ami

(360) lehet6ség. Azonban azok a piros hatosok, amelyek egymédsba a szimmetridk

alapjan atvihet6k, ugyanazt a nyaklancot jelentik. Mik ezek a szimmetridk? A nyak-
lancot kifeszitve a gyongyok egy szabalyos 30-szog csicsainak tekinthetok, és ha egy
nyakldncot a sokszog kozéppontja koriil 12k fokkal elforgatunk (ahol 1 < k& < 30),
vagy a sokszog valamelyik szimmetriatengelyére tiikroziink, akkor ugyanaz a nyak-
lanc marad. Tehat egy piros hatosra ezen 60 darab egybevagdsigot alkalmazva
mindig ugyanazt a nyaklancot kapjuk.
Els6 kozelitésben azt gondolhatnank,
hogy akkor a piros hatosok 60-asaval
jelentik ugyanazt a nyaklancot, tehat
a piros hatosok szamat a transzfor-
mécick szdmdval osztva (360) /60 adja
a nyaklancok szamat. Ez viszont nem
is egész szam.

A problémat az okozza, hogy van-
nak olyan piros hatosok, amelyekre
a 60 transzformdciot alkalmazva nem
kapunk 60 kiilonb6z6 piros hatost. Néz-
ziink példaul egy olyan esetet, amikor
minden 6todik gyéngy piros (1. dbra).
Azonnal latszik, hogy erre a 60 transz-
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formaciét alkalmazva Gsszesen 5 kiilonb6zo piros hatost kapunk. Vizsgaljuk meg ezt
alaposabban, hogy jobban lassuk az sszefiiggéseket. A piros gyongyok ekkor egy
szabalyos hatszog csicsait alkotjak. fgy a nyakldncot 60j fokkal elforgatva (ahol
1 < j <6), vagy a hatszog barmelyik szimmetriatengelyére tiikrozve az adott piros
hatos 6nmagaba megy at. Ezt roviden ugy fogjuk hivni, hogy ez a piros hatos ennek
a 12 transzformacionak fizalakzata. Jelolje ezt a 12 transzformaciét 7q,..., 7o,
és legyen o (mondjuk) a 12 fokkal torténé el-
forgatds (2. dbra), ami tehat egy mésik piros
hatost eredményez (de ugyanazt a nyaklan-
cot). Mely mésik transzformdcidk viszik at
ugyanide az eredeti piros hatost? Az Osszes
p7; (elébb a 7;, utdna a p) megfelel, hiszen
akkor el6szor onmagaba megy az eredeti piros
hatos, majd elfordul 12 fokkal. Es ez az 6sszes!
Ugyanis ha 7 is ugyanide viszi az eredeti piros
hatost, akkor ezutdn a —12 fokos forgatast,
azaz a o inverzét, o~ !-et alkalmazva visszake-
riiliink az eredeti piros hatosba. Ez azt jelenti,
hogy o~ 'm-nek az eredeti piros hatos fixalak-
zata, vagyis o 'm = 7;, azaz m = p7;. Ebbdl
kovetkezik, hogy minden poziciéba pontosan
ugyanannyi transzformacié viszi az eredeti piros hatost. Ezért a 1étrejové pozicidk
szamat ugy kapjuk meg, hogy az Osszes transzformacié szamat elosztjuk azoknak
a transzformaciéknak a szamaéval, amelyeknek az adott piros hatos fixalakzata:
60/12 = 5. Ez az észrevétel dltaldnosan is érvényes. Ez azt mutatja, hogy a fixalak-
zatok szama fontos szerepet jatszik a leszamlalasban.

Palyak. Legyen az x piros hatos P = P, pdlydja az Gsszes olyan piros hatos,
ahové a transzformdcidk z-et atviszik. Egy szabalytalan piros hatos palyéja tipi-
kusan 60 elemii. A minden 6t6dik gyongy piros palydja 5 eleml. Az egy palydba
tartozé piros hatosok jelentik ugyanazt a nyaklancot. fgy a feladat a palyak sza-
ménak a meghatdrozasa.

Jelolje F, azoknak a 7 transzformdciéknak a halmazat, amelyeknek x fixalak-
zata, tehdt amelyek z-et 6nmagdba viszik. Ha = egy minden 6t6dik gyongy piros
tipusu hatos, akkor F, a szabdlyos hatszog 12 szimmetridjanak megfelel6 7; forga-
tasokat és tiikkrozéseket jelenti. Jelolje végiil az Gsszes transzformécié halmazéat T,
példankban ez a szabdlyos 30-szog 60 szimmetridjabol all.

Az el6z6 rész gondolatmenetébdl dltaldnosan is azt kapjuk, hogy egy = piros
hatost a P, palya barmely y piros hatosaba ugyanannyi transzformacié visz at,
mint amennyi x-et helyben hagyja. Ebbol az elemszamokra az kovetkezik, hogy

A feladat megoldasahoz az Osszes transzformaciohoz tartozé osszes fixalakza-
tot szamoljuk Ossze, vagyis Osszegezziilk minden transzforméciora a fixalakzatok

szdmdt: Y 7 fixalakzatainak a szdma. Ha ezt most a piros hatosok szerint szd-
TeT .
moljuk ossze, akkor ugyanez az osszeg Y |Fy| = > |T|/|Px:|. Atosztva |T|-vel azt
x x
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kapjuk, hogy a transzforméciok fixalakzatainak atlagos szama éppen a piros hato-
sokhoz tartozé pdlyaméretek reciprokosszege > 1/|P,|. Mivel egy P pélydban levé
x

mind a |P| darab y piros hatosra Py = P, ezért egy adott P pélya hatosait tekint-
ve a reciprokdsszeg |P|-1/|P| = 1. Vagyis a teljes reciprokdsszeg éppen a palyak
keresett szama! Ezzel belattuk:

Burnside-lemma. A palydk szdma egyenld a transzformdacick fixalakzatainak
atlagos szamadval.

A 2. feladat megoldasa el6tt bemelegitésként oldjuk meg az 1. feladatot, tehat
a 2 piros gyongy esetét a Burnside-lemmaval.

A szabélyos 30-szog szimmetridi koziil a helyben hagyds minden piros pért
Onmagaba visz, tehat annak (320) fixalakzata van. A forgatdsok koziil egyediil
a 180 fokos forgatasnak van fixalakzata, mégpedig az a 15 piros par, amikor a 2 piros
gyongy kozott mindkét oldalon 14-14 sarga helyezkedik el. Ha a tiikrozés tengelye
két atellenes oldalfelez6 pontot 6sszekotd egyenes, akkor az ennek egyik oldalan levo
15 gyongybdl barmelyik lehet piros, a mésik piros pedig ennek a tengelyre vonatkozé
tiikorképe, tehat itt is 15 fixalakzat van. Ha a tiikrozés tengelye két szemkozti
csucsot 6sszekotd atlo, akkor vagy az atlo két végpontja piros, vagy pedig az egyik
oldalon lev6é 14 pont barmelyike és annak tiikorképe lesz piros, tehdat itt is 15
a fixalakzatok szama. Vagyis a fixalakzatok szamanak atlaga ((320) +31- 15) / 60 =
= 15.

Nézziik akkor ugyanezt a mddszert a 6 piros gyongy esetére. A helyben hagyas-
nak mind a (360) piros hatos fixalakzata. A 60, illetve —60 fokos forgatas fixalakzatai
a szabdlyos hatszogek (1. dbra), tehdt 55 ilyen van. A +120 fokos forgatasok fix-
alakzatai két szabélyos hdromszog egyesitései (3. dbra), azaz 10 (az dbran x-szel
jelolt) szomszédos pontbdl kivdlasztunk 2-t, és ezek elforgatottjai adjdk a méasik
4 pontot, tehat mindkét forgatasnak (120) fixalakzata van. Ugyanigy adédik, hogy
a 180 fokos forgatdsnak (135) fixalakzata van (4. dbra).

3. dbra 4. dbra
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Ugyanez all az oldalfelez6 szimmetriatengelyekre tiikkrozésnél: a tengely egyik
oldalan levd 15 pontbdl 3 szabadon valaszthato és ezek tiikorképe a mésik 3 pont
(5. dbra). Az 4tlé6 szimmetriatengelyeknél a tengelyen lehet 0 vagy 2 pont és
a tengely egyik oldalan levé 14 pontbdl igy 3 vagy 2 valaszthaté szabadon, ez

(1;) + (124) = (135) fixalakzat (6. dbra).

5. dbra 6. abra

A t8bbi transzforméciénak nincs fixalakzata. Igy a palydk szdma

(360) +2-5+4 2(120) +31 (135

60

) =10133.

II. Lyukas négyzetek

Ebben a részben nem lesz tjdonsag, csak egy masik feladatra alkalmazzuk
a tanult médszert.

3. feladat. Vagabundus Modernissimus, a kivdld képzémivész legujabb mdal-
kotdsa egy kézben vihetd 70 X 70 centiméteres vékony vaslemez, amelynek mindkét
egyformdn piros oldala 49 egybevdgo kis négyzetre van osztva, és ezek kozil 5 kis
négyzet kozépen dt van lyukasztva. Hdnyféle lehetdsége volt a zseninek ily mddon
kifejeznie korszakalkoto kreativitdsdt?

Megoldas. Itt a lyukas négyzetotosok szama a kérdés, de a nagy négyzet szim-
metridival egymaésba vihet6 6t6sok ugyanazt a miivet jelentik. A 8 transzformacié
tehdt a 4 darab 90k fokos forgatds (1 < k < 4) és a 4 szimmetriatengelyre vonat-
kozé tiikrozés. A palydk szdmat keressiik, ez a Burnside-lemma szerint a fixalakzat
0tosok atlagos szdma.

A helyben hagydsnak mind a (459) Otos fixalakzata. A +90 fokos forgatdsnél

a fixalakzatban a k6zépso kis négyzet mindenképpen benne van, egy masik az egyik
saroknal levd 3 x 4-es téglalapbdl szabadon valaszthatd, a maradék harom pedig
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ennek a 90, 180 és 270 fokos elforgatottja, tehdt 12 fixalakzat van (7. dbra).
Hasonl6é a helyzet a 180 fokos forgatasnal: a kozépsé négyzet kotelezéen benne
van a fixalakzatban, a kézéppontra szimmetrikus 24 négyzetpar koziil pedig kettét

kell teljesen kivalasztani, a fixalakzatok szama igy (224> (8. dbra).

x| x| x X | x| x| x
X | x| x (@) X | x| x| %
x| ®| x x| ®|x|x|O
x| x|x|O X|x|x|O
@) X | x| ® 0]
(@) X | x| %
x| x| %
7. dbra 8. dbra

Egy tiikrozésnél egy o6tos akkor fixalakzat, ha a tengelyen valasztunk 1, 3
vagy b négyzetet, és hozzd ennek megfelelden 2, 1 vagy 0 a tengelyre szimmetrikus
négyzetpart, ilyen 6tosbél tehat 7(%) + (5) 21+ (1) van (9. s 10. dbra). A palyék
szdma, azaz a fixalakzatok dtlagos szama igy

(5)r2 124 () + 4 (- G) + () 20+ () _ ooy

8

x| x| % X | x| x| x| x|x
x| x| % X | x| x| x| x
X | ®| % (@) X | ®| x| x
x| x| x|O X | x| x
x| x| % x | x
X | ®| x (@) X (@)
x| x| %

9. dbra 10. dbra

ITI. Egy oszthatdsagi feladat

4. feladat. Ldssuk be, hogy bdarmely ¢ és n pozitiv egészre ¢ + c2m) 4 4
+ ™) osathaté n-nel.

Megjegyzés. Han = p = prim, akkor az dsszeg (p— 1)c+c? = ¢ — ¢+ pe, tehat kapjuk,
hogy c? — ¢ oszthaté6 p-vel, ami a kis Fermat-tétel.
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Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezé problémat. Egy szabalyos n-szodg cstcsa-
it ¢ szinnel tetszélegesen kiszinezziik. Hanyféle szinezés adodik, ha az egymésba
forgatédssal dtvihetd szinezések kozott nem tesziink kiillonbséget?

Itt n transzformacionk van,
a 360k/n fokos forgatdsok a kozép-
pont koril (ahol 1< k< n), és
a palyak szdma a kérdés. A Burnside-
lemma alkalmazdsahoz megszamoljuk
a 360k/n fokos forgatds fixalakzatait.
Legyen példaul n =10 és k =4, azaz
a transzformacié a 144 fokos forgatds
(11. dbra). Ez minden csicsot a t6-
le a forgatds iranyaba es6 negyedik
csucsba visz. Ha példaul az 1-es cstcs
piros, akkor ennek alapjan az 5-0Os,
9-es, 3-as és T-es csucsnak is pirosnak
kell lennie, de a tobbi csiucs szinét ez
nem befolyasolja. Vagyis minden maso-
dik cstcs lesz azonos szinl. Ez onnan
adédott, hogy az 1-bdl kiindulva az 1,1+4,1+2-4, ... csicsokba jutunk, pontosab-
ban ezeknek a szdmoknak a 10-zel val6 osztdsi maradékait kell venniink. Az 1-hez
tehdat hozzaadjuk a 4 tobbszoroseit és ebbdl levonjuk a 10 megfeleld tobbszoroseit:
144y — 10z. Mivel a 4y — 10z alaka egészek éppen a 4 és 10 legnagyobb kozos
osztéjanak, a 2-nek a tobbszorosei, ezért az 1 + 2t szamokhoz jutunk, igy jottek ki
az 1, 3, 5, 7, 9 csticsok.

Altaldban is ez a helyzet tetszdleges n és k esetén. Egy i cstcs ekkor a 360k/n
fokos forgatas tobbszori alkalmazasaval az @ + k, ¢ + 2k, ¢ 4 3k, ... csicsokba kertil,
pontosabban ezeknek a szamoknak az n szerinti maradékat kell venniink. Mivel
az yk — zn szdmok (ahol y és z végigfutnak az egészeken) megegyeznek a legna-
gyobb kozos oszté (k,n) tobbszoroseivel, ezért az i csics képei éppen az i + t(k, n)
csticsok lesznek (ahol ¢ egész szdm). Azok a szinezések lesznek a fixalakzatok, ahol
ezek a csicsok mind azonos szinfiek. Ennek megfelelden (k,n) csticsot tetszéle-
gesen szinezhetiink, a tobbi szine viszont mdar egyértelmii. Tehat a 360k/n fokos
forgatésnak ¢ fixalakzata van. A keresett szinezések szama igy

3 k)
k=1

n

11. dbra

Ez egész szam, ami bizonyitja az oszthatosagot.

Megjegyzés. Kevésbé elegdnsan, egy n szerinti elég bonyolult teljes indukciéval is
bizonyf{thatjuk az oszthatésdgot. Itt az indukciés 1épésnél minden k < n-re (és minden
c-re) feltessziik az allitdst, és abbdl bizonyitunk n-re. Ehhez n-et n = p®r alakban frjuk,
ahol p prim és (p,r) = 1, majd tdmaszkodunk arra, hogy az allitds igaz n/p-re, r-re, s6t
tovabbi n-nél kisebb szdmokra is, rdaddsul ¢ helyett esetenként mas ¢’ egésszel.

Freud Roébert, Horvath Eszter
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