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' Nyaklancok, lyukas négyzetek és oszthatosag

Ebben az irdsban egy olyan mddszert mutatunk be, amely szdmos leszamlalasi
feladatndl jél hasznélhato.

I. Nyaklancok

1. feladat. Van 30 egyforma gyongyink, 2 piros, a tébbi sdrga. Hdnyféle nyak-
ldnc készithetd beldlik?

Megoldas. A nyaklancot barhogyan forgatva ugyanaz marad. fgy csak az szé-
mit, hogy az egyik piroshoz milyen kozel van a mésik. A kett6 kozotti sargak szama
lehet 0,1,...,14, tehat 15-féle nyakldnc készithets.

2. feladat. Van 30 egyforma gyongyink, 6 piros, a tébbi sdrga. Hdnyféle nyak-
ldnc készithetd beldlik?

Ismerkedés a nehézségekkel. Erre az esetre reménytelen az el6z6 moédszert
adaptdlni (1atni fogjuk, hogy a lehetséges nyaklancok szdma 10133).

Ha a szimmetridktél eltekintenénk, akkor 24 sarga és 6 piros gyongyot kellene

sorba raknunk, tehat a 30 helybdl a 6 pirosnak a helyét kellene kivalasztanunk, ami

(360) lehet6ség. Azonban azok a piros hatosok, amelyek egymédsba a szimmetridk

alapjan atvihet6k, ugyanazt a nyaklancot jelentik. Mik ezek a szimmetridk? A nyak-
lancot kifeszitve a gyongyok egy szabalyos 30-szog csicsainak tekinthetok, és ha egy
nyakldncot a sokszog kozéppontja koriil 12k fokkal elforgatunk (ahol 1 < k& < 30),
vagy a sokszog valamelyik szimmetriatengelyére tiikroziink, akkor ugyanaz a nyak-
lanc marad. Tehat egy piros hatosra ezen 60 darab egybevagdsigot alkalmazva
mindig ugyanazt a nyaklancot kapjuk.
Els6 kozelitésben azt gondolhatnank,
hogy akkor a piros hatosok 60-asaval
jelentik ugyanazt a nyaklancot, tehat
a piros hatosok szamat a transzfor-
mécick szdmdval osztva (360) /60 adja
a nyaklancok szamat. Ez viszont nem
is egész szam.

A problémat az okozza, hogy van-
nak olyan piros hatosok, amelyekre
a 60 transzformdciot alkalmazva nem
kapunk 60 kiilonb6z6 piros hatost. Néz-
ziink példaul egy olyan esetet, amikor
minden 6todik gyéngy piros (1. dbra).
Azonnal latszik, hogy erre a 60 transz-

514 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/9

KoMalL, 2022. december EF

— P



QF 2022.12.5 — 19:59 — 515. oldal — 3. lap KoMalL, 2022. december EF

— P

formaciét alkalmazva Gsszesen 5 kiilonb6zo piros hatost kapunk. Vizsgaljuk meg ezt
alaposabban, hogy jobban lassuk az sszefiiggéseket. A piros gyongyok ekkor egy
szabalyos hatszog csicsait alkotjak. fgy a nyakldncot 60j fokkal elforgatva (ahol
1 < j <6), vagy a hatszog barmelyik szimmetriatengelyére tiikrozve az adott piros
hatos 6nmagaba megy at. Ezt roviden ugy fogjuk hivni, hogy ez a piros hatos ennek
a 12 transzformacionak fizalakzata. Jelolje ezt a 12 transzformaciét 7q,..., 7o,
és legyen o (mondjuk) a 12 fokkal torténé el-
forgatds (2. dbra), ami tehat egy mésik piros
hatost eredményez (de ugyanazt a nyaklan-
cot). Mely mésik transzformdcidk viszik at
ugyanide az eredeti piros hatost? Az Osszes
p7; (elébb a 7;, utdna a p) megfelel, hiszen
akkor el6szor onmagaba megy az eredeti piros
hatos, majd elfordul 12 fokkal. Es ez az 6sszes!
Ugyanis ha 7 is ugyanide viszi az eredeti piros
hatost, akkor ezutdn a —12 fokos forgatast,
azaz a o inverzét, o~ !-et alkalmazva visszake-
riiliink az eredeti piros hatosba. Ez azt jelenti,
hogy o~ 'm-nek az eredeti piros hatos fixalak-
zata, vagyis o 'm = 7;, azaz m = p7;. Ebbdl
kovetkezik, hogy minden poziciéba pontosan
ugyanannyi transzformacié viszi az eredeti piros hatost. Ezért a 1étrejové pozicidk
szamat ugy kapjuk meg, hogy az Osszes transzformacié szamat elosztjuk azoknak
a transzformaciéknak a szamaéval, amelyeknek az adott piros hatos fixalakzata:
60/12 = 5. Ez az észrevétel dltaldnosan is érvényes. Ez azt mutatja, hogy a fixalak-
zatok szama fontos szerepet jatszik a leszamlalasban.

Palyak. Legyen az x piros hatos P = P, pdlydja az Gsszes olyan piros hatos,
ahové a transzformdcidk z-et atviszik. Egy szabalytalan piros hatos palyéja tipi-
kusan 60 elemii. A minden 6t6dik gyongy piros palydja 5 eleml. Az egy palydba
tartozé piros hatosok jelentik ugyanazt a nyaklancot. fgy a feladat a palyak sza-
ménak a meghatdrozasa.

Jelolje F, azoknak a 7 transzformdciéknak a halmazat, amelyeknek x fixalak-
zata, tehdt amelyek z-et 6nmagdba viszik. Ha = egy minden 6t6dik gyongy piros
tipusu hatos, akkor F, a szabdlyos hatszog 12 szimmetridjanak megfelel6 7; forga-
tasokat és tiikkrozéseket jelenti. Jelolje végiil az Gsszes transzformécié halmazéat T,
példankban ez a szabdlyos 30-szog 60 szimmetridjabol all.

Az el6z6 rész gondolatmenetébdl dltaldnosan is azt kapjuk, hogy egy = piros
hatost a P, palya barmely y piros hatosaba ugyanannyi transzformacié visz at,
mint amennyi x-et helyben hagyja. Ebbol az elemszamokra az kovetkezik, hogy

A feladat megoldasahoz az Osszes transzformaciohoz tartozé osszes fixalakza-
tot szamoljuk Ossze, vagyis Osszegezziilk minden transzforméciora a fixalakzatok

szdmdt: Y 7 fixalakzatainak a szdma. Ha ezt most a piros hatosok szerint szd-
TeT .
moljuk ossze, akkor ugyanez az osszeg Y |Fy| = > |T|/|Px:|. Atosztva |T|-vel azt
x x
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kapjuk, hogy a transzforméciok fixalakzatainak atlagos szama éppen a piros hato-
sokhoz tartozé pdlyaméretek reciprokosszege > 1/|P,|. Mivel egy P pélydban levé
x

mind a |P| darab y piros hatosra Py = P, ezért egy adott P pélya hatosait tekint-
ve a reciprokdsszeg |P|-1/|P| = 1. Vagyis a teljes reciprokdsszeg éppen a palyak
keresett szama! Ezzel belattuk:

Burnside-lemma. A palydk szdma egyenld a transzformdacick fixalakzatainak
atlagos szamadval.

A 2. feladat megoldasa el6tt bemelegitésként oldjuk meg az 1. feladatot, tehat
a 2 piros gyongy esetét a Burnside-lemmaval.

A szabélyos 30-szog szimmetridi koziil a helyben hagyds minden piros pért
Onmagaba visz, tehat annak (320) fixalakzata van. A forgatdsok koziil egyediil
a 180 fokos forgatasnak van fixalakzata, mégpedig az a 15 piros par, amikor a 2 piros
gyongy kozott mindkét oldalon 14-14 sarga helyezkedik el. Ha a tiikrozés tengelye
két atellenes oldalfelez6 pontot 6sszekotd egyenes, akkor az ennek egyik oldalan levo
15 gyongybdl barmelyik lehet piros, a mésik piros pedig ennek a tengelyre vonatkozé
tiikorképe, tehat itt is 15 fixalakzat van. Ha a tiikrozés tengelye két szemkozti
csucsot 6sszekotd atlo, akkor vagy az atlo két végpontja piros, vagy pedig az egyik
oldalon lev6é 14 pont barmelyike és annak tiikorképe lesz piros, tehdat itt is 15
a fixalakzatok szama. Vagyis a fixalakzatok szamanak atlaga ((320) +31- 15) / 60 =
= 15.

Nézziik akkor ugyanezt a mddszert a 6 piros gyongy esetére. A helyben hagyas-
nak mind a (360) piros hatos fixalakzata. A 60, illetve —60 fokos forgatas fixalakzatai
a szabdlyos hatszogek (1. dbra), tehdt 55 ilyen van. A +120 fokos forgatasok fix-
alakzatai két szabélyos hdromszog egyesitései (3. dbra), azaz 10 (az dbran x-szel
jelolt) szomszédos pontbdl kivdlasztunk 2-t, és ezek elforgatottjai adjdk a méasik
4 pontot, tehat mindkét forgatasnak (120) fixalakzata van. Ugyanigy adédik, hogy
a 180 fokos forgatdsnak (135) fixalakzata van (4. dbra).

3. dbra 4. dbra

516 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/9



QF 2022.12.5 — 19:59 — 517. oldal — 5. lap Ko6MalL, 2022. december EF

— P

Ugyanez all az oldalfelez6 szimmetriatengelyekre tiikkrozésnél: a tengely egyik
oldalan levd 15 pontbdl 3 szabadon valaszthato és ezek tiikorképe a mésik 3 pont
(5. dbra). Az 4tlé6 szimmetriatengelyeknél a tengelyen lehet 0 vagy 2 pont és
a tengely egyik oldalan levé 14 pontbdl igy 3 vagy 2 valaszthaté szabadon, ez

(1;) + (124) = (135) fixalakzat (6. dbra).

5. dbra 6. abra

A t8bbi transzforméciénak nincs fixalakzata. Igy a palydk szdma

(360) +2-5+4 2(120) +31 (135

60

) =10133.

II. Lyukas négyzetek

Ebben a részben nem lesz tjdonsag, csak egy masik feladatra alkalmazzuk
a tanult médszert.

3. feladat. Vagabundus Modernissimus, a kivdld képzémivész legujabb mdal-
kotdsa egy kézben vihetd 70 X 70 centiméteres vékony vaslemez, amelynek mindkét
egyformdn piros oldala 49 egybevdgo kis négyzetre van osztva, és ezek kozil 5 kis
négyzet kozépen dt van lyukasztva. Hdnyféle lehetdsége volt a zseninek ily mddon
kifejeznie korszakalkoto kreativitdsdt?

Megoldas. Itt a lyukas négyzetotosok szama a kérdés, de a nagy négyzet szim-
metridival egymaésba vihet6 6t6sok ugyanazt a miivet jelentik. A 8 transzformacié
tehdt a 4 darab 90k fokos forgatds (1 < k < 4) és a 4 szimmetriatengelyre vonat-
kozé tiikrozés. A palydk szdmat keressiik, ez a Burnside-lemma szerint a fixalakzat
0tosok atlagos szdma.

A helyben hagydsnak mind a (459) Otos fixalakzata. A +90 fokos forgatdsnél

a fixalakzatban a k6zépso kis négyzet mindenképpen benne van, egy masik az egyik
saroknal levd 3 x 4-es téglalapbdl szabadon valaszthatd, a maradék harom pedig
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ennek a 90, 180 és 270 fokos elforgatottja, tehdt 12 fixalakzat van (7. dbra).
Hasonl6é a helyzet a 180 fokos forgatasnal: a kozépsé négyzet kotelezéen benne
van a fixalakzatban, a kézéppontra szimmetrikus 24 négyzetpar koziil pedig kettét

kell teljesen kivalasztani, a fixalakzatok szama igy (224> (8. dbra).

x| x| x X | x| x| x
X | x| x (@) X | x| x| %
x| ®| x x| ®|x|x|O
x| x|x|O X|x|x|O
@) X | x| ® 0]
(@) X | x| %
x| x| %
7. dbra 8. dbra

Egy tiikrozésnél egy o6tos akkor fixalakzat, ha a tengelyen valasztunk 1, 3
vagy b négyzetet, és hozzd ennek megfelelden 2, 1 vagy 0 a tengelyre szimmetrikus
négyzetpart, ilyen 6tosbél tehat 7(%) + (5) 21+ (1) van (9. s 10. dbra). A palyék
szdma, azaz a fixalakzatok dtlagos szama igy

(5)r2 124 () + 4 (- G) + () 20+ () _ ooy

8

x| x| % X | x| x| x| x|x
x| x| % X | x| x| x| x
X | ®| % (@) X | ®| x| x
x| x| x|O X | x| x
x| x| % x | x
X | ®| x (@) X (@)
x| x| %

9. dbra 10. dbra

ITI. Egy oszthatdsagi feladat

4. feladat. Ldssuk be, hogy bdarmely ¢ és n pozitiv egészre ¢ + c2m) 4 4
+ ™) osathaté n-nel.

Megjegyzés. Han = p = prim, akkor az dsszeg (p— 1)c+c? = ¢ — ¢+ pe, tehat kapjuk,
hogy c? — ¢ oszthaté6 p-vel, ami a kis Fermat-tétel.
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Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezé problémat. Egy szabalyos n-szodg cstcsa-
it ¢ szinnel tetszélegesen kiszinezziik. Hanyféle szinezés adodik, ha az egymésba
forgatédssal dtvihetd szinezések kozott nem tesziink kiillonbséget?

Itt n transzformacionk van,
a 360k/n fokos forgatdsok a kozép-
pont koril (ahol 1< k< n), és
a palyak szdma a kérdés. A Burnside-
lemma alkalmazdsahoz megszamoljuk
a 360k/n fokos forgatds fixalakzatait.
Legyen példaul n =10 és k =4, azaz
a transzformacié a 144 fokos forgatds
(11. dbra). Ez minden csicsot a t6-
le a forgatds iranyaba es6 negyedik
csucsba visz. Ha példaul az 1-es cstcs
piros, akkor ennek alapjan az 5-0Os,
9-es, 3-as és T-es csucsnak is pirosnak
kell lennie, de a tobbi csiucs szinét ez
nem befolyasolja. Vagyis minden maso-
dik cstcs lesz azonos szinl. Ez onnan
adédott, hogy az 1-bdl kiindulva az 1,1+4,1+2-4, ... csicsokba jutunk, pontosab-
ban ezeknek a szdmoknak a 10-zel val6 osztdsi maradékait kell venniink. Az 1-hez
tehdat hozzaadjuk a 4 tobbszoroseit és ebbdl levonjuk a 10 megfeleld tobbszoroseit:
144y — 10z. Mivel a 4y — 10z alaka egészek éppen a 4 és 10 legnagyobb kozos
osztéjanak, a 2-nek a tobbszorosei, ezért az 1 + 2t szamokhoz jutunk, igy jottek ki
az 1, 3, 5, 7, 9 csticsok.

Altaldban is ez a helyzet tetszdleges n és k esetén. Egy i cstcs ekkor a 360k/n
fokos forgatas tobbszori alkalmazasaval az @ + k, ¢ + 2k, ¢ 4 3k, ... csicsokba kertil,
pontosabban ezeknek a szamoknak az n szerinti maradékat kell venniink. Mivel
az yk — zn szdmok (ahol y és z végigfutnak az egészeken) megegyeznek a legna-
gyobb kozos oszté (k,n) tobbszoroseivel, ezért az i csics képei éppen az i + t(k, n)
csticsok lesznek (ahol ¢ egész szdm). Azok a szinezések lesznek a fixalakzatok, ahol
ezek a csicsok mind azonos szinfiek. Ennek megfelelden (k,n) csticsot tetszéle-
gesen szinezhetiink, a tobbi szine viszont mdar egyértelmii. Tehat a 360k/n fokos
forgatésnak ¢ fixalakzata van. A keresett szinezések szama igy

3 k)
k=1

n

11. dbra

Ez egész szam, ami bizonyitja az oszthatosagot.

Megjegyzés. Kevésbé elegdnsan, egy n szerinti elég bonyolult teljes indukciéval is
bizonyf{thatjuk az oszthatésdgot. Itt az indukciés 1épésnél minden k < n-re (és minden
c-re) feltessziik az allitdst, és abbdl bizonyitunk n-re. Ehhez n-et n = p®r alakban frjuk,
ahol p prim és (p,r) = 1, majd tdmaszkodunk arra, hogy az allitds igaz n/p-re, r-re, s6t
tovabbi n-nél kisebb szdmokra is, rdaddsul ¢ helyett esetenként mas ¢’ egésszel.

Freud Roébert, Horvath Eszter
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| | Gyakorl6 feladatsor

emelt szintii matematika érettségire
L J L. rész

1. a) Az a, szédmtani sorozat kiilonbsége 4, az elsé hét tagjanak dsszege 105.
Adjuk meg a sorozat els6 tagjat. (8 pont)

b) A b, mértani sorozat hdnyadosa 4, az elsd hét tagjdnak Osszege 16 383.
Adjuk meg a sorozat els6 tagjat. (8 pont)

¢) A ¢, sorozat minden tagja az n els6foku fiiggvénye. A sorozat mdsodik
tagja 7, a hetedik tagja 27. Adjuk meg a sorozat els6 tagjat. (5 pont)

2. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazan:
577t —10-57" 1 +6-5772 =16,2. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy
lg3%* . 1g 7% < (lg?f + 1g7””)2
minden valés x esetén fenndll. (7 pont)
3. Egy lizemben 5 milliméter vastagsagu, 80 centiméter oldalhossziisdgi négy-
zet alaku acéllapokbdl a lehetd legnagyobb, szabdlyos tizenkétszogeket vagnak ki

agy, hogy a tizenkétszogek két-két oldala illeszkedjen a négyzetlapok oldalara. Tud-

juk, hogy az acél stirtisége 7,8 Cig.

a) Mekkora lesz 75 darab legyartott tizenkétszog tomege? (7 pont)

A szabdlyos tizenkétszog csucsait megszamozzuk sorban 1-tél 12-ig. A sorsza-
mozott csiicsok koziil barmelyik hdrom egy-egy haromszoget alkot.

b) Adjuk meg az igy kapott derékszogli és nem derékszogli haromszogek
sz&mat. (6 pont)

4. Magyarorszdgon 2022-ig a gépkocsik (nem egyedi) rendszdma harom betiibl
és hdarom szamjegybdl allt. Az dbécé 26 betiije hasznalhaté ezekben a rendszamok-

ban.
a) Hény auté6 kaphat ilyen médon rendszamot? (4 pont)
b) Hény olyan rendszdm lehet, amelyikben kétféle betl, és kétféle szdmjegy
szerepel? (5 pont)

¢) Az elképzelhet§ 6sszes rendszdmbél véletlenszeriien valasztunk egy darabot.
Mekkora a valészinlisége annak, hogy harom kiilonb6z6 bet{ibél és harom kiilonboz6
szamjegybdl all ez a rendszam? (5 pont)
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II. rész
5. Adott a kovetkezd két fiiggvény:
f:R=R; fl)=-2—-1, é g:R—=R; g(x)=—2*—10x —19.

a) Oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenletet a valds szamok halmazan. (3 pont)
b) Irjuk fel az y = f(z) és az y = g(x) egyenletii alakzatok kozos pontjaiban
az y = g(x) egyenletli gorbéhez hizhaté érintdk egyenletét. (7 pont)
¢) Szamitsuk ki az y = f(x) és az y = g(x) egyenletii alakzatok dltal kozbezért
sikidom teriiletét. (6 pont)

6. Egy 600 méter oldalhosszisigi, négyzet alaki parkot futépalya hatarol.
A park egyik csucsatdl inditja Andras, az edz6 a két futdatlétajat, akik egyszer-
re indulnak, de més irdnyban. Andrds helyben marad, Lali 9 km/h, M&té 8 km/h
egyenletes sebességgel fut az edzésen. 6 perc elteltével a harom szereplé az ALM
hiromszog cstcsaiban van, ahol a haromszog csicsait a szereplék nevének a kez-
débetiijével jeloltiik.

a) Milyen messze van ekkor Andrastdl Lali és M4té? (4 pont)

b) Milyen messze van ekkor egyméstdl a két futé? (2 pont)

¢) Igazoljuk, hogy ekkor Andrés pontosan 45°-0s szégben latja az LM szakaszt.

(5 pont)

d) A parkban az L és M kozott van egy egyenes sétatt is. Milyen messze van
Andrés ettél az uttdl? (5 pont)

7. Boglarka érdekes szamhéarmasokat gyljtott, és a kovetkezket dllapitotta

meg:
32 +4% =52,
52 +12%2 = 132,
72 4 24% = 252,
9% +40% = 412

a) Béla meglatta Bogldrka egyenleteit és elgondolkodott azon, hogy lehet-e
egy ilyen tulajdonsagi szamharmas legkisebb eleme a 2023. Segitsiink Bélanak,
hatérozzuk meg k € Z értékét, ha 2023% + k2 = (k +1)°. (4 pont)

b) Bélint azt éllitja, hogy a végtelenségig folytathaté az egyenléségek sorozata,
azaz minden 2n+ 1 (n € N) alakd pératlan szdm négyzetéhez hozzdadva a 2n(n+ 1)
négyzetét, éppen a kiovetkezd négyzetszamot kapjuk. Igazoljuk Balint allitasat.

(6 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy 12023 4 22023 4 32023 4 42023 4 52023 ogythatd 5-tel.
(6 pont)
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8. Egy vallalkozas olyan négyzet alapt egyenes guldkat rendel reklamajan-
déktargyként, amelyeknek az oldallapjai az alaplappal 60°-os szoget zarnak be,
és az alapéleinek a hossza 12 centiméter. A négy kiemelkedd termékiik reklamjat
szeretnék elhelyezni a giila egy-egy oldallapjan.

a) Hatdrozzuk meg mekkora teriiletli részre kell megtervezni egy termék rek-

lamjat. (3 pont)
b) Mekkora a gila térfogata? (3 pont)
¢) Mekkora szoget zdrnak be a gila oldalélei az alaplappal? (4 pont)

d) A gila alaki dobozok belsejében egy-egy (gomb alaki) ajandék labdat is
elhelyeznek, amelyek mind a négy oldallapot és az alaplapot is érintik. Mekkora
a labda sugara? (6 pont)

9. a) Egy matematikatandr tanit a 12. A és a 12. B osztdlyban is. Iratott
egy kozos dolgozatot, amelyben 120 pont volt az elérheté legmagasabb pontszam.
Az A osztdlyban 84 pont, a B osztilyban 74 pont lett az dtlag. Az A osztalyos fitk
atlagosan 81, a B osztalyos fiuk pedig 71 pontot értek el. Az A osztalyban a lanyok
atlagosan 90, mig a B osztalyban a lanyok atlagosan 76 pontos dolgozatot irtak.
Tudjuk tovabba, hogy az sszes fiu atlaga 79 pont lett. Mennyi a két osztalyban
az Osszes lany atlagpontszama?

(8 pont)

b) Az A osztélyban tanulé Andrdsnak hat jegye van matematikdbol, és a hat
jegynek a medidnja 4. Mit mondhatunk a B osztalyban tanulé Benedek matema-
tikajegyeinek medidnjardl, ha hat jegye pontosan megegyezik Andréas jegyeivel, de
neki van még ezen tul egy hetedik jegye, amely 5-6s? (4 pont)

¢) Hérom bardtnd, Anna, Bea és Cili matematikabol, fizikdabdl és kémidbol
elért félévi eredményeiket vizsgalta.

I. Kiszamoltak mindegyikiiknek az atlagat, majd ezeknek az atlagoknak vették
az atlagat.

II. Kiszamoltak a hdrom tantargy atlagit, majd ezen atlagok atlagat vették.

Mutassuk meg, hogy a kétféle médon kapott dtlag egyenld egyméssal. (4 pont)

Kozma Katalin Abigél, Szamadé Laszlo
Gy6r Budapest

Megoldasvazlatok a 2022/8. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a 2-sin?z + 3 -cos?z + 2-sinz = 0 egyenletet a valds szdmok
halmazdn. (5 pont)
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b) Melyek azok a valds szdmok, amelyek eleget tesznek az 22 —4x —5<0 és a

v w2
COS(§+§)<7

egyenlétlenségnek egyardnt? (8 pont)

Megoldas. a) A cos®z = 1 —sin? z helyettesitést hasznalva a kovetkezé mésod-
foki egyenlethez jutunk: —1-sin?z+2-sinz+3=0. Ennek egyik gydke
sinz = 3, aminek nincs valés megolddsa az f(z) = sinx fiiggvény értékkészlete mi-
att. A masodfoku egyenlet mésik gyoke sinxz = —1, amibél x = —% + k - 27, ahol
keZ.

b) A masodfoku kifejezés zérushelyei —1 és 5. A megfelel6 fiiggvény felfele
nyilé parabola, amelynek helyettesitési értékei a két zérushely kozott negativak,
ezért az egyenlStlenség megolddsa = € [—1; 5.

A trigonometrikus egyenlétlenség megoldédsa:

T r T
Z+k'2ﬁ<§+§<z+k'2’ﬂ'.

Ezt rendezve:

1
*%+k~47r<x<%+k~47r.

Ez k=0 esetén a ]—%;%[ intervallumot adja. Mindkét egyenl6tlenségnek

a }—%; 5] intervallum elemei tesznek eleget.

2. Egy adott hosszusdgu szakaszt az aranymetszés szerint ugy osztunk két rész-
re, hogy az eredeti és a keletkezett hosszabb szakasz hosszdnak ardnya megegyezik
a keletkezett hosszabb és a keletkezett ro-
videbb szakasz hosszdnak ardnydval. Bence 6,5 m
szobdja egyik faldnak hossza 6,5 méter, ma-
gassdga 2,8 méter. Ezt a falfeliletet Bence
ugy szeretné lefesteni, hogy fiiggdlegesen és
vizszintesen is az aranymetszésnek megfele-
l6en osztja fel 4 téglalap alaku részre gy,
hogy a bal felsé sarok felé legyenek a rovi- Bence fala
debb szakaszok.

2,8 m

a) Hatdrozzuk meg az egyes téglalapok teriiletét. A szdmolds sordn az oldalak
hosszdt és a teriileteket is pontosan 3 tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (8 pont)

b) Bencének otthon 4-féle szind falfestéke van, ezekbdl vdlogat a fal festése
sordn. Hany kiilonbozd szinezés lehetséges, ha az oldallal egymdshoz illeszkedd tégla-
lapoknak kilénboz6 szintieknek kell lennie? (4 pont)
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Megoldas. a) A fal 2,8 méteres magassdgdnak aranymetszés szerinti felosztédsa:

28 28—
6,5 m 28—z oz
Tl T T2
Rendezve az 2% — 8,4z + 7,84 = 0 mésodfo-
Y 6,0 —y 2,8 m

ku egyenlethez jutunk. A feladatnak megfe-
lel6 megoldas hérom tizedesjegyre kerekitve
1,070. Ezért a keletkezett téglalapok fiiggo-
leges oldalainak hossza 1,070 m és 1,730 m.

T4 2,8 —x Tg

A fal 6,5 m-es vizszintes hosszisagat tekintve az aranymetszéssel vald felosztas:
6,5 6,0 —y
65—y  y
Rendezve az 3% — 19,5y + 42,25 = 0 méasodfoki egyenletet kapjuk. A feladatnak

megfelel6 megoldds harom tizedesjegyre kerekitve 2,483. Ezért a keletkezett tégla-
lapok vizszintes oldalainak hossza 2,483 m és 4,017 m.

A téglalapok teriileteinek nagysiga:
Ty = 2,657 m?, Tp,=4298 m?, T5=6,949 m? és Ty = 4,296 m>.

¢) A fal kétféle szinnel 12 kiilsnb6z6 médon szinezhetd, hiszen ki kell vélaszta-
nunk a 4-féle szinbdl azt a kettét, amelyeket a festésnél felhaszndlunk. Ezt (;1) = 6-
féleképpen tehetjiik meg. Majd a bal fels§ sarokban 1év6 téglalap szinét kivalaszjuk
(2 lehet6ség), mig a tébbi téglalap szine mér egyértelmi lesz. (3) 22-1-1-1=12.
Héromféle szinnel torténd festés esetén (g) -3-2-2-1 = 48 az esetek szdma. Négyféle
szinre 4! = 24 kiilonbozo festést valaszthat Bence, ezért 6sszesen 12 + 48 + 24 = 84
a lehet6ségek szama.

3. A légkori nyomds fiigg a tengerszinten mérhetd nyomds értékétél (po), a ten-
gerszint feletti méterben mért magassdgtél (h) és a levegd Celsius-skdldn mért hé-
mérsékletétdl (T). A hozzdrendelés szabdlya:

p=npo-e VP TIT3

a) Mekkora a nyomds Bolivia févdrosdban, La Pazban 3600 méter magassdg-
ban, ha a tengerszinten 101500 Pa a nyomds 20 °C-on? (2 pont)

b) A Kékestetén 1014 méter magassdgban hany %-o0s nyomdsvdltozds észlelhe-
t6, ha a hémérséklet 8 °C-rdl 22 °C-ra emelkedik? (3 pont)

¢) Milyen magassdgban mérhetd feleakkora nyomds, mint a tengerszinten, ami-
kor a levegd hémérséklete 24 °C? (6 pont)
Megoldas. a) A megfelel értékek behelyettesitése utdn

3600
20+273 = 66676,6 ~ 66 680 Pa

p=101500-¢ 0%

a légkori nyomas La Pazban.
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1014

TO0EELT3 = g - 0,8839,

b) A Kékestetén 8°C-on a nyomds értéke pg-e

1014
22°C-on pedig po - e 032 3m1a73 = po - 0,8891. Mivel
0,0052
0,8891 — 0,8839 = 0,0052 ¢ ’ = 0,0059
) ) ) €s 0,8839 ) )

azért 0,59%-os novekedés tapasztalhaté a 1égkori nyomésban.
¢) Megoldandé a

h
0,5-po = po-e 032 203273
egyenlet. Oszthatunk a pg tengerszinten mérhet6 nyomassal, majd vegyiik mindkét

oldal természetes alapt logaritmusét (In). Igy

h
| =— 42 - —.
n0,5 0,03 507
Rendezés utan h = 6019,4 tehat koriilbeliil 6020 m magassagban lesz a nyomas
fele a tengerszinten mérhetének.

4. Az ABO vércsoportrendszerben az emberek négy alapvetd fenotipusba sorol-
hatdk. A magyarorszdgi populdciot figyelembe véve az A vércsoportiak a népesséqg
44%-dt teszik ki, a 0 vércsoportiak 40%-ot. A B vércsoportiak ardnya 11%, mig
az AB vércsoportiak minddssze 5%-ot adnak. Ettél a csoportositdstdl fiiggetlendil
a vordsvértestek felszinén taldlhatd D antigén megléte esetén Rh™ vércsoportrél be-
széliink, a D antigén hidnya esetén Rh™ a vércsoport, ahovd az emberek 15%-a
tartozik.

a) Igazoljuk Réka dllitdsdt, aki azt mondja, hogy a Magyarorszdgon él6 9,7 mil-
lio lakosbol minddssze korilbelil 72750 ember tartozik a legritkabb AB Rh™ wvér-
csoportba. (2 pont)

b) Csengérdl tudjuk, hogy van D antigén a vérében. Mekkora valdsziniiséggel
B vércsoporti Csenge? Vilaszunkat indokoljuk. (2 pont)

¢) Készitsiink kordiagramot a sziikséges kizépponti szégek meghatdrozdsa utdn,
amely mutatja a magyar embereket vércsoportjuk alapjan, figyelembe véve mind
az ABO rendszert, mind a D antigén meglétét. (5 pont)

d) Egy véraddsrol szold telthdzas eldaddson a 150 f&s teremben férfiak, ndk és
gyerekek dlnek. Ha a terembdl kimenne 2 férfi, akkor az ott marado férfiak és ndk
aranya 2 : 3 lenne. Ha a terembe bejonne még 2 gyerek, akkor a ndk pontosan hd-
romszor annyian lennének, mint a gyerekek. Hdny nd vett részt ezen az eléaddson?

(6 pont)

Megoldés. a) Az ABO vércsoportrendszer és a D antigén megléte egymédstol
fliggetlen, igy az AB Rh™ vércsoportba tartozé emberek szdma Magyarorszagon
9700000 - 0,05 - 0,15 = 72 750.

b) Az ABO vércsoportrendszer és a D antigén megléte egyméstol fiiggetlen,
ezért Csenge 0,11 valdszinliséggel B vércsoporti.
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¢) Az ABO rendszert, valamint a D antigén meglétét figyelembe véve a keresett
valoszintiségek és kozépponti szogek, illetve a kordiagram:

+AT—
B- ABTAB

A | Rh' | 0,3740 | 134,64°
A | Rh™ | 0,0660 | 23,76°
0 Rh* | 0,3400 | 122,40°
0
B
B

A+

Rh™ | 0,0600 | 21,60°
Rh™ | 0,0935 | 33,66°
Rh™ | 0,0165 5,94°
AB | Rh" | 0,0425 | 15,30°
AB | Rh™ | 0,0075 2,70°

0+

d) Jelolje a teremben 1év§ férfiak szdmét f, nék szdmét n, a gyerekek szdmét
pedig g. A feladat szovege alapjan a kovetkez6 egyenletek frhatdak fel:
f—2 2

f+mn+g=150, ==, 3(g+2)=n.
n 3

A maésodik egyenletbdl kifejezziik a férfiak szdmat: f = %n + 2. A harmadik egyen-
letbdl kifejezziitk a gyerekek szamat: g = %n — 2. Ezeket behelyettesitjik az els6

egyenletbe, és rendezziik. Az eredmény n = 75, tehét az eléadason 75 né vett részt.

Elleno6rzéssel meggy6ézédiink a megoldas helyességérol. A férfiak szama 52 volt
a teremben. Ha ketten elmennek, valoban 2 : 3 lesz a férfiak és nok ardnya. Ha
a teremben 1év6 23 gyerekhez még ketten bejonnek, akkor a nék tényleg haromszor
annyian lesznek.

II. rész

5. a) Elkezdtik dsszeadni a 7-tel osztva 5 maradékot add pozitiv egész szdmokat
a legkisebdb ilyen tulajdonsdgu szamtol kezdve. Hdny tagot adtunk Ossze, és mi
az utolsé szdm, ha a kapott dsszeg 54 8757 (4 pont)
b) Egy mértani sorozat hatodik és nyolcadik tagja egyardnt 6. Szdmitsuk ki
a sorozat elsé 35 tagjdnak dsszegét. (4 pont)
¢) Egy szdmtani sorozat hdrom egymdst kivetd elemének dsszege 72. Ha az elsé
szambal elvesziink 4-et, a kozépsét vdltozatlanul hagyjuk, az utolséhoz pedig hozzad-
adunk 16-ot, akkor egy mértani sorozat hdrom egymdst koévetd tagjat kapjuk. Hatd-
rozzuk meg a mértani sorozat hanyadosdt. (8 pont)

Megoldas. a) Az osszeg tagjai olyan szamtani sorozatot alkotnak, amelynek
elsé tagja a1 = 5, differencidja d = 7. A szdmtani sorozat osszegképletébe behelyet-
tesitve az ismert értékeket:

n-[2-54+(mn-1)-7
2

= 54 875.
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Rendezziik az egyenletet: Tn? + 3n — 109750 = 0. Ennek pozitiv egész megoldasa
n = 125. Tehat 125 tagot adtunk ossze. Az utolsé szdm a sorozat 125. eleme:
aigs — 5+ 124 -7 = 873.

b) Az adott mértani sorozat esetén ag = a; - ¢° =6 és ag = a; - q¢" = 6. A két
egyenlet hanyadosét vessziik, igy ¢> = 1, amib6l ¢ = 1.

Ha ¢ =1, akkor a sorozat minden tagja a; =6, az els6 35 tag Osszege
S35 = 356 = 210.

Ha ¢ = —1, akkor a sorozat elsd tagja a; = —6, az elsd 35 tag Gsszege
(_1)35 1
Sy5 = (—6) - —~L—— = 6.

¢) Jeldlje a szdmtani sorozat kozépsd tagjat a, differencidgjit d. Ekkor a soro-
zatok harom egymast koveto tagja:

szémtani sorozat: a —d, a, a-+d;
mértani sorozat: a—d—4, a, a+d+16.

A szédmtani sorozat tagjainak dsszege 72. Tehét (a — d) + a + (a + d) = 72, amibdl
a = 24. Ezt felhasznédlva a mértani sorozat egymaést kéveto tagjai:

20—d, 24 és 40+ d.

Felhasznaljuk, hogy a mértani sorozat egymast kovetd tagjai esetén a kozépso tag
négyzete megegyezik a két szélsé tag szorzatival:

(20 — d)(40 + d) = 242

A zaréjelek felbontdsa utan d? + 20d — 224 = 0. Az egyenlet két megolddsa d = 8,

illetve d = —28. Az els6 esetben a mértani sorozat tagjai 12, 24 és 48, hanyadosa
q= 21 A masodik esetben a mértani sorozat tagjai 48, 24 és 12, hanyadosa pedig
q=3-

6. Tekintsik az f(x) = 4”;:;4 fiiggvényt.

a) Adjunk meg egy olyan egész szimot, amelyre az f(x) fiigguvény helyettesitési
értéke is egész szdm. (2 pont)
b) Bizonyitsuk be, hogy pontosan 8 darab rdcsponton halad dt az f(x) figgvény
képe a Descartes-féle derékszogii koordindtarendszerben. (8 pont)

¢) Oldjuk meg a \/f(x) = \/x — 3 egyenletet a valds szdmok halmazdn. (6 pont)

Megoldas. a) Példdul = = 1 esetén f(1) = 10. (A b) feladatrész megolddséndl
lathaté tablazatban szerepel a 8 db lehetséges érték.)

b) Végezziik el az egészrész levélasztast:

dr—14  4(x—2)—6 6
= = = 4 - .
@) r—2 x—2 T —2
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A fiiggvény helyettesitési értékei akkor lesznek egészek, ha a % tort értéke
egész. A nevezd értéke —6, —3, —2, —1, 1, 2, 3 és 6 lehet. Tehat a fliggvény valéban
8 db racsponton halad 4t.

x—2 6| -3 |-2]| -1 1 21316
T —4 | -1 0 1 3 4158
y=f(x)| 5 6 7T |10 -2]1]2

4z—14

z—2
a nevezével, majd bontsunk zéréjelet. Rendezés utdn 22 — 9z +20 = 0. A mésodfoki
egyenlet két megolddsa x; = 4, illetve x5 = 5.

¢) Négyzetre emelés utdn a = x — 3 egyenlethez jutunk. Szorozzunk be

Az egyenlet ellenérzésérdl ne feledkezziink meg, hiszen nem vizsgaltuk az ér-
telmezési tartoményt, és a négyzetre emelés nem ekvivalens atalakitdas. Mindkét
megoldas kielégiti az eredeti egyenletet.

7. Egy konyhai midanyag tolcsér also része henger alaki, belsé atmérdje 18 mil-
liméter, magassaga 5 centiméter. Felsd része a hengerre pontosan illeszkedd cson-
kakup, amelynek felsé dtmérdje 7 centiméter, illetve magassiga 4 centiméter.

a) A tolesér aljdt befogjuk, és teljes magassdgdanak 90%-dig megtiltjik vizzel.
Hdny deciliter viz lesz a télcsérben? (6 pont)

b) Mekkora egy tolcsér tomege, ha a falvastagsiga mindenhol 1 milliméter,
a mianyag striisége 0,92 ﬁ ? A mitanyag térfogatanak kiszdmitdsdhoz haszndljuk
azt a kozelitést, amely szerint a tolcsér belsé felszinét szorozzuk a falvastagsdaggal.

(4 pont)
¢) Lézerfénnyel felilrdl figgslegesen belevildgitunk a télcsérbe. Mekkora a va-
l6szintsége, hogy a lézerfény a tolcsér alsé myildsdn jon ki? (3 pont)

d) 50 darab télesérbdl dtlagosan 2 anyaghibdsat készit a gydrtdsor. Mekkora
a valdszinisége, hogy 135 darab elkészitett tolcsér kozott van anyaghibds? A vdlaszt
négy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (3 pont)

Megoldés. a) Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket: az alsd, henger alaki rész
sugara r = 0,9 cm, magassdga m = 5 cm. A felsd, csonkakip alaku rész fed6korének
sugara R = 3,5 cm, magassdga M; =4 cm. A teljes tolcsér magassdga Mieljes =
= M; +m =9 cm, vizzel toltve 90%-4dig, tehdt 8,1 cm-ig van.

Az alsé henger tele van vizzel, ennek térfogata Vi, = r?m-m =0,92-7-5 =

= 12,72 cm?. A csonkakip My = 8,1 — 5 = 3,1 cm-es magassigig van toltve, ennek

keresztmetszete:
D 7cm G C
4 cm y
/3,1 cm
A 1,8 cm B
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CG = =26 cm. A BOCGA ~ BEHA, mert a megfelel6 szogek nagysiga
egyenlo. frjuk fel a haromszogek megfelel6 oldalainak ardnyat:
CG _EH 26
GB HB’ 4 31
ebbdl x = 2,015 cm. Ezzel FE = 2-2,015+ 1,8 = 5,83 cm, a viz felszinének sugara
Ry = % = 2,915 cm. A csonkakip alaki részben 1év6 viz térfogata:

718
2

Ms - 3,1-m

Vesk = (R3 + Ror +17%) = T(2,9152 +2,915- 0,9 + 0,9%) = 38,73 cm®.

fgy a beletoltott viz teljes térfogata 12,72+ 38,73 = 51,45 cm?, ami kerekitve 0,51 dl.
b) A henger belsé felszinének (paldstjanak) nagysdga

Ap=2rmrm=2-0,9-7-5= 28,27 cm?.

A csonkakup belsé felszinéhez is csak a paldstjanak teriiletét kell kiszamitani. Eh-
hez sziikségiink van a csonkakip alkotdjanak, a BC' szakasz hosszanak kiszdmita-
sara. frjunk fel Pitagorasz-tételt a BC'G héromszogben: BC? = 2,62 4+ 42. Ebbél
a=BC =4,77 cm.

Aesc = (R+1m)am = (3,5 +0,9) - 4,77 - m = 65,94 cm?.

A teljes bels6 felszin 94,21 cm?. A milanyag térfogata a felszin és az anyagvastag-
sdg (1 mm = 0,1 cm) szorzata: 9,421 cm®. A mfianyag tomege a térfogatdnak és
a slirliségének Osszeszorzasaval szamithaté ki, ezért egy tolesér 8,67 gramm.

¢) A keresett valdsziniiséget a tolesér felsé korének teriilete (T7), és alsé nyi-
lasdnak teriilete (¢) meghatdrozdsa utdn tudjuk megadni geometriai valésziniiségi
modell alapjan.

49 81
T =35%r= Zm t=0.9%r = ﬁ’ﬁ.

fgy p= % = % annak valészintisége, hogy a tolcsér aljan jon ki a lézerfény.

d) Annak a valdszinfisége, hogy egy tolcsér anyaghibds p = % = 0,04; annak,
hogy j6 (1 —p) = 0,96. Eldszor szamitsuk ki annak a valésziniiségét, hogy az 6sszes
elkészitett tolcsér hibatlan. Ez 135 hibatlan terméket jelent, ezért ennek valdszi-
niisége 0,96!3%. A komplementer esemény jelenti azt, hogy van a tolcsérek kozott

anyaghibds. Négy tizedesjegyre kerekitve P(A) =1 — 0,9613% = 0,9960.

8. a) Sheldon Cooper kedvenc szdma a 73, mert ez a 21. prim és7-3 éppen 21.
Sot, a 73 kettes szamrendszerbeli alakja palindromszdam, vagyis visszafelé olvasva
az eredetivel azonos. Igazoljuk ez utobbi kijelentést. (2 pont)

b) Egy adott alapd, és az ennél 2-vel nagyobb alapi szdmrendszerben tekintsiik
a 345 alaku hdromjegyti szdmokat, ezek dsszege 6961g. Adjuk meg az dsszeadandd
szdmok értékét a 10-es szdmrendszerben felirva. (8 pont)

¢) Véletlenszeriien kivdlasztunk egy 10-es szdmrendszerbeli haromgjegyid szamot.
Mekkora a valdszintsége, hogy a szdm 9-es szdmrendszerbeli alakja is hdromjegyd?
(6 pont)
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Megoldas. a) A 73 kettes szdmrendszerbeli alakja 10010012, mert

helyiértékek | 64 | 32 | 16 | 8 |4 |2 |1
alaki értékek | 1 | O | O | 1[0 |0 |1

Ez a szdm visszafelé olvasva valéban az eredetivel azonos.

b) A k alapi szémrendszerben a héromjegyli szdmok szdmjegyeihez tartozd
helyiértékek rendre k2, k és 1. fgy a 345 alaki haromjegy{i szam 10-es szdmrend-
szerbeli értéke 3 - k% 44 -k + 5. A 2-vel nagyobb alapti szamrendszerben a helyi-
értékek hasonléan (k + 2)2; (k+2) és 1, igy a 345 alakd haromjegy(i szdm 10-es
szdmrendszerbeli értéke 3 - (k4 2)° +4 - (k4 2) + 5. Ezek 6sszege ad 696-ot. Irjuk
fel a megfelel6 egyenletet:

3k 4+4-k+5+3-(k+2)°+4-(k+2)+5=0696.

A zaréjelek felbontdsa és a lehetséges Osszevondsok utan 6k2 + 20k — 666 = 0.
Az egyenlet egész megolddsa k = 9. A szadmrendszerek alapszdma tehét 9 és 11.
A 9-es szdmrendszerbeli 345 szdm 10-es szamrendszerbeli értéke 284, a 11-es szdm-
rendszerbelié pedig 412. A két szdm Osszege valoban 696.

¢) A legkisebb 10-es szdmrendszerbeli hdromjegy(i szdm a 100, ennek 9-es
alapi szdmrendszerbeli alakja 121g. Ez haromjegyli szam. A legnagyobb 9-es
szamrendszerbeli haromjegyli szam a 888g, ennek 10-es szamrendszerbeli érté-
ke 8-92+8-9+8="728. fgy 100-t6l 728-ig barmely szam megfelel a feltétel-
nek, ezért a kedvezé esetek szama 728 — 100 + 1 = 629. Az Gsszes eset szdma 900,
mert ennyi hdromjegyii szim van a 10-es szamrendszerben. A keresett val6sziniiség

_ 620 ©
= 228 = 0,6989.

9. a) Abm’zoljuk koordindtarendszerben a kovetkezd A ponthalmazt:

A={(z;y) € R?* | 4o + 3y > 15}. (8 pont)

b) Ab’rcizoljuk koordindtarendszerben a B ponthalmazt:

B:{(x;y)€R2|x2+y2—14x—8y+40<0}. (5 pont)

¢) Igazoljuk, hogy az F(—3; —4) fokuszponti v : y = —6 vezéregyenest parabola
egyenlete y = 0,252% + 1,52 — 2,75. (4 pont)
d) Irjuk fel a y = 0,2522 + 1,52 — 2,75 parabola (—1; —4) pontjdba hizott érin-
téjének egyenletét. (4 pont)

Megoldas. a) Rendezziik y-ra az egyenlStlenséget: y > —%x + 5. A kifejezés

az y-tengelyt az 5-nél metszo, ,%1 meredekségli egyenest, és a felette 16v6 sikrészt
adja meg, ez az A ponthalmaz.

b) Teljes négyzetté alakitassal rendezziik az egyenl6tlenséget:
(z—7)° —49+ (y — 4)° — 16 + 40 < 0,
(2 —T7)°+ (y — 4)> < 25.
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o
Y gl

dx+3y > 15

a) b)

A B ponthalmaz egy (7;4) koézépponti, r = 5 egység sugari zart korlap.

¢) A parabola paramétere a fékuszpontjanak és vezéregyenesének tdavolsiga:
p = 2, a parabola tengelypontjianak koordindtdi T'(—3; —5). A fékuszpont a vezér-
egyenes felett helyezkedik el, ezért a keresett alakzat felfelé nyilé parabola. Ezek
felhasznaldsaval a parabola egyenlete:

1 2
g (-5)= 55 (e~ (-3))"

A nevezetes azonossag alkalmazdsa utdn végezziik el a beszorzasokat és a rendezést.
Valéban az y = 0,252% + 1,52 — 2,75 egyenletet kapjuk.

d) Az alakzat érint6jének mere-
dekségét az f(r) = 0,252 + 1,50 — 2,75
fliggvény derivalasa utan kapjuk, ha ki-
szamitjuk annak x = —1 helyen felvett
helyettesitési értékét:

f'(@) =05z +15; f/(-1)=1.

Az érint6 egyenlete: y— (—4) =
=1z — (—1), rendezve y = x — 3.

Jécsik Csilla
Gyor

C gyakorlatok megoldasa

C. 1729. Az ABCD négyzet BC és CD oldaldra mint dtmérdre a ki, illetve
ko félkoroket rajzoljuk a négyzeten kivilre. A két félkoriv felezdpontja E, illetve F.
A DE és AF szakasz felezépontja P, illetve Q. Mutassuk meg, hogy P a négyzet
AC dtldjara, Q pedig a négyzet BD dtldjdra illeszkedik.
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I. megoldas. Legyen DE és AC metszéspontja R, AF és BD metszéspontja
pedig S. Elegendd bizonyitanunk, hogy R = P és S = Q.

Az ABCD négyzet AC és BD &tléi az M pontban merSlegesen metszik
egymast.

A Thalész-tétel alapjan BEC< =
by AT = CFD<=90°, tovabbd E és F felezik
VA NN a megfelel6 koriveket, ezért BE = CE,
s AN valamint CF = DF, azaz BEC és CFD
egyenlé szard derékszogl haromszogek,
amelyek BC' = C'D miatt egybevagok is.
Tekintsiik az 1. dbrdt.

A fentiek szerint BEC és C'F'D egy-
bevagd, egyenlo szart derékszogi harom-
) szogek, ezért EC = FC is igaz, tovabba
/ ECB<+ BCD<+ DCF<« = 180°, vagy-
is az E, C, F pontok egy egyenesen van-

A B nak, és C' az EF szakasz felez6pontja.
/ Az AC 4t16 a négyzet BC és C'D oldala-
ival is 45°-0s szbget zar be, ez az el6z6ek

alapjan azt is jelenti, hogy AC merdleges az E'F szakaszra, és igy RC parhuzamos
D F-fel.

Eszerint RC' az EF D haromszog kozépvonala, és ezért R a DFE szakasz fele-
zOpontja, tehat valoban teljesiil, hogy R = P.

~ R
S M v

1. dbra

Az el6z6ek alapjan konnyen lathatd, hogy ACF derékszogli hdromszog, amely-
nek AC befogéjat az M S szakasz mertlegesen felezi, és mivel M.S parhuzamos
CF-fel, ezért M S az ACF haromszog kozépvonalaként felezi az AF szakaszt.

fgy azt is belattuk, hogy S = @, és ezzel a feladat allitasat igazoltuk.
(A KéMaL honlapon ldthaté megoldds)

IT. megoldas. Legyenek az AB, BC, CD, DA oldalak felez6pontjai rendre G,
H, K, L, és legyen a négyzet oldalhossza a. Nyilvanvald, hogy a H és K pontok
a BC, illetve C'D atmérdji félkorok kozéppontjai, ezért

(1) HB:HC:HE:% KC:KD:KF:%

Thalész tétele miatt BEC< = CFD< = 90°, {gy (1) figyelembevételével BEC és
CFD egybevagd, egyenld szaru derékszogli haromszogek, valamint HE 1 BC' és
FK 1 CD.

Tekintsiik a 2. dbrdt, amelyen el6szor az ADE héaromszog tulajdonsiagait vizs-
galjuk.

A négyzet LH kozépvonala dtmegy a négyzet O-val jelolt kozéppontjan és
merdleges az AD és a BC odalalakra. Mivel H E is mer6leges BC-re, igy L, O, H és
FE egy egyenesre esnek, mégpedig a négyzet LH kozépvonalanak egyenesére. Ez azt
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jelenti, hogy EL a haromszog silyvonala. Tudjuk még, hogy LO = OH = HE = g,
tehat O a haromszog silypontja.

2. dbra 3. dbra

Most tekintsiik az OP szakaszt. Mivel O a silypont, ezért ez a szakasz a ha-
romszog sulyvonala, és igy P az ED oldal felezépontja. Masrészt AO a négyzet
atléjanak egyenese, tehat P illeszkedik az AC dtléra.

A 3. dbra segitségével igazolhatjuk, hogy az AF szakasz () felez6pontja illesz-
kedik a BD atléra. Az el6z6 esethez hasonléan beldthatjuk, hogy az ABF harom-
szognek GF' az egyik sulyvonala, O a silypontja és igy BQ szintén silyvonal, és )
felezi az AF szakaszt. Mésrészt @ illeszkedik BO egyenesére, vagyis a BD &tléra is.

Nagy Anna Eva (Szentendre, Ferences Gimnazium, 10. évf.)
dolgozata alapjan

ITI. megoldas. Legyenek az AB, BC,
CD, DA oldalak felezépontjai rendre G,

k:
H, K, L, a négyzet atléinak metszéspont- f,)//
ja O, és legyen a négyzet oldalhossza a. 5//
Nyilvdnvald, hogy a H és K pontok D
a BC, illetve CD atméroji félkorck ko- /
zéppontjai, ezért Q
HB:HC:HE:%; L
a
KC=KD=KF = 5
A

Tudjuk, hogy OH és OK merdleges
B(C-re, illetve C D-re, valamint

4. abra

OH:OKzg,w&tOE:OH+HE:w
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Mivel HE' is merdleges BC-re, ezért az O, H, E pontok egy egyenesen vannak,
az OF szakasz tehat parhuzamos C'D-vel és OF = CD = a.

Ez pontosan azt jelenti, hogy OECD paralelogramma, amelynek DE és CO
atloi a DE szakasz P felez6pontjaban metszik egymast, vagyis P rajta van CO
szakaszon és igy az AC' 4tlén is.

Hasonléan egyszerii médon lathatjuk be, hogy OFDA is paralelogramma,
amelynek AF és DO atléi az AF szakasz @) felez6pontjdban metszik egymaést,
ezért () illeszkedik a DO szakaszra és igy a BD &tléra is.

Vinté csapat: Hajos-Szabo Madté és Krizsan Vince Ldszlo
(Budapest, Berzsenyi Déniel Gimn., 10. évf.)

IV. megoldas. Mivel E, F a k1, illetve ko félkorok felezopontjai, ezért a Thalész-
tételt is figyelembe véve a BEC és CF D egybevago, egyenl6 szaru derékszogii hé-
romszogek, ezért egyrészt ECF< = ECB<+ BCD<+ FCD< = 180°, tehat az E,
C, F pontok egy egyenesen vannak, masrészt

(1) EBC« = FDC< =45°.

Tekintsiik az 5. dbrdt, ahol az A ponton keresztiil parhuzamost hiztunk az EF
egyenessel, ez a DF' egyenest az R pontban metszi.

5. dbra

Az (1) Osszefiiggésb8l CBA< = 90° alapjan az is kovetkezik, hogy az EB
egyenes az AB egyenessel 45°-0s szoget zar be, de akkor AB || CD és (1) szerint
az EB és F D egyenesek is parhuzamosak. Ugyanakkor a négyzet AC atldja 45°-0s
szoget zar be az AB egyenessel, ez pedig egyenértékli azzal, hogy

(2) AC | EB| FD.
Az EC = FC és BO = DO, illetve (2) miatt AC az EB és FD egyenesek kozép-

parhuzamosa. Ez azt jelenti, hogy AC tartalmazza az EB és F'D egyenesek E és
D pontjait 0sszekotd szakasz felezOpontjat, azaz a P pontot is.
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(1) és EF || AR alapjan konnyen beldthatjuk, hogy ARD a BEC és CFD
hiromszogekkel egybevagd, egyenld szaru derékszogi haromszog, amelybdl az is
adodik, hogy az AR egyenes az AB-vel 45°-0s szoget zar be. Mivel a BD &tl6 is
45°-0s szoget zar be AB-vel, ezért

(3) BD | EF || AR.

Az FD = RD és CO = AQ, illetve (3) szerint BD az EF és AR egyenesek kozép-
parhuzamosa.

Ezért BD tartalmazza az egyenesek A és F' pontjait 6sszekotd szakasz felezé-
pontjat, tehat a @@ pontot is.

Gdl Andrds (Miskolc, Foldes Ferenc Gimnazium, 10. évf.)
dolgozata alapjan

V. megoldas. Legyen a négyzet oldalainak hossza a. Helyezziik el a négyzetet
a derékszogili koordinata-rendszerben 1ugy, hogy az A pont az origd, a B pont
koordindtéi B(a;0), ebbél kivetkezden a négyzet tobbi csticsa C(a;a) és D(0;a).

Y

D(0; a)

6. dbra

Legyen a négyzet kozéppontja O, ennek koordinatai

a a
O <7; 7) .
272
Az E, F pontok a kq, illetve ko félkorok felez6pontjai, tehat BE = CE, illetve
CF = DF, ezért az E és F pontok rajta vannak a BC, illetve C'D szakaszok

felezomerolegesén és igy OF parhuzamos az z-tengellyel, illetve OF parhuzamos
az y-tengellyel.

Ha a BC' és CD szakaszok felezépontjai H és K, akkor

HE:KF:%,
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hiszen H és K a BC = C'D = a atméroju k, illetve ko félkorok kozéppontjai. Mivel
HO = KO = 3, ezért az E, F pontok koordinatai

(). #(%)

Szakasz felez6pontjanak koordindtai a szakaszvégpontok koordinatainak széamtani
kozepei, ezért (1) és a D, A pontok koordindtdinak felhaszndldsdval a DE és
AF szakaszok P, illetve @ felezépontjainak koordinatai:

r(Z5). o(3%)

A négyzet AC &tléjanak egyenlete y = x, a BD 4tl6 egyenlete y = —z + a.
(2) alapjdn egyszerii szamitdssal beldthatjuk, hogy a P pont koordinatai kielégitik
az y = x, Q koordindtai pedig kielégitik az y = —x + a egyenletet, tehdt P és @
valéban illeszkednek a megfelel§ atlok egyenesére.

A pontok az atlokat alkoté szakaszok belsé pontjai, hiszen az AC és BC' atlok
bels6 pontjainak x; y koordindtaira egyarant teljesiil, hogy 0 < z < a, 0 < y < a,
és (2) szerint ez a P, () pontokra is fenndll. Ezzel a feladat allitdsat igazoltuk.

(Tobb versenyzd dolgozata alapjdn)

Osszesen 211 dolgozat érkezett. 5 pontos 44, 4 pontos 37, 3 pontos 44, 2 pontos
28 dolgozat. 1 pontot 23, 0 pontot 22 versenyzé kapott. Nem versenyszerti: 13 dolgozat.

Megjegyzések. a) A dolgozatokban sokféle kisebb-nagyobb hiba eléfordult a legegy-
szerlibb elirdstdl, szamolasi hibatol egészen a bizonyitandé allitds felhasznaldsanak elvi
hib&jaig.

b) Hibdnak szdmitott az is, ha a versenyzé helyesen igazolta, hogy a P pont illeszkedik
AC-re, leirta, hogy a @ pontra a bizonyitas hasonld, de azt ténylegesen nem hajtotta végre.
Az ilyen tipusid megolddsokban el6fordult, hogy a versenyzé utalt rd, hogy a feladatbeli
DE és AF szakaszok, illetve a P és (Q pont atviheté egymdsba forgatdssal, de nem adta
meg a forgatds leirasat.

¢) Sok megoldds késziilt koordindta-geometriai dton, mégpedig tigy, hogy a négyze-
tet derékszogli koordindta-rendszerben specidlis (példdul egységnyi) oldalhossziisdggal és
helyzetben vizsgéltak, de nem utaltak ra, hogy ez elegendd az eredeti feladat igazolasa-
hoz is.

d) Tsbb olyan megoldds is sziiletett, ahol a felt6ltott dokumentum minddssze egy
szerkesztett dbrat tartalmazott széveges indoklds nélkiil. Az ilyen dolgozatok 0 pontot
kaptak.

C. 1731. Az ABCD trapéz pdrhuzamos oldalai AB > CD, a trapéz kizép-
vonala az AC dtlét az E, a BD dtlét az F pontban metszi. A CD szakasz hossza
az AB és EF szakaszok hosszinak

a) szdmtani,

b) mértani kizepe.

Hatdrozzuk meg, hogy a két eset kozil melyikben lesz nagyobb az é—g ardny
értéke.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
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Megoldas. Hasznaljuk az dbra jelolé-

seit. A trapéz kozépvonala PQ, igy egy-
részt PQ = aT'H), mésrészt PQ || a || b. Ek- B 7
kor PE és FQ az ACD, illetve a BCD P - Q
haromszog kozépvonala, tehat M
b

PE=FQ=.

Ebbél mar felirhatjuk EF hosszat:

EF =2 =PQ-PE-FQ="1~ 2=

Fejezziik ki a két esetben ennek segitségével a kérdezett ardnyt.
a) OD = ABLEE Tehgg

a+x a a—b 3a-—>
+ =

b= =3T3 i
4b = 3a — b,
3a = bb,

AB _a_5
CD b 3

b) CD? = AB - EF. Vagyis

a—b_a2—ab
2 2 7

20% = a? — ab,

¥=a-

mindkét oldalt osztva a pozitiv b? értékével:

S = RN

ORCES

Ez %-re nézve egy masodfoku egyenlet, igy

a 1+y1+8 143

b 2 2’
ami vagy 2, vagy —1. Utébbi nyilvan nem lehetséges, vagyis ebben az esetben
AB a _ 9
cpD b 7

Tehdt a b) esetben nagyobb az é—g arany értéke.

Hochenburger Zodrd (Budapest, Varosmajori Gimn., 11. évf.)
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Megjegyzés. Sokan prébalkoztak valamilyen koézepek kozotti Osszefiiggést hasznalni
a megoldasban, példaul kihoztak, hogy az els6 esetben

AB 1
CcD EF’
L+ 4B

2

vagyis é—g értéke éppen 1-nek, és %—nek a harmonikus koézepe. A maéasodik esetben

pedig g—g = \/g—g, ami pedig 1-nek és %—nek a mértani kozepe. Mivel a mértani
kozép legaldbb akkora, mint a harmonikus k6zép, ezért a b) esetben nagyobb a kérdéses
ardny. Miért nem jé gondolatmenet ez és a hozzad hasonldak, ahol a két esetben egy-
egy kozépértéket vesznek, majd a kettét Osszehasonlitjak? Azért, mert valdjdban nem
ugyanannak a két szdmnak veszik a kiilonb6z6 kozépértékeit. Meg lehet gondolni, példaul
a fenti megoldds alapjdn, hogy a, b és x koziil barmelyik kett6 egyértelmiien meghatarozza
a harmadik értékét (vagy nem johet létre a trapéz). Vagyis pl. régzitett a érték esetén egy
bizonyos = értékre lesz b éppen a szadmtani, illetve mértani kézepe a-nak és z-nek.

58 dolgozat érkezett. 5 pontos 20, 4 pontos 5, 1 pontos 2, 0 pontos 28 dolgozat. Nem
versenyszerii: 3 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5241. Az ABC hdromszdgben ABC< > 90°, a korilirt kor kézéppontja O.
A korilirt kérhéz C-ben hizott érintd az AB egyenest a P pontban, a P-bdl BC-re
allitott merdéleges pedig az OC' egyenest Q-ban metszi. Igazoljuk, hogy AB merdleges

AQ-ra.
(4 pont) Javasolta: Nagy Zoltin Lérant (Budapest)

Megoldas. Legyen a P-bdl BC-re &lli-
tott meréleges talppontja T'. Ekkor BT Q<
derékszog, azaz T rajta van a BQ atméro-
ju Thalész-koron. A feladat allitasa, mely
szerint BAQ< derékszog, azzal ekvivalens
a Thalész-tétel alapjin, hogy A is rajta van
a BQ atmérdji koron, vagyis az elobbiek
alapjan a BT(Q koron. A feladat allitdsa
tehat ekvivalens azzal, hogy A rajta van
a BT(Q koron, azaz BTQA hirnégyszog,
ezt fogjuk a tovabbiakban megmutatni.

Megjegyezziik, hogy PC meréleges
OC = QC-re, hiszen egy adott pontba hu-
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zott érinté merdleges az adott pontba mutatd sugarra, azaz a PQC haromszog
derékszogli. Ebben a haromszégben BC = CT 1L PQ miatt CT az atfogéhoz tartozd
magassag, igy felirva a befogétételt: PT - PQ = PC?. Most felhasznalva, hogy
a P pont ABC korre vonatkozé hatvanya allandé (vagy a szel6- és érintészakaszok
tétele alapjan): PC? = PB - PA. Az elébbi kettét dsszevetve

PT-PQ = PB- PA,

ami a szel6k tételének megforditdsa miatt éppen azt jelenti, hogy T', @), B, A kon-
ciklikus, AQ valéban merdleges AB-re.

Diszkusszié. A bizonyitas sordn sehol sem haszndltunk szégszamitasokat, csu-
pan derékszogek szerepeltek a megolddsban, és ilyenkor nyilvdn nem szémit (ird-
nyitatlan szogekkel sem), hogy az adott egyenes melyik félegyenesén van a szog
harmadik cstcsa, mindenképpen derékszoget kapunk. A korre felirt hatvanyok is
igazak el6jeles szakaszok nélkiil is, ugyanis P-bol hiizhaté érinté a korhoz, és igy
kiilsé pont, azaz a hatvany sordn felirt tdvolsdgok mindig azonos irdnyuiak, és igy
nincs sziikség eldjeles szakaszokra. Az egyetlen eset, amikor a bizonyitdsunk nem
mondhaté el az euklideszi sfkon (bdr a projektiv sikon, némi kiegészitéssel elmond-
haté lenne) az, amikor valamelyik metszéspont nem jon létre, azaz a két megrajzolt
egyenes parhuzamos.

Ez a két egyenes nem lehet OC és a P-bél BC-re allitott merdleges, ugyanis
ez esetben OC meréleges lenne BC-re, de ekkor BC' érintené a koriilirt kort, ami
lehetetlen, hiszen akkor BC-nek csak egy kozos pontja lehetne a koriilirt korrel,
azaz BC' pontta fajulna. Marad tehat az az eset, hogy AB és a C-ben huzott
érinté parhuzamosak. Egy hirral parhuzamosan két érint6é hizhatd, a hir mindkét
érintési ponttal egyenld szari haromszoget alkot. Tehat ekkor az ABC haromszog
egyenld szard, melynek alapja AB, és igy ABC'<( < 90°, ami ellentmond a feladat
feltételeinek.

fgy a bizonyitds minden tompaszogi haromszogre elmondhaté az euklideszi
sikon, a megoldast ezzel befejeztiik.

Varga Boldizsdr (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

megoldasa

Osszesen 56 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 51, 3 pontot 2 tanulé. 0 pontos
3 versenyz6 dolgozata.

B. 5246. 14 ember il egqy asztal koril, mindenki kék vagy sdrga poloban. Legfel-
jebb hdany emberre teljesiilhet, hogy a két szomszédja kilonbozo szind poléban van?

(3 pont)

Megoldas. A kiilonb6z6 szinti szomszédokkal rendelkez6 emberek szama legfel-
jebb 14. El6szor azt mutatjuk meg, hogy sem 14, sem pedig 13 nem lehet.

Tegyiik fel, hogy a kérdéses szam legalabb 13. Ekkor legfeljebb egy olyan ember
van, akire nem teljesiil a feltétel, tehat a 13 ember valakitél kezdve sorban egymas
mellett iil. Vegyiik a sor egyik széls6 tagjat (A). Legyen a pdldja sarga szinli. Ekkor
a mellette iil8, a feltételeket teljesité ember (B) sdrga és kék szint polot is viselhet.
Eszerint két esetet vizsgalunk.
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D 1. eset: B sarga polét visel. Mivel ¢ is vegyes szinli
szomszédokkal rendelkezik, ezért C' szine kék, igy D szine
B kék (1. dbra), E szine sarga, I szine sérga, és igy tovébb:
ss utdn mindig kk, azutan pedig ss kovetkezik.
1. dbra 2. dbra 2. eset: B kék polét visel. Ekkor C-nek is kéket kell

viselnie ahhoz, hogy B-re teljesiiljon a feltétel (2. dbra). A mellette il ember pedig
sarga polot kell, hogy viseljen. Itt is felvaltva két kék és kék sarga polés embernek
kell kovetnie egymast ahhoz, hogy sorra mindegyik emberrél elmondhaté legyen az,
hogy mellettiik kiillonb6z6 szini polés emberek iilnek.

A misik szomszédja (N) az els6 esetben kék, a masodikban pedig sérga polot
kell viseljen.
Ezek alapjén A, B, ..., L, M, N szine rendre

sskk | sskk | sskk | sk,

vagy pedig
s | kk | sskk | sskk | sss.

Mindkét esetben lathatd, hogy M szomszédjainak, L-nek és N-nek a péloszine
megegyezik, ami ellentmondés.

Végil egy konkrét elhelyezést mutatunk arra, hogy a kérdéses szam lehet 12:

Geretovszky Mdrton Ldszlé (Szegedi Radnéti M. Kis. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

81 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 67, 2 pontot 6 tanuld, 1 pontos 5, 0 pontos
2 versenyz6 dolgozata. Nem versenyszert 1 dolgozat.

Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! A KoMalL olvasdjaként bizonyara szivesen foglal-
kozol matematikaval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpélya-
dul ennek a szép tudoméanynak a mivelését valasztod, illetve szeretnél megismer-
kedni alkalmazasaival a miiszaki, gazdasagi és pénziigyi élet kiilonbozo teriiletein.
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Az alkalmazott matematika ma mér az élet szinte minden teriiletén nélkiilozhe-
tetlen, és az ilyen képzettségli munkaer6 irdnt egyre novekszik az igény. A Fortune
magazin cikke szerint a legjelent6sebb véltozés az iizleti életben az ipari forradalom
Gta a matematikai algoritmusok térhéditdsa (http://fortune.com/2015/01/22/
the-algorithmic-ceo/). Egy amerikai felmérés évrdl évre a legjobb foglalkoza-
sok kozott tartja szamon a matematikust és a szintén matematikai eloképzettséget
igénylé adattuddst, aktudriust és statisztikust (https://www.careercast.com/
jobs-rated/best-jobs-2021). Mindez Magyarorszdgra is igaz, az ELTE-n vég-
zett matematikusokat nemcsak a kutatoéintézetek, egyetemek varjak, hanem szdmos
cég is, igen jo fizetéssel.

Esetleg még nem dontottél, de leginkdbb matematikdbdl folytatndl felséfoku
tanulmanyokat? Minderre kitlin6 lehetOség nyilik az orszag egyik legnagyobb mul-
ti egyetemén, az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karén,
ahol vilaghiri professzoroktdl és lelkes, kozvetlen fiatal oktatoktol tanulhatsz. Pezs-
g6 didkélet var rad az ELTE korszert szamitogépparkkal felszerelt, a KoMal szer-
kesztOségének is otthont adé modern lagyményosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyijté hdroméves ma-
tematikai alapképzésiink. Itt az elsé évben hallgatéi és oktatéi mentorok biztositjak,
hogy mindenki be tudjon illeszkedni és taldljon el6ismereteinek, képességeinek és
tanuldsi sebességének megfeleld nehézségii feladatokat. Az els6 év végén donthetsz
arrél, hogy milyen témakkal szeretnél a tovabbiakban behatébban foglalkozni.

A kindlat széles: aki szeretne, az elmélyedhet az elméleti matematika kérdé-
seiben, hiszen szinte minden fontos teriiletrdl hirdetiink kurzusokat. Ezek épitenek
a magyar matematikai kutatdsok méltan vilaghirii hagyomanyaira, ugyanakkor szi-
lard alapokat nyujtanak a modern matematika miiveléséhez, jél felkészitve hallga-
toinkat a leend6 kutatéi munkara.

Akit viszont az alkalmazasok érdekelnek, megteheti, hogy az alapok elsaja-
titdsa utan olyan modern témakkal is foglalkozzon, mint az adattudomany vagy
a mesterséges intelligencia matematikai kérdései. Azoknak is ajanljuk a matemati-
ka alapképzési szakot, akik ismereteiket kés6bb inkabb a matematikan kiviil szeret-
nék majd gyiimolesoztetni. Itt szerzett tuddsukat hasznosithatjék példaul gazdasa-
gi teriileten, médidban, a matematika népszertisitésében, a kozmiivelodésben — és
a megszerzett matematikai gondolkoddasméd mindvégig segiteni fogja Oket a mun-
kajukban.

A képzés egyéb vonatkozasairdl tovabbi részletek a http://www.math.elte.
hu/ honlapon a Képzések meniipont alatt talalhaték. Ajanljuk a kozépiskolasoknak
sz0l6 oldalainkat is, ahol végzett didkjainkkal késziilt interjik is lathatok.

A legkiemelkedébb hallgatdk az egyetemi oktatémunkaba is bekapcsolédhat-
nak, és jé eséllyel pdlydzhatnak 6sztondijakra, kiilfsldi részképzésre (pl. az Eras-
mus+ program keretében). Az UNKP Osztondijprogramja mar a leendd els6éve-
seknek is elérhetd! Részletes tdjékoztatd: http://csikvarip.web.elte.hu/diak_
kutatas.html.

Az alapképzést tovabbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy ro-
viden MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, al-
kalmazott matematikus, valamint biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakok
indulnak. BSc-t végzett hallgatéink természetesen més (bel- és kiilfoldi) oktatdsi
intézmény programjain is folytathatjak tanulmanyaikat. A mesterszakot végzettek
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koziil a legkivalébbak szamara biztositjuk a doktori fokozat megszerzésének lehe-
t6ségét (PhD-képzés).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyoméany, hogy a ratermett, tehetséges dia-
kok neves professzorok vezetésével bekapcsolédnak a tudoményos kutatésba. A leg-
kivalébb hallgatok matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egye-
temi Hallgatok Nemzetkozi Matematikaversenyén az elmult tiz évben kétszer is
az ELTE csapata végzett az élen t6bb, mint 70 egyetem csapatdanak versenyében —
olyan nagyhirii egyetemeket is megel6zve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai
Allami Egyetem.

Matematikatanar-képzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudomanyi Kardn sok évtizedes multra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altaldnos és kozépiskoldk részérél mindig jelentés
igény mutatkozott a nalunk végzett matematikatanarok irant, akik koziil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatoi palyat futottak be.

A matematika szakos tandri palyat els6sorban azoknak a kozépiskolds didkok-
nak ajanljuk, akik szamdra 6romet jelent érdekes matematikai feladatokon gondol-
kodni, és jo érzést okoz a megolddsokra masokat is ravezetni, masokkal is megosz-
tani azt az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A tanarképzés osztatlan formaban zajlik. A tanarképzésre vald jelentkezés
soran a leendd hallgatéknak egy szakpért kell megjelolni. Az ELTE-n a matematika
szak mellé természettudomanyos szakokon és az informatikan kiviil valasztani lehet
a bolcsész szakok (példdul a magyar, a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A szaktargyi tanitasi gyakorlatok teljesitésére az ELTE hallgatéinak a legjobb
budapesti iskoldkban, kival6 vezetGtanarok iranyitasa mellett nyilik lehetoségiik.

Batran allithatjuk tehat, hogy a KéMaL minden olvaséjanak testhezallé kép-
zést tudunk nyujtani az ELTE Matematikai Intézetében. Az ELTE TTK novembe-
ri nyilt napja itt visszanézhetd: https://ttk.elte.hu/nyiltnap2023, janudrban pedig
online nyilt napon varjuk az érdeklodoket.

I_ _I A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

E o (744-748.)

K. 744. Ha két szendvicset és egy iiditot veszek, akkor az 1000 Ft-ombdl ugyan-
annyi marad meg, mint amennyi hidnyzik az 1000 Ft-omhoz, ha harom szendvicset
és egy uditét veszek. Két szendvics és két idité ara 1100 F't.

Mennyibe keriil egy szendvics és mennyibe keriil egy idit6?
K. 745. Egy tarsasjatékban a jatékosok pontokat gytijtenek. A jétékosok sor-

ban egymds utdn kovetkeznek. Amikor egy jatékosra sor keriil, akkor 6 (szeren-
csétol fiiggben) akarmennyi, de nemnegativ egész szdmu pontot gyljthet (igy akar

542 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/9



QF 2022.12.5 — 19:59 — 543. oldal — 31. lap KoMalL, 2022. december EF

— P

0 pontot is kaphat). A jatékos dltal a jaték sordn szerzett pontok Gsszeadédnak.
Ha az Osszes jatékos altal szerzett pontok Gsszege eléri az 1000-et, akkor a jaték
azonnal véget ér (igy a befejez6 jatékos az utolsé korében csak annyi pontot tud sze-
rezni, amennyivel az 6sszeg 1000 lesz). A jatékot az nyeri, akinek a legtobb pontja
van, holtverseny esetén az nyer, aki el6szor érte el az adott pontszamot; a masodik
legtobb pontot gylijto jatékos ér el masodik helyezést stb.

A jaték allasa jelenleg: Kati 314 pont, Sanyi 207 pont, Jancsi 58 pont, Gizi
31 pont, Jézsi 0 pont.

a) Ha most Kati kovetkezik, minimdlisan hany pontot kell szereznie ebben
a korben, hogy biztosan legalabb masodik helyezést érjen el?

b) Ha most Sanyi kovetkezik, minimdlisan hdny pontot kell gytijtenie ebben
a korben, hogy biztosan legalabb méasodik helyezést érjen el?

¢) Ha most Jézsi kovetkezik, minimalisan hdny pontot kell gyfijtenie ebben
a korben, hogy biztosan legalabb masodik helyezést érjen el?

K. 746. Egy Kkis orszagban bevezették, hogy a foldgazfogyasztdsért az aldbbiak
szerint kell fizetni: Az 1j elszdmolds bevezetését kivets elsé évben az elsé 1700 m?
gdz 4ra 100 petak/m?®, a tovabbi fogyasztas dra 750 petdk/m®. A kedvezményesen
vasarolhaté mennyiséget az orszégos éves atlagfogyasztas alapjan allapitjak meg
minden évben, az eléz6 évi fogyasztasi adatok alapjan. Hétkoznapi Janos ebben
az orszagban él, és egy évig hasznalja a gazt ezekkel a feltételekkel. Tekintettel
azonban a tul magas fizetendd Osszegre elhatarozza, hogy takarékoskodni fog, és
kevesebb gézt haszndl el. Sikeriil is az éves gazfogyasztdsat 10%-kal csdkkentenie
a kovetkez6 évre, azonban, mivel mindenki hasonléan gondolkodott, az éves gazfo-
gyasztds orszagos atlaga 15%-kal csokkent. Hétkdznapi Janos azt vette észre, hogy
a masodik évben hidba fogyasztott kevesebb gazt, mégis tobbet kellett fizetnie
(az egész évet tekintve), mint az elsé évben. Mennyi lehetett Janosunk elsé éves
gazfogyasztasa?

K/C. 747. Egy negyvenszoget valamelyik dtloja két olyan sokszogre bontja,
melyeknek Osszesen 298-cal kevesebb atldja van, mint a negyvenszognek. Hany
oldaltuak ezek a sokszogek?

K/C. 748. Egy korvonal mentén leirjuk az egész szdmokat 1-t61 100-ig. ElSszor
minden péaros szamot Gsszekotiink a néla kisebb paratlan szdmokkal, majd minden
paratlan szamot Osszekotiink minden ndla kisebb paros szammal. Hany vonalat
hiztunk be?

*

Bekiildési hatarid6: 2023. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A C pontversenyben kittizott gyakorlatok
~ (747-748., 1743-1747.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 747. A szovegét lasd a K feladatokndl.

K/C. 748. A szovegét lasd a K feladatoknél.

Feladatok mindenkinek

C. 1743. Mutassuk meg, hogy hét természetes szadm kozott, amelyek egy 30 kii-
lonbségli szamtani sorozat egymdés uténi tagjai, pontosan egy 7-tel oszthaté szam
van.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1744. Az ABC haromszogben CAB< = 45° és ABC<< = 60°. Az AB sza-
kasz egy pontja D. A C'AD haromszog koriilirt kore athalad az ABC haromszog
magassagpontjan. Hatarozzuk meg az g—g arany pontos értékét ugy, hogy a meg-
oldas soran nem hasznalunk szogfiiggvényeket.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1745. Oldjuk meg az x? + 8z —y = ‘Z—IZ egyenletet, ha z, y egész szamok.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1746. Az ABCD négyzet AB oldalat az A ponton til meghosszabbitjuk
az AE = 2 szakasszal, a B ponton tul pedig a BF = 3 szakasszal. Az ED és FC
egyenesek 45°-os szoget zarnak be. Hatarozzuk meg a négyzet oldaldnak lehetséges
értékeit.

Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)

C. 1747. Legyen az n > 3 pozitiv egész szam, a 10" — 4! szdmban a szdmjegyek

n+1_
Osszege k. Mennyi ekkor a % szamban a szamjegyek Osszege?
Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

*

Bekiildési hatarid6: 2023. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5278-5285.)

B. 5278. Nevesincs iskoldban a végzos redlosok négy csoportot alkotnak, van-
nak matekosok, fizikdsok, kémidsok és bioszosok. Egy napon a menzan mindannyian
egy nagy, kerek asztalnél iilnek egyiitt, mindenkivel szemben iil valaki és mindenki-
nek van bal oldali és jobb oldali szomszédja. Barkit vélasztunk ki, két szomszédjaval
és a vele szemben iil6vel csupa kiilonbozé csoport tagjai. Hanyan lehetnek a végzés
realosok, ha 20-nél kevesebben vannak?

(3 pont) Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

B. 5279. Egy derékszogli szogtartomanyba két kort irtunk. Az egyik kor
az egyik szogszarat az A pontban, a masik kor a masik szogszérat a B pontban
érinti. A két kor egymast is érinti a C pontban. Hatdrozzuk meg az AC B< nagy-
sagat.

(3 pont) Javasolta: Biré Balint (Eger)

B. 5280. Legyenek a > 2, b és ¢ valos szamok. Tekintsiik a kovetkez6 harom
allitast.

(1) Az ax® + bx + ¢ = 0 egyenletnek nincs valés megoldésa.

(2) Az (a — 1)2® + (b — 1)z + (¢ — 1) = 0 egyenletnek 1 valés megolddsa van.

(3) Az (a —2)2® + (b — 2)z + (¢ — 2) = 0 egyenletnek 2 valés megolddsa van.

a) Ha tudjuk, hogy az (1)-es és a (2)-es allitds igaz, akkor kovetkeztethetiink-e
arra, hogy a (3)-as &llitds is igaz?

b) Ha tudjuk, hogy a (2)-es és a (3)-as allitds igaz, akkor kovetkeztethetiink-e
arra, hogy az (1)-es allités is igaz?
(4 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5281. Bizonyitsuk be, hogy minden d > 1 pozitiv egész szamhoz taldlhatd
egy olyan pozitiv egész szam, amelynek osztéi ko6zott pontosan ugyanannyi d-vel
oszthato van, mint d-vel nem oszthato.

(5 pont) Javasolta: Hugjter Balint (Budapest)

B. 5282. Az ABC hegyesszogi haromszoghben az A-bdl indulé magassag talp-
pontja T, a T pont merdleges vetiilete az AB oldalon D, az AC oldalon pedig E.
Legyen F' a BC oldal és az ABE kor méasodik, B-tél kiilonbozé metszéspontja, és
hasonléan, legyen G a BC oldal és az AC'D kor mésodik, C-t6l1 kiilonb6z6 metszés-
pontja. Mutassuk meg, hogy TF = TG.

(5 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

B. 5283. Az N konvex négyszog tartalmaz egy r sugaru korlapot. Mutassuk
meg, hogy NN keriilete legaldabb 8r.

(4 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Séndorfalva)
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B. 5284. Legyen n > 2. Aladar kivalasztotta a 2n csicsu teljes graf egy élét.
Paula egy forintért rakérdezhet, hogy egy altala megadott teljes parositasban ben-
ne van-e a kivalasztott él. Legaldbb hany forint lapul Paula zsebében, ha tigyes
kérdésekkel biztosan ki tudja taldlni, hogy melyik él lett kivdlasztva?

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5285. A hegyesszogli ABC haromszoghen AB = AC. A haromszog koré irt
korén igy mozognak az A’, B’ és C' pontok, hogy az A’B’C’ hdromszdg mindig
egybevdgd és azonos irdnyitdsi az ABC haromszoggel. Legyen a BB’ és CC’
egyenesek metszéspontja P. Mutassuk meg, hogy az A'P egyenesek egy rogzitett
ponton mennek at.

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2023. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

Az A pontversenyben Kkitlizott
nehezebb feladatok
(839-841.)

A. 839. Adott egy véges, egyszerl, irdanyitatlan graf. Anna minden élre pozitiv
valds szamokat ir Ggy, hogy barmely csicsra a csiicsba befutd élekre irt szamok
Osszege kisebb egynél. Balazs szeretné gy megszdmozni a csicsokat nemnegativ
valos szamokkal, hogy ha tetszlleges v csucsra a vy szamot irta, és a csticsbdl

kiindulé élekre Anna rendre az eq,eo,..., e, szamokat irta, tovabbd ezen élek
k
mésik végein rendre a vq, v, . .., v szdmok szerepelnek, akkor vy = Y e;v; + 2022
i=1

teljesiiljon. Mutassuk meg, hogy Baldzs mindig meg tudja igy szamozni a csicsokat
fiiggetleniil a graftdl és az Anna altal megadott szamozastol.

Javasolta: Varga Boldizsdr (Verdce)

A. 840. Az ABC héaromszog beirt kore az oldalakat az X, Y és Z pontban

érinti. Az XY Z haromszogben az X és az Y csiicsbdl indulé magassdgok talppontjai

X' é6sY'. Az X'Y' egyenes az ABC hdromszog koriilirt korét a P és a Q pontban
metszi. Bizonyitandd, hogy X, Y, P és Q egy korre esnek.

Javasolta: Simon Ldszlé (Budapest)

A. 841. Oldjuk meg a 2% 4 p® = nP~! egyenletet a nemnegativ egész szamok
halmazan, ahol p primszam.

Javasolta: Weisz Mdté (Cambridge)

Bekiildési hatarid6: 2023. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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I. 577. Egyenletesnek nevezziik azt az N jegyl szdmot, amelyben az egyes
szamjegyek értéke az el6z6 helyiértéken allo szamjegytdl legfeljebb 1-gyel tér el.

frjunk programot, amely egy beolvasott N-jegyili nem egyenletes szimhoz meg-
hatérozza a ndla kisebb legnagyobb és a nila nagyobb legkisebb egyenletes szamot.

A program az N-jegy(i (2 < N < 1000000) egész szdmot a standard bemenet-
6l olvassa be.

A standard kimenet elsé sordban a beolvasott szamndl kisebb legnagyobb
egyenletes szamot, a masodik sordban pedig a nala nagyobb legkisebb egyenletes
szamot irjuk ki.

Példa bemenet Kimenet
8778349 8777899
8778765

Ertékelés: a megoldas lényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. 5 pont kaphato
arra a programra, amely a 2 < N < 1000 bemenetekre helyes kimenetet ad. Tovabbi
4 pont kaphaté a 2 < N < 1000000 bemenetekre 1 mésodperc futdsidé alatt helyes
kimenetet ad6 programokra.

Bekiildend6 egy tomoritett 1577 .zip allomanyban a program forraskodja, va-
lamint a program rovid dokumentacioja, amely tartalmazza a megoldas rovid leira-
sat, és megadja, hogy a forrasalloméany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

1. 578 (E) A gazdasag helyzetérol rengeteget elarul a kozlekedési infrastruk-
tira. Ebben a feladatban hazank 2007 és 2021 kozotti megyénkénti adatait fogjuk
gbres6 ala venni.

1. Hozzunk létre a tablazatkezel6ben egy 11j munkafiizetet. Ennek két munkalapja
legyen Adatok és Valasz. Ezekre az Al-es cellatdl kezdve toltsiik be a munka-
lapok nevével megegyez6, UTF-8 kddolasu, tabulatorral tagolt txt-fajlokat.

2. A két munkalapon végezziik el az aldbbi mintdkon l4thaté formézdsokat, és
oldjuk meg a leiras szerinti feladatokat.

3. Az Adatok munkalapon rendezziik 4t a megyék adatait a megye neve szerint
névsorba.

4. Az évenkénti legnagyobb fejlesztés adatait hatdrozzuk meg a Valasz munkalap
B3:G3 tartoméanyaban, tehat azt, hogy az el6z6 évihez képest mikor és hol volt
a legnagyobb noévekedés, és mekkora volt a hossznovekedés értéke, mind koz-,
mind vasuton.
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5. Hatarozzuk meg a Valasz munkalap B7:G7 tartomanyaban azt, hogy a teljes
id6szakra az egész orszagot tekintve hogyan és mennyivel valtozott az tthossz,
mind ko6z-, mind vasiton. A B7 és E7 celldkban e hdrom széveg valamelyike
szerepelhet: , n6tt”,  ,nem valtozott” vagy ,,csokkent”.

6. A B10 és E10 celldkba azon megyék neve keriiljon, amelyeknél 2012-ben a leg-
nagyobb volt a négyetkilométerenkénti tithossz, mind koz-, mind vasiton.

7. A B12 celldba szédmoljuk ki hazank teriiletét az adatok alapjan.

8. AZ Al6, Al17, ... celldkba keriiljon azon megyék neve, amelyekben az idészak
végén, 2021-ben nem volt nagyobb a kozati és vasuti utvonalhossz Osszege,
mint 2007-ben.

9. Feltételes formazassal oldjuk meg, hogy az A16:A34 tartomany cellai koziil csak
azok kapjanak a minta szerinti keretet és ténust, amelyek nem iiresek.

10. Egy 1j munkalapra készitsiink a minta szerint diagramot Békés, Csongrad—
Csanad és Fejér megye koziti hosszanak alakulasarol.

Az adatok forrasa: a KSH
https://www.ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0041.html;
https://www.ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0039.html
és https://wuw.ksh.hu/stadat_files/fol/hu/f0l0006.html oldalai.

Mintdk:
A B C D E E G | H | J K L M | %

1 S = = 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017

i I ey e Re] 2008 200 h!ormall nyomlta‘vﬁ vlasl'ltall hosszal [killméte!']zi
3 |Pest (Budapesttel egyiitt) 6917,1| 813| 768 768| 771| 771| 771 771 771 771| 693| 679 L
4 |Fejér 4358,6| 401| 492 492| 492| 492| 492| 492| 492| 492| 454| 455 ’
5 |Komdrom-Esztergom 2264,3| 117| 225| 225| 225| 225| 225 225 225 225 225 226 B
6 |Veszprém 4463,8| 562| 434| 434| 433| 433| 433 433| 433| 433| 435| 436 ?‘
7 |Gyér-Moson-Sopron 4207,7| 306| 383| 383 414| 402| 402| 391| 391| 424| 367| 367 £
8 |vas 3336,1| 303| 322| 322| 323| 324| 324| 307| 307| 305| 282| 282| %
9 |Zala 3783,8| 267| 267| 267| 268 274| 274| 274| 274| 271| 261 262

10 |Baranya 4429,7| 346| 384| 384| 381| 381 381) 381 381) 381| 344| 345| %
1" mogy 6065,1| 532| 475| 475| 475 475 475 475 475 475 493| 494

12 |Tolna 3703,2| 235| 237| 237| 206| 206| 206| 206| 206| 206/ 245| 246

13 |Borsod-Abauj-Zemplén 7247,1| 528 510| 510| 510 510| 510| 510( 510| 510/ 463| 464

14 |Heves 3637,2| 292| 283| 283| 283| 283| 283| 283| 283| 283| 301| 301

15 |N6grad 2544,5| 128| 133| 133| 133 133| 133| 133| 133| 133| 200{ 201| 2&
16 |Hajdu-Bihar 6210,8| 438| 496| 496 469| 469 469 469 469 469 470( 471 (
17 [Jasz-Nagykun-Szolnok 5581,6| 477 477| 477| 503 503| 503| 503| 503| 503| 452 454 *
18 |Szabolcs-Szatmar-Bereg 5935,9| 663| 391| 391| 391| 391 391 391 391 391 495 49 4)
19 |Bdcs-Kiskun 8444,9| 687| 543| 543| 543| 543( 543 543| 543| 543| 546| 548 (
20 [Békés 5629,7| 433| 445| 445| 445| 445( 445( 445( 445| 445| 401 402 ‘4
21 |Csongrad-Csandd 4264,6| 340| 310 310 310| 310 310 310/ 310 310 311 312 i
O gt ok et B e ettt e WS et A.\~"‘-‘/\~‘ P T U T Y
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Adatok munkalap

4 v R| S| T|U|V|W]|[ X | Y| Z|[A]|AB]|AC|AD|AE | AF [
17_I 2007 | 2008 | 2009 | 2010 [ 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 [ 2016 | 2017 | 2018 | 2019 [ 2020 | 2021 b
2 e A kbzutak hossza [kilométer]

3 [pes® {[ 20685] 2760] 2757] 2771 2782 2782] 2793 2752] 2788] 2788] 2785] 2786] 2801] 2833] 2830] ¥
4 |ref (] 1485] 1497 1497] 1508] 1507] 1509 1504] 1504] 1507 1515] 1515 1513 1515] 1518 1518:
5 |kod <] 890 s890| 91| 891 89| s93| 893 s9s| s96] 896 89| s96] s895| 907] g09| 4
6 |vel /| 1629 1644] 1649] 1650 1650 1647] 1635 1635] 1639] 1640 1639] 1645] 1649] 1645 1648“?'
7 loyd 1 1741] 1751] 1752 1752] 1762] 1762 1766| 1766] 1806] 1833] 1844] 1847 1847] 1924 1929]
3‘@ 1525] 1525] 1536] 1540 1542] 1541 1541] 1550] 1566 1581 1581 1573] 1574] 1577 1520’
9 zalg, U 1686] 1722] 1723 1726] 1725] 1725 1733] 1737] 1741] 1752] 1752[ 1752 1750] 1750] 1747
10 [Baf 3 1643] 1643 1642] 1717] 1717] 1720] 1718] 1723] 1725] 1725 1724 1724 1723] 1723 1723(
11 [song 4 1736 1762] 1762] 1761] 1766 1777] 1790] 1795 1799] 1796] 1795 1795| 1826 1821[ 1821 .
12 [T 1087| 1087| 1087 1216 1216( 1208] 1209] 1209| 1209 1209 1209] 1209| 1209| 1209 1209||j
13 |Bois 4| 2582] 2591] 2587 2588 2587 2585| 2583| 2586| 2586 2586 2588 2588 2584 2585| 2648«
1{21 1275 1274] 1274 127a] 1274] 1271] 1270 1270] 1272] 1271] 1269] 1277] 1277] 1297] 1295 &,
15[vod 4 945| 946] 946| 44| 944] 948| 947| 947] 948 948] 948| 951] 954 954 957{
16 [Haf V| 1669] 1669] 1669 1669 1669 1667| 1667| 1662] 1662 1663 1676 1717 1718 1754 1755)
17 iés§ | 1316] 1316 1319] 1320] 1330 1330] 1329 1329 1331] 1331] 1331| 1331 1359 1358| 1366] %,
18 [szg# < 2150] 2152] 2152] 2152 2157 2156] 2208] 2227 2235 2236 2239] 2242| 2247] 2247 2236“{
19 8 < 2256 2248] 2250] 2239 2240] 2252] 2253 2253] 2267] 2266 2265] 2270] 2269[ 2271 227s||)
20 |Bék, || 1465] 1465] 1465 1465] 1465] 1465 1468] 1468] 1469 1470] 1470[ 1469] 1516] 1537 1543) €
21 |csB, | 1419] 1420 1421 1444] 1469] 1453] 1454 1454] 1482] 1482] 1484] 1485 1490] 1490] 1490]
T e A et b B LN gt A AR S0 B L s st s

Valasz munkalap
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4 A B C D E | E G j
1 & vastt kozit
- legnagyobb fej az el6z6 = — = = — = ‘
§g évivez hidipest év ] terileti egység [hossz [km] év I terileti egység [hossz [km] i
4 {
5 vastt kozit *
6 | teljes valtozas 2007-t6/ 2021-ig véltozas irdnya [hossz [km] viltozds irdnya [hossz [km] }
i
B L)
9|, gyénk 2012-ben I vasiti viszonylatban | kozuti viszonylatban ;
10 | [ ¢
1"
327 Magyarorszag teriilete [km’] }
13 ’
14 | megyék, amelyek nem fejléd- S
15 tek 2007. és 2021. kbzétt
16
17
18
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A kozit hosszdnak alakuldsa néhény megyében
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diagram

Segédszamitasokat az Adatok munkalap 22. sordtdl lefelé vagy az AG oszloptdl
jobbra talalhaté celladkban végezhetiink. A megolddsban sajat fliggvény vagy makrd
nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett 1578.zip allomanyban a megoldast tartalmazo
munkafiizet és a megoldds rovid leirasat bemutaté dokumentéacio.

I. 579. A Tekndcgrafika eredetileg a Logo programozéasi nyelvhez késziilt, de
ma mar tobb oktatasi célui fejleszto kornyezetnek és nyelvnek része, példaul elérhetd
Scratchben vagy Pythonban. Egy magyar fejlesztés keretében a TekndOcgrafikat
alkalmazhatjuk a JavaScript nyelv segitségével. Az Agent JS programozasi feliilet,
valamint a dokumentacié és néhany példa taldlhato a

https://vimtaai.github.io/agent/
cimen.

Kiilonosen izgalmas teriilete a Tekndcgrafikdanak a rekurziv abrak és frakta-
lok rajzolasa. Készitsiik el a Koch-gorbe, a sarkanygorbe, valamint a Sierpinski-
hiromszog abrajat az Agent JS segitségével ugy, hogy a rekurzié szintje a felhasz-

|
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nélé altal bedllithaté legyen. A harom fraktalrol a KoMaL 2021. majusi szamaban
is olvashattunk, innen szarmazik a sarkanygorbe készitését szemléltetd dbra.

Bekiildendd egy tomoritett i579.zip allomanyban a harom abréat létrehozd
oldal forraskédja.

I/S. 67. Adott egy N x M-es téglalap, melyet le szeretnénk helyezni a sikra gy,
hogy az egyik cstcsa az origéba essen. Adjuk meg, hogy hanyféleképpen tehetjiik
ezt meg ugy, hogy a masik harom csicsa is radcspontra, azaz egész koordinatakkal
rendelkez6 pontra essen.

A bemenet egyetlen soraban az N és M szamok, a téglalap oldalhosszai talal-
haték szdkozzel elvalasztva.

A kimenet egyetlen soraban egy szdm szerepeljen: hanyféleképpen lehet lehe-
lyezni a téglalapot a sikra gy, hogy az egyik csicsa az origéba, a tobbi csicsa
racspontra essen.

Példa:

Bemenet Kimenet
2 2 4
5 10 24

Korldtok: 1 < N, M < 108. Id6limit: 0,4 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad az
1 < N < 100 esetekre.

Bekiildendo egy is67.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathaté. A doku-
mentécio tartalmazza a megoldds elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kédkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

S. 166. Marika néni palacsintazdjaban egy ember siiti és t6lti a palacsintdkat.
Eddig, ha érkezett egy rendelés, akkor megsiitotte a megfelelé szamu palacsintéat,
majd beletoltotte a kért tolteléket, és odaadta a pénztarosnak, aki a fizetést el-
hanyagolhaté idén beliil elintézte. Az utébbi idében azonban nagyon népszeri lett
a hely, ezért néha nagyon sokat kell varni. Hamar kideriilt, hogy a siités és palacsin-
tatoltés kozotti valtds sok id6t vesz el. Azt szeretnénk kideriteni, hogy ez valéban
probléma-e.
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frjunk programot, amely kiszdmolja, mennyi a varakozasi id6k maximuma,
ha minden rendelést kiilon-kiilon szolgalunk ki, illetve mennyi a varakozasi idok
maximumaénak leheto legkisebb értéke, ha pont jokor valtunk a siités és toltés
kozott.

Ezen a helyen nem szeretik a pazarlast, igy csak akkor allnak neki egy palacsin-
ta megsiitésének, ha mar van ré leadott rendelés. Tehat olyan nem fordulhat eld,
hogy tobb megsiitott palacsintank van, mint a kiszolgdlatlan rendelések Gsszege.

A bemenet els6 sordban egy palacsinta megsiitésének ideje S, egy palacsinta
toltésének ideje T, és a kettd kozotti véaltas ideje V' szerepel. A mésodik sorban
a rendelések R szama van. A kovetkez6 R sor mindegyikében két egész szam
szerepel: az adott rendelés leaddsanak idopontja és a kért palacsintak szama.

A kimenet els6 soraba irjuk ki, mennyi a véarakozasi id6k maximuma, ha
a rendeléseket egyesével szolgaljuk ki, azaz mindig csak annyi palacsintat siitiink,
amennyi a kovetkezé rendeléshez kell. A kimenet mésodik sordba pedig azt, hogy
mennyi a varakozasi idék maximumanak lehet6 legkisebb értéke.

Minta:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet (a / jel sortérést helyettesit)
211/2/05/21 20 / 19

Magyardzat (zéréjelben a befejezési id6 szerepel): az els§ esetben megsiitiink
5-6t (10), majd megtoltjiik (16), majd siitiink még egyet (18), majd azt is meg-
toltjiikk (20). A vérakozdsi id6 csokkenthetd, ha el6bb megsiitiink 5-6t (10), majd
mivel van rd rendelés, még egyet (12), majd megtoltjiik az elsé 6tét (18), majd
még egyet (19).

Korldtok: 1 < 8, T,V < 10%, R < 10°. A rendelés ideje és a rendelések szdmé-
nak osszege is legfeljebb 10°. Id8limit: 1 mp.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphaté, ha a program altal adott kimenet elsd
sora helyes. Tovabbi 40% kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad az R < 10 és
a palacsintak szdménak Osszege legfeljebb 20 esetekben.

Bekiildendd egy s166.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathaté. A doku-
mentacio tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kédkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2023. januar 15.

*
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Fizika alapszak és fizikatanar-képzés az ELTE
TTK Fizikai Intézetében

A vildgon az egyik legizgalmasabb és legszebb feladat a természet kutatésa,
miikddésének megértése. A kutatds egy életre sz6l6 élmény, egy életre sz616 kihivas
és izgalom. Ugyanakkor a hallgatéink olyan nyitottsagot, problémamegoldé készsé-
get is elsajatitanak, amely az élet barmely teriiletén nagyon jél hasznosithaté. Az itt
végzettek kozott kivald, a nemzetkozi élvonalban dolgozé fizikusokat taldlunk, de
olyan cégvezetét is, aki egy patinds Wall Street-i befektetési bank budapesti mate-
matikai modellez csoportjit vezeti, vagy példaul olyan, ma mér az USA-ban él§
vallalkoz6t, aki az amerikai légierének szallit folyadékkristaly-kijelzés sisakokat.

A fizika alapképzés mellett intézetiinkben képezziik a fizikatanarok jelentOs ré-
szét. AKki szereti a fizikat és mar most is szereti tarsait tanitani, ajanljuk figyelmébe
a fizikatanar-képzésiinket!

Hogy miért érdemes a fizika alapszakot valasztani?
e Modern oktatas

A képzésiink tobbszintl és sokoldali. A sokoldalisag abban mutatkozik meg,
hogy a harmadik félévvel kezdddéen érdeklddési teriilet szerint specializaciét (fizi-
kus, informatikus-fizikus, biofizikus, csillagdsz, geofizikus, meteorolégus) lehet vé-
lasztani.

A képzés kozos részében a magas szintil fizikai ismereteken til matemati-
kat, elektronikdt és informatikat is oktatunk. Mivel nincs fizikus kisérletek nél-
kiil, az alapvet6 fizikai mérési készségeket és magat a kisérletezd szemléletet a fi-
zikai laboratériumi gyakorlatokon lehet elsajatitani. A laborokon a didkok példaul
Raspberry Pi vezérlést hasznalva végzik alapméréseiket, kés6bb pedig olyan érde-
kes fizikai jelenségekkel és berendezésekkel taldlkoznak, mint a pozitronemisszids
tomografia, a holografia, a pasztédzé elektronmikroszkép vagy éppen a kvantumra-
dir. A kurzusok egy része két (normadl és emelt) szinten végezhetd, melyek kénnyen
atjarhatoak. A normadl szint biztositja, hogy a nem elit iskolabdl érkezd, de moti-
valt hallgatok szamadra is elsajatithatd és élvezhetd legyen a tananyag. Az emelt
szintl érakon gyorsabb haladast és kiegészito tartalmakat biztositunk.

e Vilagszinvonala kutatasok

Az ARWU ranglistat a felsGoktatdsi szakma évek dta a legmegbizhatébb ér-
tékelések kozott tartja szdmon. A 2022-es szakteriileti felmérés (Global Ranking
of Academic Subjects — GRAS) a kordbbiakhoz hasonléan 5 nagyobb tudomény-
teriileten (természettudoményok, mérnoki tudoményok, élettudoményok, egészség-
tudomanyok és tarsadalomtudoményok), azon beliil 54 sziikebb szakteriileten vizs-
galta a vildg egyetemeit. Az 5000 vizsgalt intézmény koziil 96 orszag 1800 egyete-
me Kkeriilt be az idei rangsorba. Egyetemiink a fizika teriiletén szerepelt a legjob-
ban: a 105. helyre keriilt elore, a tavalyi 145. helyrél. fgy batran allithatjuk, hogy
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az ELTE TTK Fizikai Intézet nemzetkozi viszonylatban is kiemelkedd hely a fizika
tanuldsara. Az Osszes magyar intézet koziil itt a legszélesebb a vélasztéka azoknak
a teriileteknek, amelyeket oktatunk és kutatunk. A fizika legmodernebb, legizgal-
masabb teriileteivel foglalkozunk: a gravitaciés hullaimok kutatasatodl a részecske- és
biofizikdan keresztiil az asztrofizikdig, a nanotechnolégidig és a kvantumszamitogé-
pekig mindent lefediink, ami ma érdekes a fizikdban. Kortilbeliil szdz oktaténkkal
és kutatonkkal, valamint didkjainkkal nagyon sok nemzetkozi egyiittmikkédésben
vesziink részt. A kutatds irant is érdekl6d6 didkok szaméra bejaratott 1t vezet
a tudomanyos didkkori projektek felé. A didkkori kutatémunkak kivalo alapot ad-
nak a kiilfoldi egyetemeken t6rténd mesterképzésben vagy doktori iskolaban torténd
tovabbtanulasra. Az ELTE TTK-n folyo fizikai tém&ju kutatasok sok esetben vilag-
szinvonald kutatéhelyekkel torténé egyiittmiikodésben valésulnak meg. Didkjaink
eljuthatnak a svajci CERN részecskefizikai kutatécentrumba, vagy a LIGO ameri-
kai gravitaciéshullam-detektor eredményeit elemezhetik.

v

e Kitiin6 elhelyezkedési lehetoségek

A fizika térgy tudésa, a fels6 szintii matematika és a programozasi ismeretek,
amit a fizika alapszakokon el lehet sajatitani, szamos munkahelyen ad lehetGséget
a karrier épitésére. A fizika szakon végzetteket nemcsak a kutatdintézetekben,
egyetemeken varjak, hanem példaul a pénziigyekkel, informatikaval, tavkozléssel,
mérnoki vagy orvostudomanyokkal foglalkozé cégek is szivesen alkalmazzak Gket.

e Hallgatéi élet

Az ELTE TTK hallgatéi élete vidam és szertedgazd. A Magyar Fizikus Hall-
gaték Egyesiilete szdmos programot szervez a hallgatdinknak. Kiilfoldi didkkon-
ferencidkon vagy cseregyakorlatokon lehet részt venni, szabadidés programok és
a fizika targyakban felkészité programok szerepelnek a palettan. A fizika szakok-
hoz jél szervezett mentorprogram tarsul. Minden évfolyamon tébb képzett mentor
segit a targyak felvétele koriili kérdésekben, az optimélis egyetemi stratégiak meg-
talaldsaban, és atadjak a felsébb éves didkok altal Gsszegytijtott tapasztalatokat.

A fizika szak nem ér véget a BSc-fokozat megszerzésével. Az ELTE TTK Fi-
zikai Intézetében 5 kétéves mesterképzési (MSc) szakra lehet jelentkezni: fizikus,
geofizikus, csillagdsz, meteorolégus, anyagtudomany. A fizikus mesterin beliil a ku-
tatofizikus, biofizikus és tudomanyos adatanalitika és modellezés (ez utébbi tobbek
kozott napjaink ,forré” téméjaval, az oridsi adathalmazokon végzett kutatdsokkal,
a ,,big data”™val foglalkozik) vélaszthaté. A képzés harmadik szintje az intézetben
a négyéves doktori iskola (PhD-fokozat).

Hogy miért érdemes fizikatanar szakot valasztani?
e 2022-t6] 4j rendszerii, 5 éves osztatlan képzés

2022 szeptemberében indult az 1j rendszerii fizikatanar-képzés. Az 1j rend-
szerben a képzési id6 5 év. Lényegében minden félévben lesz tanitasi gyakorlat, és
az utolsé félév szinte teljesen kozépiskolaban zajlik. Az ELTE harom gyakorldisko-
l4ja is kivalo terep a tanarsag komplex elsajatitasara. A szakmai és modszertani

o

orakat a Fizikai Intézet kitiind kutatdi-oktatdi és a legjobb kozépiskolai tanarok
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tartjdk. Az ELTE nagyon sok szakot indit a fizikdval parban, igy szinte barmilyen
tantargyat lehet masiknak valasztani.
e A taniri palya szépségei

Napjainkban igen sok szé esik a tanari palya nehézségeirél. Miért lehet még-
is érdemes a fizikatanari hivatast valasztani? Mert nagyon sok szépsége is van!
Kreativ, valtozatos, fiatalok kozott végzett munka. Egy fizikatandrnak hatalmas
lehetGségei vannak arra, hogy megmutassa a gyerekeknek a fizikai vilag miik6désé-
nek szépségeit.

e Hallgatéi élet

A Klebelsberg Képzési Osztondij Program keretében egyetemistaként félévente
akar 375000 Ft-ot lehet kapni, mely tobb kiilonféle ¢sztondijjal is kiegészitheto.
Fontos megemliteni, hogy lehet6ség van oktatassal kapcsolatos kutatasokba vald
becsatlakozasra és doktori tanulméanyok folytatasara a Fizika Tanitdsa Doktori
Program keretében.

A képzések részleteir6l az intézet honlapjan (https://physics.elte.hu)
lehet tovabbi informécidkat szerezni, vagy érdemes elldtogatni az ELTE TTK you-
tube csatorndjara (https://www.youtube.com/ELTETTKbudapest).

Térbol sikba visszalépés fizikai problémak
megoldasanal
I. rész (tiikoraramok)

Megjegyzések és altalanositasok
a P. 5399. feladat megoldasahoz'

Bevezetés

A koézelmultban egy kilencrészes matematika cikksorozat jelent meg a KéMal.-
ban?, amely olyan bizonyitdsokat mutatott be, amikor a sikbeli geometriai alak-
zatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akir még magasabb dimenziés objektumok
vetiileteként vagy metszeteként allitjuk elo.

Az itt kovetkez6kben a forditott utat jarjuk be: megmutatjuk, hogy bizonyos
térbeli fizikai (dramvezetési) problémék konnyebben kezelheték, ha valamilyen moé-
don sikeriil atfogalmazni azokat sikbeli feladatta. Olyan feladatokkal fogunk foglal-
kozni, amelyekben vékony fémlemezben folyé aramok szerepelnek, de a fémlemez
nem sikban, hanem térben helyezkedik el. Csak olyan eseteket vizsgalunk, ame-
lyekben a térbeli lemez sikba ,kiterithets”. (Ilyen alakzat példdul egy kip vagy egy
henger paldstja.)

A cikk I. részében olyan sikbeli elektromos drameloszldsokat vizsgdlunk, ame-
lyek — néhany ,,tiikor” elhelyezésével — konnyen megoldhaté feladatta valnak. A cikk

L A feladatot és annak megoldasét ldsd Lapunk 565. oldaldn.
2 Kés Géza: Térbe kilép6 bizonyitdsok I-VII. és egy raadds, K6MalL 2019. évi 10. szdm —
2020. évi 5. szam
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II. részében megismerkediink egy olyan mddszerrel (az in. konform leképezésekkel),
amely akkor is alkalmazhatd, amikor a tiikrézések mddszere nem miikodik.

Néhany fizikai fogalom, jol hasznalhaté moédszerek és hasznos matematikai
osszefiiggések

Aramsﬁrﬁség-vektor. Térben kiterjedt elektromos aramot a feliiletegységen-
ként 4tfolyé drammal, az dramsiirtiséggel jellemezhetjiik: j = I/A (A egy kicsiny,
a toltések dramldsira merdleges feliiletdarab teriilete). Az dramstiriiséget vektor-
nak tekintjiik, irdnya a (pozitiv) toltéshordozék mozgdsi irdnya. (Az dramerdsség
skalaris mennyiség, ami felirhaté az aramstiriiség-vektor és a feliiletvektor skalaris
szorzataként: I =3 - A.)

Az Ohm-t6rvény differencialis alakja. Egy homogén kozegben az — altalaban
helyrél helyre valtozdé — aramsiirliség aranyos az ottani elektromos térerdsséggel:
j(r) = ocE(r), ahol o az anyag vezetOképessége, a fajlagos ellenallds (o) reciproka.

Sikbeli aramlasok. Ha egy vékony fémlemezbe valahol dramot vezetiink, akkor
az dramslriliség-vektor (az dram bevezetési helyének sziik kornyezetét leszamitva)
a lemez sikjaval parhuzamos, és a lemez egy-egy pontjandl a lemezre mer6legesen
haladva &llandé. Ha a lemeznek valahol (egyenes vagy gorbe) hatérvonala van,
azon a vonalon nem folyhat at dram, tehat az aramstiriiség-vektor a hatarvonalnal
érintSirany. (Ezt a kovetelményt hatdrfeltételnek nevezik.)

Arameloszlasok szuperponilhatésiga. Ha egy lemezben valamilyen @1 (r)
elektromos potencidl hatdsira j;(r) drameloszlds alakul ki, egy maésik, ®o(r) po-
tencidl hatdsara j,(r) az drameloszlas, akkor

D(r) = O1(r) + Do(r)

potencialtérben az arameloszlas

3(r) = 31(r) + 3o(r)

alakt lesz. A szuperpondlhatdsig azért valésulhat meg, mert az Ohm-térvény line-
aris, az dramsliriiség egyenesen aranyos az elektromos térerdsséggel.

Tiikrozések moddszere. Egy véges sikbeli tartomény hatarfeltételeit bizonyos
esetekben tgy biztosithatjuk, hogy egy (vagy tobb), a tartomdnyon kiviil folyd,
elképzelt (fiktiv) drameloszlds és a valddi lemezben folyé drameloszls szuperpozi-
cidjat képezziik. Ha példaul egy ,végtelen” félsik alaki lemezbe valahol I erdsségii
aramot vezetiink, akkor a kialakulé drameloszlas olyan, mintha az aram bevezetési
pontjanak a félsik hatdrold egyenesére vett tiikkorképénél is I aramot vezetnénk be
a teljes (végtelen) siklemezbe.

Végtelen siklemezbe vezetett, adott erdsségii &ram szétoszlasa a lemezen. Ha
egy nagyon nagy méretii (,végtelen”), § vastagsdgi lemez O pontjdnél I erdsségii
aramot vezetiink be, akkor a kialakulé aramsfirtiség az O ponttdl r tavolsagban

1
1 jr)| = ——
(1) 50 = 5.
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és az aramslriség iranya mindenhol az O pontbdl az adott pontba huzott egyenessel
parhuzamos, tehdt ,sugédrirdnyu”. (Ez az elrendezés szimmetridjabdl kovetkezik, és
abbdl, hogy A = 27rd nagysagu hengerfeliileten 6sszesen I erdsségii dram folyik at.)

Bizonyos fiiggvények kicsiny véltozésa. Ha pl. az y = f(z) = K 2* fiiggvény
argumentumét a-rél x + Az-re noveljiikk (Az < x), akkor a fiiggvény értékének
megvaltozasa

by
Ay:K(erAa;))‘fo)‘ = Kz* {(1+A$> 1} ~ KM A
T

(Az utols6 lépésben felhaszniltuk a Newton-féle (1 + 5)’\ ~ 1+ Ae Osszefiiggést, ami
€ K 1 esetén tetszoleges A kitevore érvényes. Zsebszamolégépen kiprébalhatjuk, hogy pl.
1,002"® = 1,003 0015 = 1,003 = 1 + 0,002 - 1,5.)

A kapott kozelito Osszefiiggést igy is felirhatjuk:

A A
(2) 2V —x, ha y=Ka
Y x
Hasonlé megfontolassal kaphatjuk meg, hogy az exponencialis fiiggvény nove-
kedése:
A
(3) —yN)\-Am, ha  y=KeM.
Y

Ezt az Osszefiiggést is érdemes , kiprobalni” egy zsebszamolégépen, valamekkora konkrét
K, \, x és Ax esetén.

Megjegyzés. A (3) képlet a radioaktiv bomldsok exponencidlis bomldstorvényébdl is
ismer0s lehet a fizika feladatok megolddinak a kovetkezd jelolésekkel:

AN(t)

A~ —X\-N(t), ha N(t) = N(0)e M.

A kiupba vezetett aram eloszlasa

A P. 5399. feladat megoldasdnak végeredményét nézve feltiinhet, hogy
a C' pontban az dramstiriség ugyanakkora, mintha egy , végtelen” siklemezbe an-
nak A pontjandl I er6sségli dramot vezetnénk be, az A ponttél R tavolsdgra 1é-
vé B pontbdl pedig elvezetnénk azt, és a C' pont a B pont A-ra vett titkorképe
(1. dbra).

Valéban, ebben az esetben (a megoldds jeloléseit kovetve):

J(C) = ja(C) —jpcy= L L L 1L _ 1

Vajon hogyan médosul az eredmény, ha az eredeti feladat AB tavolsagat 3 R-rol
2R-re valtoztatjuk (2. dbra)? A kuppaldstot most is felvaghatjuk az AC egyenes
mentén, majd kiteritve egy félsikot kapunk. Most is az A pontban bevezetett és
a B pontndl elvezetett, I erdsségli dram hatdsat vizsgaljuk a C' pont(ok)ban olyan
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1. abra 2. dbra

feltétel mellett, hogy az AC egyenesen keresztiil ne folyjon dram. Ezt a feltételt dgy
teljesithetjiik, hogy az elrendezést tiikrozziik az AC egyenesre (igy kapjuk a sérga
félsikot), majd az eredd drameloszldst szamitjuk ki a C' pontban (3. dbra bal oldali

része).

3a(0)

C |C
/’——— —‘\‘\ /”—-"—~s\\
/// \\\ //’ / \\\
i N 4 8 4 AN
// \\\ / JB (C) y /JB(C) \\\
1 / b 1 1 / \ 1

3. dbra
Az A pontba Osszesen 21 erésségii dram (a valddi és a titkrozott dramok
osszege) folyik be, igy a 2R tdvol 1évé C pontban az dramstiriiség:
4(C) = 21 11
I = 505 2R T 210R
A B és a B’ pont egyarant v/2 - 2R tévol van C-t6l, tehdt a C' pontban a megfelel
aramstirliségek nagysiga (1dsd a 8. dbra jobb oldali részét):
1 1
i5(C) = jp(C) = ——— ——
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az ereddjiik pedig az A pont felé mutat, és

_ I
" 476R’

’jB(C) +jB’(C)’ =2 g‘jg’(c)}

A teljes dramsiiriiség a C' pontban:
. I I 1
Jc = - =
2n0R  4méR  4nwdR

nagysagu, irdnya pedig A-t6l C felé mutat. Ez megegyezik a korabban vizsgélt két
eset végeredményével.

A feladat altalanositasa tiikrozéssel megoldhaté esetekre

Kivancsiak lehetiink arra, hogy milyen eredményt kapunk a legaltaldnosabb,
titkkrozésekkel megoldhaté esetben. Legyen az AB tavolsdg nR, ahol n tetszéleges
pozitiv egész szam.

Sejtéstink: TetszOleges egész n-re ugyanazt az eredményt fogjuk kapni, mint
az n = 1,2, 3 esetekben.

I A

\ /' DB
Y / e
AN \ / o I
N \ / e
{ NN /S 2m By
i N\ = —
. nR A\\// n C
1 1 1
1 A -~ !
{ 7 S !
1 /// g \\\ //
» . FAER o /
L 7 ;oA nd s / I
\. - / \ o/
« / \ 4
N I \ //
. I \ 7
/ \ 5
\\ /l N < Z
o/ -
y Tl e Bk
/ \ Bn 1 I
I
4. dbra

A fémlemezt most is felvighatjuk az AC egyenes mentén (4. dbra), majd sik-
ba kiteritve egy o = 2 /n nyildsszogl szogtartomanyt kapunk. (A jobb oldali 4b-
réan a kiterftett kippaldstnak csak azt a részét (a sdrga szinnel jelslt korcikket)
tiintettiik fel, amelynek pontjai a kiap cstcsatol legfeljebb nR tavolsdgra vannak.
A fémlemez természetesen a korcikknek a koriven kiviili részén is folytatédik, hi-
szen a kup ,nagy méreti” volt, ezt azonban az dbrdn nem &brazoltuk.) A szogtar-
tomanyt az egyenes oldalai mentén tobbszor tiikkrozhetjiik, igy végiil a teljes sikot
megkapjuk. Az eredeti és a tiikrozott teriilet arameloszldsa: az A pontba Gsszesen
nl dramot vezetiink be, a By, Bs, ..., B, pontok mindegyikénél pedig I erdsségii
aramot vezetiink el. Ezzel elérjitkk, hogy a sarga szogtartomany egyenes oldalain
keresztiil nem folyik at aram, azok adramvonalak. Kérdés most az, hogy mekkora
az dramsiiriiség a C' pontban?
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Az elrendezés szimmetridja miatt a C pontbeli ered6 dramsiirtiség AC irany,
elegend6 tehat az egyes dramok jarulékanak AC irdnyd komponensét kiszamita-
nunk, majd ezeket osszegezniink kell. A végtelen sikba vezetett dram (1) formuldja
szerint az A pontbdl indulé dram jaruléka:

1

(vetiilet)

) nl 1 I
1aC) = 5 5 0 = ameR

Jeloljitk a B AC' szdget @r-val (5. db-
ra). Konnyen kiszdmithatjuk, hogy

de — mint latni fogjuk — ezen szogek konk-
rét értékére nem is lesz sziikségiink.

Tekintsiik a By pontot, és az onnan el-

Tk vezetett aram jarulékat a C' pontbeli dram-
5. dbra stirtiséghez. Mivel (az abra jeloléseivel)
. Pk . I 1
B,C =7y, =2nRsin —, =— —,
S 2 TE = 9m6
azért a j, vektornak az A — C irdnyu Osszetevije:
.(vetiilet) . 1 1
Ji = —Jk COS’YkZ—H "R’

Az utolsé 1épésben kihasznéltuk, hogy vy, = 90° — %, és igy cosy, = sin(pg/2).

Azt a meglepd eredményt kaptuk, hogy az elvezetett dramok mindegyikének
jaruléka a C-beli aramstiriiséghez ugyanakkora, tehat az Osszegiik:

- (vetiilet) - (vetiilet) _ I
kZ:le n 470R.

Ezt az dramstriiséget hozzdadva az A-pontban bevezetett aram jarulékdhoz, vég-

eredményiink:
I I I

T 270R  4m0R _ 4moR’

osszhangban a kordbban (az n = 1,2, 3 eseteknél) kapott eredményekkel.

i(C)

Ha a geometriai viszonyok olyanok, hogy a felvagott és kiteritett kuppaldst-
tal és annak tiikrozottjeivel nem tudjuk hézag- és atfedésmentesen lefedni a teljes
sikot, akkor a tiikrozések mddszere nyilvan cs6dot mond. A cikk II. részében meg-
mutatjuk, hogy egy alapvetéen masfajta eljaras, a konform leképezések maodszere
még ebben az esetben is eredményre vezet.

Gnidig Péter
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Fizika gyakorlat megoldasa % %
L - |

G. 783. Egy homogén, n torésmutatoju, R sugard tveggomb kiézéppontjdban
pontszert fényforrds helyezkedik el. A gombot kivilrdl nézzik. Hol latjuk a fényfor-
ras képét?

(3 pont)
Megoldas. Az iiveggdomb kozéppontjabol kiindulé fénysugarak sugariranyban

haladnak, tehat merdlegesen érkeznek az tiveggomb feliiletére. Ez nulla fokos beesési
szognek felel meg, tehat a fénysugarak torés nélkiil haladnak at a feliileten.

A gombbdl kiléps fénysugarak tovdbbra is sugdrirdnyban haladnak, tehét
a meghosszabbitasuk a gomb kozéppontjaban fut Gssze, itt keletkezik a fényfor-
ras ldtszélagos (virtudlis) képe.

Nagy Csenge (Székelyudvarhely, Tamési Aron Gimn., 9. évt.)

17 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Hidnyos (1 pont) 1, hibds 3 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5399. Egy vékony, 0 vastagsdgu fémlemez-
bél nagy, kup alakd feliletet hegesztettink dssze.
A kup A-val jelolt csiucsdba I erdsségi dramot ve-
zetiink, majd az eqyik alkoton lévé B pontbdl elvezet-
jik azt. Hatdrozzuk meg a B-vel dtellenes C' pontban
az dramsiriiség-vektor irdnydt és nagysagdt! Ismert,
hogy az AB tdvolsdg értéke 3R, mig a B és C pontok
tdvolsdga 2R.

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbany

Megoldas. Amikor az elektromos dram egy vékony fémlemezben folyik, akkor
az aramsliriiség-vektor feliiletre mer6leges komponensét elhanyagoljuk.

Vegyiik észre, hogy az aramok szuperponalhatéak. Ugy fogjuk megoldani a fel-
adatot, hogy elGszor vessziik azt az esetet, amikor csak az A pontban vezetiink ara-
mot a fémbe, de a B pontbeli vezetéket lekapcsoljuk. (Az dram ebben az esetben
a kdp nagyon tévoli részeinél folyik ki a fémbdl.) Kiszdmoljuk ebben az elrendezés-
ben a C pontbeli aramstirtiséget, majd megismételjiik a szamolast arra az esetre is,
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amikor csak a B pontbdl vezetiink ki dramot (de az nem az A pontndl, hanem a kip
tévoli részeinél folyik be a fémbe). A két eredményt 6sszeadva megkapjuk a C pont-
beli dramstirtiséget a feladatunkban szerepld elrendezésre. (A tévoli részeken ki- és
bevezetett dramok ,kioltjak” egymast.)

(i) Ha csak az A pontndl csatlakozik vezeték a kiphoz, akkor az I erésségli
aram szimmetrikusan, a kdp alkotéi mentén haladva oszlik szét a fémlemezben.
A C pontra illeszkedd, 2R7é teriiletl korgytliriin 6sszesen I er6sségli aram folyik
at, tehdt az dramsiliriség-vektor nagysdga a C' pontnal

I
2RmS’

|Jal =Jja=

1. dbra 2. dbra

(1) Vizsgéljuk most azt az esetet, amikor csak a B pontndl elvezetett drammal
szdmolunk. Végjuk szét — gondolatban — a kiipot az AC' egyenes mentén. (Itt azért
vaghatjuk szét a lemezt, mert az AC' menti vékony savon keresztill — a szimmetria
miatt — sehol nem folyik 4t dram.)

(Vigydzat: Az dramsiiriiség eloszldsa most nem forgdsszimmetrikus, az dramvonalak
nem parhuzamosak a kup alkotéival, az elrendezés csak az ABC sikra valé tiikrozésre
szimmetrikus.)

A felvagott kupot kiterithetjiik sikba, igy valamekkora o nyildsszogi ,,szogtar-
tomdnyt” (a stknak egy olyan részét, amelyet egy pontban taldlkozé két félegyenes
hatérol) kapunk (2. dbra). Az o szoget a B és C ponton dthaladé koriv hosszénak
és a kor keriiletének egyenlésége hatdrozza meg (2. dbra). Mivel AB = 3R,

2
3R-a=2Rmw = a:§7r:1200.

Ebben a 120°-o0s szogtartomanyban keressiik az arameloszldst azzal a ha-
térfeltétellel, hogy az AC; és az AC, félegyenesek aramvonalak legyenek, vagyis
az aramsiiriiség-vektornak ne legyen a félegyenesekre merdleges komponense.

Tudjuk, hogy egy ,végtelen” siklap egyetlen B’ pontjidba bevezetett dram
esetén az dramsiir{iség sugdrirdnyu, és a nagysdga a B’ ponttél r tdvolsighan

_ I
T 2rmd’

3(r)
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Ez azonban nem j6 megoldasa a feladatunknak, hiszen nem teljesiti a hatarfelté-
telt. Alkalmazhatjuk viszont (az elektrosztatika tiikortoltés-mdédszerének mintdjé-
ra) a ,tikkérdramok” mdédszerét. Egészitsiik ki a kigorbitett fémlemez 120°-os valds
szogtartoményat még két ugyanilyen, de fiktiv (fémet nem tartalmazd) szogtar-
toménnyal (3. dbra), és hatdrozzuk meg a végtelen sik B’, By és By pontjibdl
elvezetett, egyenként I erésségli aram eredd aramstriség-eloszldsat.

3. abra

A B’ pontbeli 4ram dltal a C; pontban létrehozott dramstirtiség C1-b8l B’ felé
iranyuld,
B I
27w - 3R

nagysagu vektor. Ugyanekkora nagysagui a By pontbeli dram j, jaruléka:

-/

J

_ I
"~ 6Rwé’

J2

A j' és j, vektorok 120°-os szoget zdrnak be egymassal, az ereddjiik is Wlﬁg nagy-
sagi, C1-b8l A’ felé mutaté vektor. Ha ehhez hozzdadjuk a Ci-t6l 6R tavolsigra
1év6 B; pontbdl elvezetett aram

T
" 12Rns

J
nagysagu jarulékat, azt kapjuk, hogy

I n r 1
6RmS 12Rwé ARwS’

5"+ 41+ dal =

Mar csak a szuperpozicié maradt hatra, adjuk hat 6ssze a fémkip A pont-
jaba bevezetett, majd a B pontbdl elvezetett aramnak megfelel aramsiiriiség-
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vektorokat. Mivel ezek a vektorok ellentétes iranyuak, az eredé aramsiiriség nagy-
saga
1 r 1
2RmtS 4Rmé  4RmwS’
irdnya pedig A-bdl C felé, tehat az alkoté mentén ,lefelé” mutat.
Gabriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) és

Toronyi Andrds (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

9l =

6 dolgozat érkezett. Helyes Géabriel Tamdas és Toronyi Andrds megoldésa. Kicsit
hidnyos (5 pont) 1, hidnyos (2-3 pont) 3 dolgozat.

P. 5418. Két kiilonbozo szogben, de megegyezd kezddsebességgel elrigott labda
azonos tavolsagban ért foldet. A magasabb pdlydn haladd labda kétszer annyi ideig
repilt, mint a masik. Hogyan ardnylik eqymdshoz a két pdlya csicsmagassaga?
Milyen szégek alatt rigtdk el a labdat?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. Legyen az alacsonyabb palyan haladé lab-
da elrugédsanak szoge a, a masik labdaé 3, kezdGsebessé-
giik nagysaga pedig vg.

Ferde hajitdsnal a foldet érés tavolsaga

2 2
d= 2 gin2a = U—Osin2ﬁ,
g g

vagyis

(1) sin 2a = sin 2.

Mivel o < 8 < 90°, (1)-b&l kovetkezik, hogy

(2) 208 = 180° — 2a, vagyis 8 =90° — a.
A levegében toltott idétartamok:

2 2
t=Psina és QtZESin,B7
g g

ahonnan
(3) 2sin o = sin §.

Mivel (2) szerint sinf = cosa, (3)-bdl kovetkezik, hogy 2sina = cosa, tehat
tga = %, vagyis

1
«a = arctg 3 ~ 27° és 8~ 63°.
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A pélydk csicsmagassiga (a ferde hajitds osszefiiggései szerint)

vg o . Vo . 2
ho = — sin® a, illetve hg = —sin” 3,
g g

tehat
he sina sin? a o2 1
Ja = =tg°a=-.
hg  sin?B sin?(90° — ) 8

Elekes Dorottya (Budapest-Fasori Evangélikus Gimn., 10. évf.)

100 dolgozat érkezett. Helyes 66 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 23, hibds 2, nem versenyszer( 4 dolgozat.

P. 5419. Vizszintes sikon egyenletesen, 6 m/s nagysdgi sebességgel mozgd pont-
szeri test gyorsuldsanak nagysdga dllandd. A test palydjinak A és B pontja kizé
eso utja 1,2-szerese az elmozduldsvektor nagysdgdnak. Ezt az utat a test 2 mdsod-
perc alatt teszi meg. Mekkora a gyorsuldsa?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. Egyenletes sebességgel, allandé nagysagi gyorsuldssal mozgo test
vagy egyenesen, vagy korpalydn halad. Jelen esetben (mivel az elmozdulds nem
egyezik meg a megtett uttal) a mozgds biztosan egyenletes kérmozgds.

Az A és B pont kozotti koriv hossza AB =6 % -2s =12 m, ami az AB szakasz
hosszanak 1,2-szerese, a test elmozdulasa tehat 10 m.
Jeloljik a korpalya sugarat r-rel, a koriv

(radidnban mért) kozépponti szogét pedig a-val.
Az dbrdrol leolvashatjuk, hogy az elmozdulis
nagysaga
AB = 2rsin g,
2

a koriv hossza pedig AB = ar. Ezek szerint fenn-
all, hogy

6_ag

ami az x = 5 jeloléssel gy frhaté:
5
1 sinr = —x.
1) :
Ezt a trigonometrikus egyenletet megoldhatjuk numerikusan, internetes meg-

oldéprogrammal: z = 1,0267, tehdt o = 2,053 (rad) ~ 118°.
Megjegyzés. Az (1) egyenlet kozelit megolddsét gy is megkaphatjuk, hogy a szi-

nuszfiiggvényt
. - .Ifd ZES
sinr ~x — 30 + 50 —
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moédon kozelitjiikk. Ha a hatvanysornak csak az els6 két tagjat vessziik figyelembe, a meg-
oldds x = 1,00 lesz. Ha a sorfejtésben az x°-es tagnél sllunk meg, gy z*-re mésodfoki
egyenletet kapunk, amelynek megolddsbél z = /10 — /80 = 1,027 addédik. Ez 3 tizedes-
jegyre megegyezik a ,,pontos” eredménnyel.

A korpélya sugara:

12
r="20 _584m,
o
a kérdezett centripetdlis gyorsulas pedig
v2 (6 m/s)’ m
=—=—"—=6,2 —.
T 5,85 m 52

(T6bb dolgozat alapjdn)

80 dolgozat érkezett. Helyes 46 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 11, nem versenyszer( 4 dolgozat.

Fizikabdl kitiizott feladatok

M. 418. Mérjiik meg egy labda (pl. focilabda, pingponglabda vagy teniszlabda)
tehetetlenségi nyomatékat lejtén torténd leguritdssal! Adjuk meg az eredményt
mR? egységben is (R a labda sugara, m a témege). Lehet-e kivetkeztetni a mérés
eredményébol a labda falvastagsagara?

(6 pont) Kozli: Németh Ldszlo, Fonyod
G. 797. Felfijt 1éggombot nyitott manométerre hizunk. A manométer két sza-

raban a petréleum szintjének kiilonbsége 72 cm. Hany mm lenne a szintkiilonbség,

ha a manométerben higany lenne? Mekkora a léggombben uralkodé tilnyoméas?

(3 pont)
FIN] G. 798. A szidzméteres sikfutas verseny-
o0 ] hétsé érzékeld 761 té?delérajtbél indulnzx/k. Az cibrc{zr azt
mutatja, hogy mekkora vizszintes er6 hat
600 olsts érpckeld a rajtgépbe épitett elsé és hatsd érzéke-
500 R Sttt N 16re egy 70 kg tomegli atléta induldsakor.
400 /) \ Becsiiljiik meg, hogy mekkora sebességgel
300 J \ hagyja el a sportol6 a rajtgépet!
I 1
200 [ 1 ! (8 pont)
100/} \
L T T T ! T ! [S]
0 0,1 0,2 0,3 0,4
570
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G. 799. Legalabb mekkora sebességgel és legfeljebb mekkora szog alatt kell
inditani egy testet, hogy atrepiiljon egy 100 méter hosszi, b méter magas, egyenes
alagiton?

A légellenallas elhanyagolhatd.

(3 pont) Kozli: Ringler Andrds, Szeged

G. 800. Egy gytjtélencse egy bizonyos helyen 1év6 targyrél N; nagyitasu, va-
16di képet hoz létre. Ha a targyat az optikai tengely mentén d tavolsaggal messzebb
vissziik a lencsétdl, a nagyitds No lesz.

Mekkora a lencse fokusztavolsaga?

(4 pont)

P. 5445. Egy M tomegli robband 16vedéket o szog alatt vy kezddsebesség-
gel 16ttek fel. Palydjanak tetején a l6vedék my és mo tomegli részre robbant, és
az mo tomegl rész ebben a pillanatban szabadesésbe kezdett.

a) Milyen messze lesz egymastdl a lovedék két darabja, amikor mindkettd
talajt ért?

b) Mekkora és milyen irdnyu sebességgel csapédnak a talajba?

(Adatok: M = 0,6 kg, m; = 0,2 kg, a = 60°, vg = 100 m/s. A légellenalldst
hanyagoljuk el.)
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5446. Két didk egy mutatvanyra késziil. A sportpalyan egymastdl bizonyos
d tavolsagra 1évé focilabdakat egyszerre megrugjak ugy, hogy a labdék a levegében
taldlkozzanak. Az egyik didk v; = 20 m/s, a mésik vy = 10 m/s sebességgel 16vi el
a labdat, de a kezdGsebesség iranyat szabadon megvéalaszthatjdk. Legfeljebb mek-
kora kezdeti d .5 tavolsagra lehet egymastol a két labda ahhoz, hogy a mutatvany
sikeriiljon?

(A légellendllds hatdsat hanyagoljuk el.)
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

P. 5447. Harom egyforma, 5 cm sugarti jéghen-
gert készitiink, és azokat az dbrdn lathato helyzetbdl
kezdOsebesség nélkiil elengedjiik. A surlédds minden-
hol elhanyagolhaté.

Mekkora gyorsuldssal indulnak el a jéghengerek?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
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P. 5448. Edudrd szerint oldalszélben (a haladési irdnyra pontosan merdleges
szélben) koriilbeliil ugyanolyan nehéz biciklizni, mint szélcsendben. Az oldalszél
ugyanis csak oldalra akarja nyomni a kerékpart, ami nem lassit, legfeljebb egy kicsit
beddlve kell egyenesen is haladni, az érzékelt szembeszél pedig mindkét esetben
egyforma. Vajon igaza van-e Eduardnak?

(4 pont) Kozli: Bodor Andrds, Budapest

P. 5449. Egy 20 cm hosszi, 3 cm? keresztmetszetit rézrudat jé hészigeteld
kopeny vesz koriil. A rudat fiiggélegesen tartjuk, és az egyik végét olvadd jeget
tartalmaz6 poharba logatjuk; igy azt folyamatosan 0 °C hémérsékleten tartjuk.
Hény fokra melegszik fel a rid masik vége, ha azt egy kicsiny, 100 W teljesitményi
flitészdlas tekerccsel melegitjiik? (A sziikséges anyagi allanddkat tdbldzatokban,
vagy az interneten megtaldlhatjuk.)

(3 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5450. Az f = 5 cm fokusztavolsdgu gyijtélencse optikai tengelyén, a lencsé-
t6l jobbra 30 cm-re és balra 18 cm-re talalhaté, pontszeriinek tekinthetd szentja-
nosbogarak elkezdenek egymads felé mozogni 2 cm/s sebességgel. Mennyi id6 muilva
keriil fedésbe egymaéssal a két bogar képe?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

P. 5451. Egy gardzs véltéaramu ellatdsat haromfézisu betapldlassal oldjak
meg. Ehhez oteres kdbelt hasznalnak, mind az 6t ér azonos anyagu és kereszt-
metszetll. Az egyik vezeték (z6ld-sérga) az érintésvédelmi fold, amin hibamentes
hasznalat esetén nem folyik dram. A (kék) nullvezeté potencidlja mindig nulla,
gyakorlatilag mindig f6ldpotencidlon van. A hirom fazisvezet&ben (barna, fekete és
sziirke) olyan mdédon valtozik a szinuszos potenciél, hogy az effektiv érték 230 V,
és barmely két fazisvezeto potencialja kozott 120°-os a faziskiilonbség. Az egyes
fazisvezetok és a nullvezetd kozé ohmos fogyasztdkat kapcsolunk.

a) Mekkora effektiv fesziiltséget mérhetiink két kiilonbozd fazisvezetd kozott?

b) Mekkora a nullvezetd effektiv drama, ha két fézisvezet6ben 10-10 A dram
folyik, de a harmadik fazisvezetén nem folyik aram?

¢) Mekkora a nullvezetd effektiv drama, ha mind a hédrom fdzisvezet6kben 10 A
aram folyik?

d) Mekkora a nullvezetd legkisebb és legnagyobb effektiv drama, ha egyik
fazisvezetd effektiv drama se haladja meg a 10 A-es értéket?

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5452. Egy egyenes palyan haladé fotonrakéta témege induldskor mg. Adjuk
meg a rakéta sebességét a nyugalmi tomeg pillanatnyi értékének a fiiggvényében!
(Lésd még a P. 5426. feladatot a KiMalL 2022. szeptemberi szdméban.)

(4 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest
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P. 5453. Az r = 0,2 m sugard, toltetlen fémgémb koézéppontjatdl d = 0,5 m
tavolsdgra egy @ nagysdgu ponttoltés helyezkedik el. Hatdrozzuk meg (akdr nume-
rikus szdmitdssal), hogy a ponttoltéstol nézve mekkora szog alatt latszanak a fém-
gbmb azon pontjai, ahol a feliileti toltésstiriiség zérus!

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

Bekiildési hatarid6: 2023. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL
FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 72. No. 9. December 2022)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 542): K. 744. I have 1000 forints
(HUF, Hungarian currency) in my pocket. If I buy two sandwiches and one soft drink
then I will have as many forints remaining as the amount I should add to my 1000 in
order to be able to buy three sandwiches and one soft drink. Two sandwiches and two
soft drinks cost 1100 forints. What is the price of one sandwich, and what is the price of
one soft drink? K. 745. In a game, players are collecting points. The players take turns in
playing and scoring points. When a certain player is playing, he or she may get any non-
negative integer of points (including 0). The points scored by a player in successive turns
add up. The game terminates when the total of the points scored by the players reaches
1000 (that is, the last player may only score as many points as needed to make the total
equal to 1000). The player with the largest number of points will win the game. In the
case of equality, the player reaching the same score earlier will win. The player with the
second largest number of points will finish in the second place, and so on. At the moment,
the scores of the players are as follows: Kate has 314 points, Sam has 207 points, John has
58 points, Gillian has 31 and Joe has 0. a) If it is Kate’s turn now, what is the minimum
number of points she needs to gain in this turn in order to be certain that she will finish
in the first or second place? b) If it is Sam’s turn now, what is the minimum number of
points he needs to gain in this turn in order to be certain that he will finish in the first or
second place? ¢) If it is Joe’s turn now, what is the minimum number of points he needs
to gain in this turn in order to be certain that he will finish in the first or second place?
K. 746. In a certain small country, citizens are charged for gas consumption as follows:
in the first year of the new regulations, the first 1700 m® of gas costs 100 pennies/m?®,
and any further consumption costs 750 pennies/m®. From the following year onwards, the
quantity sold for the reduced price is determined each year from the nationwide average
consumption of the previous year. John Average lives in this country, and he used gas
with these conditions for a year. Then he realized that he was paying too much, and
decided to economise with the gas used in his household. He succeeded in reducing his
consumption by 10% in the following year. However, since everyone was trying to save
money, the mean consumption decreased by 15%. Although John Average used less gas
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than previously, he still had to pay more (for the whole year) than in the previous year.
What may have been John’s consumption during the first year? K/C. 747. A forty-sided
polygon is divided into two polygons by one of its diagonals. The two polygons altogether
have 298 fewer diagonals than the forty-gon. How many sides do these polygons have?
K/C. 748. The integers 1 to 100 are written along the circumference of a circle. First every
even number is connected to each odd number that is smaller than the even number. Then
every odd number is connected to each even number that is smaller than the odd number.
How many connecting lines are drawn?

New exercises for practice — competition C (see page 544): Exercises up to grade 10:
K/C. 747. See the text at Exercises K. K/C. 748. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1743. Seven natural numbers form an arithmetic sequence with a common
difference of 30. Show that exactly one of the numbers is divisible by 7. (Proposed by
B. Bird, Eger) C. 1744. In a triangle ABC, ZCAB = 45° and ZABC = 60°. D is a point
of the line segment AB. The circumscribed circle of triangle CAD passes through the
orthocentre of triangle ABC. Without the use of trigonometry, find the exact value of tlge

y—
y+6’
where z, y are integers. (Proposed by B. Bird, Eger) Exercises upwards of grade 11: C. 1746.
Side AB of a square ABCD is extended beyond point A by the line segment AFE = 2,
and beyond point B by the line segment BF = 3. Lines ED and FC enclose an angle
of 45°. Determine the possible values of the length of the sides of the square. (Proposed
by L. Németh, Fony6d) C. 1747. Let n > 3 be a positive integer, and let k be the sum of

n+1_
the digits in the number 10™ — 4!. What is the sum of the digits in the number %?
(Proposed by M. Szalai, Szeged)

ratio g—g (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1745. Solve the equation z 4 8z — y =

New exercises — competition B (see page 545): B. 5278. In Noname School of Nowhere,
the graduating class consists of four groups, each specializing in a different subject: math,
physics, chem and bio. On day, they are all sitting around a large round table in the
school cafeteria: everyone has someone sitting directly opposite them, and everyone has
neighbours sitting right next to them on either side. However a student is selected, it is
observed that this student, the two neighbours, and the one sitting straight across the table
all belong to different groups. How many students may there be in the graduating class
if there are less than 20 of them? (3 points) (Proposed by K. A. Kozma, Gyér) B. 5279.
Two circles are drawn inside a right angle. One circle touches one of the arms at point A,
and the other circle touches the other arm at point B. The circles also touch each other at
point C. What is the measure of ZACB? (3 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 5280.
Let a > 2, b and c be real numbers. Consider the three statements below. (1) The equation
az? + bx + ¢ = 0 has no real solution. (2) The equation (@ — 1)z? +(b— 1)z + (c—1) =0
has 1 real solution. (3) The equation (a — 2)x? 4 (b—2)x + (c — 2) = 0 has 2 real solutions.
a) Given that statements (1) and (2) are true, can we conclude that statement (3) is also
true? b) Given that statements (2) and (3) are true, can we conclude that statement (1)
is also true? (4 points) (Proposed by B. Hujter, Budapest) B. 5281. Let d > 1 denote
a positive integer. Prove that there exists a positive integer that has the same number
of factors divisible by d as factors not divisible by d. (5 points) (Proposed by B. Hugjter,
Budapest) B. 5282. In an acute-angled triangle ABC, the foot of the altitude drawn from
vertex A is T. The projection of T on side AB is D, and its projection on side AC
is E. Let F be the intersection of side BC and the circle ABFE that is different from B.
Analogously, let G be the intersection of side BC' and circle ACD, different from C.
Show that TF = TG. (5 points) (Proposed by G. Kds, Budapest) B. 5283. A convex
quadrilateral N contains a circular disc of radius r. Show that the perimeter of N is at
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least 8r. (4 points) (Proposed by V. Vigh, Sdndorfalva) B. 5284. Let n > 2. Alan has
selected an edge of the complete graph of 2n vertices. Paula wants to find out which. If
she pays 1 forint (Hungarian currency, HUF) she may name any pairing of all vertices
and ask whether the selected edge is contained in it. What is the minimum number of
forints that Paula needs to have in her pockets in order to be certain that she can find
out the selected edge by asking the appropriate questions? (6 points) (Proposed by P. P.
Pach, Budapest) B. 5285. In an acute-angled triangle ABC, AB = AC. Points A’, B’
and C' are moving along the circumscribed circle of the triangle, so that triangle A’B'C’
always remain congruent to triangle ABC, and have the same orientation. Let P be the
intersection of lines BB’ and C'C’. Show that the lines A’P all pass through a certain
point. (6 points) (Proposed by G. Kds, Budapest)

New problems — competition A (see page 546): A. 839. We are given a finite, simple,
non-directed graph. Ann writes positive real numbers on each edge of the graph such that
for all vertices the following is true: the sum of the numbers written on the edges incident
to a given vertex is less than one. Bob wants to write non-negative real numbers on the
vertices in the following way: if the number written at vertex v is vo, and Ann’s numbers on
the edges incident to v are e, es, ..., ek, and the numbers on the other endpoints of these

k
edges are v1,v2,..., vk, then vo = > e;v; + 2022. Prove that Bob can always number the
i=1
vertices in this way regardless of the graph and the numbers chosen by Ann. (Proposed
by Boldizsdr Varga, Veréce) A. 840. The incircle of triangle ABC touches the sides in
X, Y and Z. In triangle XY Z the feet of the altitude from X and Y are X’ and Y’,
respectively. Let line X'Y” intersect the circumcircle of triangle ABC at P and Q. Prove
that points X, Y, P and @ are concyclic. (Proposed by Ldszlé Simon, Budapest) A. 841.
Find all non-negative integer solutions of the equation 2% + p® = n?~!, where p is a prime
number. (Proposed by Mdté Weisz, Cambridge)

Problems in Physics
(see page 570)

M. 418. Measure the rotational inertia of a ball (e.g. football, table tennis ball or
tennis ball) by rolling it down a slope. Give the result also in units of mR? (where R is
the radius of the ball, m is its mass). Can the result be used to infer the thickness of the
wall of the ball?

G. 797. An inflated balloon is attached F|N]

to the open end of a liquid-column manome-

ter. The difference in the level of petroleum 700 Lear sensor

in the two arms of the manometer is 72 cm. 600

How many mm would the difference in level be 500 B _ff_?ilt sensor

if the manometer contained mercury? What is / \

the gauge pressure (excess pressure) in the bal- 4007 // \\

loon? G. 798. In a 100 m flat race, the competi- 300 1 \

tors will start from a kneeling start. The figure 9200 - ,l ‘|

shows the horizontal force applied to the front / ‘l

and rear sensors in the starting machine when 1009 I, | t[s]

an athlete weighing 70 kg starts. Estimate the 0 L T T T L>'"
0,1 0,2 0,3 0,4

speed at which the athlete leaves the starting
machine. G. 799. What is the minimum speed and maximum angle at which a body must
be launched in order that it flies through a 100 metre long and 5 metre high straight
tunnel? The air drag is negligible. G. 800. An object is located at a certain distance from
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a converging lens, which forms the real, inverted image of the object of magnification N;.
When the object is placed further from the lens, with a distance of d along the principal
axis of the lens, the magnification becomes N2. What is the focal length of the lens?

P. 5445. An explosive projectile of mass M was fired at an angle of o and at an initial
speed of vg. At the top of its trajectory, the projectile exploded into two parts of masses
mq and mo, and the part with mass m» started to fall freely at this moment. a) How far
apart will the two parts hit the ground? b) What are the velocities of the two parts at
their impact with the ground? (Determine both the speed and the direction of he velocity.)
(Data: M = 0.6 kg, m1 = 0.2 kg, @ = 60°, vo = 100 m/s. Air drag is negligible.) P. 5446.
Two students prepare for a stunt. At the same moment they both kick a football, that
are at a certain distance d apart on a sports field, so that the balls meet in the air. One
student kicks the ball at v1 = 20 m/s and the other at v2 = 10 m/s, but they can both
decide on the direction of the initial velocity. What is the maximum initial distance dmax
between the two balls for the stunt to succeed? (Air drag is negligible.) P. 5447. Three
identical cylinders of radius 5 cm are made of ice and they are released without initial
speed from the position shown in the figure. Friction is negligible everywhere. What is
the acceleration at which the ice cylinders start moving? P. 5448. According to Edward,
riding the bicycle in crosswind (wind which blows perpendicularly to the direction of the
motion) is about as hard as to ride the bicycle when there is no wind. The crosswind
pushes the bike only sideways, which doesn’t slow you down. You just have to lean a little
to go straight, and the headwind you're feeling is the same in both cases. Is Edward
right? P. 5449. A 20 cm long copper rod with a cross section of 3 cm? is surrounded by
a good insulating sheath. The rod is held vertically and suspended at one end such that
the other is in a glass containing melting ice; thus it is kept at a constant temperature
of 0 °C. To what temperature does the other end of the rod warms up when heated with
a small 100 W filament coil? (The required constants can be found in tables or on the
internet.) P. 5450. On the principal axis of a converging lens of focal length f =5 cm,
there are (point-like) fireflies, which begin to move towards each other at a speed of
2 cm/s. Initially one is 30 cm to the right and the other is 18 cm to the left of the lens.
How much time elapses until their images overlap? P. 5451. The AC power supply for
a garage is provided by a three-phase supply. A five-strand cable is used, with all five
strands made of the same material and cross-section. One of the wires (green-yellow) is
the protective conductor (ground), on which no current flows in the event of fault-free
operation. The neutral conductor (blue) always has a potential of zero, and is practically
always at ground potential. In the three phase conductors (brown, black, and grey) the
potential is a sinusoidal function of time and varies such that the root-mean-square (rms)
value is 230 V. The phase difference between the potentials of any two phase conductors
is 120°. Resistors are connected between each phase conductor and the neutral conductor.
a) What is the rms value of the voltage between two different phase cables? b) What is the
rms value of the current in the neutral wire if the current in two phase conductors is 10 A,
in each, but there is no current in the third phase conductor? ¢) What is the rms current
in the neutral wire if the current in each phase wire is 10 A? d) What is the minimum
and the maximum rms current in the neutral conductor if none of the rms currents in
the phase conductors exceed 10 A? P. 5452. The initial mass of a photon rocket when it
starts moving along a straight path is mo. Determine the speed of the rocket as a function
of the instantaneous rest mass of the rocket. P. 5453. There is a point-like charge @ at
a distance of d = 0.5 m from the centre of an uncharged metal sphere of radius r = 0.2 m.
Determine the angle (with respect to the point charge) that is subtended by the points of
the metal sphere with surface charge density equal to zero. (Numerical methods are also
acceptable.)

72. évfolyam 9. szam KoMaL Budapest, 2022. december





