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Matematika feladatok megoldasa

B. 5109. Legyen
x1=2, x2="T7, Xpy1 =4z, —xp—1 (n=2,3,...).

Van-e négyzetszam ebben a sorozatban?
(6 pont)
Javasolta: George Stoica (Saint John, Canada)

Megoldas. Prébaljunk meg kozvetlen képletet adni a sorozat tagjaira. Ehhez
eloszor keressiik a rekurzié megoldasat xz,, = ¢" alakban. Ekkor a megadott képlet
szerint

qn _ 4qn71 o qn72,

q”’z(q2 —4g+1)=0.

Mivel q # 0, ezért a ¢ — 4q+ 1 = 0 egyenlet gyokeire lesz sziikségiink. (Azt szoktuk
mondani, hogy a sorozat karakterisztikus polinomja* x? —4x+1.) A polinom gyokei
24+/3 és 2— \/3, tehat az x, = 4x,_1 — T,_o rekurziét az x, = (2 + \/3)” és
az T, = (2 -3 )n sorozatok is kielégitik, és ezek barmilyen linearis kombinécidja:
Ty = a(2 + \/g)n + b(2 — \/g)n, ahol a és b értéke tetszOleges. Nekiink azonban
adott a sorozat els6 két eleme is, tehat nem minden a és b érték lesz megfelels.
Keressiik meg a megfelel6 a, b értékeket.

A rekurziét visszafelé alkalmazva adédik, hogy xzg =1, igy 1 = a + b. Mivel
r1=2,2=0a(2+V3)+b(2—-V3)=2(a+b)+V3(a—0b) =2+ 3(1-2b), igy
0=+v3(1-20) = b= % =a= % Teh&t a sorozat n-edik eleme

1 n n
o= 5((2+V3)"+(2-V3)").
A rovidség kedvéért innentdl legyen o = 2 + /3, B = 2 — /3. Megjegyezziik,

hogy a3 = 2% — \/§2 = 1. A sorozat elemeire kapott képlet szerint:

a3k +53k B (ak)3 + (51@)3 B (ak +/@k)(a2k —akpgk +sz) B

2 2 2

T3k

ak—l-ﬁk.
2

* Lésd a Megjegyzést a megoldas végén.

(Osz -1+ ﬁQk) =Ty - (290% — 1).
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Megmutatjuk, hogy itt
(1) (g, 2wo — 1) =1:
(g, w2 — 1) | Qap, 220 — 1) = (o + ¥, 0 — o B" + 52F),
12y
(25, 22 — 1) | ((ak +I8k)2,a2k VY +62k) _
_ (a2k 420k 8% 4 g2* a2k — ok gk +52k) _
_ (Sak6k7a2k — g 4 BZk) _ (3)a2k —akph +52k) — (3, 2205 — 1).

Tehat ez a legnagyobb ko6z6s oszté 1 vagy 3 lehet. Megmutatjuk, hogy nem
lehet 3. A sorozat elemeinek mod 3 maradéka a kovetkezd mintdt mutatja (zq-val
kezdve): 1;2;1;2;... . Ez a ciklus 6rokké ismétlddik, mert a sorozat rekurziv. Vagyis
xoi-nak a 3-as maradéka mindig 1, tehdt 2x9; — 1 =1 (mod 3). Ezzel belattuk
(1)-et.

Ha van négyzetszam a sorozatban, akkor annak a sorszama biztosan oszthatd
3-mal. Tekintsiik ugyanis a sorozatot mod 5: 1;2;2;1;2;2;1;2;2;.... A sorozat
rekurzivitasa miatt ez a ciklus 6rokké folytatédik. Azonban egy négyzetszam 5-tel
osztva csak 0, 1 vagy 4 maradékot adhat.

Tegyiik fel, hogy a sorozatban legel6szor szerepl6é négyzetszam az xs,,. Ekkor
T3m = T, + (229m — 1). De a szorzat két tényezdje (1) miatt relativ prim, igy mu-
sz4j, hogy kiilon-kiilon is négyzetszamok legyenek. Ekkor z,, is négyzetszam, ami
ellentmond a fenti feltevésiinknek.

Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. Nem nehéz beldtni a kovetkez6t. Tegyiik 6], hogy egy (xr)r=o0,1,2,...
sorozatot az

Ttk = Ak—1Tntk—1 + Qk—2Tntk—2 + ...+ A0Tn
linedris rekurzidval (és elsd k elemének megadédsdval) definidlunk, ahol ao,a1,...,ar—1
adott konstansok. Ha az 2" — ap_12" ' —ar_22" 2 — ... —ag polinomnak (a rekurziéhoz
tartozé karakterisztikus polinomnak) k kiilonb6z6 gyoke van: 81, B2, . . ., Bk, akkor 1éteznek
olyan ¢, ca, . .., c, konstansok, amelyekkel a sorozat t-edik elemét (minden ¢-re) az explicit
2t = c18) 4+ c18) + c2B5 + ... + cxBi alakban kaphatjuk meg.

28 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 6 versenyzd: Baski Bence, Fiiredi Erik

Benjamin, Lengyel Adédm, Lovas Madrton, Seres-Szabé Marton, Tiderenczl Déniel.
4 pontos 1, 3 pontos 3, 2 pontos 14, 1 pontos 3, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 5226. Egy hdromszig mindhdrom oldaldnak hossza legfeljebb 2 egység. Min-
den csucspart dsszekotink egy-eqy olyan korivvel, amely egy-eqy egységsugari kor-
nek a félkornél nem hosszabb ive. Igazoljuk, hogy

a +b >2d/3,
ahol d', b, ¢ a kérivek hosszdt jeldli.
(5 pont)
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I. megoldas. Az egységsugaru korben nagyobb hirhoz nagyobb iv tartozik,
ezért ha a haromszogben a vagy b nagyobb, mint ¢, akkor az egyenldtlenség nyilvan
teljesiil. Feltehetd tehat — az egyenlStlenség a’-re és b'-re, és igy a-ra és b-re vald
szimmetriaja miatt — hogy a < b < c.

Hasznaljuk az dbra jeloléseit és legyen az A és
B csucsokhoz tartozé koriv kozéppontja D, az A
és C' csucsokhoz tartozoé E, végil a B és C csu-
csokhoz tartozoé F. Legyen a BFC< = 2«, ahol
0 < 20 < 2m. Ekkor a BFC egyenl6 szari harom-
szogben (BF = FC = R =1) az F-bél indulé ma-
gassagot behtizva két egybevagd, derékszogii harom-
szoget kapunk, melyekben sina = %—/5 = a/2, ami-
bél a = 2sin a kovetkezik. Hasonléan b = 2sin 3 és
c=2sinvy.

A héromszog-egyenl6tlenség miatt tudjuk, hogy a + b > ¢. Ebbe behelyettesit-
ve a kapott értékeket: 2sina 4 2sin 8 > 2sin+y, tehdt sina + sin 5 > sin~y. Mivel
az egységsugaru korben nagyobb hirhoz nagyobb koézépponti szog tartozik, ezért
2026 <2y ésigya< <.

Az egységsugaru kor kertilete 2. A P és (Q végpontok kozé hizott O kodzép-
ponti révidebb koriv hosszat a POQ szog segitségével szamithatjuk ki:

POQ<«
iv hossza = keriilet - @ ,
hiszen 27 a teljes szdg. Igy az a’ {v hossza
o - BECS — 94,
s

Ugyanigy a b iv hossza AEC< = 23, valamint a ¢’ {v hossza ADB< = 2v. Igy
a bizonyitandé allitas a kovetkezdvel ekvivalens:

2a+26>2/3-27.
Osztva 2-vel azt kapjuk, hogy o+ 5 > 2/3 - .

Mivel 7/2 > 7, ezért o+ 8 > 7/3 esetén biztosan teljesiil az egyenlétlenség.
fgy elég azt az esetet vizsgdlni, amikor o + 8 < /3.

Jeloljiik innentél kezdve (a4 )-t 2¢-vel, 0 < 2 < /3. Igy azt kell beldtnunk,
hogy 2¢ > 2/3 - ~, azaz 3¢ > 7. Mivel a [0, 7/2] intervallumon a szinusz fiiggvény
szigorian monoton néd és 3p és v is ezen az intervallumon belill van, ezért ez
az egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, amikor a sin (3p) > sin~y egyenlétlenség.

Ha beldtjuk, hogy sin (3¢) > 2sinp és 2sinp > sin+y is fennéll, akkor kész
vagyunk.

Lassuk be el6szor, hogy 2sin ¢ > sin~y. Belattuk mar, hogy sin a+sin 8 > sin~y
és mivel a [0,7/2] intervallumon a szinusz fiiggvény konkdv, ezért a Jensen-
egyenlétlenség miatt 2sin ((o+ )/2) > sina +sin 3, hiszen a és 8 ebbe az in-
tervalluma tartozik. Emiatt azt is biztosan tudjuk, hogy 2sin ((o + f8)/2) > sin~,
ahol a +  helyére (2¢)-t beirva 2sin ¢ > sin~y.
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Most pedig lassuk be, hogy sin (3<p) > 2sin @, ha teljesiilnek ¢-re a feltételek,
azaz 0 < o < 7/6. Az addicids tételekbdl sin (3¢p) = 3sin ¢ — 4sin® @, amit az egyen-
16tlenségbe befrva 3sin ¢ — 4sin® ¢ > 2sin . Ezt dtrendezve: sin ¢ > 4sin® o, amit
sin ¢ > 0-val egyszerfisitve 1 > 4sin? ¢. Most gyokot vonva mindkét oldalbél azt
kapjuk, hogy 1 > 2siny, ami 0 < ¢ < 7/6 esetén igaz, hiszen 7/6-nél egyenléség
all fenn, 0-t6l 7/6-ig pedig a szinusz fiiggvény szigorian monoton né. Ezzel beldt-
tuk, hogy sin (3¢) > 2sin ¢.

Tehat sin (3¢) > 2sin és 2sing > sin~y is igaz, vagyis sin (3p) > sin~. Igy
mindig teljesiil az o+ 3 > 2/3 - v egyenlétlenség, azaz o’ + b > 2/3 - ¢'. Belattuk
az &llitast, o' + 0 > 2¢//3.

(A feladat feltétele, hogy a hiromszog oldalai legfeljebb 2 egység hosszuak,
csak arra kellett, hogy tudjuk, hogy létezik minden oldalhoz egység sugaru koriv.)

Méricz Benjdmin (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. El6szor is idézziik fel, hogy az arkuszszinusz fiiggvény™* a [0, 1]
intervallumon konvex, azaz barmely x1, 25 € [0, 1] esetén

arcsin x1 + arcsin xo . T+ X9
5 > arcsin 5 .

Mésodszor megmutatjuk, hogy arcsinz > arcsin(2z)/3 minden 0 < z < 1/2
esetén. A 0 <z <1/2 feltételbdl azonnal kovetkezik, hogy x > 423. Ebbdl
3z — 4x3 > 2z, és felhasznalva a j6l ismert sin 3¢ = 3sin ¢ — 4sin® ¢ azonossagot
kapjuk, hogy

sin (3 arcsin ) = 3sin (arcsin ) — 4( sin (arcsin a:))3 =3z —42® >

> 2x = sin (arcsin 2x).

Mivel az arkuszszinusz szigortian monoton névé, igy 3arcsinz > arcsin 2z kovetke-
zik, ahogy allitottuk.

A Ezutan ratériink a feladat megoldasara. Legyenek
az oldalak rendre 2a, 2b és 2¢, és tegyiik fel, hogy
a berajzolt korivek hossza rendre 2a, 28 és 2v, azaz
az oldalak a korivek kozéppontjaibdl rendre 2«, 20
és 2y szog alatt latszanak (ha a kozéppont illeszkedik
valamely oldalra, akkor a megfelel 14t6szog 7). Ekkor

sina=a; sinf=0b; siny=c.
Igy a bizonyitandé 2o + 28 > 4y/3 4llités az

2
arcsin a + arcsinb > 3 arcsin ¢

*https://hu.wikipedia.org/wiki/Szégfiiggvények#Inverz_fiiggvények
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ekvivalens alakban irhaté. Felhaszndlva az a + b > ¢ haromszog-egyenlétlenséget,
valamint az arkuszszinusz fiiggvény mar emlitett szigori monotonitasat és konve-
xitasat adédik, hogy

. . . (a+b . /c 2 .
arcsin a + arcsinb > 2 arcsin — > 2 arcsin (5) > 3 arcsin c,

ahol az utolsé becslésnél a maésodik el6rebocséjtott észrevételiinket hasznaltuk
(valamint a 0 < ¢/2 < 1/2 nyilvdnvalban teljesiilé osszefiiggést). Ezzel az allitast
belattuk.

29 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 17 versenyz6: Bényei Borisz, Chrobdk Gergd,
Diaconescu Tashi, Duchon Marton, Farkas Izabella, Fazokdn Marcell, Kalocsai Zoltén,
Lovas Marton, Mohay Lili Veronika, Méricz Benjamin, Nagy Levente, Németh Marton,
Szakacs Abel, Szanyi Attila, Tarjin Bernat, Wiener Anna, Zémbik Barnabds. 4 pontos 1,
3 pontos 2, 2 pontos 3, 1 pontos 3, 0 pontos 3 dolgozat.

B. 5244. Hatdrozzuk meg azokat az n > 4 egész szamokat, melyekre minden
n-nél kisebb k dsszetett szamra (k,n) > 1.

(5 pont) Javasolta: Rdka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Ha egy ilyen n szdm nagyobb p2-nél, ahol p egy pozitiv primszim,
akkor oszthaténak kell lennie p-vel, kiilonben (p?;n) = 1 lenne. Mivel n > 4, ezért
biztosan paros, kiillonben a 4-gyel relativ prim lenne.

Ha 3-mal nem oszthaté a keresett szam, akkor 32 = 9-nél kisebbnek kell lennie,
valamint 4-nél nagyobb és péros, ezért ez csak a 8 lehet.

Ha 3-mal is oszthaté a szédm, de 5-tel nem, akkor 52 = 25-nél kell kisebbnek
lennie, vagyis, mivel 2 - 3 = 6-tal oszthatd, ez a szdm a 6;12; 18 és a 24 is lehet.

Ha a szdm 5-tel is oszthaté, de 7-tel nem, akkor 72 = 49-nél kisebb és 2-3-5 =
= 30-cal oszthatd, vagyis csak a 30 lehet.

Ha 7-tel is oszthatd, de 11-gyel nem, akkor 30 - 7 = 210-zel oszthatd, ugyanak-
kor 112 = 121-nél kisebb, igy nem kapunk megoldést, mivel ilyen pozitiv szdm nem
létezik.

Tovabbmenve sem taldlunk megfeleld szamokat, mivel azt a szamot, amellyel
n-nek oszthaténak kell lennie, mindig egyre tobbszordsére, most példaul 11-szere-
sére novelnénk, mig a kovetkez6 primszam négyzete legfeljebb négyszerese az el6z6-
ének. Ennek beldtasahoz felhasznédljuk Csebisev tételét, miszerint egy egész szdm és
kétszerese kozott mindig van prim, vagyis a kovetkez6 prim az el6z6nek legfeljebb
kétszerese, igy a négyzete legfeljebb négyszerese az €l6z6 primszam négyzetének,
ezért nincs tobb megoldds. Megmutattuk, hogy csak a 6;8;12;18;24;30 szamok
felelnek meg a feladat feltételeinek.

Szakdcs Abel (Budapest, Jedlik Anyos Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 59 dolgozat érkezett. 5 pontos 42, 4 pontos 5, 3 pontos 5, 2 pontos 4 dol-
gozat. 1 pontot 1, 0 pontot 1 versenyzé kapott. Nem szdmitjuk a versenybe a sziiletési
datum vagy a sziiléi nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.
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