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Most mar minden adott, hogy minden n > 4-re konstrukciot adjunk. Fzt
az n-nek a 3-as maradéka szerinti esetvizsgalattal tessziik meg.

A 3| n esetet a C'1 és C2 elemek felvéltva egymds ald helyezésével érjiik el.

Az n =2 mod 3 esetben legfeliilre rakunk egy Al-es elemet, ald egy Cl-est
utdna felvaltva C'2-eseket és C'l-eseket.

Az n =1 mod 3 esetet hasonléan érjiik el, mint az n =2 mod 3-at, csak
az utolsé 3 x m-es helyett az oda passzolé 2 x n-eset rakjuk le (van ilyen, mert
C1 ald Al’-t, C2 ald A2'-t be tudjuk rakni).

Ezzel minden n > 4-re adtunk konstrukeciot.

Végiil mutatunk konstrukciét n = 2,3,4-re (n = 1 esetén egyféle kitoltés van,
ami jo):

n=2: n=3: n =4:

‘ Négyszin-sejtés II1: A szinezési polinom, avagy
\ miért olyan nehéz a négyszin-tétel*

Az el6z6 részekben megismerkedtiink a négyszin-sejtéssel, mely szerint barmely
térképet ki lehet szinezni 4 szinnel ugy, hogy az egymadssal hataros régiok kiillonbozé
szint kapjanak. Majd ezt a kérdést atfogalmaztuk a sikgrafok nyelvére, ahol a sejtés
azt mondta, hogy egy sikbarajzolt graf pontjai kiszinezheték 4 szinnel ugy, hogy
éllel vsszekotott pontok ne kapjanak azonos szint. (Az ilyen szinezéseket neveztiik jé
szinezéseknek.) az el6z6 részben lattuk azt is, hogy a 6 szinnel valé jé szinezhetéség
bizonyitdsa egészen egyszerii volt, és az 5 szinnel vald szinezhetéséget is viszonylag
konnyen be lehetett bizonyitani. Mindezek ellenére a 4 szinnel valé j6 szinezhet&ség
bizonyitasara 120 évre volt sziikség, és még ekkor is csak egy olyan bizonyitast
tudtak adni, amihez komoly szdmitogépes szamitasokra volt sziikség. Vajon miért
nehezedik meg ez a kérdés ennyire, ha 5 szinrél 4-re tériink at?

Ebben a részben bemutatjuk a szinezési polinomot. Ezt a polinomot George
David Birkhoff amerikai matematikus kezdte vizsgélni az 1910-es években, abban
a reményben, hogy a segitségével beldthatja a négyszin-sejtést. Bar a négyszin-

* Az {ras az Innovéciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszadmi Ijj Nemzeti
Kivélésidg Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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sejtést végiil mas gondolatmenet segitségével lattdk be, a szinezési polinom nagyon
érdekes objektumnak bizonyult, és valamennyire azt is meg fogja nekiink mutatni,
hogy miért is olyan nehéz a négyszin-sejtés.

Térjiink tehat vissza a négyszin-sejtéshez. Azt szeretnénk beldtni, hogy ha G
egy hurokélmentes sikgraf, akkor G-nek létezik 4 szinnel valé j6 szinezése. Van
a matematikaban egy furcsa jelenség: ha elakadunk egy kérdéssel, paradox moédon
néha érdemes egy ,,nehezebb” kérdéssel prébalkozni. Mégpedig egy olyan nehezités-
sel, amiben t6bb a struktira. Ez az extra struktira néha segit abban, hogy jobban
megértsiik a dolgokat.

Legyiink tehat ambicidzusak, és kérdezziink egy nehezebb kérdést. Héany-
féleképpen lehet a G grafot 4 szinnel jol szinezni? S&t, kérdezziik meg tetszOle-
ges pozitiv egész k-ra, hogy hany jo szinezése van G-nek k szinnel. Ha ezt meg
tudnank vélaszolni, akkor persze azt is meg tudnank mondani, hogy van-e 4 szin-
nel valé jé szinezés, tehat ez egy nehezebb kérdés. De most mar van lehetéségiink
szabalyossagokat keresni a jé szinezések szaméban.

Legyen k egy pozitiv egész, és jeloljik pg(k)-val, hogy a G grifnak hény j6
szinezése van k szinnel. Lassunk egy konkrét példat, ahol ezt ki is tudjuk szamolni.
Vegyiikk 6. dbra bal oldaldan lathaté haromszoggrafot. A vy csicsot szinezhetjitk
barmelyik szinnel, ez k lehet6ség. Ha a vi-et kiszineztiik valamelyik szinnel, akkor
a vo-re az egyetlen megkotés, hogy nem lehet ugyanilyen szinii. Tehat vy tetszoleges
szine esetén k — 1 lehetéség van vy szinére. Ez iddig k- (k — 1) lehet6ség. Végiil
barhogy is szineztiik ki vi-et és va-t, v3 szinére az az egyetlen megkotés, hogy ettol
a két szintdl kiillonbozo legyen. Tehat a haromszoggrafnak

palk)=k-(k—1)-(k—2)=k>—3k> + 2k

jO szinezése van k szinnel.

¢ L&

6. dbra. Bal oldalon: a haromszoggraf. Jobb oldalon: Példa a 3. tétel bizonyitasdban
szereplé G — e és G/e grafokra

Eszrevehetjiik, hogy a hdromszog esetén pa (k) a k valtozéra nézve egy poli-
nom. Vajon igaz-e ez altalaban? Megmutatjuk, hogy igen.

3. tétel. pg (k) tetszbleges G grif esetén k-ban polinom.

Bizonyitas. Ezt a graf élszaméra vonatkozé indukcidval fogjuk belatni. Ha
a grafnak nincsen éle, és n csticsa van, akkor barmelyik csticsot barmilyen szintire
szinezhetjiik, tehat k™ j6 szinezés van. Ez k-ban egy polinom, tehat az alapeset
készen van.

Most tegyiik fel, hogy mdr tudjuk, hogy ps(k) egy polinom, ha G-nek legfel-
jebb t éle van (és akdrmennyi csicsa). Legyen G egy graf t + 1 éllel, és legyen e
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a graf egyik éle, melynek végpontjai u és v. A pg(k) kifejezésrél szeretnénk meg-
mutatni, hogy k-ban egy polinom. Vegyiikk a G — e grafot, azaz azt a grafot, ahol
az e élet kitoroljik (ldsd a 6. abrét). Ez egy t éli graf, tehdt réla mér tudjuk,
hogy pa—.(k) egy polinom. Hasonlitsuk 6ssze G és G — e j6 szinezéseinek szamat.
A G graf tetszOleges k szinnel valo j6 szinezése j6 szinezése G — e-nek is, hiszen
G — e j6 szinezéseire kevesebb a megkotés. Viszont (G — e)-nek lehet néhdny olyan
jO szinezése, amely G-nek nem jé szinezése: ahol az u és v pont azonos szint kap.
Vegyiikk most azt a grafot, ahol az u és v pontot Gsszeragasztjuk egy pontta, az e
élt pedig elhagyjuk. Nevezziik ezt a grafot (G/e)-nek (ldsd a 6. dbrat). G/e tet-
sz6leges k szinti j6 szinezése ad egy olyan k szinii j6 szinezést (G — e)-re, ahol az e
él két végpontja azonos szinfi. Tehat pg(k) = pa—c(k) — pgye(k) teljesiil minden
pozitiv egész k-ra. Vegyiik észre, hogy (G/e)-nek is t éle van, tehdt pg . (k)-rdl is
tudjuk, hogy polinom. Két polinom kiilonbsége szintén polinom, tehat pg(k)-rdl is
belattuk, hogy polinom. O

Ezzel belattuk, hogy pa(k) valéban egy polinom. Ezt a polinomot nevezziik
a G szinezési polinomjdnak. Miért hasznos ez nekiink? Eddig a pg(k)-t csak pozi-
tiv egész szdmokra definidltuk. Most viszont, hogy tudjuk, hogy pg (k) egy polinom
(pl pa(k) = k® — 3k% + 2k), ezt értelmezhetjiik tetszéleges valés szamokra is. Mond-
hatjuk pl, hogy a haromszoggrafnak pa(3,5) = 3,5% — 33,52 +2-3,5 = 13,125 j6
szinezése van 3,5 szinnel. Mit jelent ez? Valéjaban nem vildgos. Az sem vildgos,
hogy mit jelentene egy 3,5 szinnel valo jé szinezés. Viszont olyan szempontbdl még-
is hasznos ez a kiterjesztés, hogy most mar hasznalhatjuk azokat az eszkozoket,
amelyeket analizisbdl tanultunk a fiiggvények elemzésére. William Tutte angol ma-

tematikusnak példaul sikeriilt bebizonyitania, hogy egy G sikgrifra pg ( 5+2\/5) >0

mindig teljesiil (bdrmennyire nem is vildgos, hogy mit is jelent pontosan ez a szém).
Mivel % ~ 3,618, lehetett abban bizni, hogy taldn be lehet latni, hogy a pg(x)
5+v5

érték az =5~ utdn nem csokken tul gyorsan, és akkor kovetkezne, hogy még pe (4)
is pozitiv. Sajnos az deriilt ki, hogy ez a mddszer nem miikédhet. Gordon Royle
ugyanis megmutatta, hogy akarmilyen pici € > 0 szadmra van olyan G sikgraf és

54+5

4—e¢<x <4, hogy pg(z) =0. Azaz az 5 6s a 4 kozott a szinezési polinom
értéke még le tud menni O-ra, s6t, ez a nullhely a 4-hez akdrmilyen kozel tud lenni.
(Kicsit pongyolan fogalmazva, van olyan sikgraf, amelynek 3,99 szinnel mér nincs
j6 szinezése, barmit is jelentsen ez.) Ez azt is mutatja, hogy a négyszin-sejtés bizo-
nyos értelemben éppenhogy teljesiil. Ez az ,éppenhogy teljesiilés” mar sejteti, hogy
nem fogunk tudni olyan nagyvonald bizonyitast taldlni a négyszin-sejtésre, mint
amilyet a hatszin-sejtésre lehetett adni.

Ha a négyszin-sejtésre nem is adott nekiink bizonyitdst a szinezési polinom,
azért mégiscsak alljunk meg, és nézegessiik meg egy kicsit jobban.

Lattuk, hogy bar nem értjiik, hogy mit jelent a pg(5+2‘/g), azért be lehetett
latni réla, hogy egy sikgrafra mindig pozitiv. Most nézziink meg egy masik meglep6
allitast. Ehhez el6szor tisztazzunk néhany fogalmat.

Egy G graf irdnyitasanak nevezziik azt, ha minden élének adunk valamilyen

irdnyitast. Példaul 7. dbra mutatja a haromszoggraf irdnyitasait. Egy élt kétféle-
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képpen lehet iranyitani, tehat egy m éli grafnak 2™ kiilonb6z6 irdnyitasa van. Egy
irdnyitast kormentesnek neveziink, ha nincs olyan cstcs, ahonnan elindulva vissza
tudunk jutni ugyanoda tgy, hogy mindig iranyhelyesen megyiink &t az éleken.

7. dbra. A haromszoggraf 8 kiillonbozé irdnyitasa. Ezek koziil a harmadik és a hatodik
nem koérmentes, a tobbi 6 irdnyitds kormentes

A kovetkezd meglepé allitast Richard Stanley amerikai matematikus fedez-
te fel.

2. allitas. Tetszdleges G grifra
pa(—1) = (—1)" - (G kdrmentes irdnyftdsainak szdma),

aholn a G grdf csucsainak szama.

1. példa. A haromszoggraf esetén
pa(=1) = (-1 =3-(-1)*+2-(-1) = -1 -3 —-2=—6,
ami valéban (71)3 - 6.

Itt az a meglepd dolog tortént, hogy pa(—1)-et gy definidltuk, hogy a szi-
nezési polinomba behelyettesitettiink (—1)-et. Pozitiv egész k esetén tudjuk, hogy
a szinezési polinom a k szinnel vald jé szinezéseket szamolja meg. Viszont nega-
tiv szdmokra ugyantgy nem vildgos, hogy a pg(z) jelent-e valamit, ahogy tortekre
sem az. Az &llitds viszont azt mutatja, hogy vardzsiitésre a pg(—1) mégis valami
értelmes dolgot szamol meg. Léassuk is be ezt az &llitast.

Bizonyités. Elszémra vonatkozé indukeiét fogunk hasznélni. Ha a grafnak 0
éle van, akkor pg(k) = k™, tehdt pg(—1) = (—=1)".

Masrészt ilyenkor azt mondjuk, hogy 2" = 1 irdnyitds van (az iires irdnyitas),
és ez persze kormentes. Tehat valéban pg(—1) = (—1)" - (kérmentes irdnyftdsok
szama).

Ha valakit ez esetleg nem gy06zott meg, nézziik meg az 1 éld esetet is. Ilyenkor
pa(k) = k"~ 1(k — 1), hiszen az él masodjira megszinezett csticsat nem szinezhetjiik
ugyanolyan szinre, mint az els6t, a tobbi csics szinére viszont nincs megkotés. Azaz
pa(—=1) = (=1)"' (=2) = (=1)" - 2. Mésrészt ilyenkor nyilvan 2 irdnyitds van, és
mindkettd kormentes. Azaz valéban teljesiil a tétel allitdsa 1 éli grafokra is.

Tegyiik fel most, hogy teljesiil az allitds tetszOleges n csicsszam esetén, ha
az élszam kisebb, mint ¢, és vegyiink egy ¢ éli G grafot. Mar korabban lattuk, hogy
tetszdleges e élre pg(k) = pa—c(k) — pge(k) teljesiil minden pozitiv egész k-ra.
Léassuk be, hogy ez minden valds z-re is igaz. A bal oldalon és a jobb oldalon is egy
polinom van. Tehét a két oldal kiilonbsége, pg (7) — pa—e () +pa/e () egy polinom,
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amely minden x = k pozitiv egész szdmra 0. Tudjuk, hogy egy nemnulla polinomnak
legfeljebb annyi nullhelye van, mint a fokszama. Tehat pg(z) — pg—e(®) + pa/e(T)
az azonosan 0 polinom. Azaz most mar azt is tudjuk, hogy

pc () = pa—c() — payse(r)

minden valds szamra, specidlisan x = —1-re is.

(G — e)-nek és (G/e)-nek is kevesebb, mint ¢ éle van, tehét az indukciés feltevés
miatt tudjuk, hogy pg_(—1) = (—=1)" - (G — e kérmentes irdnyitasainak szama) és
Pare(—1) = (=1)""' . (G/e kirmentes irdnyitasainak széma). Itt hasznaltuk, hogy
G — e cstcsszama n, G/e csicsszama pedig n — 1. Azaz pe(—1) = (—=1)" - (G —e
kérmentes irdnyitésainak szdma) + (—1)" - (G/e kérmentes irdnyitasainak szdma).

Most mar elég megmutatni, hogy G kdrmentes irdnyitdsainak szama = G — e
kormentes irdnyitdsainak szdma + G/e kormentes irdnyitdsainak szdma.

Nézziik meg elOszor, hogy hogyan viszonyulnak G — e kérmentes irdanyitdsai
a G kormentes iranyitasaihoz. Vegyiikk G — e egy kormentes iranyitasat. Az biztos,
hogy nem lehet u-bdl v-be és v-bdl u-ba is irdanyitott uton eljutni, hiszen akkor
u-bol u-ba vissza lehetne jutni iranyhelyesen mozogva, ilyet pedig egy kérmentes
irdnyitasban nem lehet. Tehat 3 eset lehet: Vagy csak u-bdl v-be lehet irdnyitott
uton eljutni (és v-bol u-ba nem), vagy csak v-bol u-ba lehet irdnyitott tton eljutni
(és u-bdl v-be nem), vagy pedig sem u-bdl v-be, sem pedig v-bSl u-ba nem lehet
irdnyitott uton eljutni.

Most rajzoljuk vissza az e élet. Ha a G — e kormentes irdnyitasabol meg
szeretnénk kapni G egy kormentes irdnyitasat, akkor az elsé esetben csak u-bdl
v-be irdnyithatjuk az e élet, a masodik esetben csak v-bdl u-ba, a harmadik esetben
viszont akarmelyik irdnyban megirdnyithatjuk, mindkét esetben kérmentes marad
az irdnyitas.

Viszont vegyiik észre, hogy ha (G — e)-ben sszeragasztjuk az u és a v csticso-
kat, akkor a G — e egy kormentes irdnyitasa pontosan akkor marad kérmentes, ha
sem u-b6l v-be, sem v-bél u-ba nem volt a G — e-ben irdnyitott at. Tehdt G kormen-
tes irdnyitdsainak szdma = G — e kormentes irdnyitdsainak szdma+ G/e kormentes
irdnyitasainak szama. Ezzel az indukcids 1épést befejeztiik. O
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