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A 63. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
feladatainak megoldasa II.

OSLOZO2

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitk a nydri matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztoség

Masodik nap*

4. Legyen ABCDE olyan konvex dtszig, hogy BC = DE. Tegyiik fel, hogy
az ABCDE itszog belsejében lévd T pontra TB =TD, TC =TFE és ABT< =
=TFEA<. Messe az AB egyenes a CD és CT egyeneseket a P, illetve (Q pontban.
Teqgyiik fel, hogy a P, B, A, Q pontok az egyenesiikin ebben a sorrendben helyez-
kednek el. Messe az AE egyenes a CD és DT egyeneseket az R, illetve S pontban.
Tegyiik fel, hogy az R, E, A, S pontok az egyenesiikon ebben a sorrendben helyez-
kednek el. Bizonyitando, hogy a P, S, Q, R pontok egy koron vannak.

Molnar-Szabé Vilmos megoldasa. A szakaszhosszok egyenléségeibdl kovetke-
zik, hogy TBCA = TDEA.

Legyen az AE és T'Q) egyenesek metszéspontja X, az AB és DT egyeneseké
pedig Y. Egy kis szogszamoldssal megmutatjuk, hogy EXTA ~ BYTA.

Az egybevagd haromszogekbdl ET D<= CTB<, tovabba DT X< =CTY <«
(csticsszogek), tehdt ETX <= DTX<— ETD< = CTY<-CTB< = BTY<. Tud-
juk még, hogy ABT< = TEA<, tehdt valéban egyméashoz hasonléak az EXT és
BYT haromszogek.

Emiatt az is igaz, hogy EXT< = BYT<, amibél pedig kovetkezik, hogy
QRXS<=EXT<=BYT<=QYS< Mivel QAX< = SAY < is teljesiil, igy az
XQA és YSA hiromszogek hasonldak, és ezért CQP<1=XQY<=XSY<=
= RSD<.

Az EXT és BYT hiaromszogek hasonlésdgabdl kovetkezik tovdbba, hogy
TX ;’é Mivel TE =TC és TB =TD, ebbol ?“)C( %, ami azt jelenti, hogy
X YC’D trapéz. A hasonl6 haromszogek egymasnak megfelelé XT E< és BTY < sz6-
geinek egyenlségébdl BT Q< = STE<. Mivel a feltétel szerint ABT<t = AET<«,
a TQB és TSE haromszogek is hasonléak, hiszen megfeleld szogeik egyenloek.
A hasonlésag miatt

QT:ST=TB:TE, igy QT-TC=QT -TE=ST-TB=ST-TD,

* Az elsé nap feladatainak megoldaséat az oktéberi szamban kozoltiik.
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azaz a ), S, C', D pontok egy koron vannak. Emiatt a QC P haromszog kiils6 szo6-
geként QCR<1 = QPR<+ CQP<, azaz QPR< = QCR< — CQP<. Mivel QSCD
hurnégyszog, QSD< = QCD<. Végiil

QPR<1<=QCR1«—-CQP<x1«=QSDx— RSD<=QSR«q,
tehat SQPR hurnégyszog.

5. Hatdrozzuk meg mindazon, pozitiv egészekbdl dlld (a,b,p) szdmhdrmasokat,
amelyekre p prim és
a? = bl + p.

Seres-Szabé Marton megoldasa. Ha p = 2, akkor a bizonyitandé allitds a kovet-
kez8 alakot 6lti: a® = bl + 2. Itt most ha b > 4, akkor 4 | b!, gy b! 4+ 2 = 2 (mod 4).
Viszont 2 soha nem lehet egy négyzetszam 4-es maradéka, vagyis ekkor nincs meg-
oldas.

Ha b < 3, akkor:

b =1 esetén 1! + 2 = 3, ahol a 3 nem négyzetszam.

b =2 esetén 2! + 2 = 4 = 22, vagyis a (2,2,2) megoldds.

b = 3 esetén pedig 3! + 2 = 8, ami szintén nem négyzetszam.

Ezzel a p = 2 esetet végignéztiik, a tovabbiakban feltehetjiik, hogy p > 2 pa-
ratlan prim.
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Vizsgéljuk altaldban a b < 4 eseteket.

Ha b =1, akkor a? = 14 p. Az a = 1 eset nem ad megoldast, és a tovabbiakban
a? > 2P > 1+p.

Ha b = 2, akkor a? = 2+ p. Az a = 1 eset nem ad megoldast, és a tovabbiakban
al 2 2° >2+4p (p>2).

Ha b = 3, akkor a? = 6+ p. Az a = 1 eset nem ad megoldast, és a tovabbiakban
a? > 2P > 6+ p minden p > 3 esetén, mig a p = 3, b = 3 megint nem ad megoldast:
a® = 3! + 3 = 9 nem kobszam.

Tehat a tovdbbiakban azt is feltehetjiik, hogy b > 4.

A maradék eseteket két részben vizsgaljuk: b < p vagy b > p.

Ha b < p, akkor bl-t osztja minden b-nél nem nagyobb prim, vagyis a (b! + p)
kifejezést egyik sem oszthatja, azaz b! 4+ p = aP minden primosztéja nagyobb, mint b.
Tehat a > b. Ekkor viszont a? > bP. Megmutatjuk, hogy ezen kiviil b > bl + p, és
innen kovetkezik, hogy nem lehet megoldédsa az egyenletnek, ha b < p.

Mivel b < p, ezért bevezethetjitkk a ¢ > 1 és p = b+ ¢ jelolést. Ennek alapjan
azt kéne bebizonyitanunk, hogy b*+¢ > bl 4+ b + c. A szdmtani és mértani kdzepek
kozotti egyenl8tlenséget alkalmazva (egyenléség nem &ll fonn, hiszen b > 4):

bil b1
b—1 g b—1
. = b(b— 1)) 1
B=b-(b—1)1=b = :b.(i _ e
G-nr=bv]li<v-{ 3= 20— 1) 951
=1
Tehat azt kaptuk, hogy
bl +b WHb+ec= 1 bb
L+ +C<2b71' +o+c= F+F -b” +c.
Mivel b > 4, ezért ez tovabb becsiilheto:
| 1 1 b b
bl+b+ec< F—bej b +e< b +e.

Tehat mér csak azt kellene belatnunk, hogy b® + ¢ < b€, vagyis
c< b (b —1),

ami pedig teljesiil, ha b > 4.

Ha b > p, akkor p | b!, igy p | b! + p, de p? { bl + p, vagyis b < 2b — 1. Tovab-
bé, mivel b > p, ezért minden p-nél kisebb prim osztja a b! kifejezést. Es ezért
a bl + p kifejezést egyik p-nél kisebb prim sem oszthatja, tehat minden primosztéja
legalabb p.

Tudjuk, hogy p | b! + p. Ha létezik ezen kiviil még olyan ¢ > p prim, hogy
q | b! + p, akkor pq | b! + p = aP, vagyis (pq)” | a? = b! + p. Ez viszont azt jelenti,

hogy -
p—
P < (pg)’ <V +p<@p—D+p=p+ [] 4
=1
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ami a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség miatt feliilrdl tovabb
becsiilheté (p > 2, nem 4ll fonn egyenléség a szdmtani-mértani becslésben):

2p—1 2p—1
2p-1 > i 2p-1
) i=1 _ 2p(2p — 1)) _ 2p—1
p+Hz<p+ o1 —p+(2(2p1) =p+p .

i=1

Ezzel azt kaptuk, hogy p?? < p+p*~!, vagyis mivel p > 2, ezért p < Iﬁ +1<2,
ami ellentmondds. Tehat nem lehet a b! + p kifejezésnek p-nél sem nagyobb, sem
kisebb primosztdja. Vagyis a nem més mint p-nek egy pozitiv kitevos hatvanya.
Az imént lattuk, hogy a = p? mar til nagy, vagyis az egyetlen lehetéség az a = p
maradt.

Ekkor az egyenlet a kovetkez6 alakot olti: pP = bl + p, azaz

b!:pp—p:p(ppfl—l).

Nézziik meg, hogy a két oldal 2-nek mekkora hatvanyaval oszthatd; egyrészt b > p

miatt (t]) > EJ |

mésrészt az LTE-lemmat hasznélva:
va(p? —p) = o (PP =1 =e(p— 1)+ a(p+ 1) + 1o(p—1) — 1.

Ha 4| p—1, akkor va(p+1) =1, {gy va(p? —p) = 2va(p — 1) < 2log, p.

Ha 4 |p+1, akkor va(p — 1) = 1, {gy va(p? —p) = v2(p+ 1) + 1 < 2log, p, ha
p = 9.

Viszont, ha p > 19, akkor

p| _p—1
{gJ =5 > 2log, p,

19-1

19 19
2log, 19 = 2log, (16-1—6) :8+2log21—6 <8+2log, V2 =9= —5

Maradt azoknak az eseteknek a vizsgalata, amikor p < 19:
p = 3: 32 — 3 = 4! megoldss.

p =5: 5% — 5 = 3120 nem megoldas.

p=T:

TT—T7=7-(T"-1)=7-(7"=1) - (7+1)=17-342-344 = 7- 342 - 8 - 43,

ami nem lehet megoldds, hiszen b < 14, {gy 43 1 bl.

p=11:
" 11-1
(11 —11) = (11 + 1) +1=3 < ——,
vagyis ez sem megoldas.
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p=13:
13-1

(13" —13) =21,(13 - 1) =4 < 5

vagyis ez sem megoldds.
p=1T:

va (1717 —17) = 21,(17 - 1) =8 < F;J + FZ?J < a(17),

vagyis ez sem megoldas.

Tehat két lehetséges megoldés van:

(a,b,p) = (2,2,2) vagy (3,4,3).

6. Legyen n pozitiv egész. Skandindv négyzet egy n x n méretd tabla, amely 1-t4l
n2-ig az 0sszes egész szdmot tartalmazza gy, hogy minden mezében pontosan egy
szdm all. Két kiilonboz6 mezdt szomszédosnak tekintiink, ha van kézos oldaluk. Ha
egy mezének minden szomszédjdban nagyobb szam dll, mint 6benne, akkor volgynek
nevezziik. Kaptato eqy sorozat, amely eqy vagy tobb mezobdl dll ugy, hogy

(1) a sorozat elsd mezdje egy vilgy,

(i) a sorozat minden tovdbbi mezdje szomszédos az 8t kdzvetleniil megeldz6 me-
zdvel, és

(#i1) a sorozat mezdiben dllé szdmok novekvd sorrendben vannak.

Adott n esetén hatdrozzuk meg eqy skandindv négyzetben lévd kaptatok szdmd-
nak legkisebb lehetséges értékét.

Nador Benedek megoldasa. Vdlasz: Legaldbb 2n(n — 1) + 1 kaptaté van.

Bizonyitas: Az a mezd, ami az 1-est tartalmazza mindig volgy, igy legalabb egy
volgy van. A mezdkbe irt szamok szerinti indukciéval adédik, hogy minden mezé
vagy volgy, vagy létezik olyan — legaldbb két mez6bdl allé — kaptatd, amelynek 6
az utolsé eleme. Nevezziik mezdhatdrnak két szomszédos mezé kozos hatarat.

Minden mezéhatarra igaz, hogy van legalabb egy olyan kaptatd, amiben 6
az utols6 mezohatar: az altala hatarolt két mez6 koziil a kisebb szdmot tartal-
maz6 szomszédja egy kaptatd utolsé mezeje, ezt a kaptatét pedig kiegészithetjitk
a nagyobbik szamot tartalmazé mezével; ebben a kaptatéban az utolsé mezohatar
éppen az altalunk valasztott. Ebbdl kovetkezik, hogy a legalabb két mezobol alld
kaptatdk szama legalabb annyi, mint a mezohatarok szama. Mivel 2n sorban so-
ronként n — 1 mezéhatar van és az 1 volgy, igy a kaptaték szdmanak minimuma
legalabb 2n(n — 1) 4 1.

Mutatunk egy konstrukciét olyan Skandindv négyzetre, amiben pontosan
2n(n — 1) + 1 kaptaté van. Nevezziik hegytetének azokat a mezéket, amelyekben
nagyobb szam all, mint a szomszédaikban. Ha teljesiil, hogy pontosan egy volgy
van, és a hegytetok kivételével minden mez6 csak egy kaptaténak a vége, akkor
pontosan 2n(n — 1) + 1 kaptaté lesz, mivel az utolsé mez8hatdr, amin a kaptatd
dtmegy meghatarozza a kaptatét (a kaptaté korabbi mezéi egyértelmiiek), az 1-es
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mezon végzédd volgynek pedig nincs mezéhatdra. Nevezziik ezt a tulajdonsdgot
minimum feltételnek. A minimum feltétel teljesiilését gy érjiik el, hogy a skandi-
nav négyzetbdl készitiink egy fa grafot, amelynek csiicsai a mezdk koziil keriilnek
ki, az élek pedig a koztiik 1évé mezOhatarok. A fat igy helyezziik el, hogy minden
olyan mezdvel legyen szomszédos csicsa, ami nem csucsa a grafnak; ezen kiviil a ki-
maradd mezdk kozott ne legyenek olyanok, amik egymassal szomszédosak. Legyen
a fa csicsainak szama k. Ekkor a fa mezo6ibe az 1,...,k szamokat irjuk be ugy,
hogy az 1-esbdl indulva a faéleken keresztiil minden facsicsba eljuthassunk faéle-
ken (vagyis az 1-esbdl kiindulva névekednek a fa mez8inek az értékei). Ezt egy, a fa
1-es cstcsabdl inditott szélességi bejarassal érhetjiik el. Meggondolhaté, hogy a fas
elrendezésre teljesiil a minimum feltétel, mert csak az 1 a volgy és két fan kiviili
mez6 nem lehet szomszédos.

A fa létezését n > 4-re konstruktivan bizonyitjuk az n-nek a 3-as maradéka
szerint. Tekintsiik az alabbi 2 x n-es és 3 x n-es elemeket:

Al:
A2:

C1:

C2:

Nevezziik el az elemeket az dbra szerint Al, A2, C1, C2-nek. Legyen Al’ az Al
elem sajat vizszintes tengelyére tiikkrozott képe, hasonléan A2 az A2-nek sajit
vizszintes tengelyére tiikrozott képe. Ekkor konnyli meggondolni, hogy minden
elemben a narancssarga rész fat alkot. Azt is meggondolhatjuk, hogy a C1 és
C2 elemeket tetszOleges sorrendben egymds ald rakva a két elem altal alkotott
tdbldzatban is fat alkotnak a narancs szinti mezék. Hasonléan Al-et C2 {5616, A1'-t
C1 alé helyezve az elemek altal alkotott tdblazatban a narancs mezok fat alkotnak.
(Az elemeket Ugy rakjuk egymds ald, hogy a bal széliikk egy vonalban legyen.)
Ugyanez elmondhaté A2, A2’ és C2-re is.
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Most mar minden adott, hogy minden n > 4-re konstrukciot adjunk. Fzt
az n-nek a 3-as maradéka szerinti esetvizsgalattal tessziik meg.

A 3| n esetet a C'1 és C2 elemek felvéltva egymds ald helyezésével érjiik el.

Az n =2 mod 3 esetben legfeliilre rakunk egy Al-es elemet, ald egy Cl-est
utdna felvaltva C'2-eseket és C'l-eseket.

Az n =1 mod 3 esetet hasonléan érjiik el, mint az n =2 mod 3-at, csak
az utolsé 3 x m-es helyett az oda passzolé 2 x n-eset rakjuk le (van ilyen, mert
C1 ald Al’-t, C2 ald A2'-t be tudjuk rakni).

Ezzel minden n > 4-re adtunk konstrukeciot.

Végiil mutatunk konstrukciét n = 2,3,4-re (n = 1 esetén egyféle kitoltés van,
ami jo):

n=2: n=3: n =4:

‘ Négyszin-sejtés II1: A szinezési polinom, avagy
\ miért olyan nehéz a négyszin-tétel*

Az el6z6 részekben megismerkedtiink a négyszin-sejtéssel, mely szerint barmely
térképet ki lehet szinezni 4 szinnel ugy, hogy az egymadssal hataros régiok kiillonbozé
szint kapjanak. Majd ezt a kérdést atfogalmaztuk a sikgrafok nyelvére, ahol a sejtés
azt mondta, hogy egy sikbarajzolt graf pontjai kiszinezheték 4 szinnel ugy, hogy
éllel vsszekotott pontok ne kapjanak azonos szint. (Az ilyen szinezéseket neveztiik jé
szinezéseknek.) az el6z6 részben lattuk azt is, hogy a 6 szinnel valé jé szinezhetéség
bizonyitdsa egészen egyszerii volt, és az 5 szinnel vald szinezhetéséget is viszonylag
konnyen be lehetett bizonyitani. Mindezek ellenére a 4 szinnel valé j6 szinezhet&ség
bizonyitasara 120 évre volt sziikség, és még ekkor is csak egy olyan bizonyitast
tudtak adni, amihez komoly szdmitogépes szamitasokra volt sziikség. Vajon miért
nehezedik meg ez a kérdés ennyire, ha 5 szinrél 4-re tériink at?

Ebben a részben bemutatjuk a szinezési polinomot. Ezt a polinomot George
David Birkhoff amerikai matematikus kezdte vizsgélni az 1910-es években, abban
a reményben, hogy a segitségével beldthatja a négyszin-sejtést. Bar a négyszin-

* Az {ras az Innovéciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszadmi Ijj Nemzeti
Kivélésidg Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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