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A 63. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
feladatainak megoldasa II.

OSLOZO2

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitk a nydri matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztoség

Masodik nap*

4. Legyen ABCDE olyan konvex dtszig, hogy BC = DE. Tegyiik fel, hogy
az ABCDE itszog belsejében lévd T pontra TB =TD, TC =TFE és ABT< =
=TFEA<. Messe az AB egyenes a CD és CT egyeneseket a P, illetve (Q pontban.
Teqgyiik fel, hogy a P, B, A, Q pontok az egyenesiikin ebben a sorrendben helyez-
kednek el. Messe az AE egyenes a CD és DT egyeneseket az R, illetve S pontban.
Tegyiik fel, hogy az R, E, A, S pontok az egyenesiikon ebben a sorrendben helyez-
kednek el. Bizonyitando, hogy a P, S, Q, R pontok egy koron vannak.

Molnar-Szabé Vilmos megoldasa. A szakaszhosszok egyenléségeibdl kovetke-
zik, hogy TBCA = TDEA.

Legyen az AE és T'Q) egyenesek metszéspontja X, az AB és DT egyeneseké
pedig Y. Egy kis szogszamoldssal megmutatjuk, hogy EXTA ~ BYTA.

Az egybevagd haromszogekbdl ET D<= CTB<, tovabba DT X< =CTY <«
(csticsszogek), tehdt ETX <= DTX<— ETD< = CTY<-CTB< = BTY<. Tud-
juk még, hogy ABT< = TEA<, tehdt valéban egyméashoz hasonléak az EXT és
BYT haromszogek.

Emiatt az is igaz, hogy EXT< = BYT<, amibél pedig kovetkezik, hogy
QRXS<=EXT<=BYT<=QYS< Mivel QAX< = SAY < is teljesiil, igy az
XQA és YSA hiromszogek hasonldak, és ezért CQP<1=XQY<=XSY<=
= RSD<.

Az EXT és BYT hiaromszogek hasonlésdgabdl kovetkezik tovdbba, hogy
TX ;’é Mivel TE =TC és TB =TD, ebbol ?“)C( %, ami azt jelenti, hogy
X YC’D trapéz. A hasonl6 haromszogek egymasnak megfelelé XT E< és BTY < sz6-
geinek egyenlségébdl BT Q< = STE<. Mivel a feltétel szerint ABT<t = AET<«,
a TQB és TSE haromszogek is hasonléak, hiszen megfeleld szogeik egyenloek.
A hasonlésag miatt

QT:ST=TB:TE, igy QT-TC=QT -TE=ST-TB=ST-TD,

* Az elsé nap feladatainak megoldaséat az oktéberi szamban kozoltiik.
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azaz a ), S, C', D pontok egy koron vannak. Emiatt a QC P haromszog kiils6 szo6-
geként QCR<1 = QPR<+ CQP<, azaz QPR< = QCR< — CQP<. Mivel QSCD
hurnégyszog, QSD< = QCD<. Végiil

QPR<1<=QCR1«—-CQP<x1«=QSDx— RSD<=QSR«q,
tehat SQPR hurnégyszog.

5. Hatdrozzuk meg mindazon, pozitiv egészekbdl dlld (a,b,p) szdmhdrmasokat,
amelyekre p prim és
a? = bl + p.

Seres-Szabé Marton megoldasa. Ha p = 2, akkor a bizonyitandé allitds a kovet-
kez8 alakot 6lti: a® = bl + 2. Itt most ha b > 4, akkor 4 | b!, gy b! 4+ 2 = 2 (mod 4).
Viszont 2 soha nem lehet egy négyzetszam 4-es maradéka, vagyis ekkor nincs meg-
oldas.

Ha b < 3, akkor:

b =1 esetén 1! + 2 = 3, ahol a 3 nem négyzetszam.

b =2 esetén 2! + 2 = 4 = 22, vagyis a (2,2,2) megoldds.

b = 3 esetén pedig 3! + 2 = 8, ami szintén nem négyzetszam.

Ezzel a p = 2 esetet végignéztiik, a tovabbiakban feltehetjiik, hogy p > 2 pa-
ratlan prim.
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Vizsgéljuk altaldban a b < 4 eseteket.

Ha b =1, akkor a? = 14 p. Az a = 1 eset nem ad megoldast, és a tovabbiakban
a? > 2P > 1+p.

Ha b = 2, akkor a? = 2+ p. Az a = 1 eset nem ad megoldast, és a tovabbiakban
al 2 2° >2+4p (p>2).

Ha b = 3, akkor a? = 6+ p. Az a = 1 eset nem ad megoldast, és a tovabbiakban
a? > 2P > 6+ p minden p > 3 esetén, mig a p = 3, b = 3 megint nem ad megoldast:
a® = 3! + 3 = 9 nem kobszam.

Tehat a tovdbbiakban azt is feltehetjiik, hogy b > 4.

A maradék eseteket két részben vizsgaljuk: b < p vagy b > p.

Ha b < p, akkor bl-t osztja minden b-nél nem nagyobb prim, vagyis a (b! + p)
kifejezést egyik sem oszthatja, azaz b! 4+ p = aP minden primosztéja nagyobb, mint b.
Tehat a > b. Ekkor viszont a? > bP. Megmutatjuk, hogy ezen kiviil b > bl + p, és
innen kovetkezik, hogy nem lehet megoldédsa az egyenletnek, ha b < p.

Mivel b < p, ezért bevezethetjitkk a ¢ > 1 és p = b+ ¢ jelolést. Ennek alapjan
azt kéne bebizonyitanunk, hogy b*+¢ > bl 4+ b + c. A szdmtani és mértani kdzepek
kozotti egyenl8tlenséget alkalmazva (egyenléség nem &ll fonn, hiszen b > 4):

bil b1
b—1 g b—1
. = b(b— 1)) 1
B=b-(b—1)1=b = :b.(i _ e
G-nr=bv]li<v-{ 3= 20— 1) 951
=1
Tehat azt kaptuk, hogy
bl +b WHb+ec= 1 bb
L+ +C<2b71' +o+c= F+F -b” +c.
Mivel b > 4, ezért ez tovabb becsiilheto:
| 1 1 b b
bl+b+ec< F—bej b +e< b +e.

Tehat mér csak azt kellene belatnunk, hogy b® + ¢ < b€, vagyis
c< b (b —1),

ami pedig teljesiil, ha b > 4.

Ha b > p, akkor p | b!, igy p | b! + p, de p? { bl + p, vagyis b < 2b — 1. Tovab-
bé, mivel b > p, ezért minden p-nél kisebb prim osztja a b! kifejezést. Es ezért
a bl + p kifejezést egyik p-nél kisebb prim sem oszthatja, tehat minden primosztéja
legalabb p.

Tudjuk, hogy p | b! + p. Ha létezik ezen kiviil még olyan ¢ > p prim, hogy
q | b! + p, akkor pq | b! + p = aP, vagyis (pq)” | a? = b! + p. Ez viszont azt jelenti,

hogy -
p—
P < (pg)’ <V +p<@p—D+p=p+ [] 4
=1
452 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/8
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ami a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség miatt feliilrdl tovabb
becsiilheté (p > 2, nem 4ll fonn egyenléség a szdmtani-mértani becslésben):

2p—1 2p—1
2p-1 > i 2p-1
) i=1 _ 2p(2p — 1)) _ 2p—1
p+Hz<p+ o1 —p+(2(2p1) =p+p .

i=1

Ezzel azt kaptuk, hogy p?? < p+p*~!, vagyis mivel p > 2, ezért p < Iﬁ +1<2,
ami ellentmondds. Tehat nem lehet a b! + p kifejezésnek p-nél sem nagyobb, sem
kisebb primosztdja. Vagyis a nem més mint p-nek egy pozitiv kitevos hatvanya.
Az imént lattuk, hogy a = p? mar til nagy, vagyis az egyetlen lehetéség az a = p
maradt.

Ekkor az egyenlet a kovetkez6 alakot olti: pP = bl + p, azaz

b!:pp—p:p(ppfl—l).

Nézziik meg, hogy a két oldal 2-nek mekkora hatvanyaval oszthatd; egyrészt b > p

miatt (t]) > EJ |

mésrészt az LTE-lemmat hasznélva:
va(p? —p) = o (PP =1 =e(p— 1)+ a(p+ 1) + 1o(p—1) — 1.

Ha 4| p—1, akkor va(p+1) =1, {gy va(p? —p) = 2va(p — 1) < 2log, p.

Ha 4 |p+1, akkor va(p — 1) = 1, {gy va(p? —p) = v2(p+ 1) + 1 < 2log, p, ha
p = 9.

Viszont, ha p > 19, akkor

p| _p—1
{gJ =5 > 2log, p,

19-1

19 19
2log, 19 = 2log, (16-1—6) :8+2log21—6 <8+2log, V2 =9= —5

Maradt azoknak az eseteknek a vizsgalata, amikor p < 19:
p = 3: 32 — 3 = 4! megoldss.

p =5: 5% — 5 = 3120 nem megoldas.

p=T:

TT—T7=7-(T"-1)=7-(7"=1) - (7+1)=17-342-344 = 7- 342 - 8 - 43,

ami nem lehet megoldds, hiszen b < 14, {gy 43 1 bl.

p=11:
" 11-1
(11 —11) = (11 + 1) +1=3 < ——,
vagyis ez sem megoldas.
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p=13:
13-1

(13" —13) =21,(13 - 1) =4 < 5

vagyis ez sem megoldds.
p=1T:

va (1717 —17) = 21,(17 - 1) =8 < F;J + FZ?J < a(17),

vagyis ez sem megoldas.

Tehat két lehetséges megoldés van:

(a,b,p) = (2,2,2) vagy (3,4,3).

6. Legyen n pozitiv egész. Skandindv négyzet egy n x n méretd tabla, amely 1-t4l
n2-ig az 0sszes egész szdmot tartalmazza gy, hogy minden mezében pontosan egy
szdm all. Két kiilonboz6 mezdt szomszédosnak tekintiink, ha van kézos oldaluk. Ha
egy mezének minden szomszédjdban nagyobb szam dll, mint 6benne, akkor volgynek
nevezziik. Kaptato eqy sorozat, amely eqy vagy tobb mezobdl dll ugy, hogy

(1) a sorozat elsd mezdje egy vilgy,

(i) a sorozat minden tovdbbi mezdje szomszédos az 8t kdzvetleniil megeldz6 me-
zdvel, és

(#i1) a sorozat mezdiben dllé szdmok novekvd sorrendben vannak.

Adott n esetén hatdrozzuk meg eqy skandindv négyzetben lévd kaptatok szdmd-
nak legkisebb lehetséges értékét.

Nador Benedek megoldasa. Vdlasz: Legaldbb 2n(n — 1) + 1 kaptaté van.

Bizonyitas: Az a mezd, ami az 1-est tartalmazza mindig volgy, igy legalabb egy
volgy van. A mezdkbe irt szamok szerinti indukciéval adédik, hogy minden mezé
vagy volgy, vagy létezik olyan — legaldbb két mez6bdl allé — kaptatd, amelynek 6
az utolsé eleme. Nevezziik mezdhatdrnak két szomszédos mezé kozos hatarat.

Minden mezéhatarra igaz, hogy van legalabb egy olyan kaptatd, amiben 6
az utols6 mezohatar: az altala hatarolt két mez6 koziil a kisebb szdmot tartal-
maz6 szomszédja egy kaptatd utolsé mezeje, ezt a kaptatét pedig kiegészithetjitk
a nagyobbik szamot tartalmazé mezével; ebben a kaptatéban az utolsé mezohatar
éppen az altalunk valasztott. Ebbdl kovetkezik, hogy a legalabb két mezobol alld
kaptatdk szama legalabb annyi, mint a mezohatarok szama. Mivel 2n sorban so-
ronként n — 1 mezéhatar van és az 1 volgy, igy a kaptaték szdmanak minimuma
legalabb 2n(n — 1) 4 1.

Mutatunk egy konstrukciét olyan Skandindv négyzetre, amiben pontosan
2n(n — 1) + 1 kaptaté van. Nevezziik hegytetének azokat a mezéket, amelyekben
nagyobb szam all, mint a szomszédaikban. Ha teljesiil, hogy pontosan egy volgy
van, és a hegytetok kivételével minden mez6 csak egy kaptaténak a vége, akkor
pontosan 2n(n — 1) + 1 kaptaté lesz, mivel az utolsé mez8hatdr, amin a kaptatd
dtmegy meghatarozza a kaptatét (a kaptaté korabbi mezéi egyértelmiiek), az 1-es
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mezon végzédd volgynek pedig nincs mezéhatdra. Nevezziik ezt a tulajdonsdgot
minimum feltételnek. A minimum feltétel teljesiilését gy érjiik el, hogy a skandi-
nav négyzetbdl készitiink egy fa grafot, amelynek csiicsai a mezdk koziil keriilnek
ki, az élek pedig a koztiik 1évé mezOhatarok. A fat igy helyezziik el, hogy minden
olyan mezdvel legyen szomszédos csicsa, ami nem csucsa a grafnak; ezen kiviil a ki-
maradd mezdk kozott ne legyenek olyanok, amik egymassal szomszédosak. Legyen
a fa csicsainak szama k. Ekkor a fa mezo6ibe az 1,...,k szamokat irjuk be ugy,
hogy az 1-esbdl indulva a faéleken keresztiil minden facsicsba eljuthassunk faéle-
ken (vagyis az 1-esbdl kiindulva névekednek a fa mez8inek az értékei). Ezt egy, a fa
1-es cstcsabdl inditott szélességi bejarassal érhetjiik el. Meggondolhaté, hogy a fas
elrendezésre teljesiil a minimum feltétel, mert csak az 1 a volgy és két fan kiviili
mez6 nem lehet szomszédos.

A fa létezését n > 4-re konstruktivan bizonyitjuk az n-nek a 3-as maradéka
szerint. Tekintsiik az alabbi 2 x n-es és 3 x n-es elemeket:

Al:
A2:

C1:

C2:

Nevezziik el az elemeket az dbra szerint Al, A2, C1, C2-nek. Legyen Al’ az Al
elem sajat vizszintes tengelyére tiikkrozott képe, hasonléan A2 az A2-nek sajit
vizszintes tengelyére tiikrozott képe. Ekkor konnyli meggondolni, hogy minden
elemben a narancssarga rész fat alkot. Azt is meggondolhatjuk, hogy a C1 és
C2 elemeket tetszOleges sorrendben egymds ald rakva a két elem altal alkotott
tdbldzatban is fat alkotnak a narancs szinti mezék. Hasonléan Al-et C2 {5616, A1'-t
C1 alé helyezve az elemek altal alkotott tdblazatban a narancs mezok fat alkotnak.
(Az elemeket Ugy rakjuk egymds ald, hogy a bal széliikk egy vonalban legyen.)
Ugyanez elmondhaté A2, A2’ és C2-re is.
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Most mar minden adott, hogy minden n > 4-re konstrukciot adjunk. Fzt
az n-nek a 3-as maradéka szerinti esetvizsgalattal tessziik meg.

A 3| n esetet a C'1 és C2 elemek felvéltva egymds ald helyezésével érjiik el.

Az n =2 mod 3 esetben legfeliilre rakunk egy Al-es elemet, ald egy Cl-est
utdna felvaltva C'2-eseket és C'l-eseket.

Az n =1 mod 3 esetet hasonléan érjiik el, mint az n =2 mod 3-at, csak
az utolsé 3 x m-es helyett az oda passzolé 2 x n-eset rakjuk le (van ilyen, mert
C1 ald Al’-t, C2 ald A2'-t be tudjuk rakni).

Ezzel minden n > 4-re adtunk konstrukeciot.

Végiil mutatunk konstrukciét n = 2,3,4-re (n = 1 esetén egyféle kitoltés van,
ami jo):

n=2: n=3: n =4:

‘ Négyszin-sejtés II1: A szinezési polinom, avagy
\ miért olyan nehéz a négyszin-tétel*

Az el6z6 részekben megismerkedtiink a négyszin-sejtéssel, mely szerint barmely
térképet ki lehet szinezni 4 szinnel ugy, hogy az egymadssal hataros régiok kiillonbozé
szint kapjanak. Majd ezt a kérdést atfogalmaztuk a sikgrafok nyelvére, ahol a sejtés
azt mondta, hogy egy sikbarajzolt graf pontjai kiszinezheték 4 szinnel ugy, hogy
éllel vsszekotott pontok ne kapjanak azonos szint. (Az ilyen szinezéseket neveztiik jé
szinezéseknek.) az el6z6 részben lattuk azt is, hogy a 6 szinnel valé jé szinezhetéség
bizonyitdsa egészen egyszerii volt, és az 5 szinnel vald szinezhetéséget is viszonylag
konnyen be lehetett bizonyitani. Mindezek ellenére a 4 szinnel valé j6 szinezhet&ség
bizonyitasara 120 évre volt sziikség, és még ekkor is csak egy olyan bizonyitast
tudtak adni, amihez komoly szdmitogépes szamitasokra volt sziikség. Vajon miért
nehezedik meg ez a kérdés ennyire, ha 5 szinrél 4-re tériink at?

Ebben a részben bemutatjuk a szinezési polinomot. Ezt a polinomot George
David Birkhoff amerikai matematikus kezdte vizsgélni az 1910-es években, abban
a reményben, hogy a segitségével beldthatja a négyszin-sejtést. Bar a négyszin-

* Az {ras az Innovéciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszadmi Ijj Nemzeti
Kivélésidg Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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sejtést végiil mas gondolatmenet segitségével lattdk be, a szinezési polinom nagyon
érdekes objektumnak bizonyult, és valamennyire azt is meg fogja nekiink mutatni,
hogy miért is olyan nehéz a négyszin-sejtés.

Térjiink tehat vissza a négyszin-sejtéshez. Azt szeretnénk beldtni, hogy ha G
egy hurokélmentes sikgraf, akkor G-nek létezik 4 szinnel valé j6 szinezése. Van
a matematikaban egy furcsa jelenség: ha elakadunk egy kérdéssel, paradox moédon
néha érdemes egy ,,nehezebb” kérdéssel prébalkozni. Mégpedig egy olyan nehezités-
sel, amiben t6bb a struktira. Ez az extra struktira néha segit abban, hogy jobban
megértsiik a dolgokat.

Legyiink tehat ambicidzusak, és kérdezziink egy nehezebb kérdést. Héany-
féleképpen lehet a G grafot 4 szinnel jol szinezni? S&t, kérdezziik meg tetszOle-
ges pozitiv egész k-ra, hogy hany jo szinezése van G-nek k szinnel. Ha ezt meg
tudnank vélaszolni, akkor persze azt is meg tudnank mondani, hogy van-e 4 szin-
nel valé jé szinezés, tehat ez egy nehezebb kérdés. De most mar van lehetéségiink
szabalyossagokat keresni a jé szinezések szaméban.

Legyen k egy pozitiv egész, és jeloljik pg(k)-val, hogy a G grifnak hény j6
szinezése van k szinnel. Lassunk egy konkrét példat, ahol ezt ki is tudjuk szamolni.
Vegyiikk 6. dbra bal oldaldan lathaté haromszoggrafot. A vy csicsot szinezhetjitk
barmelyik szinnel, ez k lehet6ség. Ha a vi-et kiszineztiik valamelyik szinnel, akkor
a vo-re az egyetlen megkotés, hogy nem lehet ugyanilyen szinii. Tehat vy tetszoleges
szine esetén k — 1 lehetéség van vy szinére. Ez iddig k- (k — 1) lehet6ség. Végiil
barhogy is szineztiik ki vi-et és va-t, v3 szinére az az egyetlen megkotés, hogy ettol
a két szintdl kiillonbozo legyen. Tehat a haromszoggrafnak

palk)=k-(k—1)-(k—2)=k>—3k> + 2k

jO szinezése van k szinnel.

¢ L&

6. dbra. Bal oldalon: a haromszoggraf. Jobb oldalon: Példa a 3. tétel bizonyitasdban
szereplé G — e és G/e grafokra

Eszrevehetjiik, hogy a hdromszog esetén pa (k) a k valtozéra nézve egy poli-
nom. Vajon igaz-e ez altalaban? Megmutatjuk, hogy igen.

3. tétel. pg (k) tetszbleges G grif esetén k-ban polinom.

Bizonyitas. Ezt a graf élszaméra vonatkozé indukcidval fogjuk belatni. Ha
a grafnak nincsen éle, és n csticsa van, akkor barmelyik csticsot barmilyen szintire
szinezhetjiik, tehat k™ j6 szinezés van. Ez k-ban egy polinom, tehat az alapeset
készen van.

Most tegyiik fel, hogy mdr tudjuk, hogy ps(k) egy polinom, ha G-nek legfel-
jebb t éle van (és akdrmennyi csicsa). Legyen G egy graf t + 1 éllel, és legyen e
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a graf egyik éle, melynek végpontjai u és v. A pg(k) kifejezésrél szeretnénk meg-
mutatni, hogy k-ban egy polinom. Vegyiikk a G — e grafot, azaz azt a grafot, ahol
az e élet kitoroljik (ldsd a 6. abrét). Ez egy t éli graf, tehdt réla mér tudjuk,
hogy pa—.(k) egy polinom. Hasonlitsuk 6ssze G és G — e j6 szinezéseinek szamat.
A G graf tetszOleges k szinnel valo j6 szinezése j6 szinezése G — e-nek is, hiszen
G — e j6 szinezéseire kevesebb a megkotés. Viszont (G — e)-nek lehet néhdny olyan
jO szinezése, amely G-nek nem jé szinezése: ahol az u és v pont azonos szint kap.
Vegyiikk most azt a grafot, ahol az u és v pontot Gsszeragasztjuk egy pontta, az e
élt pedig elhagyjuk. Nevezziik ezt a grafot (G/e)-nek (ldsd a 6. dbrat). G/e tet-
sz6leges k szinti j6 szinezése ad egy olyan k szinii j6 szinezést (G — e)-re, ahol az e
él két végpontja azonos szinfi. Tehat pg(k) = pa—c(k) — pgye(k) teljesiil minden
pozitiv egész k-ra. Vegyiik észre, hogy (G/e)-nek is t éle van, tehdt pg . (k)-rdl is
tudjuk, hogy polinom. Két polinom kiilonbsége szintén polinom, tehat pg(k)-rdl is
belattuk, hogy polinom. O

Ezzel belattuk, hogy pa(k) valéban egy polinom. Ezt a polinomot nevezziik
a G szinezési polinomjdnak. Miért hasznos ez nekiink? Eddig a pg(k)-t csak pozi-
tiv egész szdmokra definidltuk. Most viszont, hogy tudjuk, hogy pg (k) egy polinom
(pl pa(k) = k® — 3k% + 2k), ezt értelmezhetjiik tetszéleges valés szamokra is. Mond-
hatjuk pl, hogy a haromszoggrafnak pa(3,5) = 3,5% — 33,52 +2-3,5 = 13,125 j6
szinezése van 3,5 szinnel. Mit jelent ez? Valéjaban nem vildgos. Az sem vildgos,
hogy mit jelentene egy 3,5 szinnel valo jé szinezés. Viszont olyan szempontbdl még-
is hasznos ez a kiterjesztés, hogy most mar hasznalhatjuk azokat az eszkozoket,
amelyeket analizisbdl tanultunk a fiiggvények elemzésére. William Tutte angol ma-

tematikusnak példaul sikeriilt bebizonyitania, hogy egy G sikgrifra pg ( 5+2\/5) >0

mindig teljesiil (bdrmennyire nem is vildgos, hogy mit is jelent pontosan ez a szém).
Mivel % ~ 3,618, lehetett abban bizni, hogy taldn be lehet latni, hogy a pg(x)
5+v5

érték az =5~ utdn nem csokken tul gyorsan, és akkor kovetkezne, hogy még pe (4)
is pozitiv. Sajnos az deriilt ki, hogy ez a mddszer nem miikédhet. Gordon Royle
ugyanis megmutatta, hogy akarmilyen pici € > 0 szadmra van olyan G sikgraf és

54+5

4—e¢<x <4, hogy pg(z) =0. Azaz az 5 6s a 4 kozott a szinezési polinom
értéke még le tud menni O-ra, s6t, ez a nullhely a 4-hez akdrmilyen kozel tud lenni.
(Kicsit pongyolan fogalmazva, van olyan sikgraf, amelynek 3,99 szinnel mér nincs
j6 szinezése, barmit is jelentsen ez.) Ez azt is mutatja, hogy a négyszin-sejtés bizo-
nyos értelemben éppenhogy teljesiil. Ez az ,éppenhogy teljesiilés” mar sejteti, hogy
nem fogunk tudni olyan nagyvonald bizonyitast taldlni a négyszin-sejtésre, mint
amilyet a hatszin-sejtésre lehetett adni.

Ha a négyszin-sejtésre nem is adott nekiink bizonyitdst a szinezési polinom,
azért mégiscsak alljunk meg, és nézegessiik meg egy kicsit jobban.

Lattuk, hogy bar nem értjiik, hogy mit jelent a pg(5+2‘/g), azért be lehetett
latni réla, hogy egy sikgrafra mindig pozitiv. Most nézziink meg egy masik meglep6
allitast. Ehhez el6szor tisztazzunk néhany fogalmat.

Egy G graf irdnyitasanak nevezziik azt, ha minden élének adunk valamilyen

irdnyitast. Példaul 7. dbra mutatja a haromszoggraf irdnyitasait. Egy élt kétféle-
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képpen lehet iranyitani, tehat egy m éli grafnak 2™ kiilonb6z6 irdnyitasa van. Egy
irdnyitast kormentesnek neveziink, ha nincs olyan cstcs, ahonnan elindulva vissza
tudunk jutni ugyanoda tgy, hogy mindig iranyhelyesen megyiink &t az éleken.

7. dbra. A haromszoggraf 8 kiillonbozé irdnyitasa. Ezek koziil a harmadik és a hatodik
nem koérmentes, a tobbi 6 irdnyitds kormentes

A kovetkezd meglepé allitast Richard Stanley amerikai matematikus fedez-
te fel.

2. allitas. Tetszdleges G grifra
pa(—1) = (—1)" - (G kdrmentes irdnyftdsainak szdma),

aholn a G grdf csucsainak szama.

1. példa. A haromszoggraf esetén
pa(=1) = (-1 =3-(-1)*+2-(-1) = -1 -3 —-2=—6,
ami valéban (71)3 - 6.

Itt az a meglepd dolog tortént, hogy pa(—1)-et gy definidltuk, hogy a szi-
nezési polinomba behelyettesitettiink (—1)-et. Pozitiv egész k esetén tudjuk, hogy
a szinezési polinom a k szinnel vald jé szinezéseket szamolja meg. Viszont nega-
tiv szdmokra ugyantgy nem vildgos, hogy a pg(z) jelent-e valamit, ahogy tortekre
sem az. Az &llitds viszont azt mutatja, hogy vardzsiitésre a pg(—1) mégis valami
értelmes dolgot szamol meg. Léassuk is be ezt az &llitast.

Bizonyités. Elszémra vonatkozé indukeiét fogunk hasznélni. Ha a grafnak 0
éle van, akkor pg(k) = k™, tehdt pg(—1) = (—=1)".

Masrészt ilyenkor azt mondjuk, hogy 2" = 1 irdnyitds van (az iires irdnyitas),
és ez persze kormentes. Tehat valéban pg(—1) = (—1)" - (kérmentes irdnyftdsok
szama).

Ha valakit ez esetleg nem gy06zott meg, nézziik meg az 1 éld esetet is. Ilyenkor
pa(k) = k"~ 1(k — 1), hiszen az él masodjira megszinezett csticsat nem szinezhetjiik
ugyanolyan szinre, mint az els6t, a tobbi csics szinére viszont nincs megkotés. Azaz
pa(—=1) = (=1)"' (=2) = (=1)" - 2. Mésrészt ilyenkor nyilvan 2 irdnyitds van, és
mindkettd kormentes. Azaz valéban teljesiil a tétel allitdsa 1 éli grafokra is.

Tegyiik fel most, hogy teljesiil az allitds tetszOleges n csicsszam esetén, ha
az élszam kisebb, mint ¢, és vegyiink egy ¢ éli G grafot. Mar korabban lattuk, hogy
tetszdleges e élre pg(k) = pa—c(k) — pge(k) teljesiil minden pozitiv egész k-ra.
Léassuk be, hogy ez minden valds z-re is igaz. A bal oldalon és a jobb oldalon is egy
polinom van. Tehét a két oldal kiilonbsége, pg (7) — pa—e () +pa/e () egy polinom,
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amely minden x = k pozitiv egész szdmra 0. Tudjuk, hogy egy nemnulla polinomnak
legfeljebb annyi nullhelye van, mint a fokszama. Tehat pg(z) — pg—e(®) + pa/e(T)
az azonosan 0 polinom. Azaz most mar azt is tudjuk, hogy

pc () = pa—c() — payse(r)

minden valds szamra, specidlisan x = —1-re is.

(G — e)-nek és (G/e)-nek is kevesebb, mint ¢ éle van, tehét az indukciés feltevés
miatt tudjuk, hogy pg_(—1) = (—=1)" - (G — e kérmentes irdnyitasainak szama) és
Pare(—1) = (=1)""' . (G/e kirmentes irdnyitasainak széma). Itt hasznaltuk, hogy
G — e cstcsszama n, G/e csicsszama pedig n — 1. Azaz pe(—1) = (—=1)" - (G —e
kérmentes irdnyitésainak szdma) + (—1)" - (G/e kérmentes irdnyitasainak szdma).

Most mar elég megmutatni, hogy G kdrmentes irdnyitdsainak szama = G — e
kormentes irdnyitdsainak szdma + G/e kormentes irdnyitdsainak szdma.

Nézziik meg elOszor, hogy hogyan viszonyulnak G — e kérmentes irdanyitdsai
a G kormentes iranyitasaihoz. Vegyiikk G — e egy kormentes iranyitasat. Az biztos,
hogy nem lehet u-bdl v-be és v-bdl u-ba is irdanyitott uton eljutni, hiszen akkor
u-bol u-ba vissza lehetne jutni iranyhelyesen mozogva, ilyet pedig egy kérmentes
irdnyitasban nem lehet. Tehat 3 eset lehet: Vagy csak u-bdl v-be lehet irdnyitott
uton eljutni (és v-bol u-ba nem), vagy csak v-bol u-ba lehet irdnyitott tton eljutni
(és u-bdl v-be nem), vagy pedig sem u-bdl v-be, sem pedig v-bSl u-ba nem lehet
irdnyitott uton eljutni.

Most rajzoljuk vissza az e élet. Ha a G — e kormentes irdnyitasabol meg
szeretnénk kapni G egy kormentes irdnyitasat, akkor az elsé esetben csak u-bdl
v-be irdnyithatjuk az e élet, a masodik esetben csak v-bdl u-ba, a harmadik esetben
viszont akarmelyik irdnyban megirdnyithatjuk, mindkét esetben kérmentes marad
az irdnyitas.

Viszont vegyiik észre, hogy ha (G — e)-ben sszeragasztjuk az u és a v csticso-
kat, akkor a G — e egy kormentes irdnyitasa pontosan akkor marad kérmentes, ha
sem u-b6l v-be, sem v-bél u-ba nem volt a G — e-ben irdnyitott at. Tehdt G kormen-
tes irdnyitdsainak szdma = G — e kormentes irdnyitdsainak szdma+ G/e kormentes
irdnyitasainak szama. Ezzel az indukcids 1épést befejeztiik. O
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Helyesbités és kézlemény

A szeptemberi szamban kozolt végeredményben a csapatversenyeknél t6bb he-
lyen tévesen jelent meg a versenyzé évfolyama. A helyes végeredmény a honla-
pon lathatd, illetve letoltheté pdf-ben is szintén a honlaprdl, a szeptemberi szam
tartalomjegyzékénél* kell keresni.

Egy csapatnal pedig nem irtuk oda, hogy dicséretet kapott:
A G-jelti fizika gyakorlatok csapatversenyében dicséretben részesiilt:

3. Vonal vonal vonal : Jdvor Bence 9. o.t. (Budapest, Varosmajori Gimn.),
(hidnyz6 GDPR nyilatkozat) 9. o.t. (Budapest, Varosmajori Gimn.) 65 pont.

A hibdkért elnézést kériink!

Kozlemény

A 2021-2022-es tanév pontversenyeinek osszesitett eredményét nem &ll mo-
dunkban megjelentetni.

Szerk.
"o
61. Ratz Laszl6 Vandorgyiilés
Eger, 2022. jilius 5-8.
BOLYAI
TARSULAT

Az &ltaldnos iskolai tanarok’ versenyének feladatai

1. Hény kiilonbo6z6 hétjegyl palindrom szam képezheté a 2, 2, 3, 3, 5, 5, 5 szam-
jegyekbél? (A palindrom szdm olyan szdm, amelynek szdmjegyeit forditott sorrendben
felirva az eredeti szdmot kapjuk vissza.) (A)6; (B)8; (C)12; (D) 36; (E) 64.

2. Legyen = =220 .35 ¢ =2°.5'0 » = 70 Melyik relciélanc fejezi ki helyesen ,
Y, z nagysag szerinti sorrendjét? (A) z>y>z B)z>z>y; (C)y>z>ua;
Dy>z>z (E)z>z>uy.

3. Zardjelekkel kiegészitve a

2:3+4-5
kifejezést, hanyféle kiilénbozé értéket kaphatunk? (A) 2;  (B) 3; (C) 4; (D) 5;
(E) 6.
4. Egy szobaban az emberek kétharmada a székek haromnegyedén iil, a tobbi ember

all. Ha 6 iires szék van a szobdban, akkor hdny ember tartézkodik a helyiségben? (A) 12;
(B) 18; (C)24; (D)27; (E) 36.

*https://www.komal.hu/lap/2022-09/tart.h.shtml
T A kézépiskolai tanarverseny feladatai az oktéberi szdmban megjelentek.
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X 5. Az 4bra egy nyolcszoget mutat, amely
0 10 egységnégyzetbdl all. A PQ szakasz felezi
% a nyolcszog teriiletét. Mekkora az gy arny’
2 1 3 2 3
pl—T @A)z B)gs (©) 3z (D)5 (BE) 7.

6. Petra, Réka, Viki és Dia jé baratnék. Egy ko6zos kirdandulasukra Dia elfelejtett
pénzt hozni magdval, ezért Petra a pénzének %-ét, Réka az i-ém Viki pedig az %-ét

kolcsonadta neki. Dia igy mindhdrom bardtndjétol ugyanannyi pénzt kapott. A csoport
1 1 2 1

pénzének hanyad részé keriilt Didhoz?  (A) {55 (B) 411; ©) 35 (D)3 ()3

7. 12 ember iil egy koralaku asztalnél, lovagok és 16koték. A lovagok mindig igazat
mondanak, a 16két6k mindig hazudnak. Az emberek egyszer csak beszélgetni kezdenek.
Az els6 személy azt mondja: ,,Ennél az asztalndl nincsenek lovagok.” Erre a méasodik
ember azt valaszolja: ,Legfeljebb egy lovag il az asztalnal.” A harmadik ember azt mondja:
,Legfeljebb két lovag iil az asztalndl.” A felszblalasok a tovabbiakban a lovagok szdméanak
fels6 hatarat mindig eggyel-eggyel novelik, mig végiil a 12. ember azt mondja, hogy
»Legfeljebb 11 lovag il az asztalndl.” Hany lovag van a 12 személy kozétt?  (A) 4; (B) 5;
(C)6; (D)7 (E)8.

8. Egy téli napon egy flitetlen vardteremben az emberek % része visel kesztylt és
1 résziikbn van sapka. Legaldbb hdny olyan ember lehet a teremben, akiken kesztyl és
sapka is van? (A)3; (B)5; (C)8 (D) 15; (E) 20.

9. Ot kiilénbozé pozitiv egész szém atlaga 15, medidnja 18. Legfeljebb mekkora lehet
az Ot szdm koziil a legnagyobb?  (A) 19; (B) 24; (C) 32; (D) 35; (E) 40.

10. Az abra alapjan hény fok az a1, as,
as, a4, as, g, ar szogek Osszege?  (A) 360°;
(B) 540°; (C) 630°; (D) 720°; (E) 1080°.

11. Bea egy lapra leirja az egész szamokat
1-tél 30-ig, majd Osszeadja azokat. Baldzs egy
masik lapra lefrja Bea szdmait azzal a médosi-
tassal, hogy minden 2-es szdmjegy helyett 1-est
ir, majd & is 6sszegzi a szdmait. Mennyivel tobb
Bea Osszege Baldzsénal?  (A) 13;  (B) 26;
(C) 102; (D) 103; (E) 110.

12'. Az'alébbi szérrllok l'«'jziil melyil;: nég'yzetszém? | | | |
16! - 17! 17! 18! 18! 19! 19! 20! 20! - 21!
5 B) =5 (©) —5— D) —5— E) —5—

13. Harom kiilénbo6z6 egyjegyl pozitiv egész szamot irunk az alsé sor-
ban levé négyzetekbe. A szomszédos négyzetekbe keriilé szdmokat 6ssze-
adjuk, majd a kapott eredményt a felettiik levd celldkba irjuk. A méso-
dik sorban ugyanezt az eljarast folytatjuk, igy kapunk egy szamot a fels6
négyzetben. Mekkora lehet a fels6 négyzetbe keriil¢ legnagyobb és legki-
sebb szdm kiilonbsége?  (A) 18; (B) 22; (C) 24; (D) 26; (E) 28.

14. Az A, B, C, D, E, F, G, H, I olyan szamok, amelyek teljesitik az

.
14(;

(A)

A+B+C =1,
B+C+D=2,
C+D+E =3,
D+E+F =4,
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E+F+G=5,
F+G+H=6,
G+H+I=1

egyenldségeket. Mennyi A+ E + I értéke? (A) 3; (B)3,5; (C)4; (D)4,5 (E)S5.
15. Az &bra szerinti ABCD négyszogben CD = DA, Dy—

ABC< =CDA< = DEB<=90° és DE = 5. Mekkora az ABCD

négyszog teriilete?  (A) 20; (B)24; (C)25; (D)28; (E)30. §

A FE B

16. Egy virdgcsokor fehér és piros rézsat, tovabba fehér és piros szegfiit tartalmaz.
A fehér virdgok egyharmada rézsa, a piros virdgok hdromnegyede szegfli, a virdgok hatti-
zede fehér. A virdgok hany %-a szegfii? (A) 15; (B) 30; (C) 40; (D) 60; (E) 70.

17. Jelolje négy egy sikban levl, egymastol paronként kiilonb6zo egyenes esetén n
azon pontok szamat, amelyek illeszkednek két vagy tobb egyenesre. Mennyi n 0Osszes
lehetséges értékének osszege? (A) 14; (B) 16; (C) 18; (D) 19; (E) 21.

18. Viki és D4vid egy korvonalon mozgatnak egy-egy babut. A koérvonal 12 ponttal
egyenld hosszusdgi ivekre van felosztva, és a pontok az éramutatd jarasa szerint meg
vannak szdmozva 1-t6] 12-ig. Viki és D&avid is a 12-es jelzésti pontbdl inditja a babujat.
Viki egy forduléban 5 pontnyit halad az éramutaté jardsaval megegyez6 irdnyban, Dévid
pedig 9 pontnyit az dramutatd jardsival ellentétesen. A jaték akkor ér véget, ha egy forduld
végén a két badbu azonos helyre keriil. Hiny fordulé alatt ér véget a jaték? (A) 6; (B) §;
(C)12; (D) 14; (E) 24.

19. Egy téglalap oldalainak hossza centiméterben mérve pozitiv egész szamok. Ha
a téglalap teriilete t cm?, keriilete pedig k cm, akkor az aldbbiak koziil mekkora nem lehet
at—+kosszeg? (A)100; (B) 102; (C) 104; (D) 106; (E) 108.

20. A P(6;8) ponton dthaladd e és f egyenesek olyan Q és R pontban metszik az y
tengelyt, amelyekre OP = OQ = OR, ahol O a koordindtarendszer kezdépontja. Mekkora
a PQR haromszog teriilete? (A) 45; (B) 48; (C) 54; (D) 60; (E) 72.

21. Réza egy kort 12 korcikkre oszt fel. Ezen korcikkekhez tartozé kdzépponti szogek
nagysaga fokban mérve egész szdm, és szamtani sorozatot alkot. Hany fok lehet a kozép-
ponti szdgek koziil a legkisebb szog minimalis értéke? (A) 5; (B)6; (C)8; (D) 12;

(E) 19.
22. Bérmely K-betiibdl indulva, és oldalban szomszédos négyzetek K]
felé ba'l.ra,. jobbra, felfelé vagy lefelé haladva hanyféleképpen olvashaté KIOIK
ki a KOROK sz6, ha a kiolvasdsok sordn minden beti kétszer haszndl- KIORIOIK
haté? (A) 12; (B) 24; (C) 108; (D) 126; (E) 144. KIOIK
K

23. Diat rendszeresen megldatogatja harom baritnéje Bea, Evi és Vera. Bea minden
harmadik napon, Evi minden negyedik napon, Vera pedig minden 6t6dik napon megy el
Didhoz. Tegnap mindharom bardtné meglatogatta. Az elkdvetkez6 365 napos idGszakban
hény olyan nap lesz, amikor a hdrom ldny kéziil pontosan ketten keresik fel Digt? (A) 48;
(B) 54; (C) 60; (D) 66; (E) 72.

24. Egy 3 x 3-as négyzetracs mez6it pozitiv szamokkal toltjiik ki az alabbi szabalyok
szerint:
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— minden sorban a szamok szorzata 1,

— minden oszlopban a szamok szorzata 1,

— barmely 2 x 2-es négyzetben a szdmok szorzata 2.
Melyik szam &ll a kozéps mezében? (A) 2;  (B)4; (C)8; (D) 12; (E) 16.

25. Az ABC'D négyzet oldalainak hossza 8 egység. M a BC oldal azon pontja, melyre
CM = 2. Ha N a BD atlénak egy valtozé helyzetii pontja, akkor mekkora a CN + M N
tévolsdg legkisebb értéke? (A)8; (B) 6v2, (C)10; (D) 8v?2; (E)12.

26. Egy 3 x 3-as négyzetracs mezo6it kitoltjik a O és A jelekkel.
Az alabbi dbra egy ilyen kitoltést mutat be, melyen harom A egy vonalban
helyezkedik el. Hany olyan kitoltése van a négyzetracsnak, amely esetén ha-
rom ) és hdrom A is egy egyenes mentén helyezkedik el? (A) 39; (B) 42;
(C)78; (D)84; (E)96.

27. Az ABC haromszogben AB =20, BC =25 és CA =17. Adott a haromszog
sikjdban egy P pont. Mekkora a 2P A 4 3P B+ 5PC hosszisdg minimalis értéke? (A) 115;
(B) 109; (C) 100; (D) 96; (E) 91.

A 28. Az aldbbi dbrédn egy ABCDEFGH sokszog
B , lathaté, mely téglalapokbdl és derékszogii harom-
/ szogekbll all. A sokszoget kivagva és a szaggatott
H vonalak mentén Gsszehajtogatva egy haromszog ala-
’ pud hasédbot kapunk. Ha AH = FF =8 és GH = 14
egység, akkor hiny térfogategység a hasib térfoga-
) < ta?  (A) 112; (B) 128; (C) 192; (D) 240;

5 (E) 288.

29. Egy téglalap alakd padlé 17 m hosszi, 10 m széles és 170 db 1 m x 1 m-es
csempével van burkolva. Egy bogar egyenes vonalban atsétal az egyik sarokbdl a szemkozti
sarokba. Az els6 és az utolsé lapot is figyelembe véve hany lapon halad keresztiil a bogar?
(A) 17; (B) 25; (C)26; (D)27; (E) 28.

30. Egy szocske véletlenszeriien ugral négy levé-
len, és minden ugrasaval egyenld valészintiséggel jut el

a masik harom levél valamelyikére. Mi a valésziniisé-
% ge annak, hogy a szbcske 4 ugrds utdn visszajut arra
. 2 19 20
5 ? Z. =. =Y.
’% a helyre, ahonnan elindult? (A) 9 (B) 30 (©) 81
1 7
D) 15 (E) 57

A feladatsort Fonyéné Németh Ildiké és Fonyé Lajos allitottdk ossze, és Kiss Géza
lektoralta.

Az altalanos iskolai tanarok versenyének eredménye

1. Palké Laszlé6 (Budapest, Aldds Utcai Alt. Isk.),

2. Egyed Laszlé (Bajai I11. Béla Gimn.),

3. B. Varga J6zsef (Temerin, Petar Kocié Al. Isk.),

4. Rézsahegyi Eszter (Budapest XVI. Keriileti Méra Ferenc Alt. Isk.),
5. T6th Gabriella (Csantavér, Hunyadi Jénos Alt. Isk.).
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Gyakorl6 feladatsor | |

emelt szintii matematika érettségire
L. rész L J

1. a) Oldjuk meg a 2-sin? z + 3 - cos? z + 2 - sinx = 0 egyenletet a val6s szdmok
halmazan. (5 pont)

b) Melyek azok a valds szamok, amelyek eleget tesznek az 22 — 4z —5 < 0 és a

o (5+5) <7

egyenlStlenségnek egyarant? (8 pont)

2. Egy adott hosszisagu szakaszt az aranymetszés szerint ugy osztunk két rész-
re, hogy az eredeti és a keletkezett hosszabb szakasz hosszanak ardanya megegyezik
a keletkezett hosszabb és a keletkezett ro-
videbb szakasz hosszanak aranyaval. Bence 6,5 m
szobaja egyik faldnak hossza 6,5 méter, ma-
gassaga 2,8 méter. Ezt a falfeliiletet Bence
gy szeretné lefesteni, hogy fiiggdlegesen és
vizszintesen is az aranymetszésnek megfele-
16en osztja fel 4 téglalap alaku részre ugy,
hogy a bal felsé sarok felé legyenek a révi- Bence fala
debb szakaszok.

a) Hatdrozzuk meg az egyes téglalapok teriiletét. A szamolds sordn az oldalak
hosszat és a teriileteket is pontosan 3 tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (8 pont)

2,8 m

b) Bencének otthon 4-féle szinii falfestéke van, ezekbél valogat a fal festése
soran. Hény kiilonb6zé szinezés lehetséges, ha az oldallal egymaéshoz illeszkedd
téglalapoknak kiilonb6zd szintieknek kell lennie? (4 pont)

3. A légkori nyomds fiigg a tengerszinten mérheté nyomds értékétdl (po),
a tengerszint feletti méterben mért magasségtol (h) és a levegd Celsius-skaldn mért
hémérsékletétdl (T'). A hozzarendelés szabélya:
—0,0342-
e

h
p=po- T+273 .

a) Mekkora a nyomds Bolivia f6varosidban, La Pazban 3 600 méter magassdg-

ban, ha a tengerszinten 101 500 Pa a nyomé&s 20 °C-on? (2 pont)
b) A Kékestetén 1014 méter magassidgban hiny %-os nyomdsvaltozds észlel-
hetd, ha a hémérséklet 8 °C-rél 22 °C-ra emelkedik? (3 pont)
¢) Milyen magassidgban mérhetd fele akkora nyomds, mint a tengerszinten,
amikor a levegé homérséklete 24 °C? (6 pont)
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4. Az ABO vércsoportrendszerben az emberek négy alapvetd fenotipusba sorol-
haték. A magyarorszagi populéciét figyelembe véve az A véresoportiak a népesség
44%-4t teszik ki, a 0 vércsoportiak 40%-ot. A B vércsoportiak ardnya 11%, mig
az AB vércsoportiiak mindossze 5%-ot adnak. Etté]l a csoportositastdl fiiggetleniil
a vorosvértestek felszinén taldlhaté D antigén megléte esetén Rh' vércsoportrél
beszéliink, a D antigén hidnya esetén Rh™ a vércsoport, ahovd az emberek 15%-a
tartozik.

a) Igazoljuk Réka allitdsat, aki azt mondja, hogy a Magyarorszdgon é16 9,7 mil-
li6 lakosbdl mindossze kortilbelill 72 750 ember tartozik a legritkabb AB Rh™ vér-
csoportba. (2 pont)

b) Csengérdl tudjuk, hogy van D antigén a vérében. Mekkora valdszin{iséggel
B vércsoporti Csenge? Valaszunkat indokoljuk. (2 pont)

¢) Készitsiink kordiagramot a sziikséges kozépponti szogek meghatdrozasa
utan, amely mutatja a magyar embereket vércsoportjuk alapjan, figyelembe vé-
ve mind az ABO rendszert, mind a D antigén meglétét. (5 pont)

d) Egy véraddsrdl sz6l6 telthdzas eléaddson a 150 f6s teremben férfiak, nék és
gyerekek iilnek. Ha a terembdl kimenne 2 férfi, akkor az ott maradé férfiak és nok
aranya 2 : 3 lenne. Ha a terembe bejonne még 2 gyerek, akkor a nék pontosan hé-
romszor annyian lennének, mint a gyerekek. Hany né vett részt ezen az eléadason?

(6 pont)
II. rész

5. a) Elkezdtiik 6sszeadni a 7-tel osztva 5 maradékot adé pozitiv egész szdamokat

a legkisebb ilyen tulajdonsiagu szamtdl kezdve. Hény tagot adtunk Ossze, és mi
az utolsé szdm, ha a kapott 6sszeg 54 8757 (4 pont)

b) Egy mértani sorozat hatodik és nyolcadik tagja egyarédnt 6. Szémitsuk ki
a sorozat els6 35 tagjanak Osszegét. (4 pont)

¢) Egy szdmtani sorozat hdrom egymadst kovetd elemének sszege 72. Ha az els§
szambdl elvesziink 4-et, a kozépsot valtozatlanul hagyjuk, az utolséhoz pedig hoz-
zdadunk 16-ot, akkor egy mértani sorozat hiarom egymast kovets tagjat kapjuk.
Hatarozzuk meg a mértani sorozat hanyadosat. (8 pont)

6. Tekintsiik az f(x) = %54 fiiggvényt.

a) Adjunk meg egy olyan egész szdmot, amelyre az f(z) fiiggvény helyettesitési
értéke is egész szam. (2 pont)
b) Bizonyitsuk be, hogy pontosan 8 darab rdcsponton halad &t az f(z) fiiggvény
képe a Descartes-féle derékszogli koordinatarendszerben. (8 pont)

¢) Oldjuk meg a 1/ f(x) = v& — 3 egyenletet a valds szdmok halmazdn. (6 pont)

7. Egy konyhai miianyag tolcsér alsé része henger alaki, belsé dtméréje 18 mil-
liméter, magassiga 5 centiméter. Felsd része a hengerre pontosan illeszkedd cson-
kakip, amelynek fels6 dtmérdje 7 centiméter, illetve magassiga 4 centiméter.

a) A tolesér aljdt befogjuk, és teljes magassdganak 90%-dig megtoltjiik vizzel.
Hany deciliter viz lesz a t6lcsérben? (6 pont)
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b) Mekkora egy tolesér tomege, ha a falvastagsdga mindenhol 1 milliméter,
a mianyag stirtisége 0,92 %? A mianyag térfogatanak kiszdmitasdhoz hasznaljuk
azt a kozelitést, amely szerint a tolcsér belsd felszinét szorozzuk a falvastagsaggal.

(4 pont)
¢) Lézerfénnyel feliilrdl fiiggblegesen belevildgitunk a télesérbe. Mekkora a va-
16szintisége, hogy a lézerfény a tolcsér alsé nyildsan jon ki? (3 pont)

d) 50 darab t6lesérbdl dtlagosan 2 anyaghibédsat készit a gydrtésor. Mekkora
a val6sziniisége, hogy 135 darab elkészitett tolesér kozott van anyaghibds? A vélaszt
négy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (3 pont)

8. a) Sheldon Cooper kedvenc szédma a 73, mert ez a 21. prim és 7 - 3 éppen 21.
S6t, a 73 kettes szamrendszerbeli alakja palindromszam, vagyis visszafelé olvasva
az eredetivel azonos. Igazoljuk ez utébbi kijelentést. (2 pont)

b) Egy adott alapt, és az ennél 2-vel nagyobb alapi szédmrendszerben tekintsiik
a 345 alakt haromjegyll szamokat, ezek &sszege 69619. Adjuk meg az dsszeadandd
szamok értékét a 10-es szamrendszerben felirva. (8 pont)

¢) Véletlenszerlien kivilasztunk egy 10-es szdmrendszerbeli hdromjegyt(i szd-
mot. Mekkora a valdsziniisége, hogy a szdm 9-es szamrendszerbeli alakja is harom-

jegyl? (6 pont)
9. a) Abrézoljuk koordinatarendszerben a kovetkezé A ponthalmazt:

A={(z;y) € R* | 4o + 3y > 15}. (3 pont)

b) Abrézoljuk koordinatarendszerben a B ponthalmazt:
B = {(z;y) €R* |2 +y* — 14z — 8y + 40 < 0}. (5 pont)

¢) Igazoljuk, hogy az F(—3; —4) fékuszponti v : y = —6 vezéregyenesii para-
bola egyenlete y = 0,252% + 1,52 — 2,75. (4 pont)
d) Irjuk fel a y = 0,25z2 + 1,5z — 2,75 parabola (—1; —4) pontjédba huzott
érint6jének egyenletét. (4 pont)

Jécsik Csilla
Gyor

Megoldasvazlatok a 2022/7. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

2 _
1. Adott az f(z) = % fligguény, amelynek értelmezési tartomdnya

Dy =R\ {2}, és a g(z) = 3|z — 1| — 3 figgvény, amelynek értelmezési tartomdnya
Dy, =R
a) Oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenletet.
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A K és L halmazokat értelmezziik a kévetkezdképpen: K = {x |z €Dy és
f(x)>0}; L:={x|xz €Dy ésg(x)>0}.
b) Adjuk meg a KNL, K\ L és (KUL)\ K halmazokat. (12 pont)

Megoldas. a) Abrazolva a fiigg-
vényeket, leolvassuk a metszéspontok
abszcisszait, amelyek az egyenlet meg-
oldasai: x1 = 0; x5 = 3.

Ellendrzés:  f(0) =g(0); f(3) =
= ¢(3). Az algebrai megoldds is a fenti
eredményekhez vezet.

b) Szintén az dbrdrdl adédik a K
és az L halmaz, K N L = {0} U]2;4], il-
letve K\ L =]0;2[. Mivel KUL =R,
ezért (K UL)\ K = K, amelybél K =
= |—00;0[ U {2} U]4; +o0].

2. Egy hdromszdg csucsai: A(—2;—2), B(7;1), C(5;5).

a) Mekkora a hdromszdg teriilete?

b) Szdmitsuk ki a hdromszig silypontja és magassdgpontja tdvolsdgdnak pontos

értékét. (12 pont)
Y 9 C(5;5) Megoldés. a) Abrazoljuk a ponto-
5 7 2 kat, majd foglaljuk téglalapba a harom-
9 s szoget.
1 4| A téglalap oldalai 7 és 9 egy-
7 27 s, 17 ! ség hosszuak, teriilete 63 teriiletegység.

71) A haromszog koriil levagott derékszéd‘%ﬁ
0 (T haromszogek teriilete: bal felséé t1 = <7

b
S T T v s ek terillte: 6h =y
;P/L/ST 3 jobb alséé to = 5-; jobb felséé i3 =4,
~2;-2)

ezért a haromszog teriilete

A
T =063 — (t; + 12 +t3) =21.

b) A sulypont koordindtai:

s(_2+7+5-_2+1+5)—(94)
3 ’ 3 “\3'3/"

Az m. egyenesének egyenlete: ﬁ(9;3) = n(3;1), {gy 3z +y =20; az my
egyenes egyenlete: AC(7;7) = n'(1;1), tehdt x + y = 8.

A két egyenletbol all6 egyenletrendszer megolddsa a magassagpont koordina-
tait adja meg, amely M (6;2), tehdt az SM tavolsag:

(R ) 4
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3. a) Hatdrozzuk meg az aldbbi kijelentések logikai értékét, dllitdsainkat indo-
koljuk.
A) Minden pozitiv egész szdmra teljesiil, hogy az dsszes pozitiv osztdjdnak
dtlaga kisebb a szdm felénél.
B) Van olyan n csicsi teljes grdf, amelynek hdromszor annyi éle van, mint
az n csucsi fagrafnak.

b) Fogalmazzuk meg a kévetkezd dllitds megforditdsdt: ,Ha P és Q, akkor

nem R.”
¢) Tegyiik fel, hogy ,Ha P és Q, akkor nem R.” Igaz-e most a ,Ha R, akkor
nem P és nem Q.” dllitas? Vilaszunkat indokoljuk. (13 pont)

Megoldés. a) A) Hamis. Legyen mondjuk a szadm a 2, amelynek pozitiv oszt6i

az 1 és a 2, ezek atlaga 3 amely nagyobb, mint a szdm fele. (Bérmely primszdm

2 )
esetén hasonlé a helyzet.)

B) Igaz. A 6 csticst teljes grafnak 15 éle van, mig a 6 csicsi fagrafnak 5. A 15
éppen haromszorosa az 5-nek.

b) Az §llitas megforditdsa: ,Ha nem R, akkor P és Q.”

¢) Hamis. Igaz akkor volna, ha ,Ha R, akkor nem (P és )).” lenne, amely
egyenértékii a ,Ha R, akkor nem P vagy nem Q.” allitassal (De Morgan azonossig).

4. A 32 lapos magyar kdrtya egyik legérdekesebb jdatéka az ulti. (A magyar kdr-
tydban a szinek: makk, piros, tok, z6ld; szinenként dsz, kirdly, felsd, alsd, 10-es,
9-es, 8-as és T-es alkotja a 32 lapot.) Ha pl. Bélanak a jdték elején leosztott 10 lap-
jabol egy otlapos piros ultija van, ez azt jelenti, hogy ndla van a piros hetes és még
négy piros, tovdbbd 6t mdsik, nem piros lap.

a) Mennyi a valdszindisége, hogy Bélanak dtlapos piros ultit osztottak a jaték
elején?

Képzeljiik el, hogy 10 jol megkevert magyar kdrtyacsomag van eldttink és
mindeqyikrdl levesszik a legfelsd lapot.

b) Mennyi a valdszinisége annak, hogy a 10 lapbdl pontosan 5 piros?

¢) Ha az el6bbi hizdskor ot piros lapot hiztunk, mennyi a valdszindisége, hogy
kozottik legalabb egy hetes van?

Minden végeredményt négy tizedesjegyre kerekitve adjunk meg. (14 pont)

Megoldés. a) A piros hetes mellé a maradék hét pirosbdl kell még négy, ezt (D—

féleképpen tudjuk kivalasztani, majd a 24 nem piros lapbdl 6t6t (254) -féleképpen

valaszthatunk hozza, igy a kedvezo esetek szama:

k= (7) : (24) = 1487 640;
4 \5

az Osszes eset szama pedig: n = (?(2)) = 64512240, ezért az esemény valdszintisége:
1487640
P(A) = ——— =0,0231.
(4) 64512240 ’
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b) Egy csomagban 8 piros lap van, ezért egyet hizva le annak esélye, hogy

a kihtuzott lap piros, és %, hogy nem piros, igy a keresett valdszintiség:

P(B) = (150) ~ (}j ~ (2)5 = 0,0584.

¢) Egyszeriibb kiszdmolni az esemény komplementerét. Annak a valszin(isége,
hogy az 6t piros egyike sem a hetes:

7)5
Z) =0,5129
<8 b b

fgy P(C)=1-10,5129 = 0,4871.
II. rész

5. a) Vizsgdljuk meg monotonitds és korldtossdg szempontjabdl az

2
n +3n+27 nezt

Qp = 5
sorozatot.
b) Hatdrozzuk meg % hatdrértékét, ha n — 4o00.

2
¢) Mennyi az x, ha ab,, sorozatrdl a kivetkezbket tudjuk: b, = % +z-n (xR,

n € Z1), valamint (bpi1 — bn)® = by + bpi1 ? (16 pont)

Megoldas. a) A sorozat szigorian monoton novekvd, azaz minden n-re
Gp41 > Gp. Nézzilk az a1 — ay, kiillonbséget:

D24+3n+1)+2 n2+3n+2
(n+1) +2(n+ )+2 n +2n+ 4250,

ezzel a monotonitasra vonatkozé megéllapitdsunkat igazoltuk. A sorozat alulrdl
korldtos, minden tagja pozitiv, egy alsé korldtnak j6 pl. a 0 is. (Legnagyobb al-
s6 korlatja az a; = 3.) Felillr6l nem korldtos, azaz minden K > 0-hoz taldlhatd
ng (kiiszobindex), hogy minden n > ng esetén a, > K teljesiil. Egy becsiilt kii-
nidn g0 2 < an, 2n > K;

szobindexet adunk meg: n < n?, ha n > 2, ezért

2
K _[K
n > ) — Ng = [ D) ]
Megjegyzés: Az ,éles” kiiszobindex ng = {8‘;{;_3} .
Gl n?>+5n+6 1+24+ 5
b) lim — = lim ————— = lim —2 1"
n—oo @y, n—oo n? +3n + 2 n—)oo]_+§+_2
n n

tanult tétel: lim % = 0. Ezt, és a konvergens sorozatok hatarértékére vonatkozd
n— oo

ismereteket felhasznélva:

. Ap1
lim —* =1,
n—oo QA
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Megoldhatjuk a feladatot kozvetleniil a definicié alapjan vagy a ,,rendoérelv” segit-
ségével is.

(n+1)? n? }2 _ n? (n+1)>?

1Y 1
<n—|—x+§> =n2—|—2xn—|—n+x—|—§;

1 1
n2+z2+Z+2nx+x+n:n2+2nx+n+x+7,

2
amelybdl rendezés utdn: x2 :;11 — = %; Lo = —%. A kapott két sorozat:
2 2_

bn:n;n,hax:%,vagybn:n2n,hax:f%.

Megjegyzés: mindharom sorozat a haromszogszamok sorozata, csak a kezdGelemben
kiilonboznek:
{an} =3,6,10,15,21,...; {bn}, =1,3,6,10,15,21...; {bn}, =0,1,3,6,10,15,21... .

6. a) Milyen szdmjeggyel kezdédik a 162°%2 a tizes szdmrendszerben felirva és
mi az utolso két szamjegye?

b) Igazoljuk, hogy 22923 4+ 1 oszthato 43-mal. (16 pont)

Megoldas. a) Meghatdrozzuk a szdm normélalakjat:
162022 = 4. 10™;
1g 162922 = 1g(A - 10™);
2022 -1g16 =1g A+ n,
2434,730605 =1g A + n,

amelybdl n = 2434 és 1g A = 0,730 605. Az elézéek alapjan A = 102730605 ~ 538
tehat 162922 x 5,38 - 102434, azaz a szdm elsé jegye 5. A 16 pozitiv egész kitevaji
hatvanyainak utolsé szamjegye mindig 6, az utolso el6tti pedig periodikusan ismét-
16dik a kovetkezd szabdly szerint: 16°% = ...76, 16°#+1 = .. 16, 16°%+2 = .. .56,
16°F+3 = .96 és 16°F+4 = .. .36, k € ZT. Mivel 2022 = 5 - 404 + 2, ezért a 162022
szam 56-ra végzodik.

b) 2023 = 7-17% = 7- 289, tehat

289 L 1289 _ 19g289 | 1289 _

92023 | q (27)
= (128 +1)(128%88 — 128787 . 4+ ... — 128 + 1) = 129 - (egész szdm) =
=343 (egész szém),

ezzel az allitast igazoltuk.

Megjegyzés: itt az a™ +b" = (a+b) (a”_1 —a" ?b+a" Lk a0
azonossagot hasznaltuk, ahol n pozitiv paratlan szam.
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7. Két kozépiskola sakkbajnoksdgot rendezett gy, hogy a versenyzdék elészor
a sajdat iskoldjukon belil lebonyolitott hdziversenyen wettek részt, melynek sordn
mindenki mindenkivel eqy partit jdtszott. Ezutdan kerilt sor az iskoldk egymds ellens
kiizdelmére, ahol minden versenyzé a mdsik iskola mindegyik versenyzdjével egy
mérkdzést vivott. Az eqymds elleni mérkdzések szama éppen annyi volt, mint a két
hdziversenyen dsszesen.

a) Iskoldnként hdnyan wvettek részt a bajnoksdigban, ha az egyikben kétszer
annyian indultak, mint a mdsikban?

Két rivdlis asztalitenisz csapat ugy donti el, melyikik a jobb, hogy kivdlaszt-
jak sajat maguk kozil a legjobbat, majd a két legjobb megkiizd egymdassal a cimért.
A csapaton beliili kivdlasztdas un. egyenes kieséses rendszerben torténik, amelyben
manden forduld el6tt pdrokba sorsoljik a résztvevdket. A pdr jdtszik eqy mérkdzést,
a gydztes tovabbjut a kovetkezd forduldba, a vesztes kiesik. Akinek a sorsoldskor nem
marad pdr, mérkézés nélkil jut a kévetkezd forduldba. A pingpongban nincs don-
tetlen, az utolsd mérkézés gybztese lesz a csapat legjobbja. Osszesen 24 mérkézést
jatszottak, mire kiderilt, hogy melyik csapat lett a gydztes.

b) Hdny jdtékos nevezett a versenyre az egyik, illetve a mdsik csapatbdl, ha
az eqyikben ottel kevesebben voltak, mint a mdsikban? (16 pont)

Megoldés. a) Tegyiik fel, hogy az egyik iskoldbdl n, a mésikbdl 2n tanuld
n) _ n(n—1)

nevezett a versenyre. Az elsé iskola héziversenyén (2 >

-1 R ) . . . . ;
ny % mérkézés volt, az egymas elleni partik szama pedig n - 2n, igy

, mig a masodikban

2
felirhatjuk az

nn—1)  2n(2n-—1)

5 + 5 =2n% neZ"

egyenletet. Rendezve n? — 3n =0, ahonnan n = 3. Az egyik iskoldbdl hérman,
a masikbol hatan vettek részt a bajnoksigban.

Ellendrzés: (3) =3 6s (5) =15, igy 3+ 15=3-6.

b) Elbszor belatjuk, hogy az egyenes kieséses bajnoksdgban n induld esetén
n — 1 mérkozést jatszanak, mire megkapjak a gy6ztest. Létesitsiink kolcstnosen
egyértelmi megfeleltetést egy adott meccs vesztese és a mérkdzés kozott. Minden
mérkozésnek egy és csak egy vesztese van, minden kiesd jatékos pontosan egy mér-
koézésen vesztett, tehat, ha minden veszteshez hozzarendeljiik azt a mérkdzést, ame-
lyiken kikapott, létrehoztuk a kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést. Mivel a gy6z-
tesen kiviil mindenki vesztes, ezért n — 1 vesztes, azaz n — 1 mérkdzés volt a baj-
noksdgban. Ezek utdn jeloljiik az egyik csapat létszémat (x — 5)-tel, a mdsikét
x-szel, ekkor az egyik csapat héziversenyén (x — 5) — 1, a mésikén x — 1 mérkbzést
jatszottak, ha ezek osszegéhez hozzdadunk 1-et (a dontét), akkor megkapjuk a baj-
noksdgban 6sszesen lejatszott mérkdzések szdmat. (v — 6) + (v — 1) + 1 = 24; ebbél
x = 15, tehat az egyik csapat 10, a méasik 15 jatékossal vett részt a bajnoksdgban.

Fllendrzés: 9+ 14 + 1 = 24.
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8. Egy szdmtani sorozat elsé ot tagjanak dsszege 30; a sorozat elsé, mdsodik és
negyedik tagja eqy mértani sorozat hdrom szomszédos eleme.

a) Mennyi a szdmtani sorozat elsd tagja és kilonbsége?
Egy mértani sorozat tagjaira fenndll, hogy a1 + a3z +as = 182 és as + a4 = —60.

b) Hatdrozzuk meg a sorozat elsd tagjdt és hanyadosdt. (16 pont)

Megoldés. a) A sorozat harmadik tagja legyen z, ekkor a tagok rendre x — 2d;
x—d; x; x+d; x+ 2d, sszegiik bx = 30, tehat x =6. A 6 —2d; 6 —d; 6+d
egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai, ezért (6 — d)* = (6 — 2d)(6 + d), ebbdl
rendezés utdn 3d(d — 2) = 0 kovetkezik, ahonnan d; = 0; do = 2. Az elsé esetben
a1 = 6, a masodikban a; = 2.

Ellendrzés: a szamtani sorozat els6 6t tagja: 6;6;6;6; 6, illetve 2;4;6;8; 10.

b) ar + a1¢® + a1q* = 182 és ayq + a1q®> = —60. Ekkor

ar(1+¢*+¢*) 182

ai(g+¢®) 60’
amelybdl rendezés utan az
30¢* + 91¢® +30¢*> +91¢ +30 =0

negyedfoki egyenletet kapjuk. Ezt visszavezethetjiik masodfokira, ha mindkét ol-
dalét elosztjuk a nem nulla ¢2-nal:

, 1 1
30 (¢ +— ) +91(qg+ =) +30=0.
q q
Legyen q + % = A, ekkor
1 1 1
A2:q2+2q7—|——2, azaz q2+—2:A2—2.
qa g q
Az egyenlet:

30(A2 —2)+914+30=0, 3042+ 914 —30=0.

Ao = %35109, Ay =q+ % = —13—0 és Ay =q+ é = 1—30 Ez utébbinak nincs valds
gyoke, az els6bdl pedig g1 = —3 és g = —% szarmazik. A sorozat elsé tagja a;; = 2

vagy a1, = 162.
Ellendrzés. Az egyik sorozat 2;—6;18; —54;162, a mésik ugyanez, forditott
sorrendben. Ekkor 2 4+ 18 + 162 = 182; —6 + (—54) = —60.

9. Az ABCD téglalap dtloi 30°-0s szdget zdarnak be eqymdssal.
a) Mekkora az AB és BC oldal, ha AC' =12 cm?

b) Milyen messze van a B csics az AC dtlotol?
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Egy KLM N téglalap LN dtldja a téglalapot két derékszdgii hdromszogre bontja.
A KLN hdromszog K-bél induld magassdga, belsd szdogfelezdje és sulyvonala legyen
rendre m, f, s.

¢) Mekkora széget zdr be egymdssal az LN dtlé és a KL oldal, ha 3f? = 2ms?

(16 pont)
D C Megoldas. a) Az ABC derékszogil
12 cm haromszégben a CAB< =15° ezért
30° b sinl5° = 1—b2 és cos 15° = {5, amelyekbdl
15° J a=11,59 cm; b = 3,11 cm.
A a B

b) Az atlok felezik egymdst, tehat a félatld 6 cm. Az 4tlék metszéspontja,
a B pont és az m szakasz AC-re esé végpontja egy olyan derékszogli haromszoget
alkot, amelynek az m-mel szemkozti hegyesszoge 30°, igy sin 30° = % —m=3cm.
A B pont 3 cm-re van az AC atl6tol.

¢) Az OTK derékszogli hdromszogben sin 2« = %, m=s-sin2a. Az OFK
héromszogben irjuk fel a szinusztételt:
f sin 2« V2 sin 2

Lo s

s sin(135° — «) cosa +sina’

) 45°] [
K L

majd helyettesitsiik be ezeket a feladatban megadott képletbe:

( V2 sin 2a °
3-s—

- =2-5-8in2a- s,
coS & + SIin &

3sin 2c
- 5 =1
(sina + cos @)

3sin 2a = sin® @ + 2sina cos a + cos? o,

3sin2a = 1 + sin 2a.

Rendezve: 2sin2a =1, sin2a = % — 2a = 30°, oy = 15°, vagy 2a = 150°,
as = T75° Az LN 4tlé a KL oldallal 15°-0s vagy 75°-0s szbget zar be.

Németh Laszlo
Fonyéd
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Matematika feladatok megoldasa

B. 5109. Legyen
x1=2, x2="T7, Xpy1 =4z, —xp—1 (n=2,3,...).

Van-e négyzetszam ebben a sorozatban?
(6 pont)
Javasolta: George Stoica (Saint John, Canada)

Megoldas. Prébaljunk meg kozvetlen képletet adni a sorozat tagjaira. Ehhez
eloszor keressiik a rekurzié megoldasat xz,, = ¢" alakban. Ekkor a megadott képlet
szerint

qn _ 4qn71 o qn72,

q”’z(q2 —4g+1)=0.

Mivel q # 0, ezért a ¢ — 4q+ 1 = 0 egyenlet gyokeire lesz sziikségiink. (Azt szoktuk
mondani, hogy a sorozat karakterisztikus polinomja* x? —4x+1.) A polinom gyokei
24+/3 és 2— \/3, tehat az x, = 4x,_1 — T,_o rekurziét az x, = (2 + \/3)” és
az T, = (2 -3 )n sorozatok is kielégitik, és ezek barmilyen linearis kombinécidja:
Ty = a(2 + \/g)n + b(2 — \/g)n, ahol a és b értéke tetszOleges. Nekiink azonban
adott a sorozat els6 két eleme is, tehat nem minden a és b érték lesz megfelels.
Keressiik meg a megfelel6 a, b értékeket.

A rekurziét visszafelé alkalmazva adédik, hogy xzg =1, igy 1 = a + b. Mivel
r1=2,2=0a(2+V3)+b(2—-V3)=2(a+b)+V3(a—0b) =2+ 3(1-2b), igy
0=+v3(1-20) = b= % =a= % Teh&t a sorozat n-edik eleme

1 n n
o= 5((2+V3)"+(2-V3)").
A rovidség kedvéért innentdl legyen o = 2 + /3, B = 2 — /3. Megjegyezziik,

hogy a3 = 2% — \/§2 = 1. A sorozat elemeire kapott képlet szerint:

a3k +53k B (ak)3 + (51@)3 B (ak +/@k)(a2k —akpgk +sz) B

2 2 2

T3k

ak—l-ﬁk.
2

* Lésd a Megjegyzést a megoldas végén.

(Osz -1+ ﬁQk) =Ty - (290% — 1).
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Megmutatjuk, hogy itt
(1) (g, 2wo — 1) =1:
(g, w2 — 1) | Qap, 220 — 1) = (o + ¥, 0 — o B" + 52F),
12y
(25, 22 — 1) | ((ak +I8k)2,a2k VY +62k) _
_ (a2k 420k 8% 4 g2* a2k — ok gk +52k) _
_ (Sak6k7a2k — g 4 BZk) _ (3)a2k —akph +52k) — (3, 2205 — 1).

Tehat ez a legnagyobb ko6z6s oszté 1 vagy 3 lehet. Megmutatjuk, hogy nem
lehet 3. A sorozat elemeinek mod 3 maradéka a kovetkezd mintdt mutatja (zq-val
kezdve): 1;2;1;2;... . Ez a ciklus 6rokké ismétlddik, mert a sorozat rekurziv. Vagyis
xoi-nak a 3-as maradéka mindig 1, tehdt 2x9; — 1 =1 (mod 3). Ezzel belattuk
(1)-et.

Ha van négyzetszam a sorozatban, akkor annak a sorszama biztosan oszthatd
3-mal. Tekintsiik ugyanis a sorozatot mod 5: 1;2;2;1;2;2;1;2;2;.... A sorozat
rekurzivitasa miatt ez a ciklus 6rokké folytatédik. Azonban egy négyzetszam 5-tel
osztva csak 0, 1 vagy 4 maradékot adhat.

Tegyiik fel, hogy a sorozatban legel6szor szerepl6é négyzetszam az xs,,. Ekkor
T3m = T, + (229m — 1). De a szorzat két tényezdje (1) miatt relativ prim, igy mu-
sz4j, hogy kiilon-kiilon is négyzetszamok legyenek. Ekkor z,, is négyzetszam, ami
ellentmond a fenti feltevésiinknek.

Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. Nem nehéz beldtni a kovetkez6t. Tegyiik 6], hogy egy (xr)r=o0,1,2,...
sorozatot az

Ttk = Ak—1Tntk—1 + Qk—2Tntk—2 + ...+ A0Tn
linedris rekurzidval (és elsd k elemének megadédsdval) definidlunk, ahol ao,a1,...,ar—1
adott konstansok. Ha az 2" — ap_12" ' —ar_22" 2 — ... —ag polinomnak (a rekurziéhoz
tartozé karakterisztikus polinomnak) k kiilonb6z6 gyoke van: 81, B2, . . ., Bk, akkor 1éteznek
olyan ¢, ca, . .., c, konstansok, amelyekkel a sorozat t-edik elemét (minden ¢-re) az explicit
2t = c18) 4+ c18) + c2B5 + ... + cxBi alakban kaphatjuk meg.

28 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 6 versenyzd: Baski Bence, Fiiredi Erik

Benjamin, Lengyel Adédm, Lovas Madrton, Seres-Szabé Marton, Tiderenczl Déniel.
4 pontos 1, 3 pontos 3, 2 pontos 14, 1 pontos 3, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 5226. Egy hdromszig mindhdrom oldaldnak hossza legfeljebb 2 egység. Min-
den csucspart dsszekotink egy-eqy olyan korivvel, amely egy-eqy egységsugari kor-
nek a félkornél nem hosszabb ive. Igazoljuk, hogy

a +b >2d/3,
ahol d', b, ¢ a kérivek hosszdt jeldli.
(5 pont)
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I. megoldas. Az egységsugaru korben nagyobb hirhoz nagyobb iv tartozik,
ezért ha a haromszogben a vagy b nagyobb, mint ¢, akkor az egyenldtlenség nyilvan
teljesiil. Feltehetd tehat — az egyenlStlenség a’-re és b'-re, és igy a-ra és b-re vald
szimmetriaja miatt — hogy a < b < c.

Hasznaljuk az dbra jeloléseit és legyen az A és
B csucsokhoz tartozé koriv kozéppontja D, az A
és C' csucsokhoz tartozoé E, végil a B és C csu-
csokhoz tartozoé F. Legyen a BFC< = 2«, ahol
0 < 20 < 2m. Ekkor a BFC egyenl6 szari harom-
szogben (BF = FC = R =1) az F-bél indulé ma-
gassagot behtizva két egybevagd, derékszogii harom-
szoget kapunk, melyekben sina = %—/5 = a/2, ami-
bél a = 2sin a kovetkezik. Hasonléan b = 2sin 3 és
c=2sinvy.

A héromszog-egyenl6tlenség miatt tudjuk, hogy a + b > ¢. Ebbe behelyettesit-
ve a kapott értékeket: 2sina 4 2sin 8 > 2sin+y, tehdt sina + sin 5 > sin~y. Mivel
az egységsugaru korben nagyobb hirhoz nagyobb koézépponti szog tartozik, ezért
2026 <2y ésigya< <.

Az egységsugaru kor kertilete 2. A P és (Q végpontok kozé hizott O kodzép-
ponti révidebb koriv hosszat a POQ szog segitségével szamithatjuk ki:

POQ<«
iv hossza = keriilet - @ ,
hiszen 27 a teljes szdg. Igy az a’ {v hossza
o - BECS — 94,
s

Ugyanigy a b iv hossza AEC< = 23, valamint a ¢’ {v hossza ADB< = 2v. Igy
a bizonyitandé allitas a kovetkezdvel ekvivalens:

2a+26>2/3-27.
Osztva 2-vel azt kapjuk, hogy o+ 5 > 2/3 - .

Mivel 7/2 > 7, ezért o+ 8 > 7/3 esetén biztosan teljesiil az egyenlétlenség.
fgy elég azt az esetet vizsgdlni, amikor o + 8 < /3.

Jeloljiik innentél kezdve (a4 )-t 2¢-vel, 0 < 2 < /3. Igy azt kell beldtnunk,
hogy 2¢ > 2/3 - ~, azaz 3¢ > 7. Mivel a [0, 7/2] intervallumon a szinusz fiiggvény
szigorian monoton néd és 3p és v is ezen az intervallumon belill van, ezért ez
az egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, amikor a sin (3p) > sin~y egyenlétlenség.

Ha beldtjuk, hogy sin (3¢) > 2sinp és 2sinp > sin+y is fennéll, akkor kész
vagyunk.

Lassuk be el6szor, hogy 2sin ¢ > sin~y. Belattuk mar, hogy sin a+sin 8 > sin~y
és mivel a [0,7/2] intervallumon a szinusz fiiggvény konkdv, ezért a Jensen-
egyenlétlenség miatt 2sin ((o+ )/2) > sina +sin 3, hiszen a és 8 ebbe az in-
tervalluma tartozik. Emiatt azt is biztosan tudjuk, hogy 2sin ((o + f8)/2) > sin~,
ahol a +  helyére (2¢)-t beirva 2sin ¢ > sin~y.
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Most pedig lassuk be, hogy sin (3<p) > 2sin @, ha teljesiilnek ¢-re a feltételek,
azaz 0 < o < 7/6. Az addicids tételekbdl sin (3¢p) = 3sin ¢ — 4sin® @, amit az egyen-
16tlenségbe befrva 3sin ¢ — 4sin® ¢ > 2sin . Ezt dtrendezve: sin ¢ > 4sin® o, amit
sin ¢ > 0-val egyszerfisitve 1 > 4sin? ¢. Most gyokot vonva mindkét oldalbél azt
kapjuk, hogy 1 > 2siny, ami 0 < ¢ < 7/6 esetén igaz, hiszen 7/6-nél egyenléség
all fenn, 0-t6l 7/6-ig pedig a szinusz fiiggvény szigorian monoton né. Ezzel beldt-
tuk, hogy sin (3¢) > 2sin ¢.

Tehat sin (3¢) > 2sin és 2sing > sin~y is igaz, vagyis sin (3p) > sin~. Igy
mindig teljesiil az o+ 3 > 2/3 - v egyenlétlenség, azaz o’ + b > 2/3 - ¢'. Belattuk
az &llitast, o' + 0 > 2¢//3.

(A feladat feltétele, hogy a hiromszog oldalai legfeljebb 2 egység hosszuak,
csak arra kellett, hogy tudjuk, hogy létezik minden oldalhoz egység sugaru koriv.)

Méricz Benjdmin (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. El6szor is idézziik fel, hogy az arkuszszinusz fiiggvény™* a [0, 1]
intervallumon konvex, azaz barmely x1, 25 € [0, 1] esetén

arcsin x1 + arcsin xo . T+ X9
5 > arcsin 5 .

Mésodszor megmutatjuk, hogy arcsinz > arcsin(2z)/3 minden 0 < z < 1/2
esetén. A 0 <z <1/2 feltételbdl azonnal kovetkezik, hogy x > 423. Ebbdl
3z — 4x3 > 2z, és felhasznalva a j6l ismert sin 3¢ = 3sin ¢ — 4sin® ¢ azonossagot
kapjuk, hogy

sin (3 arcsin ) = 3sin (arcsin ) — 4( sin (arcsin a:))3 =3z —42® >

> 2x = sin (arcsin 2x).

Mivel az arkuszszinusz szigortian monoton névé, igy 3arcsinz > arcsin 2z kovetke-
zik, ahogy allitottuk.

A Ezutan ratériink a feladat megoldasara. Legyenek
az oldalak rendre 2a, 2b és 2¢, és tegyiik fel, hogy
a berajzolt korivek hossza rendre 2a, 28 és 2v, azaz
az oldalak a korivek kozéppontjaibdl rendre 2«, 20
és 2y szog alatt latszanak (ha a kozéppont illeszkedik
valamely oldalra, akkor a megfelel 14t6szog 7). Ekkor

sina=a; sinf=0b; siny=c.
Igy a bizonyitandé 2o + 28 > 4y/3 4llités az

2
arcsin a + arcsinb > 3 arcsin ¢

*https://hu.wikipedia.org/wiki/Szégfiiggvények#Inverz_fiiggvények
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ekvivalens alakban irhaté. Felhaszndlva az a + b > ¢ haromszog-egyenlétlenséget,
valamint az arkuszszinusz fiiggvény mar emlitett szigori monotonitasat és konve-
xitasat adédik, hogy

. . . (a+b . /c 2 .
arcsin a + arcsinb > 2 arcsin — > 2 arcsin (5) > 3 arcsin c,

ahol az utolsé becslésnél a maésodik el6rebocséjtott észrevételiinket hasznaltuk
(valamint a 0 < ¢/2 < 1/2 nyilvdnvalban teljesiilé osszefiiggést). Ezzel az allitast
belattuk.

29 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 17 versenyz6: Bényei Borisz, Chrobdk Gergd,
Diaconescu Tashi, Duchon Marton, Farkas Izabella, Fazokdn Marcell, Kalocsai Zoltén,
Lovas Marton, Mohay Lili Veronika, Méricz Benjamin, Nagy Levente, Németh Marton,
Szakacs Abel, Szanyi Attila, Tarjin Bernat, Wiener Anna, Zémbik Barnabds. 4 pontos 1,
3 pontos 2, 2 pontos 3, 1 pontos 3, 0 pontos 3 dolgozat.

B. 5244. Hatdrozzuk meg azokat az n > 4 egész szamokat, melyekre minden
n-nél kisebb k dsszetett szamra (k,n) > 1.

(5 pont) Javasolta: Rdka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Ha egy ilyen n szdm nagyobb p2-nél, ahol p egy pozitiv primszim,
akkor oszthaténak kell lennie p-vel, kiilonben (p?;n) = 1 lenne. Mivel n > 4, ezért
biztosan paros, kiillonben a 4-gyel relativ prim lenne.

Ha 3-mal nem oszthaté a keresett szam, akkor 32 = 9-nél kisebbnek kell lennie,
valamint 4-nél nagyobb és péros, ezért ez csak a 8 lehet.

Ha 3-mal is oszthaté a szédm, de 5-tel nem, akkor 52 = 25-nél kell kisebbnek
lennie, vagyis, mivel 2 - 3 = 6-tal oszthatd, ez a szdm a 6;12; 18 és a 24 is lehet.

Ha a szdm 5-tel is oszthaté, de 7-tel nem, akkor 72 = 49-nél kisebb és 2-3-5 =
= 30-cal oszthatd, vagyis csak a 30 lehet.

Ha 7-tel is oszthatd, de 11-gyel nem, akkor 30 - 7 = 210-zel oszthatd, ugyanak-
kor 112 = 121-nél kisebb, igy nem kapunk megoldést, mivel ilyen pozitiv szdm nem
létezik.

Tovabbmenve sem taldlunk megfeleld szamokat, mivel azt a szamot, amellyel
n-nek oszthaténak kell lennie, mindig egyre tobbszordsére, most példaul 11-szere-
sére novelnénk, mig a kovetkez6 primszam négyzete legfeljebb négyszerese az el6z6-
ének. Ennek beldtasahoz felhasznédljuk Csebisev tételét, miszerint egy egész szdm és
kétszerese kozott mindig van prim, vagyis a kovetkez6 prim az el6z6nek legfeljebb
kétszerese, igy a négyzete legfeljebb négyszerese az €l6z6 primszam négyzetének,
ezért nincs tobb megoldds. Megmutattuk, hogy csak a 6;8;12;18;24;30 szamok
felelnek meg a feladat feltételeinek.

Szakdcs Abel (Budapest, Jedlik Anyos Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 59 dolgozat érkezett. 5 pontos 42, 4 pontos 5, 3 pontos 5, 2 pontos 4 dol-
gozat. 1 pontot 1, 0 pontot 1 versenyzé kapott. Nem szdmitjuk a versenybe a sziiletési
datum vagy a sziiléi nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.
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I_ _I A K pontversenyben Kkitiizétt gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak

E o (739-743.)

K. 739. Fiilop a kovetkezd megfigyeléseket tette az 6sz egy idészakaban:

1. A megfigyelt id6 alatt 11 napon esett az es6.
2. EsOs délel6ttot mindig napos délutan kovetett.
3. Osszesen 9 délelétt és 12 délutéan volt napos idé.

Hény napon nem esett egyéltalan?

K. 740. Egy 3 x 12-es téglalapot szeretnénk lefedni 12 db 1 x 3-as téglalappal.
Hényféleképpen tehetjiik ezt meg?

K. 741. Induljunk ki az 1,2, 3,4,5,6,7,8,9 szamokbdl. Egy lépésben kivalaszt-
hatunk két szamot, amelyeket 1-gyel megnoveliink. El lehet-e néhany 1épésben érni,
hogy mindegyik szam a 10-es legyen?

K/C. 742. Dani most tanulja az angol dbécét, és el is mondta az elsé nyolc
bettijét (A, B, C, D, E, F, G, H), csak némileg rossz sorrendben. A nyolc bet{ibél
csak 6t6t mondott jél (annyiadik betiiként, ahdnyadik az ABC-ben). Hany ilyen
kiilénb6z6 sorrendje van ennek a nyolc betiinek?

K/C. 743. Az ABCD téglalap BC oldaldnak felez6pontja E, CD oldaldnak
D-hez kozelebbi harmadolépontja F. Az AE szakasz felezopontja G, az EF sza-
kasz E-hez kozelebbi harmadolépontja pedig H. Hanyadrésze az F'GH haromszog
tertilete az ABCD téglalap teriiletének?

*

Bekiildési hatarid6: 2022. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(742-743., 1738-1742.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 742. A szovegét lasd a K feladatokndl.

K/C. 743. A szovegét lasd a K feladatoknél.
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Feladatok mindenkinek

C. 1738. Egy természetes szamot nevezziink kiegyensulyozottnak, ha tizes szam-
rendszerben felirva éppen annyi szamjegye van, ahany kiilonb6z6 primosztéval ren-
delkezik. Példaul a 21 kiegyensilyozott, de a 42 nem. Igaz-e, hogy végtelen sok
kiegyensulyozott szam van?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)

C. 1739. A valés szdmok halmazdnak leheté legb6vebb részhalmazan értel-

mezziik a kovetkez0 fiiggvényeket: f(z) =z +5, g(z) = % és h(z) =[x +3].

Hatdrozzuk meg a hdrom fiiggvénygrafikon kézos pontjainak koordinatait ([a] az a
valos szdm egészrészét jelenti, vagyis azt a legnagyobb egész szamot, amely nem
nagyobb a-nél).

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1740. Az ABC D paralelogramma CD oldalén felvessziik a P bels6é pontot,
a CD-vel parhuzamos AB oldalon a @ bels6é pontot. A PA és QD szakaszok
metszéspontja M, a PB és QC szakaszok metszéspontja N.

Tegyiik fel, hogy MN }f AB, és M N a C'D egyenesét az X, AB egyenesét az Y’
pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy DX = BY'.

(Amerikai versenyfeladat)

Feladatok 11. évfolyamtél

C. 1741. Az ABCD konvex négyszog AC és BD atléinak metszéspontja M.
Lehetséges-e, hogy az ABM, BCM, CDM, DAM haromszogek teriilete ebben
a sorrendben egy

a) nemkonstans szdmtani sorozat,

b) nemkonstans mértani sorozat
kozvetlen egymas utdni négy tagja?

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1742. Tekintsiik a kovetkez§ (a valds szamok halmazanak leheté legb6vebb
részhalmazdn értelmezett) fiiggvényeket:

fole) = 2 valamint fu(2) = fo(fur(2)),

minden n pozitiv egészre. Szamitsuk ki fop22(2022) értékét.
(Kanadai feladat)

*

Bekiildési hatarid6: 2022. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5270-5277.)

B. 5270. n? darab egységnyi oldalti sza-
bélyos haromszoghdl egy n egység oldalu

haromszoget allitottunk Ossze, és a kis hé- 3
romszogeket felvaltva sotétre és viladgosra 6 8
szineztiik. A haromszogekbe beirtuk sorban

az 1,2,3,...,n? szémokat az dbra szerint. 11 A\13 A 15
Mennyi a sotét haromszogekbe irt szamok

.. 2 18 AN\20 M 22 M\ 24

Osszege’ A & A é é

o) AANAENA
Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd) . .

B. 5271. Legyen ABC olyan egyenl szari derékszogli haromszog, amelyben
a C cstcsndl van a derékszog. Jeloljitkk ki az AB oldal belsejében az A’, a BC
oldal belsejében a B’ és a C'A oldal belsejében a C’ pontokat tgy, hogy az A’B'C’
haromszog hasonlé legyen az ABC haromszoghoz.

Mutassuk meg, hogy az AB oldal felezOpontja, az A’'B’ szakasz felezOpontja
és a C pont egy egyenesre esik.

(3 pont) Javasolta: Hajdu Endre (Sopron) és Hujter Mihdly (Budapest)

B. 5272. Egy bolha a koordindtarendszer (a,b) pontjabdl indul, ahol a, b pozitiv
egészek. Egy-egy ugrédssal balra vagy lefele mozog egységnyit. Addig ugral, amig el
nem éri az x vagy az y tengelyt. A lehetséges ugrassorozatok hanyadrésze végzodik
az x tengelyen?

(4 pont) Meljin David (Kecskemét) 6tletébol
B. 5273. Kijeloljiik az ABC egyenl6 oldalt haromszog AB oldalan a D, a BC

oldalan pedig az F pontot ugy, hogy BCD< = 45° és CDE< = 30°. Mutassuk
meg, hogy BE = 2AD.

(4 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhéza)

B. 5274. Az a < b pozitiv egészek szorzata négyzetszam. Mutassuk meg, hogy
van olyan x pozitiv egész, amelyre a < 22 < b.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5275. Van-e olyan irraciondlis a szdm, amelyre a3 racionalis?
(5 pont) Javasolta: Hujter Balint (Budapest)
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B. 5276. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész k szam létezik,
amelyre 2* szdmjegyeinek Osszege

a) kisebb;

b) nagyobb,
mint 2*1 szdmjegyeinek Gsszege.

(6 pont) Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)

B. 5277. Az ABC haromszogbe irt kor kozéppontja I. A BC A koriv felezs-
pontja F'| az F'I egyenes a koriilirt kort mésodszor az M pontban metszi. Mutassuk
meg, hogy a C M egyenes atmegy a beirt és a koriilirt kor kiilsé hasonlésagi pontjan.

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2022. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

*

| < |
| |

A. 836. Minden i € N esetén legyen A;, B; és C; hiarom véges és paronként
diszjunkt részhalmaza N-nek. Tegyiik fel, hogy N minden, A, B és C halmazokbdl
allé particidjahoz létezik ¢ € N gy, hogy A; C A, B; C B és C; C C. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor 1étezik véges S C N is, melyre N minden A, B és C' halmazokbdl
allé particiéjdhoz létezik i € S gy, hogy A; C A, B, C B és C; C C.

Az A pontversenyben Kkitlizott
nehezebb feladatok
(836-838.)

Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

A. 837. Az A1 Ay A3 Ay tetraéder minden éle érint egy G gombot; az A; csicsbdl
a G-hez hizott érint6szakasz hossza legyen a;. Mutassuk meg, hogy

4 2 4
1 1
(a)=2(X%)
i=1 =1 7
Javasolta: Vigh Viktor (Szeged)
A.838. Az X C Z* ésY C Z* halmazokat bajtarsiasnak nevezziik, ha minden
pozitiv egész n el6all n = xy alakban, ahol z € X és y € Y. Jelsljiik X (n)-nel és

Y (n)-nel azt, hogy az X és Y halmazoknak hany eleme van az els§ n pozitiv egész
kozott.
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Legyen f: Z1t — RT egy tetszbleges végtelenbe tarté fiiggvény. Bizonyitsuk
X(n) , Y(n)
= 6s —
tartanak, és tetszbleges € > 0-ra létezik olyan n € Z*, hogy

be, hogy 1éteznek olyan X és Y bajtarsias halmazok, hogy is a 0-hoz

min { X (n),Y (n)}
f(n)

<E.

%

Bekiildési hataridé: 2022. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

*

m Informatikabdl kittizott feladatok

I. 574. Egy hosszu polcon dobozok helyezkednek el sorban egymés mellett,
melyeket pozitiv egész szamok azonositanak. Egy robot képes arra, hogy a polcrdl
levegyen egy dobozt, képes arra, hogy magandl tartson egy dobozt, és képes arra,
hogy a polcon egy iires helyre elhelyezze a maganal tartott dobozt. Ezenkiviil
a robot a polc elejétdl a végéig tud mozogni elére és vissza, akar ugy is, hogy dobozt
hoz magéval, valamint képes arra, hogy mozgas kézben egy polcon 1évé dobozt egy
szomszédos iires helyre toljon at. A robot rendezé algoritmusa a kovetkezdk szerint
vezérli a robotot:

1. Elindul a polc elejétol, és ha van olyan doboz, amely nagyobb azonosité szam-
mal rendelkezik, mint az utana kovetkez6 doboz, akkor azt leveszi a polcrdl.

2. Mozog tovabb a polc vége felé, mikdzben tartja a kivett dobozt, és minden
olyan dobozt a polc eleje felé tol a szomszédos iires helyre, amely kisebb
azonosité szamu, mint az a doboz, amit a kezében tart.

3. Ha talal olyan dobozt, amely nagyobb azonosité szamu, mint a kezében tartott
doboz, akkor azt mar nem tolja a polc eleje felé, hanem az azt megel6z6 tires
helyre leteszi a maganal tartott dobozt. Ezutan visszatér a polc elejére, ahol
az 1. pont szerint kezdi ismét a miikodését.

4. Ha a polc elejétol indulva nem talal olyan dobozt, amely nagyobb azonosité
szammal rendelkezne, mint a kdvetkezd doboz, akkor abbahagyja a rendezést,
mivel a dobozok az azonosité szamok szerint névekvo sorrendben vannak.

Készitsiink programot, amely adott dobozok esetén megadja, hogy a robotnak
hanyszor kell levennie dobozt a polcrdl, illetve hanyszor kell egy hellyel odébb tolnia
dobozt!
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A program a standard bemenet els§ sorabdl olvassa be a dobozok N szdmat
(2 < N <£20), majd a mdsodik sordbdl a dobozok azonosité szdmét, N darab
kiilonb6z6 pozitiv egészet. A program a standard kimenet egyetlen sordba irja ki,
hogy hanyszor kellett a robotnak a rendezés soran levennie egy dobozt, illetve
hanyszor kellett egy szomszédos helyre odébb tolnia egy dobozt.

Példdk:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
4 /3674 2 2
6 /845931 6 11
8/561973102 12 13

Bekiildendo egy tomoritett 1574.zip allomanyban a program forrdskddja, va-
lamint a program révid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldés rovid leiré-
sat, és megadja, hogy a forrasallomény melyik fejleszt6i kornyezetben fordithatd.

1. 575. Egy kiszamoldban tiz ember all korben, és a kovetkezd szabalyok szerint
jatszanak:

1. El6szor mindenki gondol egy négyjegyi egész szamra. Ezutan a jaték mene-
tekbdl all addig, amig valakinek 0 nem lesz a szama. Ekkor 6 a kiszamold
nyertese.

2. Az els6 menet el6tt véletlenszertien kisorsolnak egy jatékost a 10-bol, 6 lesz
az els6 menetben a ,,szamold”.

3. A szdmolé” megnézi a szdmdanak utolsé szamjegyét (legyen ez k), és szamol
sajat magatdl indulva k 1épést a korben el6re, igy kiszdmolja a koévetkezo
korben ,,szamol6” jatékost. Ha k értéke 0, akkor ismét 6 lesz a szamold. Ezutédn
elhagyja a sajat szadméanak utolso jegyét, és az igy kapott szdm az 6 szama.

| A B G D E B G H | J K |
1 1. jdtékos 2. jatékos 3. jatékos 4. jatékos 5. jatékos 6. jatékos 7. jitékos 8. jitékos 9. jatékos 10. jatékos
2 1. menet 5817 6332 8987 2139 4965 4547 8127 3720 8095 4322
3 2. menet 5817 6332 8987 213 4965 4547 8127 3720 8095 4322
4 3. menet 5817 6332 898 213 4965 4547 8127 3720 8095 4322
5 4. menet 5817 6332 898 213 4965 4547 8127 3720 8095 432
6 5. menet 5817 633 898 213 4965 4547 8127 3720 8095 432
i/ 6. menet 5817 633 898 21 4965 4547 8127 3720 8095 432
8 7. menet 5817 633 898 21 4965 4547 812 3720 8095 432
&l 8. menet 5817 633 898 2 4965 4547 812 3720 8095 432
10 | 9. menet 5817 633 898 2 496 4547 812 3720 8095 432
11 | 10. menet 5817 633 898 2 496 4547 812 3720 8095 43
12 | 11. menet 5817 63 898 2 496 4547 812 3720 8095 43
13 | 12. menet 5817 63 898 2 49 4547 812 3720 8095 43
14 | 13. menet 581 63 898 2 49 4547 812 3720 8095 43
15 | 14. menet 581 63 898 2 49 4547 812 372 8095 43
16 | 15. menet 581 63 898 2 49 4547 812 37 8095 43
17 | 16. menet 581 63 898 2 49 4547 812 37 8095 4
18 | 17. menet 581 63 89 2 49 4547 812 37 8095 4
19 | 18. menet 58 63 89 2 49 4547 812 37 8095 4
20 | 19. menet 58 6 89 2 49 4547 812 37 8095 4
21| 20. menet 58 6 89 2 4 4547 812 37 8095 4
22 | 21.menet
23 | 22. menet
17— ”
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4. A jéték minden menetében a 3. pontban leirtak szerint jar el a szamlald,
kivéve akkor, ha az ¢ szdma mar egyjegyli. Ebben az esetben a jaték véget
ér, 6 a nyertes.

Szimulaljuk a jatékot tablazatkezeld segitségével az alabbi mintat felhasznalva.
Minden sorban szamitsuk ki az egyes jatékosok szdmadt, illetve jelezziik feltételes
formazassal, hogy ki a szamol6 jatékos. A tablazatban csak az utolsé6 menetig
jelenjenek meg adatok, de a munkafiizet legyen felkészitve a lehetd leghosszabb,
azaz legtobb menetbdl all jatékra is.

A megoldast a tablazatkezel§ beépitett fliggvényeivel készitsiink el, az L osz-
loptdl jobbra segédcellakat hasznalhatunk, de sajat fiiggvényt vagy makrét ne al-
kalmazzunk. A tablazat formazasat a mintdhoz hasonléan alakitsuk ki.

Bekiildend6 egy tomoritett 1575.zip allomanyban a megoldast tartalmazo
munkafiizet és a megoldds rovid leirasat bemutaté dokumentacio.

s

I. 576 (E). A digitdlis kultira emelt szint{i érettségi vizsga gyakorlati feladat-
sordban az adatbazis-kezelési feladatot az XAMPP nyilt forrdskédi webszerver
és adatbdzis-kezel6 rendszerrel kell megoldani. A vizsgdzd SQL-parancsok formajé-
ban kapja meg az adatbézist, a tabldkat 1étrehozé és adatfeltolto eljarasokat. Ebben
a feladatban az érettségihez hasonlé feladatokat kell megoldani, illetve az adatbazis
létrehozasat is nekiink kell elvégezni.

A Nemzet Mivésze dij a legmagasabb miivészi elismerés, amelyet 2014 6ta
osztanak ki. A jelenlegi és a mar elhunyt dijazottakrdl a magyar nyelvii Wikipédia
oldaldn adatok allnak rendelkezésre, amit forrasként haszndlhatunk:
https://hu.wikipedia.org/wiki/A_Nemzet_Miivésze.

Az itt taldlhaté adatok segitségével hozzuk létre azt a nemzetmuvesze.sql
allomanyt, amelyet végrehajtva létrejon az adatbazis, a sziikséges tablak a megfelel
szamu, tipusu, bedllitasu mezdkkel és az adatok feltoltése is megtorténik a tablakba.
Ugyeljiink arra, hogy kiszémithatd, felesleges adatokat ne taroljunk.

A kovetkez6 feladatok megoldé SQL parancsokat rogzitsiik a feladatok végén
zardjelben megadott nevii és .sql kiterjesztésli szoveges allomanyokban. A lekér-
dezésekben pontosan a kivant mezok szerepeljenek, felesleges mezot ne jelenitsiink
meg.

1. Mentsiik le a megadott webcimrol a Nemzet Miivésze-dij adatait.

TetszOleges alkalmazdassal rendezziik at, toroljiik ki a felesleges, illetve egészit-
siik ki a sziikséges adatokkal a tablakat. Hasznalhatunk példaul szévegszerkesztot,
tablazatkezel6t vagy készithetiink sajat programot is. Az atalakitds egyes 1épéseit
més-mas programmal is végezhetjiik. A rendezett adatokat utols6 lépésként TXT
tipusu, tabulatorokkal tagolt UTF-8 kédolasu egyszerii széveges alloményokként
mentsiik, amelyek neve a tédblanevekkel egyezzen meg. Az alloményok elsé sora
tartalmazza a mez6neveket az azonositashoz.

2. Készitslink 1j adatbazist nemzetmuvesze néven. Készitsiik el az adattablakat
az adatbazisban. A létrehozas soran dllitsuk be a megfeleld tipusokat és elséd-
leges kulcsokat! (2nemzet)
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3. Toltsiik be az adattdbldkba az adatokat a szoveges allomanyokbdl!

4. Lekérdezés segitségével irassuk ki, hogy Rubik Erné milyen miivészeti agban
és hény évesen nyerte el a cimet. (4rubik)

5. Készitsiink lekérdezést, amely meghatdrozza, hogy melyik évben adték ki utol-
jara a Nemzet Miivésze dijat. (5utolso)

6. Lekérdezés segitségével adjuk meg, hogy ki a legfiatalabb dijazott és mennyi
id6s a lekérdezés futtatdsdnak pillanatdban. (6fiatal)

7. Lekérdezés segitségével adjuk meg, hogy a jelenlegi dijazottak koziil hanyan
tartoznak az egyes miivészeti dgakhoz. A létszam mellett a miivészeti agak
nevei jelenjenek meg. (7stat)

8. Soroljuk fel lekérdezés segitségével Varga Imrével egyiitt azoknak a nevét, akik
vele azonos évben kaptdk meg a kitiintetést. (8varga)

9. Listazzuk ki azon dijazottak nevét és milivészeti 4gat, akiknek a milivészeti
tevékenysége ebben a korben ritka, azaz kevesebb, mint 5 személynél szerepel
az adatbédzisban. (9ritka)

Bekiildend6 egy tomoritett 1576.zip allomanyban az adatbazist 1étrehozo
szoveges alloméany és a feladatok megoldasat adé lekérdezések.

I/S. 66. Bébel tornyat tobb évszézada folyamatosan épitik, és (a foldszinten
kiviil) mar N emelettel rendelkezik. Hillalum (egy kémfives, akit most vettek fel,
hogy segitsen az épitkezésen) a foldszinten 4ll és felkésziil az akdr tobb hétig tartd
lépcsbézésre, mire feljut a torony legfels emeletére.

Mivel a torony minden emeletén méas-mas turisztikai latvanyossag kapott he-
lyet, Hillalum tudja, hogy egy nap csak D emeletet fog feljebb mészni. S6t, minden
T-edik nap pihenét tart, és egyaltalan nem lépcsozik aznap. Hillalum csak nappal
maészik felfelé, éjszaka azonban a kémiivesek mindig hozzaépitenek még X darab
emeletet a toronyhoz.

Adjuk meg, hogy Hillalumnak hany napba telik, mire feljut a torony legfelsé
emeletére.

A bemenet egyetlen soraban az N, D, T és X szdmok szerepelnek szdkozzel
elvalasztva.

A kimenet egyetlen sordban egy szam szerepeljen, hogy hiny nap alatt jut fel
Hillalum a torony tetejére (vagy -1, ha sosem ér fel a legfels§ emeletre).

Példak:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
7 3 100 1
7321

100 5 10 6 -1

Korldtok: N,D,T,X <10 0 < X; 1< N,D; 2 <T. Id6limit: 0,4 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad
N,D, T, X <100 esetén.
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Bekiildend6 egy is66.zip tomoritett dllomédnyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathaté. A doku-
mentacio tartalmazza a megoldds elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kédkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

S. 165. Egy gyorsétteremldanc két kiillonbozo étteremben dolgozé alkalmazott-
ja rajott, hogy ha a jelenlegi munkahelyiik helyett egymas munkahelyére jarnanak
dolgozni, akkor mindkett6éjiiknek kevesebbet kellene utazni. Szeretnének javasla-
tot tenni a felettesiiknek a munkahelyek djraosztasara, de a probléma sajnos tul
bonyolultnak bizonyult, hogy papiron kiszdmoljak.

Adott egy varos uthédlézata, mely cstcsokbdl és az 6ket Osszekotd silyozott
élekbdl 4ll. Van tovabba valahdny éttermiink és D alkalmazottunk, akikrél tudjuk,
honnan és hova jarnak dolgozni. A feladatunk gy tdjraosztani a munkahelyeket,
hogy az alkalmazottak munkahelyt6l vett tavolsdganak Gsszege a lehetd legkisebb
legyen. (Tegyiik fel, hogy a dolgozdknak egyéb preferencidja nincs.)

A bemenet elso soraban a csicsok NV és az élek M szama taldlhatd. A kovetkezd
M sor egy-egy utat {r le, a két végpontjanak sorszdmaval és az él sulyaval (az 1t
hosszaval). Ezutan az alkalmazottak D szdma, majd D sorban az alkalmazottak
lakhelyének és munkahelyének cstcsszama taldlhaté. Mindent 0-tél indexeliink és
egy csucsban legfeljebb egy étterem van.

A kimenet egyetlen sordban az elérheté legkisebb tavolsagosszeg szerepeljen,
ha az jraosztds utan minden étteremben ugyanannyian dolgoznak, mint elétte.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
65/011/122/151/342/451 6
2/05 /32

Megjegyzés: Mint ahogy a példa is mutatja, el6fordulhat, hogy valaki igy tobbet
fog utazni.

Korldtok: N < 500, M < 1000, D < 100. Idlimit: 1 mp.

Ertékelés: A pontok 50%-a kaphaté, ha a program helyes kimenetet ad a
D < 10 esetekre.

Bekiildendd egy s165.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejleszt6éi kornyezetben futtathaté. A doku-
mentacio tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kédkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezé cimen télthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. december 15.
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A rontgenszoras, mas néven Bragg-reflexio

A kristalyos anyagok szerkezetvizsgalatanak legfontosabb mddszere a rontgen-
széras. Ennek lényege a kovetkezd. Ha a kristalyracsban periodikus rendben el-
helyezked6 atomokat (ionokat, molekuldkat) rontgensugarakkal, azaz elegend6en
rovid hullamhosszi elektromégneses sugarakkal megvilagitjuk, azok maguk is hul-
lamforrassa valnak: a bejovo sugarakhoz képest valamilyen dllandé fézissal eltolva,
de azonos frekvencidval minden irdnyba sugaroznak. A sok kiilonboz6 centrum-
bdl jové, tn. szért sugarak altalaban kioltjak egymast, de bizonyos iranyokban,
hasonléan az optikai rdcshoz, pozitiv interferencia lép fel, és jol detektalhatd in-
tenzitdsmaximumokat észleliink, és ezen maximumok poziciéjabol hatarozzak meg
a kristaly szerkezetét.

Azt, hogy milyen feltételek esetén kapunk pozitiv interferenciat valamilyen
irdnyban, egy egyszeri analdgia segitségével hatarozhatjuk meg. Képzeljiink el egy
olyan siktiikorsereget, amelyben a tiikrok parhuzamosak, a szomszédok tavolsdga d,
a fénynek csak egy részét verik vissza, és ,hatulrdl” atlatszéak. Ezt a rendszert a si-
kokkal v szoget bezard, A hullamhosszisagu fénnyel megvilagitva pozitiv interfe-
renciat észleliink a visszaverddés iranyaban, ha a szomszédos sikokrol visszaver6dd
hullamok utkiilonbsége a hullamhossz egész szamu tobbszorose, azaz

2dsind =n\, ahol n=1,2,3,....

Egy kristalyracsban nincsenek tiikrok, de a térben periodikus rendben elhelyezke-
dé szérécentrumokhoz ilyen kristalysikok (ahogy mondani szokték: racssikseregek)
rendelhetok, és nyilvanvald, hogy ha ezeket tiikornek képzelve egy adott irdanyban
pozitiv interferencia lépne fel, akkor pozitivan interferal a megfelel§ sikokban elhe-
lyezked6 centrumokrdl az adott irdnyba szért sugarzés is.

Y
/ d
\|/ L
K/
1. dbra
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Az 1. dbra a hdromdimenzids jelenségnek a racssikokra merdleges, a bees6 (és
,visszavert”) sugarakkal parhuzamos vetiiletét mutatja. Itt Fy és Fy bejovd és ki-
mené hullimfrontok (olyan sikok, amelyeken beliil a fizis azonos), a szaggatott
vonalak a képzeletbeli visszaver6dést illusztraljak, az er6sebb folytonos vonalak
pedig néhany, a Bragg-feltétel teljesiilése esetén pozitivan interferdlé sugarmene-
tet jelenitenek meg. Barmely két rdcsponthoz tartozd, a bejeloltekhez hasonlé su-
garmenet utkiilonbsége csak attdl fiigg, hogy az egyes racspontok melyik racssikon
helyezkednek el. A kristalysikok rendszere nemecsak a f6 kristalytani irdnyokhoz iga-
zodva, hanem — ahogy azt a 2. dbra érzékelteti — sokféleképpen kijelolhetd, és ezek
Osszessége jellemzé a kristalyszerkezetre. (A haromdimenzids kristdlyban barmely
hérom, nem egy egyenesbe eso racspont kijelol egy sikot, amelyre természetesen na-
gyon (,végtelen”) sok mdsik rdcspont is illeszkedik. A kristély periodikussdga miatt
minden racspontra fektethet6 egy ezzel parhuzamos, nagyon sok masik racspontot
is tartalmazo sik, azaz minden racspont illeszkedik egy, az eredetivel egybeest, vagy
azzal parhuzamos racssikra. Ezek egyiitt alkotnak egy racssiksereget.)

=S
/]

/X
N/

2. dbra

Ezek utan a szerkezetmeghatarozas menete lényegében a kovetkezo: az ismert
hullamhosszi monokromatikus sugarzassal miikodo rontgendiffraktométerbe helye-
zett mintat szisztematikusan forgatjék, és megkeresik azokat az irdnyokat, amelyek-
ben fényes intenzitdsmaximum észlelhet6. A szérédas nélkiil kimené primer sugar
és az intenzitdsmaximum irdnya kozotti szog (az elhajlds szoge) éppen 219, a két su-
gar sikjara a szogfelezben allitott merdleges sik (szogfelezd sik) pedig parhuzamos
a megfeleld racssikokkal. Ezekbol és a minta pillanatnyi pozicigjabdl a kiilonb6zé
racssikseregek tavolsdgadatai és egymashoz viszonyitott helyzete meghatdrozhato,
igy a kristalyszerkezet rekonstrudlhaté.

Az eljaras két Bragg, apa és fia, William Henry Bragg (1862-1942) és William
Lawrence Bragg (1890-1971) nevéhez fiiz6dik, akik ezért 1915-ben megkaptdk a fi-
zikai Nobel-dijat. A fenti feltételt Bragg-egyenletnek nevezik, és érdekességképpen
megjegyezziik, a megértéséhez hasznalt hasonlat annyira beivddott a tudoményos
koztudatba, hogy a jelenséget Bragg-reflexionak nevezik, pedig helyesen diffrakci-
6nak kellene mondani.

Gyakorlé feladatok

1. Egy rontgendiffraktométer sugarforrasa A = 154 pm hullamhosszisagu,
monokromatikus sugarnyaldbot allit el6. Mekkora ennek a berendezésnek a fel-
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bontésa, azaz legalabb milyen tavol vannak egymastdl azok a racssikok, amelyek
segitségével még éppen eldallhat diffrakcié?

2. A fenti berendezéssel egy térecentrdlt kocka (méds néven térecentralt kobos)
szerkezetl, 613 pm racsdllandéju kristalyt vizsgalunk. Adjuk meg a 6 kristély-
tani tengelyekre (az elemi celldk éleire) merdleges racssikokon keletkezd elhajldsi
maximumok 1 pozicidit!

3. Ugyanezen a mintan egy masik racssiksereghez 6t elhajlasi maximum tar-
tozik, melyek koziil a legmagasabb rendii 62,65°-ot zar be a sikokkal. Azonositsuk
a megfelel6 racssiksereget!

Megoldasok
1. A Bragg-egyenletnek nincs megoldédsa, ha d < A\/2, tehét a berendezéssel
csak azok a récssikok ,lathatok”, amelyek tavolsdga legalabb 77 pm.

2. Az elemi celldk éleire mer6leges récssikokokat a celldk parhuzamos alsé, il-
letve fels6 lapjai, és a cellak kozepén atmend sikok adjak. Ezek tavolsdga az a récs-
allando¢ fele: d = a/2. Ilyen adatokkal a Bragg-egyenletnek n = 1,2, és 3 mellett van
megoldasa. Ezek rendre 14,5°, 30,2° és 48,9°.

3. A megadott szoggel n = 5 mellett d = 433,45 pm adddik, azaz d = 0,7071 a ~
~ a/\/2. Ekkora az elemi celldk lapatléira merdleges racssikok tavolsiga.

Woynarovich Ferenc
Budapest

[ -

Fizika gyakorlatok megoldasa

L |
G. 781. Forraljunk vizet eqy nagy ldbosban a tiz-
° o helyen. Tegyiink egy vékonyfali pohdrba csapvizet, majd
; S o e . meritsik a forrdsban lévs wvizbe gy, hogy az sehol se
5 @ o érintkezzen a ldbos faldval. Felforr-e a pohdrban a viz,
A e : . ° : : . : ha elegendden hosszi ideig vdrunk?
forrasban 1évé viz (3 pont)

Megoldas. Hanyagoljuk el a pohar fala, illetve a levegd okozta héveszteséget.
A 14bosban 1év8 viz csak akkor tud energigt (h6t) dtadni a pohdrban 16vé csap-
viznek, hogyha koztiik homérséklet-kiilonbség van. Ezért a belsé poharban 1évé
csapviz tetszolegesen meg tudja kozeliteni a 100 °C-ot, azonban azt sosem éri el.
Réadasul a poharban 1évé viz elforralasahoz a ldbosban 1év6 viznek még a forrashét
is biztositania kellene, de ezt hémérséklet-kiilonbség nélkiil (hédtadds hidnydban)
nem teheti meg. Tehat a poharban 1évé viz biztosan nem forr fel.

Klement Tamds (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 9. évf.)

22 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldas. Hibas 3 dolgozat.
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G. 782. Egy kerékpar egyenletesen, 3 m/s sebességgel halad vizszintes tton.
Kerekeinek dtmérdje 70 cm. Abrcizoljuk a kerék kilonbozd helyzeteiben az egyik

kertleti pont sebességuektorait és gyorsuldsvektorait egy-eqy kdzds pontbol indulva,
azaz készitsik el a sebesség- és gyorsuldshodogrdfokat.

(A hodogrdfrdl révid cikk olvashaté a KéMaL honlapjin.* )
(4 pont) Vermes Miklds feladata nyoman

Megoldas. Tételezziik fel, hogy a kerékpdr jobbra halad dllandé, vo = 3 m/s
nagysagu sebességgel, és a kerekei csiszasmentesen gordiilnek. Az egyik kerék vala-
melyik kivalasztott keriileti pontjanak sebességvektora a kerék tengelyének vizszin-
tes vy sebességvektorabdl és a tengely koriili forgas vy keriileti sebességvektorabdl
tevédik Ossze. Az 1. adbrdn a tengely transzlaciés mozgasanak sebességvektorat bar-
na, a keriileti sebességeket pedig kiilonbozé idépontokban (a kivalasztott pont kii-
1onboz6 helyzeteiben) kék nyilak jelolik. A talajjal érintkez6 A pontban a talajhoz
viszonyitott (eredd) sebesség nulla, emiatt

|ve| = |vi| = vo,
tehédt az dbran bejelolt valamennyi kék sebességvektor ugyanakkora nagysagu:
|’UA‘ = |,UB‘ = |UC| = ...= "UH| = "Uk‘ = vg.

Az abrén a kerék kivdlasztott pontjdnak a gyorsuldsat is jelsltiik (piros nyi-
lakkal). Ezek irdnya mindenféle lehet, de a nagysdguk ugyanakkora:

2
v m
0 _9257 =
R

ag =
52’

hiszen a kerék sugara R = 0,35 m.

U

1. dbra 2. abra

A sebességhodografot ugy kapjuk meg, hogy a sebességvektorok kezdépontjat
egy kozos pontba toljuk el. A keriileti sebességek kéken jelzett vektorait egy pontbdl
felmérve a vektorok végpontjai egy vg sugarui korén helyezkednek el (2. dbra). Ez

*https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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a — szaggatott vonallal jelzett — kor lenne a sebességhodograf a kerékparhoz rogzitett
vonatkoztatasi rendszerben. A talajhoz viszonyitott sebességeket gy kapjuk meg,
hogy a kék vektorokhoz hozzdadjuk (a végpontjukbdl felmérjiik) a transzldcids
mozgas vizszintes, barnaval jelolt sebességvektorat.
Az ered§ sebességeket az dbrédn lila nyilak jelolik. Ezek
végpontjai egy ugyancsak vg sugart kort ,rajzolnak ki”,
amelynek kozéppontja azonban a kerékpar haladasi ira-
nyaban vg-lal eltoléodott a szaggatott vonald korhoz ké-
pest (ha azonos pontbdl mérjiik fel azokat). A gyorsu-
lashodografot hasonlé médon kapjuk: egy kozos pontba
toljuk el a gyorsuldsvektorok kezd6pontjat. A gyorsulds-
vektorok egyforma hosszisaguak, igy a végpontjaik egy
ag sugard koron helyezkednek el (3. dbra).

3. dbra

A kerékpar egésze (és gy a kerekek tengelye) nem gyorsul, emiatt a gyorsu-
lashodograf ugyanigy néz ki mind a kerékparhoz, mind pedig a talajhoz rogzitett
vonatkoztatasi rendszerben.

Hruby Laura (Budapest, Veres Pdlné Gimn., 10. évf.)
dolgozatanak felhasznalasdval
16 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos (2 pont)
3 dolgozat.

G. 784. Az aldbbi dbran egyszerii gépek kavalkddjat ldthatjuk. A surlédds,
valamint a csigdk és emeldk tomege elhanyagolhato. Melyik irdnyba indul el a legalso
test?

(4 pont)

3¢

ryiTe I T3 = //\\

=1:2:3 @ ¢
mg =47 N

Megoldas. Tételezziik fel, hogy a legalsé test lefelé mozog. Rajzoljuk be az db-
rdaba piros nyilakkal, hogy ebben az esetben a tobbi test milyen irdnyba fog mozogni!
Kovessiik nyomon a mozgéasiranyokat egészen az éken 1éveo testig ugy, hogy eloszor
a hengerkerékhez csatlakozé vizszintes, majd a fliggélegesen felfelé haladé fonél
mentén indulunk el.

A lefelé siillyedd alsé test a hengerkereket az dramutatéd jarasdval ellentétes
irdnyban forgatja, emiatt az ék balra fog mozogni, a felette 1év§ test pedig meg-
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T1IT2:iT3 = [N
=1:2:3

NDmg:MN

ke

emelkedik. Mésrészt a hengerkerék forgasa miatt az egyoldali emeld és vele egyiitt
a mozgocsiga lefelé, igy a kétoldali emeld bal oldala felfelé, a jobb oldali végpontja
pedig lefelé mozdulna el. Ez azonban nem lehetséges, hiszen megallapitottuk, hogy

s

az éken 1évé test felfelé mozog. Ilyenfajta mozgas tehat nem johet létre.

Lehetséges-e, hogy az alsé test felfelé mozduljon el? Ebben az esetben az abréan
lathato kék nyilak mutatjak a mozgasiranyokat. Ezek mindenhol ellentétes irany-
ak, mint a piros nyilak, tehat ez a mozgds sem lehetséges, mert az ék f6lotti test
aljanak lefelé, a tetejének pedig felfelé kellene mozognia. Tehat ilyen mozgds sem
jOhet létre.

Eddigi megfontolasaink soran feltételeztiik, hogy a fonalak a mozgas kézben
feszesek maradnak. Elvben elképzelheto lenne, hogy a csigdkhoz és az emel6khoz
csatlakoz6 fonalak meglazulnak, nem fejtenek ki erdt, de az ék jobbra mozog, és
a legalsé test emelkedik. Az energiaviszonyokat vizsgalva konnyen belathatjuk, hogy
ez az eset sem val6sulhat meg. Ha ugyanis az éken 1évé test s utat tenne meg, akkor
a helyzeti energiaja mgs-sel csokkenne, a masik test pedig 10 s-et emelkedne, tehat
a helyzeti energidja 10 mgs-sel novekedne. Az egész rendszer helyzeti energidja
megnéne, mikézben még mozgasi energia is megjelenne, tehat nem teljesiilhetne
az energiamegmaradds torvénye.

Megjegyzés. Ha az éken 1évé test tomege — a feladatban szerepld adatokkal ellentét-
ben — t6bb mint 10-szer nagyobb lenne, mint az alsé test tomege, akkor az ék jobbra
indulna el, mikézben a fonalak egy része meglazulna.

Minden esetet megvizsgaltunk, akar azt tételeztiik fel, hogy lefelé, akar azt,
hogy felfelé mozog a legalsé test, mindig ellentmonddasba iitkoztiink. Ez azt jelenti,
hogy semerre sem tud elmozdulni, az egyszeri gépek mindegyike nyugalomban
marad.

Fehérvdari Dondt (Miskole, Foldes F. Gimn., 10. évf.) és
Klement Tamds (Pécs, Le6vey Klara Gimn., 9. évf.)

10 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldas, hibas 4 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5400. A kis herceg egyik gomb alaki bolygdja olyan gyorsan forog a tengelye
koril, hogy az egyenlitéjén nulla a nehézségi gyorsulds. Milyen irdnyban nonek a fdk
a bolygon?

(4 pont)

Megoldas. Célszerii a bolygdhoz rogzitett, forgd koordinata-rendszerbdl szem-
1élni a helyzetet. Ebben a rendszerben a gravitacios gyorsulds (gy,,,) mellett fellép
egy rw? nagysigi, a bolygé forgistengelyére meréleges, attdl ,elfele” mutaté centri-
fugdlis gyorsulds (g.), ahol r a forgdstengelytSl mért tavolsdg, w pedig a bolygd
szogsebessége. A gravitaciés gyorsulds gg nagysdga csak a bolygd kozéppontjatdl
mért tavolsagtdl fiigg, tehat a bolygd felszinén mindenhol ugyanakkora.

Az eredd nehézségi gyorsulds a gravitacids
és a centrifugdlis gyorsulds vektori sszege (lasd
az dbrdt):

g = ggrav + Gt
Feltételezziik, hogy a fak g-vel ellentétes iranyban
nonek.

Tudjuk, hogy az R sugaru bolygé egyenlitéje
(E) mentén

9l = Rw® 6 |g| =0,

tehat fenndll, hogy go = Rw?.

Tekintsiink most egy tetszéleges P pontot a bolygd felszinén, és legyen az O P
egyenesnek a forgdstengellyel bezart szoge a. Az dbran jelolt koordindta-rendszer-
ben a gyorsulasok komponensei:

Ygrav,x = —90 sina, Ygrav,y = —Ygo COS &,
Gofw = rw? = Rw?sin «, Jet,y = 0,
és igy
9z = Jerav,z + got,o = —go Sina + Rw?sina = sin a(Rw2 —4go) =0,
valamint g, = —go cos a.

Ezek szerint a fak ezen a furcsa bolygdn a forgastengellyel parhuzamosan né-
nek, mivel a centrifugdlis gyorsulds ellensilyozza a gravitacids gyorsulasnak a for-
gastengelyre merdleges komponensét. Az északi feltekén tehat ,felfelé”, a délin ,,le-

felé” fognak néni a fak.
Seprddi Barnabds Bendegiz (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 10. évt.)
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Megjegyzés. Az egyenlitén, ahol silytalansdg van, feltehet&en egyéltalan nem nének
fék, vagy ha mégis, akkor azok irdnyat nem a nehézségi er, hanem valami més (pl. a fény)
hatarozhatna meg.

30 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 9, hibds 10, nem ver-
senyszerli 3 dolgozat.

P. 5404. Egy idedlis Carnot-gép Ty és To (Ty < Th1) hémérsékletd hétartdlyok
segitségével (izotermikus és adiabatikus dllapotvdltozdsokon keresztiil) ciklusonként
W hasznos munkdt tud végezni. Hogyan mddosul a héerdgép hatdsfoka, ha a munka-
henger dugattyijdnak kicsiny surldddsa miatt ciklusonként 2q hé fejlédik (q < W),
és ez a hé fele-fele ardanyban megosztva visszakeril a hétartdlyokba?

(5 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlo, Budapest

Megoldas. Az idedlis Carnot-gép hatédsfoka (a szokdsos jelolésekkel):

w :chl_Qlc 7T1_T2

= Qrel Qrel AT

ahonnan
_L1-m
n

w
Qfel =) illetve Qle w.
n

Ha a hoéer6gép nem idealis, mert a dugattyu surloddsa miatt ciklusonként 2¢
ho fejlédik, amely fele-fele aranyban visszakeriil a hétartalyokba, akkor a felvett és
leadott h6, valamint a munkavégzés a kovetkezoképen médosul:

w
Q;elefel—q:?_%

1_
Qie=Q1e+q=TnW+q,

W' = Qfe — Qe =W —2¢.
Ezek szerint a modosult hatédsfok:

LW W2 W -2
Qe (W/m)—q W —1nq

n .

Szamitsuk ki, hogy mennyivel kisebb ez a hatasfok a Carnot-hatasfoknél:

W —2q (2 —n)ng
—n=(1- )= ~2—m)-L.
e ( W —1q Woyg 12y

(Az utolsé 1épésnél kihaszndltuk, hogy ¢ < W.)
A hder6gép hatdsfoka tehat kicsiny surlédas esetén
!

q
= — 2— _—
m=n=n2-=mn73:,
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amelyet a hétartalyok hémérsékletével igy is megadhatunk:

/:Tl—TQ T12—T22q
K T W

Toronyi Andrds (Budapest, Badr-Madas Gimn., 12. évf.)

17 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Toronyi Andrds megolddsa. Hidnyos
(1-3 pont) 9, hibds 5, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5405. Két kilondllo ellendlldson dsszesen I erdsségi dram folyik dt. Igazol-
jJuk, hogy a két ellendlldsra esd dsszteljesitmény akkor minimdlis, ha a két ellendl-
lasra esd fesziiltség megegyezik!

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. Legyen az egyik ellendllds R, a masik ellenallas az elsének x-szerese,
azaz rR. Az egyik ellenédllason atfolyé dramer6sség i1, a masikon atfolyé aram
eréssége io = I — i7.

Egy R nagységu ellendlldsra es6 teljesitmény (4ltaldnossdgban):
P=U-i=Ri,
igy a feladatban szerepld két ellendllas Gsszteljesitménye:

Posszes:.Pl"‘PQ:RZ%-FIER(1—21)2:R[(1+.’E)Z%—2$I’Ll+$[2]

Ismert, hogy az f(x) = ax? + bx + ¢ alaki masodfoki kifejezésnek x = —%—

ndl van széls6értéke (a > 0 esetén minimuma). Ennek megfelelen Piggyes legkiseb
értékéhez tartozo dramerdsségek:

1
1_T_xl, illetve 2221_21:14—1']

1] =

fgy az R, ellenéllasra es6 fesziiltség:

T

Uy =Ri = IR
1 1 1+z )
a masik ellenallds fesziiltsége
Us = (zR) -ip = — IR
2 S T

Latjuk, hogy a legkisebb Osszteljesitmény esetén U; = Us, tehat a feladat
szovegében szerepl6 allitas valoban igaz.

Hauber Henrik (Gy6r, Révai Miklés Gimn. és Koll., 11 évf.)

34 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibds 6, nem versenyszer( 3 dolgozat.
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P. 5409. Az abran egyszeri gépek kavalkddjdat ldthatjuk. A sidrlédds, valamint
a csigdk és emeldk tomege elhanyagolhats. Mekkora erd ébred a fonalakban?
Z L

3¢

TLIT2 T3 = //\\

=1:2:3 w ¢
mg =47 N

(4 pont) Holics Ldszlé feladata nyomén

Megoldas. Hasznéljuk az dbrdn lathaté jeloléseket, és hasznaljuk ki, hogy

a 1
=47 N 6 tgp = — = —.
mg o &% 5 5

K

Mivel a rendszer egésze és annak minden egyes része egyensulyban van, a ko-
vetkezd egyenleteket irhatjuk fel:

Ky =mg=4TN,
K'K;g :4€'K2, azaz K3 :4K2,
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1
Ky=Ks=Kg = §K3=2K2,

K, = K5 + K¢ = K.

K¢l 2
=t 2k
1 37 3 2,

2
F2:F1+mg:§K2+47N,

2
Kg = tg(pFQ = 9,4 N+ 1—5K2

Tudjuk tovabbé, hogy a hengerkerékre haté eredd forgatényomaték nulla:

2
2r Ky —3rm Ko =rKg =1 (9,4 N+ EKQ) s

vagyis

2
247N = 3K, = 94N + K.

Ennek a linearis egyenletnek Ko = 27 N a megoldésa, amit a tobbi egyenletbe
visszairva kapjuk:

Ky=K;=108N, K;=K;=Kg=54N, Fy=13N.

Seprddi Barnabds Bendegiz (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 10. évt.)

9 dolgozat érkezett. Helyes a Csillingek csapatdnak, tovabbé Seprédi Barnabas Ben-
deguz, Toronyi Andras és Vig Zséfia megolddsa. Hidnyos (1-2 pont) 4, hibds 1 dolgozat.

P. 5410. A wvdndorsdlyom szdrny-
csapdsok nélkil is képes megtenni na-
gyobb tdvolsdgokat. Ilyenkor a mozgd-
sa két részbdl dll. Az elsd részben ki-
terjesztett szarnyakkal korozve emelke-
dik eqy folfelé daramlo meleg levegbosz-
lopban (termikben) vy fiiggdleges sebes-
séggel. A mdsodik részben a termiket el-
hagyva a vizszintessel o szdget bezdrva
allando sebességgel siklik a kovetkezo, L
tdvolsdgra lévd termikig. A vo sikldsi se-
besség jo kozelitéssel egyenesen ardnyos
a siklds vizszintessel bezdrt o szdgének
szinuszdval: vo = ksina, ahol k egy is-
mert allando.

a) Legaldbb milyen magasra kell a maddrnak emelkednie a termikben, hogy egy
emelkedésbdl és eqy sikldsbdl dllé mozgads a legrovidebd ideig tartson?

b) Legaldbb mennyi iddre van sziiksége a vindorsdlyomnak, hogy az egyik termik
aljatdl eljuthasson a mdsik termik aljdig?
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¢) Hatdrozzuk meg az optimdlis menetidejl mozgdshoz tartozd sikldsi szoget!
Adatok: vy =2 2, k=10 %, L = 2 km.
(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldas. Az dbra alapjdn az emelkedés és a siklds teljes idejére érvényes:

H L
t=—+ .
U1 Vg COS

Mivel

L H

s = ——— és v =ksina =k——,
\/H2+L2 2 ,/H2+L2

az egyik termik aljatol a kovetkezo termik aljaig

H L2+ H?
==+

1 P
( ) t V1 kH

id6 alatt jut el a vandorsélyom.

Ha valahonnan ismernénk ¢ értékét, akkor annak segitségével az (1) egyenletb6l
ki tudnank szamitani az emelkedés H magassigét. Rendezés utdn egy (H-ra nézve)
maéasodfoku egyenlethez jutunk:

(k? + ’Ul) H? - kvt H + ’l)1L2 = 0.
Ennek csak akkor van (valés) megolddsa, ha a diszkrimindns nem negativ:

E2vit? — 4(k +vy)v L > 0,

vagyis

— Umin-

% k+’Ul
- k V1

b) Ezek szerint egy-egy repiilési ciklus legrovidebb ideje a fenti ¢y, ami
a megadott szdmadatok mellett kb. 980 s, azaz 16,3 perc.
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a) A legrovidebb id6hoz tartozd emelkedési magasséig:

Ulktmin /[ U1
2(k + Ul) ]ﬂ =+ V1 m

¢) A fentebb kiszdmolt optimaélis ,,menetid6hoz” tartozo siklasi szog:

U1
k—|—’l}1

o = arctg ~ 22°.

Téglds Panna (Révkomérom, Selye J. Gimn., 12. évf.)

26 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 4 dolgozat.

P. 5412. Ha egy gdzt (allandd nyomds mellett) lehditink, akkor elegendden ala-
csony hémérsékleten a gdz dltaldban cseppfolydsodik (kondenzalddik, lecsapddik).
Ez azonban csak bizonyos nyomdstartomdnyban torténik igy. Az dbra a szén-dioxid
Wfdzisdiagramjdt” mutatja. Legaldbd, illetve legfeljebb mekkora nyomds mellett tor-
ténik meg a cseppfolydsodds a fenti modon? Mi torténik, ha a hitést ennél a tarto-
mdnyndl magasabb, illetve alacsonyabb nyomdson végezziik?

p [bar]
150 +
szuperkritikus
100 4 ﬂ allapot
ae)
= c =
= k 3 k 3
5 folyadék ritikus pont
50 +
légnemi
) T[q
0 | | | | | | Il Il Il Il Il Il

—60 —40 —-20 0 20 40 60
(Ldsd még ,A géz, gdz és a kritikus hémérséklet” c. révid cikket a KéMalL
honlapjdn*.)

(3 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

Megoldas. Az dbrdn lathatd, hogy ha a H-val jelolt hArmaspont nyomésa alatti
nyomason légnemii szén-dioxidot hiitiink, akkor a gz nem fog cseppfolydsodni,
hanem bizonyos homérsékleten azonnal szildard halmazéllapotba megy at, megszilar-
dul. A harmaspont nyomésa az abra alapjan kb. 5 bar.

*https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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A szén-dioxid nyomasat az abran C-vel jelolt kritikus pont nyomaésa f61é emelve
a szén-dioxid szuperkritikus allapotba keriil. Itt eltlinnek a fazishatarok, vagyis
a szén-dioxid nem gézként, de nem is folyadékként fog viselkedni, tehat hiités
hatédsara nem fog cseppfolyésodni a fent leirt médon. Az dbra alapjan a kritikus
pont nyomasa kb. 75 bar.

Tehat a szén-dioxid 5 bar és 75 bar nyomas kozott cseppfolyésithaté a fent
leirt médon. (A Wikipedia alapjan a pontosabb értékek 5,1 bar és 73,8 bar).

Toronyi Andrds (Budapest, Badar-Madas Ref. Gimn., 12. évf.)

9 dolgozat érkezett. Helyes Horvath Zsdéka, Szabé Maiarton és Toronyi Andris
megoldésa. Kicsit hidnyos (2 pont) 4, hidnyos (1 pont) 1, nem versenyszerii 1 dolgozat.

P. 5413. Egy 20 cm fokusztdvolsdgi gyijté-
lencsét az abra szerint eqy domborid gombtikorre
helyeziink. Mekkora legyen a tikéor gorbileti su-
gara, hogy a lencsére fiiggdlegesen érkezd, pdr-
huzamos fénynyaldb a rendszerrdl vald vissza-
verddés utdn is parhuzamos maradjon?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

I. megoldas. Ha az optikai rendszerre parhuzamosan érkeznek a fénysugarak,
és ugyancsak parhuzamosan haladva tavoznak onnan, akkor a rendszer dioptridja
nulla. A fénysugarak kétszer haladnak at lencsén, igy

1 2
flencse Rtﬁkér

Drendszer = 2Dlencse + Dti‘lkt’)r =2 = Oa

ahonnan a gombtiikor gorbiileti sugara

Rtﬁkt’)r - flencse = 20 cm.

Pethd Dorottya (Kecskeméti Katona J. Gimn., 11. évf.)

II. megoldas. A rendszer forgdsszimmetridja miatt a visszaverddés utan pér-
huzamosan tavozé fénynyalab is fiiggéleges. A tiikorrol visszavert fénysugaraknak
tehdt ugy kell a lencséhez érkezniiik, mintha a lencse fékuszpontjabdl indultak vol-
na, hiszen ekkor tavozik a lencsébdl fiiggbleges, parhuzamos fénynyalab.

A lencsére érkezd parhuzamos fénynyaldb a lencsén valé torés utan annak f6-
kuszpontja felé halad tovabb. Az el6bbiekben targyaltaknak megfeleléen a dombort
tiikorrol vald visszaverddés utan a fénysugarak ugyanezen az ttvonalon, de forditott
irdnyban haladnak. Fz akkor kévetkezik be, ha minden egyes fénysugar merdlege-
sen, vagyis a gomb kozéppontja felé tartva esik a gombtiikorre. Ezek szerint a lencse
fékuszpontjanak egybe kell esnie a gobmb kozéppontjaval, vagyis a gobmbtiikor gor-
biileti sugara is 20 cm.

18 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos (2 pont)
2 dolgozat.
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P. 5414. Fémdrotbol eqy R sugard kort formdztunk, A
és ugyanebbdl a drotbdl az eqyik dtmérdt is elkészitettiik.
Mekkora legyen az AB = AC' ivek hossza, hogy az A és
B pontok kozott mérheto eredd ellendllds megegyezzen a B
és C pontok kézott mérhetd eredd ellendlldssal?

(4 pont) Kozli: Gdspdr Merse Eldd, Budapest B C

Megoldas. Legyen a huzal egységnyi hosszusagu darabjanak ellenalldsa r. Ha-
tédrozzuk meg el6szor a B és a C pontok kozotti ered6 ellenédllast. Mivel az egyenes
vezeték végpontjai (az elrendezés szimmetridja miatt) ekvipotenciélisak, kozottik
nem folyik dram, az 4tméré menti vezeték tehdt eltdvolithaté (1. dbra).

O O
B C
1. dbra
1 1\ a(r — )
= = 2 - .
Rso <2R(7r —a)r i 2Rar> Rr ™

Az A és B pontok kozotti eredd ellendllast a 2. dbra alapjan 1épésrél 1épésre
szamolhatjuk.

A felsé 4g bal oldalan ldthaté parhuzamosan kapcesolt ellenélldsok eredgje:

R 2Rr - Rrr 2Rm
= = .
L7 9Rr + Rnr 2+m

A fels6 ag két sorosan kapcsolt ellendlldsanak eredéje:

2 2
Ry = Ry + Rar — -X ™t p,
T+ 2

végiil pedig (algebrai atalakitdsok utédn)

(r—a)Rr-Ry  (7m— )27+ 20+ 7a)

(r—a)Rr + Ry m(m+4) Rr.

Rup =
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2Rr
Rar
Rrr
R(m — a)r
A B
O O

2. dbra

Az Rap = Rpc feltétel szerint fenndll, hogy

a(r—a) (1 —a)27 +2a + Ta)
2Rr - = T ) Rr.

Ennek az egyenletnek az egyik megoldasa: vy = . Ha ez teljesiil, akkor az A, B és
C pontok egybeesnek, és igy nyilvan Rap = Rpc = 0. Szdmunkra ez a gyok érdek-
telen, hiszen ebben az esetben nem is beszélhetiink AB és AC ivekrdl. Az egyenlet
masik gyoke:
27
6+

Qo = =~ 0,69 radian,

és igy a keresett ivhosszak:

—_ = 447
(m — ag) L

R~245R.

T
Somldn Gellért (Pécs, LeSwey Klara Gimn., 12. évf.)

23 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 4 dolgozat.

P. 5415. Egy elhanyagolhato ellendlldsi, szigetelés nélkii-
li huzalbol, a vizszintes sikban elhelyezkedd, o = 45°-0s szdget
bezdro, V alakot haglitunk. Ezt az elrendezést olyan mdgne-
ses mezdbe helyezziik, melynek B indukcidvektora merdleges
a vizszintes sikra, és nagysdga a B(t) = By/to -t dsszefiig-
A gés szerint valtozik az idében, ahol By és ty ismert dllanddk.
I AV alaki vezetdre szigetelés nélkiili, kezdetben riogzitett fém-
rudat helyeziink az dbrénak megfeleld mddon. A rid egységnyi
hosszusdagu darabjinak ellendlldsa r.

a) Mennyi hé fejlédik a fémridban to id8 alatt?

b) A bekapcsolastdl (t = 0 iddpillanat) szdmitott to iddpillanatban a mdgneses
indukcio vdltozdsa megsziinik. Ebben a pillanatban az eddig rogzitett fémrudat a viz-
szintes sikban, a fémridra merdlegesen vy sebességgel mozgatni kezdjik. Mekkora
legyen ez a sebesség, hogy a ridban folyé dram erdssége ne valtozzon?
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¢) Hdanyszor tobb hé fejlédik a fémridban a mozgatds sordn, mint a régzitett
helyzetben, ha a fémrudat 2ty hosszi ideig mozgatjuk?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

Megoldas. Az ellenallas nélkiili huzal és a fémrid zart dramkort alkot, amely-
ben a valtozé méagneses fluxus miatt fesziiltség indukalodik, aram folyik és hé fej-
16dik.

a) A 0 <t < tg id8intervallumban az indukalt fesziiltséget a nyugalmi indukeié
Osszefiiggése alapjan szamithatjuk. Mivel a méagneses indukcié nagysdga At = tg
id6 alatt (egyenletesen véltozva) nullarél By-ra nd, a hurok teriilete pedig L?/2,
Faraday torvénye szerint az indukélt fesziiltség
_A® AB L* ByL?

V=N " A 2T o

Ekkora fesziiltség az R = Lr ellenallast aramkorben

a_R_QTto

BoL
L=Y_5

erOsségii aramot hoz létre, és igy to id6 alatt

B2L?

w=I?Rtg = =2—
Q @ 0 4Tt0

hé fejlédik.
b) A tg <t < 3tp idéintervallumban a mégneses indukcié nagysédga dllandé By,
viszont a fémridnak a vezetékek kozé es6 részének ¢ hossza egyre nagyobb lesz:

£(t) = L+ vo(t — to).
Az dramkorben indukalodott fesziiltség a mozgési indukcid torvénye szerint
U(t) = Bovol(t),

tehat id6ben valtozik, de az dramkor ellenalldsa is ugyanilyen titemben novekszik:
R(t) = rl(t). A kialakulé dramerdsség:

U(t)  Bovol(t)  Bovo

I = = = allando.
YT RO T )
Ez az dramerdsség akkor egyezik meg a kordbban kiszamitott I, aramerdsség-
gel, ha
B()UO o B()L
ro 2ty
vagyis a rud sebessége
L
vy = —.
7 9,
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A rid vezetékek kozotti részének hossza a mozgés végén
E(?)to) = 2t0U0 =2L.

¢) Amikor a rid még nem mozog, a fesziiltség is és az dramerdsség is dllan-
do, tehat a hofejlodés teljesitménye is idében dllandé Py. A rid mozgédsa soran
az dramerOsség id6ben allandd, de a rudnak az dramvezetésben részt vevé hossza
L-r6l 2L-re no, és emiatt az ellenalldsa is a kez-
deti érték kétszerese lesz. Ennek megfelelen
a teljesitmény is id6ben (egyenletesen) valtozik,
és a mozgas végén 2P, lesz.

P(t)

2P,

P, Abrézoljuk a héfejlédés  teljesitményét
@ az id6 fliggvényében. A grafikon alatti teriile-
@ ,  tek a fejlédott hd nagysdgat adjék meg.

to 3t Az dbrdrol leolvashaté, hogy

Py + 2P
Qa = Poto, illetve Qb = % . 2t0 = 3P0t0,

vagyis Qp = 3 Qa-

Somldn Gellért (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)
dolgozata felhaszndlasaval

15 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(2-3 pont) 6 dolgozat.

Fizikabdl kituzott feladatok

M. 417. Készitsiink 50 gemkapocsbdl allé lancot. Tartsuk a lancot fiiggblege-
sen az egyik végénél fogva gy, hogy a masik vége éppen az asztalhoz érjen. Sokszor
egymads utan ejtsiik le a lancot, és mérjiilk meg minden alkalommal az Gsszegaba-
lyodott lanckupac legnagyobb méretét, illetve a lanc két vége kozotti tavolsdgot.
Szamoljuk ki a mért értékek atlagat és szérasat! Hasonlitsuk Ossze ezeket a kifeszi-
tett lanc teljes hosszaval!

(6 pont) Kozli: Schramek Anikd, Fét

G. 793. Egy ember testén 1000 hPa nyomason 15 tonna silyanak megfelel6
nyomoéer6 oszlik el.

a) Mekkora a testfeliilete?
b) Mekkora ez a nyomderé a Magas-Téatra legmagasabb pontjén?
(3 pont)
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G. 794. U alaki cs6 keresztmetszete 1,5 cm?. A csébe higanyt toltiink gy,
hogy az mindkét szdrban elég magasan &lljon. A csé egyik szdrdba a higanyra
0,1 dlI vizet 6ntiink. Melyik szdrban és mennyivel fog magasabban &llni a folyadék
felszine?

(4 pont)

G. 795. Két siktiikor egymassal 60°-os szoget zar be. A két tiikor metszésvona-
14t61 30 cm-re 30°-0s beesési szogben fénysugar érkezik az egyik titkorre. Legalabb
mennyi id6 telik el, amig a visszaver6do6 fény az egyik titkorrol a mésikig ér?

(3 pont)

G. 796. Egy 6zongenerator oranként 5 g ézont &llit eld kisiiléssel, és ventila-
torral juttatja azt a fertétlenitendé feliiletre.

a) Hény 6zonmolekula keletkezik 1 éra alatt?

b) A hasznélati itmutaté 28 m? feliilet fertétlenitésére 30 percet javasol. A le-
vegd tiszta és pormentes, igy a keletkezd 6zon csak a feliileten bomlik fel. Becsiiljitk
meg, hany 6zonmolekula jut egy olyan baktériumra, amely 10 négyzetmikron felii-
letet foglal el!

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5436. Két, egymdst merOlegesen keresztezd egyenes autépalyan egy-egy
pontszeriinek tekinthetd auto a keresztezédési pont felé tart allandé nagysagu sebes-
séggel. Az A jelli auté sebessége vg = 50 km/h, a B jelli autéé vp = 40 km/h. Egy
adott idépontban a két autd a keresztez6dési ponttdl mért tavolsaga d4 = 20 km,
illetve dg = 36 km.

a) Mekkora lesz koztiik a minim4lis tdvolsdg?
b) Mennyi id6 miilva lesznek egyméshoz legkszelebb?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszl6, Budapest

P. 5437. Egy kettdscsillag egyik tagja haromszor nagyobb tomegii, mint a ma-
sik csillag. A két égitest (amelyek mérete sokkal kisebb, mint a tdvolsdguk) ko-
zelit6leg kor alakiu palydkon keringenek a kozos tomegkozéppontjuk koriil. Melyik
csillagnak és hanyszor nagyobb a mozgési energidja a tomegkozépponti koordinata-
rendszerben?

(3 pont) Tankonyvi feladat

P. 5438. Egy spanyol gazdasdgban a képen lathaté olajbogydpréssel torik pép-
pé a bogydkat. A 90 cm atméréji ziuzdkerék tisztan gordiild sikja, amit az dbrdn
szaggatott vonal jelez, a tengelyt6l 75 cm tdvolsdgban van. A csacsi farka a ten-
gelytél 180 cm tavolsdgban verdesi a rudat, mikozben az éllat 2,4 m/s sebességgel
korbe-korbe fut. A zizdkerékre egy 1 g tomegii olajbogyé ragad.

a) Mekkora az olajbogyé sebessége, amikor a fels§ A pontba ér?
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b) Mekkora a olajbogyé gyorsuldsa az A pontban?

¢) Mekkora és milyen irdnyt eredd erdt fejt ki a zuzdkerék az olajbogydra
a legfels§ A pontban?

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz

P. 5439. Egy gomb alaki, kezdetben 20 °C ho-
a) b) mérsékletil rézgolyot vékony, hészigetel6 szal segit-
ségével nagy mennyiségii, 80 °C-os vizbe meritiink.
A fémgoly6 tq id6 elteltével melegszik fel 50 °C-ra.
Ezutan a kisérletet megismételjiik ugy, hogy a viz
hémérséklete 20 °C, a goly6é pedig 80 °C. A réz-
golyé most to id6 alatt hiil le 50 °C-ra. Melyik id6
rovidebb, t1 vagy to, ha a golydt
a) éppen csak belemeritjiik a vizbe,

b) majdnem az edény aljig engedjiik le?
(4 pont) Példatari feladat nyoman

P. 5440. Egy méhkaptartél 2 km tévolsagra van egy akédcos, ahonnét egy-
egy méh fordulénként 30 mm?® térfogati nektart szallit be a kaptarba. A méz
készitésekor a méhek a nektdr tomegének 55%-4t kitevd viz egy részét a kaptérban
elpdrologtatjdk, a kész mézben a viz témege mar csak 19%. A virdgzds 12 napja
alatt a méhcsaldd 25 kg mézet készit. A parologtatas energiaigényét a hazahozott
nektar egy részének elfogyasztasaval fedezik a méhek.

a) Hany watt a méhcsalddnak csupdn a parologtatdsba fektetett dtlagos telje-
sitménye?

b) Hény kilométert tesznek meg a csaldd gytlijtStagjai dsszesen, amig a sziik-
séges nektarmennyiséget a kaptarba hordjak?

A nektar siiriisége 1,2 dk%; a nektar 1 kg-ja 6000 kJ energiat szolgaltat; 1 kg
viz elparologtatdasahoz 2400 kJ energiat hasznédlnak fel a méhek.
(4 pont) Erettségi—felvételi feladat
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P. 5441. Egy fémdrétbdl kort forméaztunk, és ugyanabbdl a drétbdl az egyik
hirt is szeretnénk elkésziteni a kor két pontja kozé. Hol fusson a hir, hogy a lehet6
legnagyobb legyen az eredé ellenallas a hur két végpontja kozott, és mekkora lesz
az ered6 ellenéllds ebben az esetben? Jelolje R a sugarhosszusagi drot ellenallasat.

(4 pont) Kozli: Gdspdr Merse Eldd, Budapest

P. 5442. Egy eredetileg nyugvéd atommag 20 kV potencialkiilonbség befutdsa
utdn a haladasi irdnyara meroleges, 1,0 T indukcidji homogén magneses mezébe
keriil. A magneses mez6t egy, a részecske haladasi irdnyara meroleges sik valasztja
el az er6térmentes tartomanytol. A részecske 3,3 - 1078 s mulva 1ép ki a magneses
mez6bdl. Melyik atommagrol van sz6?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

P. 5443. A KCl lapcentralt kockarendszerben kristalyosodik, és a racsillanddja
628 pm. Legfeljebb mekkora lehet a rontgenfény hullimhossza, hogy létrejohessen
Bragg-reflexié az elemi cella testdtléira meréleges rdcssikokon? (Lasd A rdntgen-
sz0rds, mds néven Bragg-reflexid c. cikket lapunk 489. oldalan.)

(4 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5444. Egy vékony, hosszu, fiiggbleges, szigeteléridon surléddsmentesen mo-
zoghat egy kicsiny toltott golydcska. Ha egy ezzel azonos t6ltésii, ugyancsak kicsiny
testet helyeziink a rud tovébe, a mozgd golyé hy magassagban lesz egyensulyban.
Milyen messzire tavolithatjuk el a radtdl vizszintes irdnyba az alsé testet gy, hogy
a ridon 1év6 golyé még egyensilyban lehessen valahol? Milyen magasan van ez
a hely?

(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata nyomén

Bekiildési hatarid6: 2022. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '

FOR SECONDARY SCHOOLS

(Volume 72. No. 8. November 2022) . ‘

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 480): K. 739. Phil made the
following observations throughout a certain period in autumn: 1. During that period,
there were 11 days when it rained. 2. A rainy morning was always followed by a sunny
afternoon. 3. Altogether, there were 9 sunny mornings and 12 sunny afternoons. How
many days were there when it did not rain at all? K. 740. In how many different ways is it
possible to tile a 3 x 12 rectangle with twelve 1 x 3 rectangles? K. 741. Starting with the
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numbers 1,2,3,4,5,6,7,8,9, in each step two numbers are chosen and increased by 1. Is
it possible to achieve that each number is 10?7 K/C. 742. Danny is learning the alphabet.
He has successfully named the first eight letters (A, B, C, D, E, F, G, H), but the order
of the letters was not entirely correct. Only five of the eight letters were listed in the right
position (i.e. in the position where it occurs in the alphabet). How many such orders of
the eight letters are there? K/C. 743. The midpoint of side BC of a rectangle ABCD is E,
and F' is the point lying closer to D which divides side C'D in a 2 : 1 ratio. The midpoint
of line segment AE is G, and H is the point lying closer to E which divides line segment
EF in a 2:1 ratio. What fraction is the area of triangle FGH of the area of rectangle
ABCD?

New exercises for practice — competition C (see page 480): Exercises up to grade 10:
K/C. 742. See the text at Exercises K. K/C. 743. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1738. A natural number is called balanced, if the number of digits in its
representation in decimal notation equals the number of different prime factors it has. For
example, 21 is balanced, but 42 is not. Is it true that there are infinitely many balanced

numbers? (Proposed by K. A. Kozma, Gy6r) C. 1739. Define the following functions on

the largest possible subset of the set of real numbers: f(z) =+vz+5, g(z) = @

and h(z) = [z + 3] (here [a] denotes the integer part of the real number a, that is, the
greatest integer which is not greater than a). Find the common points of the graphs
of the three functions. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1740. P is an interior point
of side CD of a parallelogram ABCD, and @ is an interior point of side AB parallel
to C'D. The intersection of line segments PA and QD is M, and the intersection of line
segments PB and QC is N. Assume that M N }f AB, and M N intersects the line of CD
at point X, and the line of AB at point Y. Prove that DX = BY. (American competition
problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1741. The diagonals AC and BD of a convex
quadrilateral ABCD intersect at M. Is it possible that the areas of triangles ABM, BCM,
CDM and DAM, in this order, are four consecutive terms of a) an arithmetic sequence;
b) a geometric sequence? (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1742. Consider the following

functions (defined on the largest possible subset of the set of real numbers): fo(z) = e

and fn(z) = fo (fnfl(x)), for all positive integers n. Calculate the value of f2022(2022).
(Canadian problem)

New exercises — competition B (see page 482): B. 5270. n? regular triangles of unit side
are used to make a large regular triangle of side n units. The small triangles are coloured
alternately dark and light. The numbers 1,2,3,...,n% are written in the triangles, as
shown in the figure. What is the sum of the numbers in the dark triangles? (3 points)
(Proposed by L. Németh, Fony6d) B. 5271. ABC is an isosceles right angled triangle with
the right angle lying at vertex C. A’, B’ and C’ are interior points of sides AB, BC and
CA, respectively, such that triangle A’B’C’ is similar to ABC. Show that the midpoint
of the side AB, the midpoint of line segment A’B’, and point C are collinear. (3 points)
(Proposed by E. Hajdu, Sopron and M. Hujter, Budapest) B. 5272. A flea starts out from
point (a,b) of the coordinate plane, where a, b are positive integers. With each jump,
the flea will move one unit to the left or downwards. It keeps jumping until it reaches
either the x axis or the y axis. What fraction of the possible sequences of jumps terminate
on the z axis? (4 points) (Based on the idea of D. Meljin, Kecskemét) B. 5273. D is
a point on side AB of an equilateral triangle ABC, and F is a point on side BC such that
/BCD = 45° and ZCDE = 30°. Show that BE = 2AD. (4 points) (Proposed by S. Rdka,
Nyiregyhdza) B. 5274. The product of the positive integers a < b is a perfect square. Show
that there is a positive integer z such that a < 2 < b. (5 points) (Proposed by S. Rdka,

510 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/8



2022.10.24 — 19:25 — 511. oldal — 63. lap KoMalL, 2022. november

— P

Nyiregyhdza) B. 5275. Is there an irrational number a such that a? is rational? (& points)
(Proposed by B. Hujter, Budapest) B. 5276. Prove that there exist infinitely many positive
integers k for which the sum of the digits of 2¥ is a) smaller; b) greater than the sum of
the digits of 2¥*1. (6 points) (Proposed by Cs. Sdndor, Budapest) B. 5277. The centre of
the inscribed circle of triangle ABC' is I. The midpoint of the circular arc BCA is F', and
line F'I intersects the circumscribed circle again at point M. Show that line CM passes
through the external centre of similitude of the inscribed circle and the circumscribed
circle. (6 points) (Proposed by G. Kds, Budapest)

New problems — competition A (see page 483): A. 836. For every 7 € N let A;, B; and
C; be three finite and pairwise disjoint subsets of N. Suppose that for every partition of N
consisting of sets A, B and C' there exists ¢ € N such that A, C A, B, C B and C; C C.
Prove that there also exists a finite S C N such that for every partition of N consisting
of sets A, B and C there exists ¢ € S such that A; C A, B; C B and C; C C. (Submitted
by Andrds Imolay, Budapest) A. 837. Let all the edges of tetrahedron A;A;AszAs be
tangent to sphere S. Let a; denote the length of the tangent from A; to S. Prove that
4 4
(Z %)2 > 2( > a%) (Submitted by Viktor Vigh, Szeged) A. 838. Sets X C Z1 and
i=1 " i=1 i
Y C ZT are called comradely, if every positive integer n can be written as n = ay for
some x € X and y € Y. Let X(n) and Y (n) denote the number of elements of X and Y,

respectively, among the first n positive integers. Let f : ZT — RT be an arbitrary function
X
that goes to infinity. Prove that one can find comradely sets X and Y such that %

Y in{X Y
;n) goes to 0, and for all € > 0 exists n € ZT such that W <e

and

Problems in Physics
(see page 506)

M. 417. Make a chain from 50 paper clips. Hold the chain vertically at one of its ends
such that the other end just touches the table. Drop the chain several times in succession,
and measure each time the maximum size of the tangled chain and the distance between
the two ends of the chain. Calculate the mean and standard deviation of the measured
values. Compare these with the total length of the chain when stretched.

G. 793. At a pressure of 1000 hPa a force equivalent to the weight of a 15 ton object is
distributed over the body of a human being. a) what is the surface area of the body of the
person? b) what is this weight at the highest point of the High Tatra Mountains? G. 794.
The cross-section of a U-shaped tube is 1.5 cm?. The tube is filled with mercury such that
there is high enough mercury in both arms of the tube. 0.1 dl of water is poured on the
mercury in one arm of the tube. In which arm and by what distance will the surface of the
liquid be higher? G. 795. The angle between two plane mirrors is 60°. At a distance of 30
cm from the intersection of the two mirrors, a ray of light is incident on one of the mirrors,
its angle of incidence is 30°. What is the minimum time that it takes for the reflected
light to travel from one mirror to the other? G. 796. An ozone generator produces 5 g of
ozone per hour by corona discharge and delivers it by a fan to the surface, which is to
be disinfected. a) How many ozone molecules are produced in one hour? b) The manual
recommends 30 minutes to disinfect a surface of area 28 m?. The air is clean and dust-
free, so the generated ozone will only decompose on the surface. Estimate the number of
ozone molecules per bacterium on a surface area of 10 square microns.

P. 5436. Two cars, which can be considered to be point-like, are travelling at constant
speed, each on a straight motorway towards the intersection of the motorways. (The angle
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between the two motorways is 90°.) The speed of car A is v4 = 50 km/h, the speed of car B
is vp = 40 km/h. At a given moment, the distance of the two cars from the intersection
is da = 20 km, and dg = 36 km. a) what will the minimum distance between the two
cars be? b) How long will it be until they are closest? P. 5437. The mass of one of the
starts of a binary star system is three times as much as that of the other. The two celestial
bodies (whose size is much smaller than their distance) orbit in approximately circular
orbits around their centre of mass. Which star has greater kinetic energy, with respect to
the coordinate system fixed to the centre of mass of the system, and by what factor is it
greater than that of the other star? P. 5438. On a Spanish farm, the olives are crushed
to a pulp with the olive press shown in the figure. The plane of the crushing wheel, of
diameter 90 cm, shown by the dashed line in the figure, is at a distance of 75 cm from the
shaft. The wheel rolls without sliding. The tail of the donkey is 180 cm from the shaft,
and the donkey undergoes circular motion at a speed of 2.4 m/s. An olive weighing 1 g got
stuck to the crushing wheel. a) What is the speed of the olive when it is at the topmost
point A of the wheel? b) what is the acceleration of the olive at this point? ¢) What is the
magnitude and the direction of the force exerted by the wheel on the olive when it is at
point A? P. 5439. A spherical copper ball at 20 °C hanging on a thin insulator string is
immersed in a large amount of water at 80 °C. After a time of ¢; the copper ball warms
up to 50 °C. Later the experiment is repeated in such a way that the initial temperature
of water is 20 °C, while the ball is at 80 °C. In this way the copper ball cools down to
50 °C during a time of t2. What is shorter, ¢1 or to, if the ball a) is just immersed into the
water, or b) is submerged almost to the bottom of the container? P. 5440. At a distance
of 2 km from a beehive there is a black locust forest, from where a single bee can bring
nectar of volume 30 mm? to the hive in each turn. 55% of the mass of the collected nectar
is water, and when making honey, the worker bees in the hive make some portion of
the water evaporate, such that the finished honey contains only 19% water. During the
12 days of flowering, the colony of the hive produces 25 kg of honey. The bees cover the
energy requirements of evaporation by eating some part of the nectar they brought to the
hive. a) How many watts is the average power output of the colony in the hive invested
in the evaporation of the water? b) Altogether how many kilometres are covered by the
worker bees while the total amount of nectar is carried to the hive? The density of nectar

is 1.2 k_g3; 1 kg nectar gives 6000 kJ energy; in order to evaporate 1 kg water the bees
need 2400 kJ energy. P. 5441. We have formed a circle from a piece of metal wire, and
from the same wire we would like to to make one of the chords between the two points of
the circle. Where should the chord be in order that the equivalent resistance between the
two end points of the chord is maximum, and what is the value of this largest equivalent
resistance? Let R be the resistance of a wire which has a length equal to the radius of the
circle. P. 5442. A nucleus, which was initially at rest, was accelerated though a potential
difference of 20 kV, and then it enters into a uniform magnetic field of induction 1.0 T.
The magnetic induction is perpendicular to the velocity of the nucleus. The magnetic
field is separated from the force-free region by a plane perpendicular to the particle’s
direction of travel. The particle leaves the magnetic field after 3.3 - 10~® s. Which nucleus
is it? P. 5443. KCI crystallises in a face-centred cubic system and has a lattice constant of
628 pm. What is the maximum wavelength of X-ray that can be used to create a Bragg
reflection on the lattice planes perpendicular to the diagonal of the unit cell in the crystal?
P. 5444. A small charged ball can move frictionlessly along a long, thin, vertical, insulating
rod. If an equally small body of the same charge is placed at the bottom of the rod, the
moving ball will be in equilibrium at a height of ho. How far away from the rod in the
horizontal direction can we move the lower body so that the ball on the rod can still be
in equilibrium somewhere. What is the height of this is this position?
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