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normalvektorat kapjuk: n = (%, —2). Hasznaljuk ezt a normalvektort és a parabola

fékuszpontjat. A visszavert fénysugar egyenlete:

8 16
Sr_oy=—_12.
30T

Rendezve az egyenletet: 4z — 3y = —10.

¢) A beesési meréleges meredeksé-
gének és az a) részben szerepld érinté f Y
meredekségének szorzata —1.

1
mb-mzmb-(—3>=—l, mp = 3.

LA N = B B S =)

A beesési merdleges irdnyszoge: tga =
=3, a=T157°.

Az y-tengely mentén beesé fénysu- 1

5V

gar és a beesési merdleges altal bezart
sz0g a fent szamitott szog potszoge, igy
B =90° — o = 18,43°.

Jocsik Csilla

7T—6-5-4-3-2/10 1 2 3 4 5 6z

Matematika feladatok megoldasa

B. 5164. Két jdatékos 3 gydzelemig tarto kd-papir-ollo pdrbajt jatszik. Tegyiik
fel, hogy mindketten minden menetben véletlenszerden (egymdstdl és a kordbbi

mutatdsoktdl fiiggetleniil), % : % . eséllyel valasztjak ki, hogy mit mutatnak. Adjuk
meg a menetek szamdnak vdrhato értékét.

(5 pont)

I. megoldas. Legyen f(a,b) a menetek szdmdnak varhaté értéke, ha a gyéze-
lemhez az els§ jatékosnak (akit A-val jelsliink a kés6bbiekben) a, a mésodiknak (6t

pedig B-vel) b menetet kell nyernie (ez az (a, b)-vel jelolt parbaj).

Amikor az (a,b) parbajban az elsé menet lezajlott, harom dolog lehetséges.
Ha az els6 jatékos nyert, akkor neki mar csak a — 1 menetet kell nyernie, vagyis
az (a —1,b) parbaj alakult ki. Ha a masodik nyert, akkor (a,b— 1) parbaj alakult ki.
Ha pedig dontetlen, akkor tovdbbra is (a,b) parbajrdl van szé. Az aldbbi tablazatbdl

leolvashatd, hogy minden eset a fenti harom koziil 1/3 eséllyel alakul ki.
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B k6 B papir | B oll6
A ko6 = B nyert | A nyert
A papir | A nyert = B nyert
Aoll6 | B nyert | A nyert =

Ebb6l nyerhetiink egyenletet f(a,b)-re. Ha A nyert, akkor a hatralévé menetek
varhat6 szama f(a — 1,b), ha B nyert, akkor f(a,b— 1). Ha dontetlen alakult ki,
akkor a hatralévé menetek varhaté szama f(a,b). Minden esetben egy menet mér
lement, igy 1-et kell adni a fenti értékekhez. Mivel a varhat6 érték additiv, ebbol

1 1 1
f(a,b) = §(f(a— Lb)+1)+ g(f(a,b— 1)+1)+ g(f(a,b) +1),
2 1
gf(avb) =1+ g(f(a_ L,b) + f(a,b— 1))a
3 1
f(avb) = 5 + §(f(a_ lab) +f(a'ab_ 1))

Tovabbé nyilvan f(a,b) = f(b,a), és a =0 vagy b =0 esetén f(a,b) =0. Ez
mar elég ahhoz, hogy kiszdmoljuk f(a,b)-t minden a,b-re. Azonban a = b = 3-ra
inkabb célszerli konkrét szamokkal végigszamolni, mint meghatarozni f explicit
alakjat.

Viagjunk is bele:

3 1 3
L,1)==-+= 1 1 ==
F1L1) =5+ S (70,10 + (1,0)) = 5,
3 1 3 1/3 9
f(2,1) = §+§(f(171)+f(270)) =513 (2) =1
3 1 3 1/9 9 15
2,2) =2+ =(f(1,2 2,1))=2+-(242) ==
ren =3+ s0a+ien) -3+3(3+3) -7
3 1 3 1/9 21
1) =—-+ = 2.1 —— 4+ (Z) ===
s =5+ 5+ se.0) =5 +5 (1) = 5
3 1 3 1/21 15 5
f(3,2) = §+§(f(3a1)+f(272)) =513 <8+4) =16
3 1 3 1/75 75 99
f(3,3) = §+§(f(273)+f(372)) =513 (16+ 16) =16
Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Osszuk fel a parbajt meccsekre. Egy meccs addig tart, amed-
dig valamelyik jat¢kos meg nem nyer egy menetet. Tehdt egy meccs egy vagy t&bb
menetbdl all, melyek koziil az utolsd kivételével mindegyik menet dontetlen. Erte-
lemszertien az nyeri a parbajt, aki el6bb nyer meg harom meccset.
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Minden menet % eséllyel lesz dontetlen, fliggetleniil az el6z6 menettdl. fgy

-1
annak a valdszinlisége, hogy egy meccs pontosan n menetbél all, m,, = (%)n %
Tehat az egy meccsen beliili menetek szdmanak varhaté értéke igy szamitha-

té Kki:

00 o] 1n—12
M:Z:nmn:Zn(?)) §:

2 3
1 1 1 2 9 2 3
—(1+2-< S)a(z) ) 2= 222
<+ 3+3<3)+(3>+ )3 43 2

(Valészinliségszamitdasban képzett megolddk azt is mondhatjdk erre, hogy az egy
meccsen beliili menetek szama geometriai eloszlasd, p = % paraméterrel, tehat var-
haté értéke - = 3).

Mivel a jaték szimmetrikus, igy mindegyik meccset % eséllyel nyeri A jatékos

és % eséllyel B jatékos. A kiilonboz6 meccsek eredményei pedig fiiggetlenek egy-
mastol. Ezt felhasznalva hatarozzuk meg a parbaj eldontéséhez sziikséges meccsek
szamanak eloszlasat.

e Akkor elég 3 meccs, ha az els6 harom meccset ugyanaz nyeri. Ennek esélye

3
1 1
b3 (2> 1

e Akkor dél el a 4. meccs végén a parbaj, ha az els6 négy menet gyOzteseinek
sorozata a kovetkezd 6 sorozat valamelyike: AABA, ABAA, BAAA (ilyenkor
A nyer), ABBB, BABB, BBAB (ilyenkor B nyer). Egy-egy ilyen sorozat

4
esélye (%) , tehdt annak az esélye, hogy 4 meccsbdl all a parbaj:

1\ 3
p4—6'(z>—s-

e Legkésébb az 5. meccs végére el kell d6ljon a parbaj (a skatulyaelv alapjin
az 5 mececsb6l legaldbb 3-at ugyanannak az embernek kell nyerni), {gy annak
az esélye, hogy 5 meccsbol all a parbaj:

3
ps=1—p3—ps= .
8

Legyen most X; az a valdszinliségi valtozd, amelyik megadja az i. meccsen
beliili menetek szamat. Ha a 4., illetve 5. meccs nem valésul meg, akkor Xy =0
(illetve X5 = 0).

fgy a teljes meccs meneteinek szama éppen X7 + Xo + X35 + X4 + X5, ennek
vérhaté értéke (felhaszndlva, hogy a varhaté érték additiv):

E(X:) + E(X2) + E(X3) + E(Xy) + E(X5).

Az egyes E(X;) értékeket egyenként meg tudjuk mondani:
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e E(X;)=E(X3) =E(X3) = M, hiszen az els6 hadrom meccs biztosan megvald-
sul.

o E(X4) = M(1—ps), hiszen X, értéke p3 eséllyel 0, mig 1 — p3 eséllyel lesz
4. meccs, igy ha n # 1, akkor

P(Xy=n) = (1—ps) @)H : %

e E(X5) = Mps, hiszen X5 értéke p3 + ps eséllyel 0, mig ps eséllyel megvaldsul

ez a meccs, igy
n—1
1 2

Tehat a feladat kérdésére a valasz

3 3.3\ 3 33 99
M(3+(1—p3)+p5)=2(1+1+1+4+8>=2~8:16.

Megjegyzések. 1. Ha Y-nal jeloljitk a meccsek szadmat jelold valdszintiségi valtozot,

akkor ) 5 5 33
E(Y)=3--4+4.°2 222
(¥)=3 4 + 8 5 8 8’
azaz éppen teljesiil, hogy:
99
E(X1)-E(Y) = 6"

fgy is kiszamithat6 lenne a feladat végeredménye?

Mivel X; és Y fiiggetlen, teljesiil E(X1) - E(Y) =E(X1Y), de X 1Y éltaldban nem
egyezik meg a menetek szdmdval (bar némi koze van hozzd). Tehdt erre nem tudunk
hivatkozni.

Valéjdban ez a kiszamitdsi mod egy mély és altaldnos Gsszefiiggés, az tigynevezett
Wald-azonossdg (1d. https://en.wikipedia.org/wiki/Wald’s_equation) egy egyszeri
specialis esete.

Az azonossag feltaldléjarél, Wald Abrahdmrél érdemes elolvasni ezt a térténetet is:
https://ematlap.hu/konyvespolc-2017-03/443-hogy-ne-tevedjunk-wald-abraham-
es-a-hianyzo-lovedeknyomok.

2. A leggyakoribb hiba a mésodik (honlapon is k6zolt) megoldds végi megjegyzésnek
megfeleld hiba volt.

3. Emellett t6bb olyan versenyzé is volt, aki nem volt tisztdban a varhaté érték fo-
galmdval, és azt hitte, hogy a feladat azt kérdezi, hogy melyik a legnagyobb valészintiiségli
(egész) menetszam.

4. A feladat els6 részét sokan a honlapihoz hasonléan oldottdk meg, de a méasodik
részben gyakoribb volt a megjegyzésként irt hibas indoklast alkalmazé megoldas, mint
az ott leirt helyes megoldds. T'6bben is felirtdk az egyes menetszdamokhoz tartozd valé-
szinliségeket a menetszamok n fiiggvényében, és ezt helyettesitették be a varhatd érték
megfelel képletébe. fgy egy igen bonyolult 6sszeghez jutottak, melynek kiszamitaséval
hosszu oldalakon at veszédtek. Szerencsére ennél tobben alkalmaztik a Markov-lancokkal
torténd megoldast, mely segitségével sokkal bardtsdgosabb szamolds utdn konnyedén el-
jutottak a helyes eredményhez.
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54 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 25 versenyz6: Beinschroth Ninett, Csizmadia
Miklés, Diaconescu Tashi, Duchon Marton, Fekete Richard, Han Ziying, Hegedlis Daniel,
Koleszar Domonkos, Kovacs Alex, Kokényesi Méark Péter, Lenkey Gyodngyvér, Lovas
Maérton, Macsai Daniel, Metzger Abris Andrés, Molnar-Szabé Vilmos, Nagy Levente,
Németh Mérton, Simon Laszlé Bence, Szanyi Attila, Sztranydk Gabriella, Terjék Andras
Jézsef, Varga Boldizsar, Velich Néra, Wiener Anna, Zémbik Barnabas. 4 pontos 10,
3 pontos 3, 2 pontos 4, 1 pontos 6, 0 pontos 5 dolgozat.

B. 5178. Legyen x pozitiv valds szam. Mutassuk meg, hogy

V62 + 9+ V16x + 64 < <\/E+j§> <ﬁ+\§5)

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

I. megoldas. Elészor is jegyezziik meg, hogy egyenl6tlenségiink minden pozitiv
valds szamra értelmes (a negativokra nem, de a feladat ezt kizérta).

Ezutédn szorozzuk meg x-szel az egyenlotlenség mindkét oldalat, a kapott
egyenl6tlenség ekvivalens lesz az eredetivel, és mivel x pozitiv, nem fordul meg
a reldcidjel. Ezt kapjuk: z(v/6z + 9+ /162 + 64) < (z + 3)(x + 8). Eszrevehetjiik,
hogy a bal oldalon a gyokjel alatti tagok felirhatok két szam négyzetének kiilonbsé-
geként: 6249 = (z + 3)> — 22, mig 162 + 64 = (x + 8)° — 22, ezdltal a bizonyitands
egyenlGtlenség ekvivalens az

x<\/(x+3)2—x2+\/(x+8)2—x2) <(x+3)(z+8)

egyenlGtlenséggel.

Vegyiink fel egy olyan haromszoget,

amelynek két oldala x + 3 és « + 8, a harma- z+3 z+8
dikhoz tartozé magassag pedig x. Meg kell x
jegyezziik, hogy ilyen haromszog mindig 1éte-
zik, ugyanis megkaphaté két olyan derékszogi
hiromszog unidjaként, amelyek egyik befogé-
ja x, atfogdik pedig x + 3 és = 4 8, marpedig derékszogli haromszoget akarmilyen
1-nél kisebb befogd-atfogd aranybdl lehet szerkeszteni. Tovabba az x-re vonatkozo
pozitivitast hasznalva az is egyszerlien lathatd, hogy ezek a hosszok pozitivak
lesznek.

Eloszor szamoljuk ki a harmadik oldalt. Mivel a magassag két derékszogi
haromszogre bontja a nagy haromszoget, hasznélhatjuk mindkettoben a Pitagorasz-
tételt, azt kapjuk, hogy a két mésik befogd rendre

(z+3)% — 22, illetve (z +8)% — 22,

azaz a harmadik oldal hossza \/(x +3)> — 22+ \/(a: +8)% — 22. Legyen az ezzel
szemkozti szog . Ennek segitségével irjuk fel kétféleképpen a haromszog teriiletét
az ismert teriiletképletekkel. Rogton a kétszeres teriiletre térve:

2t = (\/(x+3)2—x2+\/(:v+8)2—x2)>a::(:E—|—3)(gc+8)sina.
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Mivel egy szog szinusza legfeljebb 1, ezért

(x+$uwﬁ)>%=(¢@+3f—x%+¢u+a2—ﬁ)@
ami éppen a bizonyitandé.
Varga Boldizsdr (Ver6ce, Géza Fejedelem Reformdtus Alt. Isk., 8. évt.)

II. megoldas. Mivel x pozitiv valds szam, ezért mindent értelmeziink, és mind-
két oldal pozitiv. Bontsuk fel a zardjelet az egyenlStlenség jobb oldalan:

24
\/6x+9+\/16x+64<x+;+11.

Mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:

2
\/384x24—2112x4k23044k22x4k73$§x2gk22x4%16947§4§#7§2?,
xr X

528 576
2¢%ﬁ+ﬁ%x+m6<ﬁ+ﬂﬁ+37+;§.

A pozitiv 22-tel szorozva:

2221/9622 + 528 + 576 < z* + 9622 + 528z + 576.

Legyen a := 9622 + 528z + 576, hogy egyszer(ibb legyen az egyenletiink:
2¢2y/a < 2t + a.
Mivel mindkét oldal pozitiv, ismét emeljiink négyzetre:
4zta < 2% 4 2azt + a2,
0< 2% — 2az* —I—a2,

4

0< (2% — a)2,

/N

ami nyilvan teljesiil. Mivel végig ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért az ere-
deti egyenlGtlenség is minden pozitiv = esetén fennall.

Csizmadia Miklés (Budapest XIV. Keriileti Szent Istvdn Gimnazium, 11. évf.)
52 dolgozat érkezett. 4 pontos 46, 3 pontos 5, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 5187. Az S ={1,2,...,n} halmaz egy részhalmaza primitiv, ha nincs benne
két olyan elem, melyek kozil az egyik osztoja a mdsiknak. Mutassuk meg, hogy ha
eqy A C S primitiv halmazhoz nem lehet igy hozzdvenni ujabb S-beli elemet, hogy
primitiv maradjon, akkor vagy A = {1}, vagy A mérete legaldbb annyi, mint n-ig
a primek szdma.

(6 pont) Javasolta: Sdandor Csaba (Budapest)
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Megoldas. Ha 1 € A, akkor A-nak nem lehet mas eleme, vagyis teljesiil a feladat
feltétele, a tovabbiakban feltételezziik, hogy 1 ¢ A.

Hajtsuk végre a kovetkez6 algoritmust: kezdetben a B halmaz legyen {ires,
a C' halmazban pedig legyenek benne a primek 1-t6]l n-ig. Ismételjiik, ameddig
lehet, a kovetkezot: ha létezik olyan p € C' és y € A, hogy alkalmas j pozitiv
egésszel y = p’ - k, ahol k néhany (nem feltétleniil paronként kiilonbozd) B-beli
szam szorzata, akkor a p primet vegyiik ki C-bol, és rakjuk at B-be.

(Kezdetben tehét rakjuk &t B-be azokat a primeket, amelyeknek van hatvinya
A-ban, majd az olyanokat, amelyeknek valamely hatvanya el6all egy A-beli elem
és néhany B-beli prim szorzatdnak hanyadosaként, stb.) Ha mar nem tudunk t5bb
ilyen 1épést végezni, a kovetkezo esetek allhatnak fenn:

— A C halmaz iires. Ekkor |A| > [{primek 1-t6] n-ig}| — igy teljesiil a feladat
feltétele — mivel minden 1épés soran olyan A-beli elemet valasztottunk ki, amelyet
korédbban nem (és sszesen |{primek 1-t6l n-ig}| 1épés tortént). Tegyiik fel ugyanis,
hogy az y € A szdmot az i-edik és a j-edik 1épésben is kivalasztottuk, ahol i < j.
Jelolje By és C1, illetve By és Cy a B és C' halmaz aktualis allapotdt kozvetleniil
az i-edik, illetve a j-edik 1épés végrehajtdsa elott. Indirekt feltevésiink szerint ekkor
y=pi' ki ésy=p} - ko. A primtényezds alak egyértelmiisége miatt py osztdja k-
nek, igy po € B1, mésrészt po € Cy C C1. Tehat ps a By és a Cy halmaznak is eleme,
ami lehetetlen, hiszen a B és C halmazok az eljaras soran végig diszjunktak.

— C = {p}. Ekkor A-ban nincs p-vel oszthaté elem, tehdt még hozzdvehetjiik
a halmazhoz p-t, és ez ellentmondés.

— Minden mas esetben vegyiik a legkisebb p € C' elemet. Mivel A primitiv, van
p-vel oszthaté eleme; legyen z € A olyan, hogy a p primtényez6 hatvanya z-ben
maximalis az A elemei koziil. Tudjuk, hogy van olyan ¢ € C, ¢ > p prim, amelyre
q | z, méskiilonben még egy 1épést elvégezve p-t atrakhattuk volna B-be.

Tekintsiik az s := § -p szamot. Nyilvan s < z < n, és s-nek nincs osztdja A-ban,
mivel az z-nek is osztdja lenne, vagy nagyobb lenne benne a p kitevéje, mint z-ben.
Tovabba s-nek nincs tobbszorose sem A-ban, mert abban nagyobb lenne p kitevdje,
mint z-ben. Tehdt s-et hozza lehetne venni A-hoz, ami ellentmondas.

Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 11. évf.)

72 dolgozat érkezett. 6 pontos 34, 5 pontos 7, 4 pontos 5, 3 pontos 2, 2 pontos 3,
1 pontos 12, 0 pontos 7 dolgozat.

B. 5206. Egy n-jegyti ajasas...a, szdimot hegyszeriinek neveziink, ha wvan
olyan 1 <k < n egész, amelyre ay,as,...,a; Szigoruan monoton novekvd, mig
Aky Qg1 - - - 5 G, SZIgOTUAN MoOnoton csékkend sorozat. (Példdul az 1,121, 1231 szd-
mok hegyszertiek, de az 1442 és az 12313 nem hegyszeriiek.) Hany hegyszert szam
van?

(3 pont)

Megoldas. Ahhoz, hogy egy hegyszerli szdmot tudjunk késziteni, el6szor va-
lasszuk ki, hogy mely szdmjegyek fognak benne szerepelni (a 0-s szamjegyet egyelére

ne vélasszuk ki). Rendezziik sorba nagysdg szerint ezeket a szamjegyeket. frjuk le
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most el6szor a legnagyobb széamjegyet. Ezutan haladjunk nagysdg szerint lefelé.
Mindegyik szamjegyet a késziilé n-jegyl szamnak vagy a bal, vagy a jobb, vagy
mindkét oldalalara irhatjuk le. Ez a moédszer nyilvan mindig kiilonb6zo, és helyes
hegyszerii szamot ad; mésrészt pedig megkapunk minden lehetséges hegyszerii sza-
mot az adott szamjegyekbol képezve. Ez azt jelenti, hogy k szamjegy esetén elrende-
zésiikre 3F~1-féle lehetéség van. Ha barmelyik kivalasztas barmelyik sorrendjéhez
hozzavesszitk még a nulldt (amely mindig csak az utolsé helyre keriilhet), akkor
készitettiink egy jabb hegyszerii szamot, tehat az 1-9-es szamjegyekbdl képzett
hegyszeri szamok szdma az Osszes készithetd szam fele.

Az eddigiek alapjan a legnagyobb szamjegy szerint Osszegezve:

() o+ (D)o (O rs (O) 7+ () 9] 2=1mme2

Kovdcs Moric (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. Ha 0 szdmot is hegyszeriinek tekintjiik, akkor eggyel nagyobb 6ssze-
get kapunk.

2. A szereplS binomidlis egyiitthaték valdszintsitik, hogy ez az Gsszeg a binomidlis
tétel alapjén is kiszamithaté. Valéban, frjuk fel a 4°-t (1 4 3)9-ként:

4 =01+3)"= <(9)>-3%(?)-31+<z)-32+...+(2)~38+<2)-39.

Ha ebbél az 6sszegbdl elhagyjuk az elsé tagot — az 1-et —, majd a fennmaraddé tagokat
3-mal osztjuk, akkor éppen a feladat végeredményében szerepl6 zardjeles kifejezést kapjuk.
Tehét a hegyszerti szamok szdma pontosan:

9_ f—
1 3 1~2:2621§4 1-2:174762.

Osszesen 112 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 75, 2 pontot 11 tanulé. 1 pontos 17,
0 pontos 5 versenyz6 dolgozata. Nem versenyszerti 4 dolgozat.

B. 5209. Egy 2022 elemi, egészekbdl dllo halmaznak legfeljebb hany olyan két-
elemd részhalmaza lehet, melyre a két elem dsszege szintén a halmazhoz tartozik?

(5 pont)

Megoldas. A nullat feltétleniil érdemes belevenniink a halmazba, mert azt
barmely masik szammal Gsszeadva ismét az elemet kapjuk.

Tekintsiik elészor csak a pozitiv elemeket. Legyenek ezek 1 < xo < ... < xy,.
Vizsgaljuk meg mindegyik elem esetében, hogy legfeljebb hany darab nala kisebb
parja lehet (a par itt azt jelenti, hogy Osszeadva Gket ismét a halmaz egy elemét
kapjuk). Igy meg fogjuk kapni az 6sszes part. Mivel az ,, a legnagyobb elem, ahhoz
nem rendelhetiink tovabbi pozitiv elemet. Az x,_1-hez csak egyet rendelhetiink,
hiszen csak egy nala nagyobb eleme van a halmaznak. Latjuk, hogy egyik szdmhoz
sem rendelhetiink sem a néala nagyobb elemek szamanal tobb, sem a nala kisebb
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pozitiv elemek szdmandl tobb darab elemet. (Az elméleti maximum pl. n = 4-re
0+1+14+0=2.) Ezt az elméleti maximumot el is lehet érni gy, ha 1-t6l n-ig
vessziik a pozitiv egész szamokat.

Ez a modszer a negativ elemek kozott is ugyanigy miikodik.

Tekintsiik most a kiilonb6z6 elgjelit szamok Gsszegeit. Legyenek a pozitiv sza-
mok 1-t8l n-ig, a negativak pedig (—1)-t6l (—k)-ig. Az eddigiek alapjin n + k =
= 2021. Ha barmelyik negativ elemhez barmelyik pozitivat parositjuk az biztosan
megfelel6 lesz, mert az Osszeg —k és n kozé fog esni. Ilyen parbdl n - k darabot tu-
dunk megadni. A pozitiv és negativ elemek szama koziil az egyik paros, a masik
paratlan. A szimmetria miatt feltehetjiik tovabba, hogy a pozitivak szama paratlan,
n=2u+1, k=2021 - 2u—1=2020 — 2u.

A negativ parok szdma: (1010 —u — 1)(1010 — u), a pozitiv pdrok széma
(u— 1)u + u, végiil a vegyes parok szama: (2020 — 2u)(2u + 1).

Ezek 6sszegét vizsgdljuk. Az u masodfokd polinomjat kapjuk:

1009 - 1010 — 2019w + w2 + u? + 4040u — 4u® + 2020 — 2u =
= —2u? + 2019 + 1010 - 1011.

Ez a fliggvény maximumat a masodfoku fiiggvényekre vonatkozé ismert eljaras

alapjan u = —% ~ 505 esetén veszi fel. Ha az u = 505-hoz tartozé helyettesitési
értékhez hozzdadjuk még a 0-val képzett 2021 part, kapjuk az elérheté maximumot:

—2-505% 42019 - 505 + 1010 - 1011 + 2021 = 1532 676.

Liszlé Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 65 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 30, 4 pontot 4 tanulé. 3 pontos 9,
2 pontos 12, versenyz6 dolgozata. 1 pontra értékelt 6, 0 pontra 4 versenyzo6 dolgozata.

B. 5214. A 110 egy olyan szamjegysorozat, amelyet barmilyen 1-nél nagyobb
poziltiv egész alapu szdmrendszerben tekintve pdros szamot kapunk. Van-e olyan
1-esekbdl és 0-kbol dllo szdmjegysorozat, amelyet bdrmilyen 1-nél nagyobb pozitiv
egész alapi szdmrendszerben tekintve 3-mal oszthato pozitiv egész szamot kapunk?

(3 pont)

I. megoldas. Olyan szamot keresiink, amely legalabb egy darab 1-est tartalmaz,
hiszen pozitiv; viszont nem végzodhet 1-re, mert akkor a 3-as szdmrendszerben
1 maradékot adna 3-mal osztva, tehat az utolsé szamjegye 0.

Ha a szdmrendszer alapja oszthaté 3-mal, akkor a nem utolsé helyiértékek
mindegyike 0 maradékot ad 3-mal osztva, mert tartalmaznak 3-as primtényezot,
igy ez esetben barhol lehet 1-es a keresett szamban.

Azokban a szamrendszerekben, amelyekben az alap 3-as maradéka 1, minden
helyiérték 3-as maradéka 1, mert ha Osszeszorozzuk a maradékokat, az mindig
1-1=1. Ekkor annyi l-es szamjegy sziikséges, hogy a szamuk 3-mal oszthato
legyen, azaz legalabb 3 darab 1l-est tartalmaz a szam.
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Ha pedig a szamrendszer alapjanak 3-as maradéka 2, akkor a maradékok
sorban a kovetkezdk: 1,2,1,2..., mert 1-nek 1, ezt 2-vel (a 3-as maradékkal)
szorozva 2 a maradék, ezt megint 2-vel szorozva 4, melynek 3-as maradéka 1, és igy
tovabb. Ez esetben az imént emlitett 3 darab 1-esnek azokon a helyiértékeken kell
elhelyezkednie, amelyek 3-mal osztva ugyanazt a maradékot adjak.

Az 101010 szam a fenti feltételek mindegyikének megfelel, ezért van ilyen szam.

BLG-s kobakok (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

I1. megoldas. A 101010 szdm ilyen, n alapi szdmrendszerben (n > 1 egész)
ennek a szamnak a valodi értéke

n® +n®+n=n(n*+n*+1).

Ha n oszthaté 3-mal, akkor az (n* 4+ n? + 1)-szerese is.
Ha n nem oszthaté 3-mal, akkor, mivel minden 3-mal nem oszthaté négyzet-

; . . . 2.
szdm 3-mal osztva 1 maradékot ad, ezért az 1, az n? és az n* = (n?)” is. Ilyenkor
az Osszegiik 3-mal oszthatd, igy annak n-szerese is.

Belattuk, hogy az n-es szamrendszerben felirt 101010 szam barmilyen n-re
oszthaté 3-mal, tehat van ilyen szam.

Janosik Maté (Gyér, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)

Osszesen 133 dolgozat érkezett. 3 pontos 86, 2 pontos 34, 1 pontos 6 dolgozat. 0 pontot
1 versenyz6 kapott. Nem versenyszerli 6 dolgozat.

B. 5229. Az a # 0 valds szamra és az f : R — R fiigguényre
(1) flz+f) = fla) + fy) +ay

teljesiil minden z,y € R esetén. Bizonyitsuk be, hogy [ additiv, vagyis f(x +y) =
= f(x) + f(y) minden x,y € R esetén.

(6 pont) Javasolta: George Stoica (Saint John, New Brunswick, Kanada)

Megoldas.

Elészor a feladatban szerepld egyenlet (a tovabbiakban (1)) mindkét oldaldhoz
adjunk z-et, majd vegyiik mindkét oldal f szerinti képét:

flz+ fla+f®) = flz+ f) + fy) + ay).
Az (1) alapjén bontsuk ki a bal oldali kifejezést:
fa+ e+ fW)) = f@) + f(e+ fW) +alz+ f(y) =

= f(z) + f(=) + f(y) + ay + ax + af(y),
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majd a jobb oldal kifejezést is:
Fla+ f@)+ fy) +ay) = fl@+ (@) +ay) + fy) +ay =
= fx+ay) + f(z) + ax + f(y) + ay.
Az egyenldség fennall, igy:
f@)+ f(@) + f(y) +ay + ax +af(y) = f(z + ay) + f(z) + ax + f(y) + ay,
(2) f(@)+af(y) = f(z+ay),
amely egyenletbl z = y = 0 helyettesitéssel megkapjuk f(0)-t:
f(0) +af(0) = £(0),

fgy af(0) = 0. Ebbdl a # 0 miatt kovetkezik, hogy f(0) = 0.

Ha most (1)-be z helyére 0-t helyettesitiink és felhaszndljuk, hogy f(0) =0,
akkor az f fiiggvény tjabb tulajdonsagdhoz jutunk:

(3) F(fw) = f(0) + fy) +ay = f(y) + ay.
Most pedig helyettesitsiink (2)-be x helyére f(y)-t:
(W) +af(y) = f(fly) +ay),

amibdl a jobb oldalon (1), a bal oldalon (3) alkalmazdsdval

fly) +ay+af(y) = flay) + f(y) + ay,

Ezt (2)-be visszahelyettesitve az

f(@) + flay) = f(z + ay)

egyenlethez jutunk, ami éppen az additivitast jelenti, hiszen ay = z esetén z tet-
sz0leges valds szam, mivel a # 0 és y tetszOleges valés szam. Ekkor tehat x és
z tetszoOleges valos szamokra teljesiil, hogy

f(@) + f(z) = f(z +2).

Eppen ezt akartuk megmutatni, {gy a bizonyitdsunkat befejeztiik.

Fazokdn Marcell (Debreceni Fazekas Mihaly Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 42 dolgozat érkezett. 6 pontos 20, 5 pontos 2, 4 pontos 4 dolgozat. 3 pontot 5,
2 pontot 3, 1 pontot 3 versenyz6 kapott. 5 dolgozat 0 pontos lett.
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B. 5235. Mutassuk meg, hogy a Fibonacci-sorozatban minden 3-ndl nagyobb
primszam 4k + 1 alaka.

(5 pont)

Megoldas. Az n-edik Fibonacci-szamot F,-nel jeloljiik. Vizsgdljuk meg a
Fibonacci-szamok négyes maradékat, az el6z6 két szdm Osszege a kovetkezo (a so-
rozat definici6jabol adédéan). Az els6 két szam maradéka 1, a harmadiké 1 +1 = 2,
a negyediké 2 4+ 1 = 3, az 6todiké 3+ 2 =5 =1, a hatodiké 1 + 3 =4 = 0, a hete-
diké 1+0 =1, a nyolcadiké 140 =1 és innentdl ismétlodik, mivel a kovetkezd
szam csak az el6z6 kettotol fligg. Lathatjuk, hogy hatos periédusonként ismétlod-
nek a szamok, a 0 és a 2 maradéku biztosan paros, ezért nem lehet 3-nal nagyobb
prim. Az egyetlen 4k + 3 alakil ebben a negyedik, tehdt a sorozatban az ilyen sza-
mok az Fg;44 alakiak, ahol [ nemnegativ egész. Mivel 61 + 4 paros, igy felirhaté 2n
alakban, ahol n = 3l + 2, ahol n > 2.

A Fibonacci-sorozattal kapcsolatban sok kozismert azonossdg létezik (lasd
korabbi cikkiinket: Enekes Béla—Kés Géza: Néhany érdekesség a Fibonacci- és a
Fibonacci-tipusu sorozatokrol, amely ezen a linken érhet6 el:

http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?7id=200117,
illetve
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf .phtml?tabla=Cikk&id=200117).

Az ismert tételek koziil most a teljes indukciéval kénnyen belathato
Foir1=FFy+Fy 1Fr

azonossagot alkalmazzuk (a cikkben a 4. oldalon (6)-os szdmmal taldlhaté meg).
Alkalmas (k — 1 = n) helyettesitéssel kapjuk, hogy

F2n:FnFn+1+anan:Fn(Fn+1+Fn71)7

ami azt jelenti, hogy F, | Fa,, vagyis, ha F, primszdm, akkor F, =1 vagy
F,, = F5,. Utobbi ellentmondas, hiszen a Fibonacci-sorozat n > 2-re szigoruian mo-
noton névekedo. Ha pedig F,, = 1, akkor n = 1 vagy n = 2, azonban az n > 2 felté-
tel miatt csak az n = 2 esetet kell vizsgalnunk. Ekkor Fs,, = F; = 3, tehat valéban
4k + 3 alakt primszamot kaptunk. T6bb eset nincs, igy belattuk, hogy a Fibonacci-
szamok koziil az egyetlen 4k + 3 alaku prim a 3, azaz a Fibonacci-sorozatban szerep-
16, 3-nal nagyobb primszamok sziikségképpen 4k + 1 alaktak. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik.

Bényei Borisz (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 66 dolgozat érkezett. 5 pontos 26, 4 pontos 23, 3 pontos 10 dolgozat.
2 pontot 6, 1 pontot 1 versenyz6 kapott.
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