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( ’ i Kedves Olvaséink!
oJd

A kovetkezd tanévre sz6lé megrendelésrol szolé informéaciok varhatéan majus
kozepén keriilnek fel a honlapra.

A Kiadé

=

o Ericsson-dij — tajékoztatd
ERICSSON

A kovetkez® évi Ericsson-dij varhatéan nyar elején keriil kiirdsra. Kérjiik,
kovessék figyelemmel honlapunkat és/vagy facebook oldalunkat.

MATFUND Alapitvany

Konvex testbe irhaté tetraéder d-dimenzioban*

1. Egy egyszerii feladat: sikidom haromszogek kozé ,,szendvicselve”

Adott egy korlatos konvex sikidom, K, amely zart, tehat a hatarolé gorbét is
tartalmazza. Vegyiik az Osszes K altal tartalmazott hdromszoget. Beldthaté (ezt
hidd el), hogy ezek kozott van (esetleg tobb) maximdlis teriilet(l, legyen S ilyen
haromszog. Igazold, hogy ha S-et az s stlypontjabdl (—2)-szeresére nagyitjuk (tehat
kozéppontosan tiikrozziik s-re, majd vessziik a képét a 2 aranyi, s kozépponti
hasonlésdgnél), akkor az {gy kapott S’ hdromszog tartalmazza K-t. Ne olvass
tovabb, a megoldds kovetkezik!

Megoldas. Vegyiink egy S’-n kiviili p pontot. Ekkor S’ valamelyik oldalegye-
nese elvélasztja p-t S'-t6l. Jelolje a) és a), az S’ hdromszog ezen egyenesen fekvé
két csucsét, és ay, illetve ay az S haromszog megfeleld csicsait. Konnyt latni, hogy

* A cikk az Innovécids és Technoldgiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszami Uj Nemzeti
Kivélésiag Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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az ajasp hdromszognek nagyobb a teriilete, mint S-é (azonos alap, nagyobb ma-
gassdg). Ezért S valasztdsabol adédéan p nem lehet K pontja, amivel az allitast
belattuk. ]

Ennek a cikknek a célja, hogy kimondjuk és beldssuk a fenti feladat d-dimenzids
analogonjat. Ehhez el6szor roviden bevezetjiik a d-dimenzids tér fogalmat, és geo-
metridgjanak néhany alapelemét.

2. Magasabb dimenzié — Bevezetés

Hogy néz ki a kérdés a haromdimenzids térben? Hasonlo érveléssel beldthato,
hogy ha egy korlatos konvex testben, amely zart, tehat a hatarold feliiletet is tartal-
mazza, vesziink egy legnagyobb térfogati tetraédert, akkor annak a sulypontjabdl
vett (—3)-szoros nagyitottja tartalmazza a testet. Ehhez két dolgot kell tudni. Egy-
részt azt, hogy ha a tér egy pontja nincs a tetraéderben, akkor annak egyik lapsikja
a tetraédert a ponttdl elvalasztja. Masrészt azt, hogy a tetraéder térfogata egyene-
sen aranyos az alapteriilet és a magassag szorzatdval (az ardnyossdgi tényezd %7 de
ez itt nem fontos).

Mi torténik hdromndl magasabb dimenzidban? Ehhez egy-két dolgot tisztdzni
kell, leginkabb azt, hogy mit jelent a magasabb dimenzié. Errol részletesen frtunk
a KoMalL 2018 szeptemberi szdmaban [1]. Roviden a d-dimenzids euklideszi geomet-
ria felépitését igy (is) lehet kezdeni: Vegyiik a valds rendezett szdm d-esek halmazat
(d rogzitett pozitiv egész), tehét azt a halmazt, melynek elemei d koordingtdbdl 4l-
16 vektorok, (z1,%2,...,2q), ez geometridnk ponthalmaza, és R-vel jeloljiik. Egy
ilyen vektort tudok szorozni valds szdmmal (minden koordindtat megszorzok vele),
és megint egy vektort kapok, tovabba ossze is tudok adni két ilyen vektort a szo-
kott médon, koordindtanként. Tudom most definidlni két pont (tehdt vektor) altal
meghatdrozott szakaszt. Az (x1,...,xq) és (y1,...,yq) pontok dltal meghatdrozott
zart szakasz az (1 — N)(x1,...,24) + A(y1,...,yq) pontok halmaza, ahol A befutja
a [0,1] valds intervallumot. Gondold meg (tényleg!), hogy d = 2, illetve 3 esetén
valéban igy kapom meg a szakasz pontjait. Most méar konnyti definidlni R? kon-
vex halmazait: azon ponthalmazok, amelyek tetszoleges két pontjukra az azok altal
meghatarozott szakaszt is tartalmazzak.

Ap=(p1,...,pa) ésa=(qu,...,qq) pontok tdvolsigat a sik- és térbeli esetek
természetes altalanositasaként a

A, a) = /(1 — @) + (2 — @) + -+ (pa — 0a)”
képlettel definidljuk.

fgy, hogy tavolsigfogalmunk is van, definidlhatjuk a zart halmazt. Egy R%beli
K halmazt zdrtnak hivunk, ha tartalmazza minden torldoddsi pontjit, azaz minden
olyan p pontot, amelyhez tetszéleges € > 0 tavolsagra van p-t6l legfeljebb & tdvol
1évé K-beli pont. Gondold meg, hogy példaul a sikon egy koérlemez a hatarold
korvonal nélkill nem zart, azzal egyiitt viszont zart halmaz.

3. Konvex burok, hipersik, szimplex

Mi a tetraéder d-dimenzids megfelelGje? Ehhez érdemes megismerkedni a kon-
vex burok és a hipersik fogalmaval.
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Feladat. R%-ben tetsz6legesen sok konvex halmaz metszete is konvex.

Rogzitsiink egy tetszileges H ponthalmazt R%-ben. Vegyiik az sszes H-t
tartalmazé konvex halmaz metszetét, jeloljiikk K-val. A fenti feladat szerint K
konvex halmaz, amely tartalmazza H-t. Rdadasul K a legkisebb a H-t tartalmazo
konvex halmazok kozott, tehat minden H-t tartalmazé konvex halmaz tartalmazza
K-t is. Ezt a K-t hivjuk H konvezr burkdnaek. Példaul a sikon hdrom nem egy
egyenesre es6 pont konvex burka az a haromszoglemez, amelynek csicsai az adott
harom pont.

Hogyan lehet a konvex burok pontjait el6allitani? Legyen H véges ponthalmaz,
H = {p1,p2,-..,Pn} C RY (az alsé indexek itt nem koordintdkat jelolnek, hanem
a vektorok szadmozasit).

Feladat. Lassuk be, hogy H konvex burka a
(1) A1P1 + A2P2 + ... + AuPn

alaku pontok halmaza, ahol A1, Ao,...; A, = 0és Ay + Ao+ ...+ A\, = 1. Azt kell
tehat beldtni, hogy az (1) alakd pontok halmaza tartalmazza H-t (ez konnyti),
konvex, és tetszéleges K-t tartalmazé konvex halmaz tartalmaz minden (1) alaku
pontot.

A sikon harom pont lehet egy egyenesen, vagy nem, utébbi esetben azt mond-
hatjuk, hogy dltaldnos helyzetiiek. Ekkor a konvex burkuk egy haromszog. A térben
négy pont eshet egy sikba, vagy nem, utébbi esetben, megintcsak altalanos hely-
zetlinek mondjuk &ket, és észrevehetjiik, hogy konvex burkuk egy (nem feltétlen
szabalyos) tetraéder. Hogy megyiink tovdbb a dimenzidval?

Az R? térben hipersiknak nevezziik azon (z1,...,z4) € R? pontok halmazat,
amelyek kielégitik az
a1+ ...+ agrg = Qg

linearis egyenletet valamely ag,aq,...,aq € R szdmokra, ahol az aq,...,aq szé-
mok nem mindegyike nulla. Gondold meg, hogy a sikon minden egyenes ilyen ala-
ki, a 3-dimenziés térben pedig minden sik ilyen alakd. Ha a fenti egyenletben
az egyenloségjelet <, illetve > jelre cseréljiik, akkor az egyenlGtlenséget kielégité
pontok halmaza a hipersik dltal hatarolt egyik, illetve masik zdrt féltér.

Végre megvalaszolhatjuk, mi a tetraéder d-dimenziés megfelelgje. Ha pq, p2,
<+ Pdt(a1,...,z0)1 altaldnos helyzetii pontok R%ben, tehdt nem tartalmazza Gket
hipersik, akkor ezen d + 1 pont konvex burkat szimpleznek nevezziik.

3.1. Szimplex mint félterek metszete. Egy konvex 6tszoget a sikon tekinthetiink
gy, mint az 0t csucsanak a konvex burka. De gy is nézhetiink ra, mint az 6t
oldalegyenes altal meghatarozott zart félsikok metszete. Hasonldéan, egy kockat
a térben megkapunk mint a 8 csicsdnak a konvex burka, de ugy is, hogy vessziik
a 6 lapsikjat és az azok altal meghatdrozott (megfeleld irdnyd) 6 féltér metszetét.
Nem latjuk be, de nem meglepd a kovetkezo allitas.

1. allitas. Legyenek p1, P2, ..., Pas1 dltaldnos helyzetd pontok R%-ben. Tudjuk,
hogy minden i =1,...,d+ 1 indexre a {p1,P2,...,Pda+1} \ {P:i} ponthalmaz egy
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hipersikot hatdroz meg. Jelolje H; az ezen hipersik dltal hatdrolt azon zdrt félteret,
amely tartalmazza p;-t. Ekkor a p1,P2,...,Pa+1 pontok konver burkaként kapott
szimplex megegyezik a Hy, ..., Hqy11 félterek metszetével.

4. Térfogat

Az utolsé fogalom, amellyel még addsak vagyunk, ha a cikk elején feltett
kérdést d-dimenziéban is fel akarjuk tenni, d-dimenzids konvex halmaz térfogata.

Kozépiskolaban azt mondjak, hogy az a oldalhosszt négyzet teriilete a?, és
minden konvex sikidomot ,kozelitiink” véges sok paronként nem atfed$ (mondjuk
tengely-parhuzamos) négyzet unidjaval. Ahogy a kozelités egyre pontosabb, gy
tart a négyzetek Osszteriilete egy szamhoz. Ezt a szamot hivjuk a konvex sikidom
tertiletének.

Ez egy jo felépitése a teriiletnek, de azért tudni kell, hogy itt néhany lukat
majd csak az egyetemen (pl. matematika szakon) fognak betémni: mit jelent az,
hogy sok kis négyzet unidja kozel van a sitkidomhoz? Ahogy finomodik a kozelités,
miért tart a négyzetek Osszteriilete egy szamhoz? Ez a munka szépen elvégezheto,
de mi most ezt nem tessziik meg, mi is , hitelbe” dolgozunk: hidd el, kedves Olvaso,
hogy egy d-dimenziés konvex testet ugyanigy lehet kis kockak unidjaként kozeliteni,
és ezen unidk térfogata, ahogyan a kozelités egyre pontosabb, tart egy szamhoz,
amelyet a konvex test d-dimenzios térfogatanak hivunk.

4.1. Gula térfogata. Legyen A az R? tér egy hipersikjdnak egy konvex rész-
halmaza, p € R? pedig ezen hipersikon kiviil esé pont. Ekkor az AU {p} halmaz
konvex burkét A alapt, p csticst gildnak hivjuk. A hipersikot azonosithatjuk R%—1-
gyel, és {gy tudunk A-nak a (d — 1)-dimenzids térfogatérdl beszélni. A hipersik és
p tévolsdga (tehat az Sket dsszekstd legrovidebb szakasz hossza) a gila magassdga.
Beldthatd, hogy

(2)

gula d-dimenzios térfogata = — x (alap (d — 1)-dimenziés térfogata) X magassag.

ISR

A képlet d =2 és 3 esetben ismerds lehet. Most nem l4tjuk be (2)-t, ehhez egy
kicsit kell tudni integrélni.

5. Szimplexek kozott

Ha egy hdromszoget a stlypontja koriil (—2)-szeresére nagyitunk, akkor egy
6t tartalmazé hiromszoget kapunk. Ha egy tetraédert a stulypontja koriil (—3)-
szorosara nagyitunk, akkor egy 6t tartalmazé tetraédert kapunk. Most végiggon-
doljuk mindezt d dimenziéban.

Legyen S a pi,...,Pas1 altaldnos helyzeti R%beli pontok konvex burkaként
kapott szimplex. A sulypontja az

s—i( +. 4+ )
_d+1p1 -+ T Pd+1

pont.
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Feladat. Lassuk be, hogy S-nek az s kozépponti (—d)-ardnyd kozéppontos
nagyitottja, S’, tartalmazza S-et. Ne olvass tovabb, segitség kivetkezik!

Segitség. Allitsuk els a p; pontot p; = AP+ NP F AP
+ Aa+1P) 41 alakban, ahol a A; egyiitthatok nemnegativak, és az Osszegiik 1.

Végill kimondhatjuk a cikk bevezetdjében szereplo sikbeli feladat d-dimenzids
valtozatat.

2. tétel. Adott R?-ben eqy zdrt, korldtos, konvex halmaz, K. Vegyiik az dsszes K
d@ltal tartalmazott szimplexet. Beldthatd (ezt hidd el), hogy ezek kizdtt van (esetleg
tobb) maximdlis d-dimenzids térfogati, legyen S ilyen szimplex. Ekkor, ha S-et az s
stlypontjabdl (—d)-szeresére nagyitjuk, akkor az igy kapott S’ szimplex tartalmazza

K-t

Bizonyitas. A tétel bizonyitasa az eddigi el6késziiletekkel ugyanaz, mint a sik-
beli eseté. Jellje S csticsait ay,...,a441,az S’ csticsait a},...,a}, ;. Ekkor 1. allitds
szerint minden S’-n kiviil es6 p ponthoz van egy i € {1,...,d + 1} index, hogy S’
az {aj,...,ay, } \{a}} pontok dltal meghatarozott hipersik egyik oldaldn taldlha-
t6, mig p a masikon. A (2) képlet alapjan konny( latni, hogy az

({alv S 7ad+1} \ {al}) U {p}

halmaz konvex burkaként kapott szimplex térfogata nagyobb S térfogatandl, ezért
p nem lehet K pontja. (]

Feladat. Lassuk be, hogy S-nek az s kozépponti (d 4 1)-ardnyu kézéppontos
nagyitottja tartalmazza K-t.

Hivatkozas
[1] Naszédi M.: Politépok és a gomb d-dimenzidban, KéMaL 68. évf. 9. sz. (2018).

Nasz6di Méarton

’\q
fom?> o
%) EGMO 20

Az idei Eurépai Léanyok Matematikai Olimpidjat (EGMO-t) Magyarorszag
szervezte 2022. aprilis 6-12. kozott Egerben. A verseny weboldala:

https://egmo2022.hu/.

Erre a megmérettetésre szervezo orszagként két csapatot is delegalhattunk.

A versenyen a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidhoz (IMO) hasonléan két
versenynap van, mindkét nap 3-3 feladatot kell megoldani 4,5 éra alatt. Minden
feladat 7 pontot ér. A feladattipusok a kovetkezdk voltak: geometria, szdmelmélet,
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algebra (elsé nap), algebra, kombinatorika, geometria (mdsodik nap). A feladat-
sorok és megoldasok a verseny hivatalos honlapjan elérhetoek:

https://www.egmo.org/egmos/egmoll/.
Idén 57 orszaghdl 222 résztvevd oldotta meg a feladatokat.

A magyar ldnyok kivalé eredményt értek el. A JHUN” csapat a hivatalos
eurdpai listan a 31 eurdpai orszag kozott az 5. helyet szerezte meg 96 ponttal.
Az 6sszes (57) résztvevd orszédgot tekintve a ,HUN” csapat 8., a ,HUNB” csapat
pedig (nem hivatalos eurépai csapatként) a 19. lett. Az egyéni eredmények:

Fiilop Csilla: 32 pont, eurdpai 3. hely, Gsszesitett 12. hely, aranyérem;
Kercs6-Molnar Anita: 25 pont, Osszesitett 35. hely, eziistérem;

Pahan Anita Dalma: 24 pont, eurdpai 24. hely, sszesitett 40. hely, ezistérem;
Somogyi Dalma: 22 pont, tsszesitett 51. hely, eziistérem;

Sztranyak Gabriella: 21 pont, eurdpai 33. hely, Osszesitett 56. hely, bronzérem;
Nagy Leila: 19 pont, eurdpai 44. hely, osszesitett 74. hely, bronzérem;

Ungar Eva: 16 pont, Gsszesitett 97. hely, bronzérem;

Beinschroth Ninett: 15 pont, dsszesitett 118. hely.

A végs6 eredménylista a
https://www.egmo.org/egmos/egmoll/scoreboard/
oldalon tanulményozhaté.
Koszonjitk a Morgan Stanley és A Gondolkodéds Oréme Alapitvény tdmoga-
tasat.
A jov6 évi verseny 2023. aprilis 13-19. kozott Portorozban lesz. Reméljiik,

hogy jovére is hasonléan sok lelkes lannyal talalkozhatunk a felkészités folyaméan
és a valogatoversenyeken.

Kiss Melinda Fléra, Baran Zsuzsa, Janzer Lili
az EGMO felkészité csapat nevében

Az EGMO 2022 feladatai

Els6 nap

1. Legyen ABC egy olyan hegyesszogii haromszog, ahol BC' < AB és BC <
< CA. A P pont az AB szakaszon, a (Q pont az AC' szakaszon helyezkedik el gy,
hogy P# B, Q # C és BQ = BC = CP. Legyen T az AP(Q haromszog koriilirt
korének kozéppontja, H az ABC haromszog magassagpontja, valamint S a BQ
és C'P egyenesek metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy a T, H és S pontok egy
egyenesre esnek.

2. Jelolje Z*T = {1,2,3,...} a pozitiv egész szdmok halmazit. Keressiik meg
az Osszes olyan f: ZT — ZT fiiggvényt, amire tetszdleges pozitiv egész a, b sza-
mokra az alabbi két feltétel mindegyike teljestil:

(1) flab) = f(a)f(b), és
(2) az f(a), f(b) és f(a+b) szamok koziil legaldbb kettd egyenld.
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3. Egy pozitiv egészekbol allo, végtelen aq,as, ... sorozatot kockdsfilinek ne-
veziink, ha

(1) a; teljes négyzet, és

(2) minden n > 2 egészre az a, a legkisebb pozitiv egész szdm, amire
na; + (n—as + ...+ 2ap,_1 +ay,

teljes négyzet.

Bizonyitsuk be, hogy minden kockésfiili aj,as,... sorozathoz létezik olyan
pozitiv egész k szam, amire a,, = a;, teljesiil minden n > k egész esetén.

Masodik nap

4. Adott n > 2 pozitiv egész szamra hatdrozzuk meg a legnagyobb pozitiv egész
N szamot, amire létezik N + 1 valés szam ay, . .., ay gy, hogy

(1) ap+ a1 = —%, és
(2) (ag + ag—1)(ar + ags1) = ag—1 — a1 minden 1 < k < N — 1-re.

5. Tetsz6leges pozitiv egész n, k szdmokra jelolje f(n,2k) azt a szdmot, ahdny-
féleképpen egy n x 2k-as tabla teljesen lefedhetd nk darab 2 x 1-es dominéval. (Pél-
daul f(2,2) =2 és f(3,2) =3.)

Keressiik meg az Gsszes olyan pozitiv egész n szamot, amire minden pozitiv
egész k szdm esetén f(n,2k) pdratlan.

6. Legyen ABCD egy hurnégyszog, a koriilirt korének kozéppontjat jeloljiik
O-val. Az A és B pontokbdl huzott belsé szogfelez6k metszéspontja legyen X, a B és
C pontokbdl hizott belso szogfelezok metszéspontja legyen Y, a C és D pontokbdl
hizott bels6 szogfelezOk metszéspontja legyen Z, valamint a D és A pontokbdl
huzott belsd szogfelezok metszéspontja legyen W. Tovabba, az AC és BD egyenesek
metszéspontja legyen P. Tegyiik fel, hogy az X, Y, Z, W, O és P pontok mind
kiilonbozoek.

Bizonyitsuk be, hogy az O, X, Y, Z és W pontok pontosan akkor fekszenek
egy koron, ha a P, X, Y, Z és W pontok egy koron fekszenek.

EGMO beszamolod

Az EGMO-ra egy szerdai napon érkeztiink meg, egyiitt masik 40 orszag csa-
pataval. Mivel idén Magyarorszag rendezte a versenyt, a szokasos 4 helyett 8 ver-
senyzével indulhattunk.

Masnapra mar a legtavolabbrol érkezdk is ott voltak, és kezdodhetett az ese-
mény. A csiitortoki napot a megnyitéval inditottuk, aminek a miisorai megala-
poztak a jo hangulatot, és lathattuk az online résztvevd csapatokat is. A verseny
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szempontjabdl ez a nap a feladatsorok forditasardl szolt, igy ameddig a leaderek ké-
szitették nekiink a feladatokat, mi egy varosnézé kincsvadaszaton vehettiink részt
csapatonként. Itt a varos minden pontjan 1év6 allomésokon kellett kiillonb6zé vicces
feladatokat megoldani, mint a minél magasabb jenga torony épitése. Ezeket a szu-
per guide csapat szervezte meg és bonyolitotta le, akik igazan kitettek magukért
az egész verseny alatt.

A harmadik és a negyedik nap délel6ttjein voltak a versenyek, ahol 3-3 fel-
adaton gondolkozhattunk. A versenynapokat este egy-egy csapatmegbeszélés el6z-
te meg, ahol sok jétandcsot és batoritast (6lelést) kaptunk a csapatvezetSinktél.
A verseny utan kiilonb6z6 workshopokon vettiink részt, példaul a Jane Street szer-
vezésében kiilonbozé dolgok szdmat/hosszat tippelhettiik meg, lehetett sportolni,
varost nézni és kézmiiveskedni. Este pedig egy karaoke-estet tartottunk, ahol a fi-
atal szervezOkkel és a tobbi versenyzével egyiitt a legnagyobb sldgerekre (pl. Katy
Perry Hot’n’cold-jara) tomboltunk, és az énekhangunktdl zengett a hotel, mikozben
a koordinatorok a megoldasaink javitasaval bajlédtak.

Vasarnap vonattal elmentiink a Szalajka-volgybe, ahol egy gyors kisvonatozas
utan a Medve Matek altal szervezett programon vettiink részt. Kiilonbozé hely-
szineken kellett feladatokat megoldanunk, majd egyiitt visszasétaltunk a vasutallo-
masra. Mig mi jél éreztiik magunkat az erdében, a koordinatorok és a csapatvezetdk
befejezték a feladatok javitasat, és a nap végére mar meg is lettek az eredmények.
Estére kviz és kozos éneklés volt tervezve, majd tarsasoztunk tobb csapattal.

Miésnap délelott Budapestre mentiink varost nézni, ahol a kotelezé program
mellé sikeriilt beiktatnunk egy gofrizast is :). Délutan a zardiinnepséggel hivata-
losan is véget ért a verseny része az eseménynek. Miutan megkaptuk az 1 arany-,
3 eziist- és 3 bronzérmet, a kozos vacsoraval kezdtiik az iinneplést. Utana rengete-
get tancoltunk, nagyon jol éreztitk magunkat. Jé volt a tarsasag, egyiitt buliztak
a versenyzok, a guidok, a csapatvezetdk és a koordinatorok is.

Az EGMO nem johetett volna létre a lelkes szervezdk, a csodds csapatvezetink
és a szuper guideok nélkiil. Minden nap tele volt programmal, sose unatkoztunk
egy percig sem. Kés Gézanak személyes koszonet a kockasfiilii nyulakért, akik
a verseny alatt is tamogattak, és akik miatt kiharcoltuk, hogy egy helyett két
pliisst is be lehessen vinni a terembe. Melindanak, Lilinek és Zsuzsanak koszonjiik
a sok tdmogatast és tanacsot.

Az EGMO nagy hatédssal volt rank, emlékezetessé tette még az ismerkedds
bingo jaték és a szuper, Otletes feladatok, példaul az 5-6s kombinatorika. Nagy
élmény volt szamunkra, hogy kozel 40 orszagbol érkezd, hasonlé gondolkodas,
okos, matekos lanyokkal ismerkedhettiink meg, akikkel osztozhattunk a matek és
a tudomanyok szeretetében.

A versenyzOk nem csak Eurépabdl, hanem a vildg minden tajardl érkeztek,
beszélgettiink pl. amerikaiakkal, németekkel, costa ricaiakkal, irekkel, izraeliekkel,
indiaiakkal és azerbajdzsdniakkal is. Szuper élmény volt mds kulturakkal megis-
merkedni, és életre sz016 baratsdgokat kétni a magyar és kiilfoldi lanyokkal.

A magyar csapat
(Vica, K-M. Anita, P. Anita, Leila, Gabi, Ninett, Dalma, Csilla)
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Megoldasvazlatok a 2021/4. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenldtlenségeket a valds szamok halmazdn:

a) a® —5a +4 <0, (3 pont)

b) log1 (5T — 25%) < —2. (8 pont)
2

Megoldas. a) Az a® — 5a + 4 masodfoku kifejezés gyokei: a; = 1, as = 4. A pa-
rabola dbrizoldsa utdn leolvashatd, hogy az [1;4] intervallumon teljesiil az egyen-
16tlenség.

b) A logaritmus definiciéja értelmében az 551 — 25% > 0 feltételnek teljesiilnie
kell. Emiatt 0 < 5% < 5. Az exponencidlis fiiggvény szigorian monoton né, ha
az alapja 1-nél nagyobb. Igy a kifejezés értelmezési tartomdnya D = |—oo; 1].

Logaritmusos kifejezésként irhatjuk fel a jobb oldalt:

logy (5" 7! —25%) < log 4.
2 2

A logaritmusfiiggvény szigorian monoton csokken, ha az alapja kisebb, mint 1.
Rendezve a masodfoki egyenlStlenséget: 0 > 527 — 5 - 5% 4 4.

ij valtozd vezetheté be 57 helyett, legyen hat a = 5%, és igy az el6zd rész-
feladat eredményét felhasznalhatjuk: 1 < 5% < 4, amelybdl visszahelyettesités utan,
az exponencidlis fliggvény monoton novekedésére hivatkozva, az értelmezési tarto-
ménnyal dsszevetve adddik a megoldds: z € [0;logs 4].

2. A bolthdlézat raktaraban 14500 doboz iditét tarolnak. A révid szavatossagi
1dd miatt a tulajdonos szeretné a teljes készletet 29 napon belil eladni. Az elsd
napon 150 darabot sikerilt értékesitens.

a) Legaldbb mennyivel kell naponta névelni az eladott iditék szdmdt, hogy
a terv sikeriljon? (3 pont)

A bolthdalézat novekedése miatt sziikségessé vdlt eqy uj raktdarépiilet megvdsdr-
lasa, amelyet a tulajdonos hitel felvételével kivin megualdsitani. A banktol kapott
30 millié forint kélesont 5 éven dt 5 egyenld részletben kell visszafizetnie. A 2021.
janudrjdban felvett kélcsénre a bank minden év végén 3,5%-0s kamatot szdmit fel.
A torlesztést a tulajdonos a kovetkezd év janudriaban kezdi meg.

b) Mekkordk az egyes torlesztérészletek ezer forintra kerekitve? (5 pont)

A bolt gazdasdgi vezetdje azt tandcsolta, hogy évente maximum 4 millid forintot
koltson a tulajdonos az uj raktdrépiiletre felvett kolcson torlesztésére, az elézével
megegyezd banki kamat mellett.

¢) Hdany év alatt tudja gy a tulajdonos visszafizetni a kilcsont? (5 pont)
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Megoldés. a) A szamtani sorozat elsé tagja 150; a tagok szdma 29; az elsd
29 tag Osszege 14 500. Behelyettesitve a szamtani sorozat 6sszegképletébe:

29 - 2
14500:%'

Az egyenlet megoldasa utan d = 25, tehat legaldbb 25 darabbal kell névelni a na-

ponta eladott mennyiséget.

b) A banktdl felvett hitel: ag = 30000000 Ft; az éves kamat: p = 3,5%, ezért
q = 1,035; a torlesztorészlet: x Ft.

2026 januarjaban, az 5. torlesztérészlet kifizetése utan 0 Ft-ra csokken a tar-
tozas:
a ¢ —z-¢* —rv-¢*—x-¢*—x-q—x=0.

Rendezziik az egyenletet:
ao~q5:x~q4+xoq3+xoq2+x~q+x.
A jobb oldalon kiemelhetiink x-et, igy:

GO'Q5
T=— 3 5 = 6644 441,2.
P+ +qg+1

6644 000 Ft-ot kell évente torleszteni.

¢) Ha évente maximalisan y = 4000 000 Ft-ot tud torleszteni, akkor az n-edik
torlesztorészlet kifizetése utan 0 Ft-ra csokken a tartozas. Ezért:

n—1 n—2

ap q"—y- ¢ —y-¢" P~y —y-q—y=0.

Rendezziik az egyenletet, emeljiink ki y-t, és hasznaljuk a mértani sorozat elsé
n elemének Gsszegére vonatkozo Osszefiiggést:

q" -1
g—1"

a’O.qn:y.

Behelyettesitve a megadott értékeket:

1,035 — 1

30000000 - 1,035™ = 4000000 - —————
’ 1,035 -1

1,05-1,035" = 4-1,035" — 4,

80
— =1,035"
59 ) )

80
n = log; o35 9 ~ 8,85.

Tehat 9 év alatt tudja a tulajdonos visszafizetni a kolesont.
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3. Legyen az U alaphalmaz az elsé n pozitiv egész szam, amelynek hdrom
részhalmaza:

A : 6-tal oszthato szamok,
B : 15 tébbszorasei,
C' : olyan egészek, amelyeknek osztoja a 20.

a) Mennyi lehet n legkisebb és legnagyobb értéke, ha az AN BNC halmaz

elemszama 37 (3 pont)
b) Hdny olyan szdm taldlhaté 1 és 200 kozétt, amelyek A, B és C halmazok
kozil pontosan kettének elemei? (5 pont)

¢) Hatdrozzuk meg a kovetkezd dllitdsok logikai értékét. Vilaszainkat minden
esetben indokoljuk.
(1) A B\ (AUC) halmaz elemeinek utolsé szdmjegye 5 vagy 6.
(1) B\ (AUC) =B\ A.
(#i1) A C\ (AU B) halmaz elemeinek szorzata 10 darab 0-ra végzédik n = 200
esetén. (6 pont)

Megoldas. a) AN BNC a60-nal oszthaté szamok halmaza, ennek elemszdma 3,
azaz AN BN C = {60;120;180}. Ezért n legkisebb értéke 180; legnagyobb értéke
239 lehet.

b) Az AN B halmaz a 30-cal oszthaté 200-ndl nem nagyobb szamok; elemsza-
ma 6.

Az ANC halmaz a 60-nal oszthat6 200-nél nem nagyobb szamok; elemszama 3.
Az BNC halmaz a 60-nal oszthat6 200-nél nem nagyobb szamok; elemszama 3.

Az AN BNC halmaz a 60-nal oszthaté 200-nal nem nagyobb szdmok; elem-
szama 3.

Pontosan két halmaznak elemei: [ANB|+ |BNC|+|ANC|—3-|[ANBNC| = 3.

Megjegyzés. Fzek az elemek: 30; 90; 150.

¢) (i) Igaz, mert azok a szdmok, amelyek 15-tel oszthatéak, de 6-tal és 20-szal
nem, azok nem parosak, de oszthatdak 5-tel, ezért 5-re végz6dnek.

(1) Igaz, Venn-diagramon dbrdzolva (BN C)\ A = (.

(791) Hamis, C'\ (AU B) = {20;40; 80; 100; 140; 160; 200}, az elemek szorzata
9 db nullara végzodik.

D C 4. Tekintsik az ABCD paralelog-
rammdt, amelynek AB oldala 16 cm-rel
hosszabb, mint az AD oldala, valamint
hegyesszoge DAB<( = a.

a) Igazoljuk, hogy a paralelogramma
Q szogfelezoi dltal meghatdrozott PQRS
A B négyszog téglalap. (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy a PQRS téglalap teriilete cm?-ben mérve T = 128 - sin a.
(7 pont)

268 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/5



GF 2022.5.4 — 17:22 — 269. oldal — 13. lap KoMalL, 2022. méjus ?

— P

¢) Mekkora a PQRS téglalap dtldjdnak hossza? (3 pont)

Megoldas. a) Az ASB héromszog A csicsandl 1évo szoge a szoglelezés miatt %;

B csticsanal 1évo szoge:
180° — « «
—— =90°— —.
2 2

A haromszog S cstucsandl 1év6 szoge igy

@ !
- (5 o 5)) =0
80 5 + (90 5 90
Hasonléan igazolhatd, hogy a P, @, R csticsoknal 1évé szogek szintén derékszogek.
Igy a PQRS négyszog téglalap.
b) Legyen a paralelogramma AD oldala a, igy az AB oldal hossza a + 16.

PD=aq-sin~ =(a+16)- sin &
2 2
AP =a- cos% = (a+16)- cos%

A téglalap oldalai:

PS:AS—AP:(a—|—16)-cos%—a-cos%:16-COS%,

PQ:QD—PD:BS—PD:(a+16)~sin%—a~sin%:16-sin%.

A téglalap teriilete:

T:PS-PQ:162~sin%-cos%.

Hasznaljuk a kétszeres szogekre vonatkozé addicios tételt:

T:162~sing~cosg :128-2~sing~cosg =128 -sina.
2 2 2 2

Ezt kellett bizonyitanunk.
¢) A PSQ haromszogben felirhatjuk a Pitagorasz-tételt: S R

QS?% = (16 - sin %)2 + (16 - oS %)2 ,

QS% =162 (sin2 % + cos? %) .

p Q
Hasznalhatjuk a trigonometrikus Pitagorasz-tételt, igy a zardjelben szereplo

kifejezés értéke pontosan 1. A téglalap atléjanak hossza tehat 16 cm.
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II. rész

5. Almasziiret utdan véletlenszerien kivdlasztottak 50 darab almdt, megmérték
az dtmérdjiiket, ezt mutatja az aldbbi oszlopdiagram.

18

12
8
6
4
; |
0
5 6 7 8 9 10
)

Darab
IS

11
Atméré (cm

a) Mennyi az almdk dtmérdjének dtlaga és szérdsa? (4 pont)

A kovetkezé évben 4jfajta tdpoldatot is haszndltak az almafdak ontézésére.
Az dgabb almasziiret utdn djra vdlasztottak 50 darabot, amelyeknek megmérték az dt-
mérdjét. Az eldzé évi mintdaval dsszehasonlitva azt tapasztaltdak, hogy a 8 cm-nél
kisebb gyiimdlcsik atmérdje 24%-kal néit, ha méretiket egész cm-re kerekitjiik.

b) Mekkora lesz az ij minta medidnja, illetve a minta medidntdl vald dtlagos
abszolut eltérése? (5 pont)

A sziireten szedett gyimaolcsbdl almalevet préselnek. A leszedett almdt meghd-
mozzdk, kiszedik a magjdt, ezdltal 12%-ot veszit a témegébdl. A préseléskor 8 kg
pucolt almdbdl dtlagosan 5 liter levet készitenek.

¢) Hiny kg almdt szedtek a sziret alkalmdval, ha abbdl dsszesen 3000 liter
almalé késziilt? (3 pont)

Az almat 200 Ft/kg egységdron tudja eladni a gazda. Az almalé drdt dgy
szeretné meghatdrozni, hogy azzal 20%-kal tébb bevétele legyen.

d) Mennyibe keriljon 1 liter almalé? (A wvdlaszt egész forintra kerekitve adjuk
meg.) (4 pont)

Megoldés. a) Az almak atméréjét tekintve az atlag

8-54+5-64...+2-11 367
T 50 50 ,34 cm,

szordsa: D(T) = /2,1444 = 1,464 cm.

b) A régi 5 cm atmérdjli almabdl a tdpoldat hatdsdra 6 cm &tmérdji lett.
A 6 cm atmérdéjli 7 cm-esre nétt, a 7 cm helyett 9 cm atmérojliek lettek az almak.
A t6bbi alma mérete nem valtozott. Tablazatba foglalva a tapoldat hatdsara kapott
j minta adatait:

atmérd (cm) | 6 | 7| 8 | 9 | 10 | 11
darab 815111619 — | 2
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A mediant az adatok nagysag szerinti sorrendjében a 25. és 26. adat atlaga
adja: 8 cm. A medidantdl valé atlagos abszolut eltérés:
8-16—8/+5-|7T—8|+...+2-[11 —-8| 46

50 50 = 0,92 cm.

¢) x kg almébdl 0,88z kg hdmozott alma lesz. Egyenes ardnyossidg van a hé-
mozott alma tomege és a belble késziilé almalé kozott. A két mennyiség hdanyadosa
‘ ;8 0,88 P
dllando. = = 30085 , amelybol x = 5454,54.

Tehat 5454,54 kg almabdl lesz 3000 1 almalé.

d) y kg alma eladdsa esetén 200y Ft bevétel szarmazik. Ennél szeretnénk 20%-
kal tobbet: 200y - 1,2 Ft bevétel legyen az almalé arabol. y kg almabol 0,88y - % liter
almalé késziil.

Legyen az almalé literenkénti ara z F't. fgy a bevételiink: 0,88y - % - z. Felirhaté a

5
200y 1,2= 0,88y 2 -2

egyenlet, amelybol z = 436,36.
Az almalevet 436 Ft-ért kell eladni.

6. A szinhdz szervezési osztalyan 196 bérletet adtak el az aktudlis évadra.
A bérletes elbadasok eldtt — a bérlettulajdonosok elfoglaltsiga miatt — dtlagosan
5% bérletlemondds torténik. A szinhdz pénztdrdban az ilyen esetekre tgynevezett
lépcsdijegyeket adnak el, amelyek nem helyre szélnak, hanem a bérletlemondds miatt
megiiresedett helyeket tolthetik fel a nézék. A 12. évfolyam tanuléi 7 db lépcsdjegyet
vdsdroltak.

Simon azt mondja: ,Mind a 7 didknak jut ildhely a szinhdzban.”
a) Fogalmazzuk meg Simon dllitdsinak tagaddsdt. (2 pont)

Tamds azt mondja: ,Legaldbb 65% a valdszinidsége, hogy mindenkinek jut ild-
hely a szinhdzban.”

b) Igazoljuk Tamds dllitdsdt. (6 pont)

A szinhazban a szék aljara barna, sdrga és lila szint boritékokat ragasztottak
4:5:5 ardanyban, amelyekben vdsdrldsi kedvezményre jogosito kuponok talalhatoak.
A barna boritékok felében 10%-o0s, a tobbiben 15%-0s kupon taldlhatd. A sdrga szind-
ek harmaddban 15%-os, a tébbiben 20%-o0s kupon van. A lila boritékokba egységesen
15%-0s kupont tettek. Réka 15%-o0s kedvezményt taldlt a sajdt boritékjdban.

¢) Mekkora a valdszinisége, hogy Réka sdrga szind boritékot kapott?
(8 pont)
Megoldés. a) Az &llitds tagaddsa: Van olyan didk, akinek nem jut iil6hely
a szinhazban.

b) Ahhoz, hogy mindenkinek jusson iiléhely a szinhdzban, legaldébb 7 ember-
nek le kell mondania a bérletet. Binomidlis eloszlast haszndlhatunk 196 emberre,
0,05 lemondasi valdszintiség mellett. Kezdjiik el kiszamolni annak a valdsziniiségét,
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hogy pontosan 7;8;9;. .. bérletlemondas torténik. Ezek osszege 12 bérletlemondésig
meghaladja a 0,65-6t, igy igaz lesz Tamas allitasa.

Az X valdszintiségi valtozé jelentse a bérletlemondasok szamat:

P(X=17)= <136> -0,05" - 0,95 = 0,095,

!
»
I

8) = <126> -0,05% - 0,958 = 0,1184,

X =9) =0,1302,
X =10) = 0,128 15,
X =11) = 0,11405,

Osszegitk: P(7 < X < 12) = 0,6783.

¢) A barna borftékok szdma 4z darab, ezekbdl 10% kedvezményt tartalmaz:
4z - 0,5, 15% kedvezmény: 4z - 0,5. Sérga szin{i bor{ték: 5z darab, ezekbdl 15% ked-
vezmény: Hx - %, 20% kedvezmény: 5z - 5. Lila boriték: 5z darab ezek mindegyikében
15% kedvezmény taldlhato.

Annak valészintisége, hogy az Osszes boriték koziil egy olyat taldl Réka, amely-
ben 15% kedvezmény van:

4z-05+5z- L +5 13
P(15%) = ! 3 =,
( %) 4x + bz + bz 21

A megoldas feltételes valdszintliség kiszamitasdval adédik:

oT - %
) P(sérga - 15% 5
P(sérga | 15%) = ( P5%) ) _ 114; =5~ 0,1923.
21

Tehat 0,1923 annak valdszintisége, hogy ha Réka 15%-os kupont taldlt a sajat
boritékjaban, akkor sarga szinii boritékot kapott.

7. a) Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szdmok halmazdn:

2sinz = |z — 1| + |z — 3|. (7 pont)

b) Mekkora az f(x) =2sinz, g(z) = |x — 1| + |z — 3| gorbék és az y tengely
daltal hatdrolt korldtos sikidom teriletének pontos értéke? (9 pont)
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Megoldas. a) Az egyenlet megoldédsdhoz eldszor tekintsiik az abszolit értékek
definiciéjat:

| 1 r—1, haz > 1,
xr — =

—(x—1), haz<l;
| 3| T — 3, ha z > 3,
xr — =

—(z—3), haxz<3.

Ezeket felhaszndlva a jobb oldalon szereplo fliggvény:

—2zx+4+4, hazx<l1,

g(x) =z =1+ |z =3[ = ¢ 2, hal<z <3,
2x — 4, ha x > 3.

Abrézoljuk kozos koordindta-rendszerben a jobb és bal oldalon szerepld fligg-

vényeket:
Y
6
g
4
-7 _r 0 T T 3_7r 2m 5_7r 37 x
2 2 9 9
-2

A két fiiggvény értékkészletének egyetlen kozos eleme a 2. Ezt az f(x) = 2sinz
fliggvény = = % + k- 27 helyeken veszi fel. Ezekbdl az eredeti egyenletnek csak

az r = % a megoldésa a fliggvény-grafikonok alapjan. Ellenérzéssel meggy6zédhe-
tiink a megoldas helyességérdl.

b) A keresett korldtos sikidomot az dbra mutatja: Yy
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Teriiletét integrélszamitas segitségével szamithatjuk ki:

(2 —2sinz)dx =

H\w\a

(9(z) = f(2)) do = /(72:1: +4 —2sinz)dz +
0

N
Il
O\m\a

= [-2? +4x+2cosx]é + [2$+200595]1% =

=(—1+4+2cosl)—(0+2cos0)+ 7r+2cosﬁ —(24+2cosl)=m—1.
2

8. A 20 cm oldalhossziusdgi négyzet alaki fehér lapbol a kezdd origami szak-
koron tetraédert hajtogatnak a gyerekek gy, hogy az dbran jelolt AC, AB és BC
szakaszok mentén hajtjak meg a lapot.

20 cm

A FE
D=FE=F
A
20 cm C C
10 cm
B
F B 10cm D

a) Mekkora a tetraéder legnagyobb és legkisebb teriileti lapjdinak hajlisszige
a hajtogatds utdn? (7 pont)
b) Mekkora a tetraéder térfogata? (3 pont)

Az elkészitett tetraédereket a gyerekek megerdsitik az élek hosszdra ragasztott
szines szivoszdalak segitségével. Majd a legnagyobb teriileti lapjara dllitva leteszik
eqy asztalra egyforman igazitva a testeket.

¢) Hdny kiilonbozé megerdsitett tetraéder készithetd piros, z6ld, sdrga és kék
szindi szivoszallal, ha az egqy csucsban taldlkozo szivoszalak nem lehetnek egyforma
szindek? (6 pont)

Megoldés. a) A négyzet oldala 20 cm, a B és C pontok az adott oldalak
felezépontjai. A tetraéder lapjainak teriilete:

20 - 10
Tarp =Tapc = — = 100 cm?,
10-10
Tepc = g = 50 cm?, ez a legkisebb,
Tapc = 20% —2-100 — 50 = 150 cm?, ez a legnagyobb.
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A H pont legyen a BC szakasz felezOpontja. A tetraéder ADH sikmetszetében
kapjuk a legnagyobb és legkisebb tertiletti lapok hajlasszogét. Ebben a haromszog-
ben:

AD =20 cm, D
DH =52 cm,
AH = 20V2 — 5V2 = 15V/2 cm.

Az ADH haromszog H csicsanal 1évé B
szoge adja a valaszt. Felirva a koszinusztételt:

1
20% = (15v2)° + (5v/2)° =2 15v/2-5V2 - cosa, cosa = g @ =T7053".

b) A tetraéder magassdga az ADH héromszog D
AH oldaldhoz tartozé magassiaga (M).

sihao = ——, M= — cm

5\@’ 3 : A . H

A tetraéder térfogata:

_TABC'M_150'%

1% 3 3 3. —333,3 cm®.

Megjegyzés. Az ADH haromszog D csicsanal derékszog van, igy a térfogat a BC'D
haromszogre mint alapteriiletre és az AD oldalra mint magassdgra tamaszkodva is kisza-
mithaté.

¢) A tetraéder élei 4-féle szinnel szinezhet8k: piros, zold, sarga és kék. Vegyiik
sorra az éleket: AD, AB, AC, CD, BC és végiil BD (1. dbra).

1. dbra
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Nézziik azokat a konkrét eseteket, amikor az AD él piros, az AB ekkor 3-féle
lehet még (zold, sérga vagy kék). Ha az AB él zold, akkor a tobbi él lehetséges
szinei a 2. dbrdn lathatok.

Ebben a konkrét esetben 8 lehetdség van. Figyelembe véve, hogy az AD élre van
Osszesen 4 lehetdség, majd az AB élre ezutan 3 lehetdség, igy Osszesen 4-3 -8 = 96
lehet6ség van.

Tehat 96 kiilonboz6 megerdsitett tetraéder készitheto.

9. A koordindtarendszerben megrajzoltuk a p: y = 1—12362 — %x + 13—0 egyenleti

paraboldt.

a) frjuk fel a parabola és az y-tengely metszéspontjiban a paraboldhoz hiuzott
érintd egyenletét. (6 pont)

Fizika tanulmdnyok alapjdn ismert, hogy a parabolatikior a tengelyével pdrhu-
zamos fénysugarakat a fokuszponton keresztil veri vissza.

b) A parabola belsejében fénysugdr érkezik az y-tengely mentén. Mi a visszave-
rédd fénysugdr egyenesének egyenlete? (7 pont)

Fizikaban beesési merdlegesnek hivjdk a beesési pontban a parabola érintdjére
allitott merdélegest.

¢) Mekkora az y-tengely mentén beesé fénysugdr és a beesési merdleges dltal
bezdrt sz6g? (3 pont)

Megoldés. a) A parabola és az y-tengely kozos pontjanak koordindtédit megha-
tarozhatjuk, felhasznélva, hogy az y-tengely pontjainak abszcisszdja z = 0. A met-

széspont ordindtdja behelyettesités utdn y = 5. Igy M = (O; 1—30)

A metszéspontba huzott érinté meredeksége az

1, 1 10
f@)=g5 -2 —grt g

fliggvény derivaltjanak xo = 0 pontban szamitott helyettesitési értéke:

1 1 1 1 1
/ T _ g _ = - _ =
)= gr—g, m=J0)=70-5=—
10

Az érint6 egyenlete: y — 5 = —% - x. Rendezve az egyenletet: x + 3y = 10.

3
b) A parabola tengelypontjanak koordindtdit a parabola egyenletének teljes
négyzetté alakitasa utan tudjuk megadni.

_ 1 2 _ 1 2
gy a tengelypont koordinatdi: T'(2;3), a parabola paramétere p = 6. Megadhatd
a parabola fékuszpontja: F(2; 3+ g) = (2;6).

A visszaverddo fénysugér egyenletének felirdsahoz hasznéljuk, hogy a fénysugér
egyenesének iranyvektora az M ? = (2; g) A vektort 90°-kal elforgatva a fénysugar
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normalvektorat kapjuk: n = (%, —2). Hasznaljuk ezt a normalvektort és a parabola

fékuszpontjat. A visszavert fénysugar egyenlete:

8 16
Sr_oy=—_12.
30T

Rendezve az egyenletet: 4z — 3y = —10.

¢) A beesési meréleges meredeksé-
gének és az a) részben szerepld érinté f Y
meredekségének szorzata —1.

1
mb-mzmb-(—3>=—l, mp = 3.

LA N = B B S =)

A beesési merdleges irdnyszoge: tga =
=3, a=T157°.

Az y-tengely mentén beesé fénysu- 1

5V

gar és a beesési merdleges altal bezart
sz0g a fent szamitott szog potszoge, igy
B =90° — o = 18,43°.

Jocsik Csilla

7T—6-5-4-3-2/10 1 2 3 4 5 6z

Matematika feladatok megoldasa

B. 5164. Két jdatékos 3 gydzelemig tarto kd-papir-ollo pdrbajt jatszik. Tegyiik
fel, hogy mindketten minden menetben véletlenszerden (egymdstdl és a kordbbi

mutatdsoktdl fiiggetleniil), % : % . eséllyel valasztjak ki, hogy mit mutatnak. Adjuk
meg a menetek szamdnak vdrhato értékét.

(5 pont)

I. megoldas. Legyen f(a,b) a menetek szdmdnak varhaté értéke, ha a gyéze-
lemhez az els§ jatékosnak (akit A-val jelsliink a kés6bbiekben) a, a mésodiknak (6t

pedig B-vel) b menetet kell nyernie (ez az (a, b)-vel jelolt parbaj).

Amikor az (a,b) parbajban az elsé menet lezajlott, harom dolog lehetséges.
Ha az els6 jatékos nyert, akkor neki mar csak a — 1 menetet kell nyernie, vagyis
az (a —1,b) parbaj alakult ki. Ha a masodik nyert, akkor (a,b— 1) parbaj alakult ki.
Ha pedig dontetlen, akkor tovdbbra is (a,b) parbajrdl van szé. Az aldbbi tablazatbdl

leolvashatd, hogy minden eset a fenti harom koziil 1/3 eséllyel alakul ki.
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B k6 B papir | B oll6
A ko6 = B nyert | A nyert
A papir | A nyert = B nyert
Aoll6 | B nyert | A nyert =

Ebb6l nyerhetiink egyenletet f(a,b)-re. Ha A nyert, akkor a hatralévé menetek
varhat6 szama f(a — 1,b), ha B nyert, akkor f(a,b— 1). Ha dontetlen alakult ki,
akkor a hatralévé menetek varhaté szama f(a,b). Minden esetben egy menet mér
lement, igy 1-et kell adni a fenti értékekhez. Mivel a varhat6 érték additiv, ebbol

1 1 1
f(a,b) = §(f(a— Lb)+1)+ g(f(a,b— 1)+1)+ g(f(a,b) +1),
2 1
gf(avb) =1+ g(f(a_ L,b) + f(a,b— 1))a
3 1
f(avb) = 5 + §(f(a_ lab) +f(a'ab_ 1))

Tovabbé nyilvan f(a,b) = f(b,a), és a =0 vagy b =0 esetén f(a,b) =0. Ez
mar elég ahhoz, hogy kiszdmoljuk f(a,b)-t minden a,b-re. Azonban a = b = 3-ra
inkabb célszerli konkrét szamokkal végigszamolni, mint meghatarozni f explicit
alakjat.

Viagjunk is bele:

3 1 3
L,1)==-+= 1 1 ==
F1L1) =5+ S (70,10 + (1,0)) = 5,
3 1 3 1/3 9
f(2,1) = §+§(f(171)+f(270)) =513 (2) =1
3 1 3 1/9 9 15
2,2) =2+ =(f(1,2 2,1))=2+-(242) ==
ren =3+ s0a+ien) -3+3(3+3) -7
3 1 3 1/9 21
1) =—-+ = 2.1 —— 4+ (Z) ===
s =5+ 5+ se.0) =5 +5 (1) = 5
3 1 3 1/21 15 5
f(3,2) = §+§(f(3a1)+f(272)) =513 <8+4) =16
3 1 3 1/75 75 99
f(3,3) = §+§(f(273)+f(372)) =513 (16+ 16) =16
Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Osszuk fel a parbajt meccsekre. Egy meccs addig tart, amed-
dig valamelyik jat¢kos meg nem nyer egy menetet. Tehdt egy meccs egy vagy t&bb
menetbdl all, melyek koziil az utolsd kivételével mindegyik menet dontetlen. Erte-
lemszertien az nyeri a parbajt, aki el6bb nyer meg harom meccset.
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Minden menet % eséllyel lesz dontetlen, fliggetleniil az el6z6 menettdl. fgy

-1
annak a valdszinlisége, hogy egy meccs pontosan n menetbél all, m,, = (%)n %
Tehat az egy meccsen beliili menetek szdmanak varhaté értéke igy szamitha-

té Kki:

00 o] 1n—12
M:Z:nmn:Zn(?)) §:

2 3
1 1 1 2 9 2 3
—(1+2-< S)a(z) ) 2= 222
<+ 3+3<3)+(3>+ )3 43 2

(Valészinliségszamitdasban képzett megolddk azt is mondhatjdk erre, hogy az egy
meccsen beliili menetek szama geometriai eloszlasd, p = % paraméterrel, tehat var-
haté értéke - = 3).

Mivel a jaték szimmetrikus, igy mindegyik meccset % eséllyel nyeri A jatékos

és % eséllyel B jatékos. A kiilonboz6 meccsek eredményei pedig fiiggetlenek egy-
mastol. Ezt felhasznalva hatarozzuk meg a parbaj eldontéséhez sziikséges meccsek
szamanak eloszlasat.

e Akkor elég 3 meccs, ha az els6 harom meccset ugyanaz nyeri. Ennek esélye

3
1 1
b3 (2> 1

e Akkor dél el a 4. meccs végén a parbaj, ha az els6 négy menet gyOzteseinek
sorozata a kovetkezd 6 sorozat valamelyike: AABA, ABAA, BAAA (ilyenkor
A nyer), ABBB, BABB, BBAB (ilyenkor B nyer). Egy-egy ilyen sorozat

4
esélye (%) , tehdt annak az esélye, hogy 4 meccsbdl all a parbaj:

1\ 3
p4—6'(z>—s-

e Legkésébb az 5. meccs végére el kell d6ljon a parbaj (a skatulyaelv alapjin
az 5 mececsb6l legaldbb 3-at ugyanannak az embernek kell nyerni), {gy annak
az esélye, hogy 5 meccsbol all a parbaj:

3
ps=1—p3—ps= .
8

Legyen most X; az a valdszinliségi valtozd, amelyik megadja az i. meccsen
beliili menetek szamat. Ha a 4., illetve 5. meccs nem valésul meg, akkor Xy =0
(illetve X5 = 0).

fgy a teljes meccs meneteinek szama éppen X7 + Xo + X35 + X4 + X5, ennek
vérhaté értéke (felhaszndlva, hogy a varhaté érték additiv):

E(X:) + E(X2) + E(X3) + E(Xy) + E(X5).

Az egyes E(X;) értékeket egyenként meg tudjuk mondani:
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e E(X;)=E(X3) =E(X3) = M, hiszen az els6 hadrom meccs biztosan megvald-
sul.

o E(X4) = M(1—ps), hiszen X, értéke p3 eséllyel 0, mig 1 — p3 eséllyel lesz
4. meccs, igy ha n # 1, akkor

P(Xy=n) = (1—ps) @)H : %

e E(X5) = Mps, hiszen X5 értéke p3 + ps eséllyel 0, mig ps eséllyel megvaldsul

ez a meccs, igy
n—1
1 2

Tehat a feladat kérdésére a valasz

3 3.3\ 3 33 99
M(3+(1—p3)+p5)=2(1+1+1+4+8>=2~8:16.

Megjegyzések. 1. Ha Y-nal jeloljitk a meccsek szadmat jelold valdszintiségi valtozot,

akkor ) 5 5 33
E(Y)=3--4+4.°2 222
(¥)=3 4 + 8 5 8 8’
azaz éppen teljesiil, hogy:
99
E(X1)-E(Y) = 6"

fgy is kiszamithat6 lenne a feladat végeredménye?

Mivel X; és Y fiiggetlen, teljesiil E(X1) - E(Y) =E(X1Y), de X 1Y éltaldban nem
egyezik meg a menetek szdmdval (bar némi koze van hozzd). Tehdt erre nem tudunk
hivatkozni.

Valéjdban ez a kiszamitdsi mod egy mély és altaldnos Gsszefiiggés, az tigynevezett
Wald-azonossdg (1d. https://en.wikipedia.org/wiki/Wald’s_equation) egy egyszeri
specialis esete.

Az azonossag feltaldléjarél, Wald Abrahdmrél érdemes elolvasni ezt a térténetet is:
https://ematlap.hu/konyvespolc-2017-03/443-hogy-ne-tevedjunk-wald-abraham-
es-a-hianyzo-lovedeknyomok.

2. A leggyakoribb hiba a mésodik (honlapon is k6zolt) megoldds végi megjegyzésnek
megfeleld hiba volt.

3. Emellett t6bb olyan versenyzé is volt, aki nem volt tisztdban a varhaté érték fo-
galmdval, és azt hitte, hogy a feladat azt kérdezi, hogy melyik a legnagyobb valészintiiségli
(egész) menetszam.

4. A feladat els6 részét sokan a honlapihoz hasonléan oldottdk meg, de a méasodik
részben gyakoribb volt a megjegyzésként irt hibas indoklast alkalmazé megoldas, mint
az ott leirt helyes megoldds. T'6bben is felirtdk az egyes menetszdamokhoz tartozd valé-
szinliségeket a menetszamok n fiiggvényében, és ezt helyettesitették be a varhatd érték
megfelel képletébe. fgy egy igen bonyolult 6sszeghez jutottak, melynek kiszamitaséval
hosszu oldalakon at veszédtek. Szerencsére ennél tobben alkalmaztik a Markov-lancokkal
torténd megoldast, mely segitségével sokkal bardtsdgosabb szamolds utdn konnyedén el-
jutottak a helyes eredményhez.
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54 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 25 versenyz6: Beinschroth Ninett, Csizmadia
Miklés, Diaconescu Tashi, Duchon Marton, Fekete Richard, Han Ziying, Hegedlis Daniel,
Koleszar Domonkos, Kovacs Alex, Kokényesi Méark Péter, Lenkey Gyodngyvér, Lovas
Maérton, Macsai Daniel, Metzger Abris Andrés, Molnar-Szabé Vilmos, Nagy Levente,
Németh Mérton, Simon Laszlé Bence, Szanyi Attila, Sztranydk Gabriella, Terjék Andras
Jézsef, Varga Boldizsar, Velich Néra, Wiener Anna, Zémbik Barnabas. 4 pontos 10,
3 pontos 3, 2 pontos 4, 1 pontos 6, 0 pontos 5 dolgozat.

B. 5178. Legyen x pozitiv valds szam. Mutassuk meg, hogy

V62 + 9+ V16x + 64 < <\/E+j§> <ﬁ+\§5)

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

I. megoldas. Elészor is jegyezziik meg, hogy egyenl6tlenségiink minden pozitiv
valds szamra értelmes (a negativokra nem, de a feladat ezt kizérta).

Ezutédn szorozzuk meg x-szel az egyenlotlenség mindkét oldalat, a kapott
egyenl6tlenség ekvivalens lesz az eredetivel, és mivel x pozitiv, nem fordul meg
a reldcidjel. Ezt kapjuk: z(v/6z + 9+ /162 + 64) < (z + 3)(x + 8). Eszrevehetjiik,
hogy a bal oldalon a gyokjel alatti tagok felirhatok két szam négyzetének kiilonbsé-
geként: 6249 = (z + 3)> — 22, mig 162 + 64 = (x + 8)° — 22, ezdltal a bizonyitands
egyenlGtlenség ekvivalens az

x<\/(x+3)2—x2+\/(x+8)2—x2) <(x+3)(z+8)

egyenlGtlenséggel.

Vegyiink fel egy olyan haromszoget,

amelynek két oldala x + 3 és « + 8, a harma- z+3 z+8
dikhoz tartozé magassag pedig x. Meg kell x
jegyezziik, hogy ilyen haromszog mindig 1éte-
zik, ugyanis megkaphaté két olyan derékszogi
hiromszog unidjaként, amelyek egyik befogé-
ja x, atfogdik pedig x + 3 és = 4 8, marpedig derékszogli haromszoget akarmilyen
1-nél kisebb befogd-atfogd aranybdl lehet szerkeszteni. Tovabba az x-re vonatkozo
pozitivitast hasznalva az is egyszerlien lathatd, hogy ezek a hosszok pozitivak
lesznek.

Eloszor szamoljuk ki a harmadik oldalt. Mivel a magassag két derékszogi
haromszogre bontja a nagy haromszoget, hasznélhatjuk mindkettoben a Pitagorasz-
tételt, azt kapjuk, hogy a két mésik befogd rendre

(z+3)% — 22, illetve (z +8)% — 22,

azaz a harmadik oldal hossza \/(x +3)> — 22+ \/(a: +8)% — 22. Legyen az ezzel
szemkozti szog . Ennek segitségével irjuk fel kétféleképpen a haromszog teriiletét
az ismert teriiletképletekkel. Rogton a kétszeres teriiletre térve:

2t = (\/(x+3)2—x2+\/(:v+8)2—x2)>a::(:E—|—3)(gc+8)sina.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/5 281



éf 2022.5.4 — 17:22 — 282. oldal — 26. lap KoMalL, 2022. méjus %

— P

Mivel egy szog szinusza legfeljebb 1, ezért

(x+$uwﬁ)>%=(¢@+3f—x%+¢u+a2—ﬁ)@
ami éppen a bizonyitandé.
Varga Boldizsdr (Ver6ce, Géza Fejedelem Reformdtus Alt. Isk., 8. évt.)

II. megoldas. Mivel x pozitiv valds szam, ezért mindent értelmeziink, és mind-
két oldal pozitiv. Bontsuk fel a zardjelet az egyenlStlenség jobb oldalan:

24
\/6x+9+\/16x+64<x+;+11.

Mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:

2
\/384x24—2112x4k23044k22x4k73$§x2gk22x4%16947§4§#7§2?,
xr X

528 576
2¢%ﬁ+ﬁ%x+m6<ﬁ+ﬂﬁ+37+;§.

A pozitiv 22-tel szorozva:

2221/9622 + 528 + 576 < z* + 9622 + 528z + 576.

Legyen a := 9622 + 528z + 576, hogy egyszer(ibb legyen az egyenletiink:
2¢2y/a < 2t + a.
Mivel mindkét oldal pozitiv, ismét emeljiink négyzetre:
4zta < 2% 4 2azt + a2,
0< 2% — 2az* —I—a2,

4

0< (2% — a)2,

/N

ami nyilvan teljesiil. Mivel végig ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért az ere-
deti egyenlGtlenség is minden pozitiv = esetén fennall.

Csizmadia Miklés (Budapest XIV. Keriileti Szent Istvdn Gimnazium, 11. évf.)
52 dolgozat érkezett. 4 pontos 46, 3 pontos 5, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 5187. Az S ={1,2,...,n} halmaz egy részhalmaza primitiv, ha nincs benne
két olyan elem, melyek kozil az egyik osztoja a mdsiknak. Mutassuk meg, hogy ha
eqy A C S primitiv halmazhoz nem lehet igy hozzdvenni ujabb S-beli elemet, hogy
primitiv maradjon, akkor vagy A = {1}, vagy A mérete legaldbb annyi, mint n-ig
a primek szdma.

(6 pont) Javasolta: Sdandor Csaba (Budapest)
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Megoldas. Ha 1 € A, akkor A-nak nem lehet mas eleme, vagyis teljesiil a feladat
feltétele, a tovabbiakban feltételezziik, hogy 1 ¢ A.

Hajtsuk végre a kovetkez6 algoritmust: kezdetben a B halmaz legyen {ires,
a C' halmazban pedig legyenek benne a primek 1-t6]l n-ig. Ismételjiik, ameddig
lehet, a kovetkezot: ha létezik olyan p € C' és y € A, hogy alkalmas j pozitiv
egésszel y = p’ - k, ahol k néhany (nem feltétleniil paronként kiilonbozd) B-beli
szam szorzata, akkor a p primet vegyiik ki C-bol, és rakjuk at B-be.

(Kezdetben tehét rakjuk &t B-be azokat a primeket, amelyeknek van hatvinya
A-ban, majd az olyanokat, amelyeknek valamely hatvanya el6all egy A-beli elem
és néhany B-beli prim szorzatdnak hanyadosaként, stb.) Ha mar nem tudunk t5bb
ilyen 1épést végezni, a kovetkezo esetek allhatnak fenn:

— A C halmaz iires. Ekkor |A| > [{primek 1-t6] n-ig}| — igy teljesiil a feladat
feltétele — mivel minden 1épés soran olyan A-beli elemet valasztottunk ki, amelyet
korédbban nem (és sszesen |{primek 1-t6l n-ig}| 1épés tortént). Tegyiik fel ugyanis,
hogy az y € A szdmot az i-edik és a j-edik 1épésben is kivalasztottuk, ahol i < j.
Jelolje By és C1, illetve By és Cy a B és C' halmaz aktualis allapotdt kozvetleniil
az i-edik, illetve a j-edik 1épés végrehajtdsa elott. Indirekt feltevésiink szerint ekkor
y=pi' ki ésy=p} - ko. A primtényezds alak egyértelmiisége miatt py osztdja k-
nek, igy po € B1, mésrészt po € Cy C C1. Tehat ps a By és a Cy halmaznak is eleme,
ami lehetetlen, hiszen a B és C halmazok az eljaras soran végig diszjunktak.

— C = {p}. Ekkor A-ban nincs p-vel oszthaté elem, tehdt még hozzdvehetjiik
a halmazhoz p-t, és ez ellentmondés.

— Minden mas esetben vegyiik a legkisebb p € C' elemet. Mivel A primitiv, van
p-vel oszthaté eleme; legyen z € A olyan, hogy a p primtényez6 hatvanya z-ben
maximalis az A elemei koziil. Tudjuk, hogy van olyan ¢ € C, ¢ > p prim, amelyre
q | z, méskiilonben még egy 1épést elvégezve p-t atrakhattuk volna B-be.

Tekintsiik az s := § -p szamot. Nyilvan s < z < n, és s-nek nincs osztdja A-ban,
mivel az z-nek is osztdja lenne, vagy nagyobb lenne benne a p kitevéje, mint z-ben.
Tovabba s-nek nincs tobbszorose sem A-ban, mert abban nagyobb lenne p kitevdje,
mint z-ben. Tehdt s-et hozza lehetne venni A-hoz, ami ellentmondas.

Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 11. évf.)

72 dolgozat érkezett. 6 pontos 34, 5 pontos 7, 4 pontos 5, 3 pontos 2, 2 pontos 3,
1 pontos 12, 0 pontos 7 dolgozat.

B. 5206. Egy n-jegyti ajasas...a, szdimot hegyszeriinek neveziink, ha wvan
olyan 1 <k < n egész, amelyre ay,as,...,a; Szigoruan monoton novekvd, mig
Aky Qg1 - - - 5 G, SZIgOTUAN MoOnoton csékkend sorozat. (Példdul az 1,121, 1231 szd-
mok hegyszertiek, de az 1442 és az 12313 nem hegyszeriiek.) Hany hegyszert szam
van?

(3 pont)

Megoldas. Ahhoz, hogy egy hegyszerli szdmot tudjunk késziteni, el6szor va-
lasszuk ki, hogy mely szdmjegyek fognak benne szerepelni (a 0-s szamjegyet egyelére

ne vélasszuk ki). Rendezziik sorba nagysdg szerint ezeket a szamjegyeket. frjuk le
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most el6szor a legnagyobb széamjegyet. Ezutan haladjunk nagysdg szerint lefelé.
Mindegyik szamjegyet a késziilé n-jegyl szamnak vagy a bal, vagy a jobb, vagy
mindkét oldalalara irhatjuk le. Ez a moédszer nyilvan mindig kiilonb6zo, és helyes
hegyszerii szamot ad; mésrészt pedig megkapunk minden lehetséges hegyszerii sza-
mot az adott szamjegyekbol képezve. Ez azt jelenti, hogy k szamjegy esetén elrende-
zésiikre 3F~1-féle lehetéség van. Ha barmelyik kivalasztas barmelyik sorrendjéhez
hozzavesszitk még a nulldt (amely mindig csak az utolsé helyre keriilhet), akkor
készitettiink egy jabb hegyszerii szamot, tehat az 1-9-es szamjegyekbdl képzett
hegyszeri szamok szdma az Osszes készithetd szam fele.

Az eddigiek alapjan a legnagyobb szamjegy szerint Osszegezve:

() o+ (D)o (O rs (O) 7+ () 9] 2=1mme2

Kovdcs Moric (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. Ha 0 szdmot is hegyszeriinek tekintjiik, akkor eggyel nagyobb 6ssze-
get kapunk.

2. A szereplS binomidlis egyiitthaték valdszintsitik, hogy ez az Gsszeg a binomidlis
tétel alapjén is kiszamithaté. Valéban, frjuk fel a 4°-t (1 4 3)9-ként:

4 =01+3)"= <(9)>-3%(?)-31+<z)-32+...+(2)~38+<2)-39.

Ha ebbél az 6sszegbdl elhagyjuk az elsé tagot — az 1-et —, majd a fennmaraddé tagokat
3-mal osztjuk, akkor éppen a feladat végeredményében szerepl6 zardjeles kifejezést kapjuk.
Tehét a hegyszerti szamok szdma pontosan:

9_ f—
1 3 1~2:2621§4 1-2:174762.

Osszesen 112 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 75, 2 pontot 11 tanulé. 1 pontos 17,
0 pontos 5 versenyz6 dolgozata. Nem versenyszerti 4 dolgozat.

B. 5209. Egy 2022 elemi, egészekbdl dllo halmaznak legfeljebb hany olyan két-
elemd részhalmaza lehet, melyre a két elem dsszege szintén a halmazhoz tartozik?

(5 pont)

Megoldas. A nullat feltétleniil érdemes belevenniink a halmazba, mert azt
barmely masik szammal Gsszeadva ismét az elemet kapjuk.

Tekintsiik elészor csak a pozitiv elemeket. Legyenek ezek 1 < xo < ... < xy,.
Vizsgaljuk meg mindegyik elem esetében, hogy legfeljebb hany darab nala kisebb
parja lehet (a par itt azt jelenti, hogy Osszeadva Gket ismét a halmaz egy elemét
kapjuk). Igy meg fogjuk kapni az 6sszes part. Mivel az ,, a legnagyobb elem, ahhoz
nem rendelhetiink tovabbi pozitiv elemet. Az x,_1-hez csak egyet rendelhetiink,
hiszen csak egy nala nagyobb eleme van a halmaznak. Latjuk, hogy egyik szdmhoz
sem rendelhetiink sem a néala nagyobb elemek szamanal tobb, sem a nala kisebb
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pozitiv elemek szdmandl tobb darab elemet. (Az elméleti maximum pl. n = 4-re
0+1+14+0=2.) Ezt az elméleti maximumot el is lehet érni gy, ha 1-t6l n-ig
vessziik a pozitiv egész szamokat.

Ez a modszer a negativ elemek kozott is ugyanigy miikodik.

Tekintsiik most a kiilonb6z6 elgjelit szamok Gsszegeit. Legyenek a pozitiv sza-
mok 1-t8l n-ig, a negativak pedig (—1)-t6l (—k)-ig. Az eddigiek alapjin n + k =
= 2021. Ha barmelyik negativ elemhez barmelyik pozitivat parositjuk az biztosan
megfelel6 lesz, mert az Osszeg —k és n kozé fog esni. Ilyen parbdl n - k darabot tu-
dunk megadni. A pozitiv és negativ elemek szama koziil az egyik paros, a masik
paratlan. A szimmetria miatt feltehetjiik tovabba, hogy a pozitivak szama paratlan,
n=2u+1, k=2021 - 2u—1=2020 — 2u.

A negativ parok szdma: (1010 —u — 1)(1010 — u), a pozitiv pdrok széma
(u— 1)u + u, végiil a vegyes parok szama: (2020 — 2u)(2u + 1).

Ezek 6sszegét vizsgdljuk. Az u masodfokd polinomjat kapjuk:

1009 - 1010 — 2019w + w2 + u? + 4040u — 4u® + 2020 — 2u =
= —2u? + 2019 + 1010 - 1011.

Ez a fliggvény maximumat a masodfoku fiiggvényekre vonatkozé ismert eljaras

alapjan u = —% ~ 505 esetén veszi fel. Ha az u = 505-hoz tartozé helyettesitési
értékhez hozzdadjuk még a 0-val képzett 2021 part, kapjuk az elérheté maximumot:

—2-505% 42019 - 505 + 1010 - 1011 + 2021 = 1532 676.

Liszlé Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 65 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 30, 4 pontot 4 tanulé. 3 pontos 9,
2 pontos 12, versenyz6 dolgozata. 1 pontra értékelt 6, 0 pontra 4 versenyzo6 dolgozata.

B. 5214. A 110 egy olyan szamjegysorozat, amelyet barmilyen 1-nél nagyobb
poziltiv egész alapu szdmrendszerben tekintve pdros szamot kapunk. Van-e olyan
1-esekbdl és 0-kbol dllo szdmjegysorozat, amelyet bdrmilyen 1-nél nagyobb pozitiv
egész alapi szdmrendszerben tekintve 3-mal oszthato pozitiv egész szamot kapunk?

(3 pont)

I. megoldas. Olyan szamot keresiink, amely legalabb egy darab 1-est tartalmaz,
hiszen pozitiv; viszont nem végzodhet 1-re, mert akkor a 3-as szdmrendszerben
1 maradékot adna 3-mal osztva, tehat az utolsé szamjegye 0.

Ha a szdmrendszer alapja oszthaté 3-mal, akkor a nem utolsé helyiértékek
mindegyike 0 maradékot ad 3-mal osztva, mert tartalmaznak 3-as primtényezot,
igy ez esetben barhol lehet 1-es a keresett szamban.

Azokban a szamrendszerekben, amelyekben az alap 3-as maradéka 1, minden
helyiérték 3-as maradéka 1, mert ha Osszeszorozzuk a maradékokat, az mindig
1-1=1. Ekkor annyi l-es szamjegy sziikséges, hogy a szamuk 3-mal oszthato
legyen, azaz legalabb 3 darab 1l-est tartalmaz a szam.
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Ha pedig a szamrendszer alapjanak 3-as maradéka 2, akkor a maradékok
sorban a kovetkezdk: 1,2,1,2..., mert 1-nek 1, ezt 2-vel (a 3-as maradékkal)
szorozva 2 a maradék, ezt megint 2-vel szorozva 4, melynek 3-as maradéka 1, és igy
tovabb. Ez esetben az imént emlitett 3 darab 1-esnek azokon a helyiértékeken kell
elhelyezkednie, amelyek 3-mal osztva ugyanazt a maradékot adjak.

Az 101010 szam a fenti feltételek mindegyikének megfelel, ezért van ilyen szam.

BLG-s kobakok (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

I1. megoldas. A 101010 szdm ilyen, n alapi szdmrendszerben (n > 1 egész)
ennek a szamnak a valodi értéke

n® +n®+n=n(n*+n*+1).

Ha n oszthaté 3-mal, akkor az (n* 4+ n? + 1)-szerese is.
Ha n nem oszthaté 3-mal, akkor, mivel minden 3-mal nem oszthaté négyzet-

; . . . 2.
szdm 3-mal osztva 1 maradékot ad, ezért az 1, az n? és az n* = (n?)” is. Ilyenkor
az Osszegiik 3-mal oszthatd, igy annak n-szerese is.

Belattuk, hogy az n-es szamrendszerben felirt 101010 szam barmilyen n-re
oszthaté 3-mal, tehat van ilyen szam.

Janosik Maté (Gyér, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)

Osszesen 133 dolgozat érkezett. 3 pontos 86, 2 pontos 34, 1 pontos 6 dolgozat. 0 pontot
1 versenyz6 kapott. Nem versenyszerli 6 dolgozat.

B. 5229. Az a # 0 valds szamra és az f : R — R fiigguényre
(1) flz+f) = fla) + fy) +ay

teljesiil minden z,y € R esetén. Bizonyitsuk be, hogy [ additiv, vagyis f(x +y) =
= f(x) + f(y) minden x,y € R esetén.

(6 pont) Javasolta: George Stoica (Saint John, New Brunswick, Kanada)

Megoldas.

Elészor a feladatban szerepld egyenlet (a tovabbiakban (1)) mindkét oldaldhoz
adjunk z-et, majd vegyiik mindkét oldal f szerinti képét:

flz+ fla+f®) = flz+ f) + fy) + ay).
Az (1) alapjén bontsuk ki a bal oldali kifejezést:
fa+ e+ fW)) = f@) + f(e+ fW) +alz+ f(y) =

= f(z) + f(=) + f(y) + ay + ax + af(y),
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majd a jobb oldal kifejezést is:
Fla+ f@)+ fy) +ay) = fl@+ (@) +ay) + fy) +ay =
= fx+ay) + f(z) + ax + f(y) + ay.
Az egyenldség fennall, igy:
f@)+ f(@) + f(y) +ay + ax +af(y) = f(z + ay) + f(z) + ax + f(y) + ay,
(2) f(@)+af(y) = f(z+ay),
amely egyenletbl z = y = 0 helyettesitéssel megkapjuk f(0)-t:
f(0) +af(0) = £(0),

fgy af(0) = 0. Ebbdl a # 0 miatt kovetkezik, hogy f(0) = 0.

Ha most (1)-be z helyére 0-t helyettesitiink és felhaszndljuk, hogy f(0) =0,
akkor az f fiiggvény tjabb tulajdonsagdhoz jutunk:

(3) F(fw) = f(0) + fy) +ay = f(y) + ay.
Most pedig helyettesitsiink (2)-be x helyére f(y)-t:
(W) +af(y) = f(fly) +ay),

amibdl a jobb oldalon (1), a bal oldalon (3) alkalmazdsdval

fly) +ay+af(y) = flay) + f(y) + ay,

Ezt (2)-be visszahelyettesitve az

f(@) + flay) = f(z + ay)

egyenlethez jutunk, ami éppen az additivitast jelenti, hiszen ay = z esetén z tet-
sz0leges valds szam, mivel a # 0 és y tetszOleges valés szam. Ekkor tehat x és
z tetszoOleges valos szamokra teljesiil, hogy

f(@) + f(z) = f(z +2).

Eppen ezt akartuk megmutatni, {gy a bizonyitdsunkat befejeztiik.

Fazokdn Marcell (Debreceni Fazekas Mihaly Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 42 dolgozat érkezett. 6 pontos 20, 5 pontos 2, 4 pontos 4 dolgozat. 3 pontot 5,
2 pontot 3, 1 pontot 3 versenyz6 kapott. 5 dolgozat 0 pontos lett.
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B. 5235. Mutassuk meg, hogy a Fibonacci-sorozatban minden 3-ndl nagyobb
primszam 4k + 1 alaka.

(5 pont)

Megoldas. Az n-edik Fibonacci-szamot F,-nel jeloljiik. Vizsgdljuk meg a
Fibonacci-szamok négyes maradékat, az el6z6 két szdm Osszege a kovetkezo (a so-
rozat definici6jabol adédéan). Az els6 két szam maradéka 1, a harmadiké 1 +1 = 2,
a negyediké 2 4+ 1 = 3, az 6todiké 3+ 2 =5 =1, a hatodiké 1 + 3 =4 = 0, a hete-
diké 1+0 =1, a nyolcadiké 140 =1 és innentdl ismétlodik, mivel a kovetkezd
szam csak az el6z6 kettotol fligg. Lathatjuk, hogy hatos periédusonként ismétlod-
nek a szamok, a 0 és a 2 maradéku biztosan paros, ezért nem lehet 3-nal nagyobb
prim. Az egyetlen 4k + 3 alakil ebben a negyedik, tehdt a sorozatban az ilyen sza-
mok az Fg;44 alakiak, ahol [ nemnegativ egész. Mivel 61 + 4 paros, igy felirhaté 2n
alakban, ahol n = 3l + 2, ahol n > 2.

A Fibonacci-sorozattal kapcsolatban sok kozismert azonossdg létezik (lasd
korabbi cikkiinket: Enekes Béla—Kés Géza: Néhany érdekesség a Fibonacci- és a
Fibonacci-tipusu sorozatokrol, amely ezen a linken érhet6 el:

http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?7id=200117,
illetve
http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf .phtml?tabla=Cikk&id=200117).

Az ismert tételek koziil most a teljes indukciéval kénnyen belathato
Foir1=FFy+Fy 1Fr

azonossagot alkalmazzuk (a cikkben a 4. oldalon (6)-os szdmmal taldlhaté meg).
Alkalmas (k — 1 = n) helyettesitéssel kapjuk, hogy

F2n:FnFn+1+anan:Fn(Fn+1+Fn71)7

ami azt jelenti, hogy F, | Fa,, vagyis, ha F, primszdm, akkor F, =1 vagy
F,, = F5,. Utobbi ellentmondas, hiszen a Fibonacci-sorozat n > 2-re szigoruian mo-
noton névekedo. Ha pedig F,, = 1, akkor n = 1 vagy n = 2, azonban az n > 2 felté-
tel miatt csak az n = 2 esetet kell vizsgalnunk. Ekkor Fs,, = F; = 3, tehat valéban
4k + 3 alakt primszamot kaptunk. T6bb eset nincs, igy belattuk, hogy a Fibonacci-
szamok koziil az egyetlen 4k + 3 alaku prim a 3, azaz a Fibonacci-sorozatban szerep-
16, 3-nal nagyobb primszamok sziikségképpen 4k + 1 alaktak. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik.

Bényei Borisz (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 66 dolgozat érkezett. 5 pontos 26, 4 pontos 23, 3 pontos 10 dolgozat.
2 pontot 6, 1 pontot 1 versenyz6 kapott.
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A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
(1721-1727.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1721. Boglarka felirt sorban egymds utan 2022 darab szamot tugy, hogy
a masodik szamot elosztva az elsével, a hanyados éppen a harmadik szammal lett
egyenld, és igy tovabb, példaul a hetedik szam egyenld a hatodik és az 6t6dik szam
hényadosaval. Melyik szamot irta fel utoljara Boglarka, ha az els6 a 20, a mésodik
pedig a 22 volt?

C. 1722. Az ABC'D négyszogrol tudjuk, hogy a AD oldal ugyanolyan hossz,
mint a DC oldal, valamint hogy a DAB szoget a-val jelolve ABC'<t = 2a, BCD< =
= 3a és CD A< = 4. Bizonyitsuk be, hogy az AB oldal kétszer olyan hosszii, mint
az AD oldal.

(Német versenyfeladat)

Feladatok mindenkinek

C. 1723. Hatarozzuk meg mindazon, csupa kiilonb6z6 szamjegybol allé, legfel-
jebb négyjegyli abed szamokat (ahol a = 0 is megengedett), amelyekre 9 - abed =
= acbed.

Javasolta: Siposs Andrds (Budapest)

C. 1724. Az ABC héromszogben CAB< = 30°. Mekkordk a hdromszog isme-
retlen szogei, ha a haromszog C' pontbdl induld sulyvonala 45°-0s szoget zar be
az AB egyenessel?

C. 1725. Legyen p pozitiv primszam. Tudjuk, hogy az 2> — pz — 580p = 0 egyen-
let gyokei egész szamok. Hatarozzuk meg p értékét.

Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

Feladatok 11. évfolyamtal
C. 1726. Mutassuk meg, hogy ha z, y, z olyan valés szdmok, amelyekre

T Y z x? y? 22

+ + =1, akkor + + =
y+z z4+x xT+Y y+z z4+x xT+Y

)

Adjunk meg a feltételt teljesité valds szdamokat.
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C. 1727. Farjunk at egy R sugart tomoér gombot egy, a gomb kézéppontjan
atmené egyenes mentén egy r sugard hengeres furdval, ahol r < R. Fejezziik ki
a keletkezett maradéktest térfogatat a maradéktest m magassdganak fiiggvényében.

Javasolta: Szabd Bertalan (Miskolc, 1986)

Bekiildési hataridé: 2022. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5246-5253.)

B. 5246. 14 ember iil egy asztal koriil, mindenki kék vagy sarga pdloban.
Legfeljebb hany emberre teljesiilhet, hogy a két szomszédja kiilonb6z6 szinti poléban
van?

(3 pont)
B. 5247. Egy kotél két végpontjat a talajhoz rogzitettiik tigy, hogy a két vég-
pont tavolsaga kisebb a kotél hosszandl. A kotél kozépsé pontjat 150 cm magassagra

felemelve a kotél megfesziil. A kotél egyik végétol 90 cm-re 1évé pontjat felemelve
a kotél 90 cm magasan fesziil meg. Milyen hosszi a kotél?

(3 pont)

B. 5248. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valds szdmok halmazan:

1’2 2

Y 8
—t—=+r+ty=—
Y 4 ry
z(x+1)+y(y+1)=6.

(4 pont)

B. 5249. Jeloljiik az ABC haromszog beirt korének érintési pontjai altal meg-
hatarozott haromszog teriiletét Tp-lal, a hozzairt korok kozéppontjai altal megha-
tarozott haromszog teriiletét pedig Ti-gyel. Mutassuk meg, hogy Ty és T7 mértani
kozepe megegyezik az ABC' hiromszog teriiletével.

(5 pont) Javasolta: Bdrtfai Pdl

B. 5250. Igazoljuk, hogy minden nemnegativ egész n szdmra

227L(n—2)+n+2 < (271)' < 22"(11—1)-&-1.

(5 pont) Javasolta: Blahota Istvan (Nyiregyhdza)

290 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/5



ﬁ} 2022.5.4 — 17:22 — 291. oldal — 35. lap KoMalL, 2022. méjus ?

—®

B. 5251. Vegyiik fel azt az ABCD téglalapot a koordindtarendszerben, amely-
nek csicsai A(0,0), B(2022,0), C(2022,2), D(0,2). Tekintsiik azokat az egységnyi
teriiletlt haromszogeket, amelyek mindhdarom cstcsa a téglalap hosszabbik oldal-
parjanak egy-egy racspontja. Ezeket a haromszogeket szeretnénk megszinezni gy,
hogy azonos szinii haromszogeknek nem lehet kézos belsé pontjuk. Legalabb hany
szinre van ehhez sziikségiink?

(5 pont) Javasolta: Nagy Zoltin Loérant (Budapest)

B. 5252. Adott egy hat csicst ABCA;B;Cy poliéder, amelynek ABC' és
A1 B1Cy két haromszoglapja, tovdbbd az AA;, BBy és CCy élei parhuzamosak.
Az AA\B1B, BB1C1C és CC1A1A trapézlapok &tléinak metszéspontjai P, @
és R. Mutassuk meg, hogy az ABCPQR és A1B1C1PQR poliéderek térfogata
megegyezik.
(6 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

n

B. 5253. Igaz-e, hogy ha (k:) paros, akkor az m elem S halmaz k elemi
részhalmazai parokba rendezhetck dgy, hogy az egy parba tartozé részhalmazok
szimmetrikus differencidja mindig 2 elemi?

(6 pont)

%

Bekiildési hatarid6: 2022. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(827-829.)

A. 827. Legyen n > 1 egész szam. Egy pakliban n-féle szinl és n-féle értékii
kértya van, minden szin és érték parbdl pontosan egy, azaz Osszesen n’ darab.
A paklit megkeverjiik, és kiosztjuk n jatékos kozott ugy, hogy mindenki n darab
kartyat kapjon. A jatékosok azt akarjak megcsindlni, hogy egy altaluk vélasztott
sorrendben leiilnek egy kor alaka asztalhoz, és az els6 jatékostol kezdve sorban
leraknak egy-egy lapot, mig végiil mindenki lerakta az Osszes lapjat dgy, hogy
mindig olyan kartyat kell rakni, amely sem szinben, sem értékben nem egyezik meg
a kozvetleniil elStte lerakott kértydval (az elsének lerakott kdrtya barmi lehet).
Mely n-ekre lehetséges, hogy gy lett kiosztva a pakli, hogy a jatékosok ezt nem
tudjdk megcesindlni? (A jdtékosok egyiittmiikddnek egymadssal, és ldtjdk egymds
lapjait.)

Javasolta: Kocsis Anett (Budapest)
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A. 828. Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja I, hozzairt korei pedig
Qa, Qp és Qc. Legyen ¢4 az az egyenes, amely dtmegy az I pontbdl az 24 koérhoz
hizott érint6k érintési pontjain. Az £ és £ egyenesek hasonléan vannak definidlva.
Bizonyitsuk be, hogy az {4, {p és {c egyenesek &dltal meghatarozott haromszog
magassagpontja megegyezik az ABC' haromszog Nagel-pontjaval.

(Ha egy hdromszog csicsait osszekotjiik a szemkozti oldalhoz hozzairt korok
érintési pontjaival, a kapott harom szakasz kozos pontja a haromszog Nagel-pontja.)

Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgaria)

A. 829. Legyen G egy n csucsu egyszerli graf, melynek van legaldbb egy
éle, és tekintsiik a graf csicsainak azon S: V(G) — R>Y silyozésait, melyekre
> S(v) = 1. Legyen tovédbbd
vEV(Q)

f(G) = max L S(v)S(w),

ahol S végigfut az Osszes lehetséges stilyozason.

Bizonyitsuk be, hogy f(G) = # akkor és csak akkor teljesiil, ha G csucsai

lefedheték élek és paratlan korok diszjunkt unidjaval. (V(G) a G graf cstcsait,
E(G) a G graf éleit jeloli.)

Bekiildési hataridé: 2022. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 565. Az el6z6 havi szamunkban megjelent tréfds fejtoré a kovetkezd volt:
,Helyezziink el hat fehér babut egy sakktdblara két vildagos készletbdl ugy, hogy
egy sOtét babut letéve barmely szabad mezore, az biztosan iithet6 legyen.”

Készitsiink programot, amely egy fejtoré megoldasat ellenérzi, tehat megadja,
hogy az elhelyezésben valéban minden szabadon maradt mez6t iitésben tartanak-e
a vilagos babuk.

A program a standard bemenet nyolc sordbdl olvasson be egy elhelyezést.
A sakkbédbuk betiijele: vezér = V, bastya = B, huszar = H, futé = F, kirdly = K,
gyalog = G. Az iiresen all6 mezdéket egy-egy sz6koz jeloli.

Ha az elhelyezés megfelels, akkor a program az OK iizenetet jelenitse meg
a standard kimeneten. Ha az elhelyezés nem jé, akkor a program a standard kimenet
nyolc soraba irja ki a sakktablat, jelolve a vildgos babukat, illetve jelenjen meg egy-
egy X karakter azokon a mezékon, amelyek nincsenek iitésben.
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Példa:

Bemenet (a sz6kozok helyét pont jeloli) Kimenet
........ WXL

VLl VL

..... V.. R A

B.o.oo... B......

....... B .......B

........ XX,

...... B. ......B.

B....... B.......

Bekiildend6 egy tomoritett 1565.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

L. 566 (E). A 2022. januéri szdmban megjelent I. 553. feladatban egy tizes
szamrendszerben adott szamot kellett megadni faktoridlis szdmrendszerben. A fak-
torialis szamrendszerben megadott szdm n-edik helyiértékén all6 szamjegyét n! ér-
tékével kell szorozni. Példdaul a 2351¢ szdm faktorialis szamrendszerbeli alakja
14301y, azaz 1-1+3-6+4-24+1-120. Amennyiben a faktoridlis szamrendszerben
9-esnél nagyobb szamjegy fordul el6, akkor az ott szerepl6 szamot zardjelbe tessziik.
Példaul az 1(10)406010111, szdm mésodik legmagasabb helyiértéki szamjegye 10,
és a szam tizes szdmrendszerben 77 686 6891¢.

Ebben a feladatban tablazatkezeld segitségével kell elkésziteniink az atvaltast:
egy faktoridlis szamrendszerben felirt egész szam tizes szamrendszerbeli alakjat kell
megadni. A faktoridlis szamrendszerben felirt szam legfoljebb 15 szamjegyii, a nyitd
és zar6 zardjelekkel egyiitt legfoljebb 30 karakterbdl all.

A megoldas soran vegyiik figyelembe a kovetkezdket:

e Amennyiben lehetséges, és a feladat mast nem mond, akkor a megoldds soran
képletet, fliggvényt, hivatkozast hasznaljunk.

e A megoldéashoz segédszamitasokat a K oszloptdl jobbra végezhetiink.

e A részfeladatok kozott van olyan, amely egy kordbbi kérdés eredményét hasz-
nélja fel. Ha a kordbbi részfeladatot nem sikeriil teljesen megoldani, akkor
hasznaljuk a megoldasat ugy, ahogy van, vagy helyettesitsiik megfelel6 érték-
kel, és azzal dolgozzunk tovabb. fgy ugyanis pontokat kaphatunk erre a rész-
feladatra is.

e A megoldédshoz program vagy makré nem hasznédlhaté, kizardlag a téablazat-
kezel6 beépitett fiiggvényeivel dolgozzunk.

1. Alakitsuk ki a lenti mintdnak megfelelé tédblazatszerkezetet és mentsiik a tab-
lazatot faktorl0O néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

2. Készitsiik el az els6 és a negyedik sorban latott fejlécet, ahol sziikséges egye-
sitsiik a celldkat, illetve igazitsuk vizszintesen kozépre a celldk tartalmat.

3. Az A2 celldba irjunk be egy faktoridlis szamrendszerben megadott szémot szo-
vegként. A szdm tizes szdmrendszerben adott alakja a C2-es celldban jelenjen
meg.
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4. Az A5:A34 tartomdnyban adjuk meg az els§ 30 pozitiv egész szamot és
a B5:B19 tartomanyban az els6 15 egész szam faktorialisat.

5. Az F5:F34 tartomanyban adjuk meg a B2 celldban talalhaté szoveg karaktereit
egymas alatt igy, hogy fentrol lefelé a faktoridlis szamrendszerben adott szam
karaktereit jobbrdl balra tudjuk kiolvasni. A szévegnél hosszabb karakterhe-
lyeket jelolo cellakban 0 érték jelenjen meg.

6. A G5:G34 tartomény celldiban adjunk meg olyan képletet, amely megszdmolja
a faktoridlis szdémban jobbrol balra haladva az adott karakterhely elétt eléfor-
dulé nyitd zardjeleket.

7. A H5:H34 tartoméany celldiban adjunk meg olyan képletet, amely megszamolja
a faktoridlis szdémban jobbrol balra haladva az adott karakterhely elétt eléfor-
dulé zard zarojeleket.

8. Az 15:134 tartomany celldiiban hatdrozzuk meg a faktoridlis szam megfelel6
szamjegyét. A zardjeleket tartalmazé sorokban 0 értéket adjunk meg vagy
hagyjuk {iresen, a nyito és zard zardjelek kozotti sorokban allitsuk el6 a tobbje-
gyl szam szamjegyei alapjan a tobbjegyi szam értékét, ami az utolsd zardjelen
beliili szam soréaban jelenjen meg.

Minta:
A ] B < D E F G H | )

1 Faktorialis Tizes

2 4321(11)(10)353344320 5505 642069 718

3

4 | Hely Helyiérték Szémjegy Erték Karakter | Nyité Zaré Jegy | Hanyadik

5 1 1 0 0 0 0 0 0 1

6 2 2 4 2 0 0 2 2

7 3 6 3 18 3 0 0 3 3

8| 4 24 4 96 4 0 0 4 4

9] s 1200 4 480 4 0 0 4 5

10 6 720 3 2160 3 0 0 3 6

11 7 5040 3 15120 3 0 0 3 7

12 8 40320 5 201600 5 0 0 5 8

13 9 362880 3 1088640 3 0 0 3 9

14| 10 3628800 10 36288000 ) 0 0 0 9

15 11 39916800 11 439084800 0 0 1 10 10

16| 12 479001600 1 479001600 1 0 1 1 10

17 13 6227020800 2 12454041600 ( 0 1 0 10

18 14 87178291200 3 261534873600 ) 1 1 0 10

19] 15 1307674368000 4 5230607472000 1 1 2 1 11

20 16 1 1 2 1 11

21| 17 ( 1 2 0 11

22| 18 1 2 2 1 12

23 19 2 2 2 2 13

4] 20 3 2 2 3 14

25| 21 4 2 2 4 15

26| 22 0 2 2 0 16

27| 23 0 2 2 0 17

28| 24 0 2 2 0 18

29 25 0 2 2 0 19

30 26 0 2 2 0 20

31| 27 0 2 2 0 21

32| 28 0 2 2 0 22
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9. A J5:J34 tartomany celldiban adjuk meg, hogy az el6z6 oszlopban szerepld
szamjegy a kisebb helyiértékektdl indulva hanyadik szamjegye a faktorialis
szédmrendszerbeli szamnak. Amennyiben az | oszlopban nem egy szamjegy ér-
téke van, akkor ott az el6z6 sorban 1év6 szamot adjuk meg. Egy szdm a minta
szerint tobbszor is megjelenhet, de sorrendben az elsé szam adja meg, hogy
az adott sorban az | oszlopban kapott érték hanyadik szamjegyét adja a fak-
toridlis szamrendszerbeli szamnak.

10. A C5:C19 tartomanyban adjuk meg a J oszlopban meghatarozott sorszam alap-
jan a faktoridlis szamrendszerbeli szam megfelel helyiértékén allé szamjegyet
tizes szdmrendszerben, vagy 0 értéket.

11. A D5:D19 tartomanyban adjuk meg a B és C oszlopban 1év6 megfelel6 értékek
szorzatat, vagy 0 értéket.

12. A C2 cellaban adjuk meg a D5:D19 tartomanyban kiszamitott szamok 6sszegét.

13. Formazzuk a tablazatot a mintanak megfelelGen.

Bekiildend6 egy tomoritett 1566.zip allomanyban a megoldast tartalmazo
munkafiizet és a megoldés rovid lefrasat bemutaté dokumentacio.

I. 567. Vizsgéljuk meg két tomegpont mozgasat, amelyek egy sikban mozog-
nak, és mozgdsukat csak a kozottiik 1év6 tomegvonzas befolyasolja. A tomegvonzast
a gravitacids erdtorvénybol szamitsuk. A két tomeg értéke, kezdeti helyzetiik, vala-
mint a kezdeti sebességiik legyen a megoldasban paraméterként megadhato. A két
test egy sikban torténo mozgasahoz a kezdeti sebességek is egy sikba esnek.

A megoldés soran a folyamatot bontsuk kis At idéintervallumokra, melyekben
a test sebessége és gyorsulasa allando értéknek tekinthet6. Minden idGintervallum
soran szamitsuk ki a testek kozotti vonzerd alapjan a testek gyorsuldsanak koordi-
natait, majd ezek segitségével mddositsuk a testek sebességét, illetve a sebességet
ismerve adjuk meg a test elmozdulasat. Ezek alapjan minden iddintervallum eltelte
utan tegyiik az elmozdulasnak megfeleld helyre a két testet gy, hogy mozgasuk
palyaja lathatd legyen.

A feladat tetszoleges online grafikus rendszerben vagy szimuléciés kornyezet-
ben megoldhaté, illetve alkalmazoi program készitheté a versenyben hasznalhaté
programozési nyelveken. A megoldds mutassa be a két tomegpont mozgasat, tehat
folyamatosan rajzolja ki a helyzetiiket.

Bekiildendok egy 1567 .zip tomoritett dllomanyban a megoldést tartalmazo
forrasallomanyok vagy a forrasok elérhetéségét mutato hivatkozas, illetve egy rovid
dokumentécid, amely hasznalati itmutatot ad a megoldéashoz, illetve sziikség esetén
tartalmazza a programozasi nyelv grafikus kiegészitésének modjat.

I/S. 63. Adott egy N sorbdl és N oszlopbdl allé négyzetrdcs (tehdt dsszesen
N? récspontot tartalmaz). Egy egyenest racsegyenesnek neveziink, ha legaldbb
két racsponton athalad. Adjuk meg, hogy N értékétdl fliggben hany kiillonbozd
racsegyenes van.

A bemenet egyetlen sordban az N szam talalhato.

A kimenet egyetlen sordban egy szam szerepeljen: a kiilonbozé racsegyenesek
szama.
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Példak: Bemenet Kimenet
2 6
3 20

Korldtok: 1 < N < 1000. Id6limit: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté olyan programra, amely megfelel$ kimene-
tet ad, ha 1 < IV < 50.

S. 162. Jondsnak van egy N csicsu teljes bindris faja. A fa gyokere az 1l-es
sorszamu csucs. Ha az i-edik cstcs nem levél, akkor a két gyereke a 27 és 21 + 1
sorszamu csucs. Minden csicshoz hozzarendeltiink egy pozitiv egész szdmot, ez
a csucs silya. A sulyok kozott nincs két egyforma.

Jonas megprébalta a fat maximum-kupaccd alakitani. Azt szeretné, hogy min-
den cstics silya nagyobb legyen, mint a két gyerekének a silya. Ehhez a kévetkezd
miiveletet hajtotta végre @-szor: kivalasztott egy cstcsot, majd megkereste, me-
lyik a legnagyobb sily az dsszes alatta 1évo csticsban. Ezutan a kivalasztott cstcs
sulyat kicserélte a legnagyobb sillyal. Szamitsuk ki, mennyire sikeriilt Jonas terve,
azaz hany olyan sziil6-gyerek par van, amire teljesiil a kupac feltétel.

Bemenet: az elsé sor tartalmazza a csicsok N szamat. A kovetkezd sorban
a csucsok sulya szerepel sorszam szerint novekvo sorrendben. A harmadik sorban
a cserék () szama szerepel. A negyedik sorban @ szdm szerepel: a kivéalasztott
csucsok sorszamai a kivalasztas sorrendjében.

Kimenet: a kimenet els6 és egyetlen soraba azon sziil6-gyerek parok szamat
kell irni, melyben a sziil6 stulya nagyobb, mint a gyerek silya.

Minta:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet

7/1469237 4
3/321

Magyardzat: a 3-as csucs sulya 6, ezt a T-essel cseréljiik meg. A 2-es cstcs
silya 4, ezt a 9-essel cseréljiik meg. Az 1-es csics sulya 1, ezt a 9-essel cseréljiik.
A cstcsok sulya ezutédn: 9, 1, 7, 4, 2, 3, 6.

Korldtok: 3 < N = 2F —1 < 10°. A csticsok stilya legfeljebb 10°. Idélimit: 1 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté arra a programra, amely helyes kimenetet
ad, ha N - Q < 106.

Bekiildendd egy s162.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkezé cimen télthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. junius 15.
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Konyvismertetés

John D. Barrow: 100 alapveto dolog
a matematikardl és a miivészetekrol,
AMIROL NEM TUDTUK, hogy nem tudjuk =

J.D. Barrow (1952-2020) angol matematikus, elméleti fizikus, kozmolégus le-
nytigbzoen érdekes konyvét mintha kimondottan a KoMal olvasdinak és verseny-
z6inek irta volna. A 100 rovid (egy-két oldalas) {rds — mindegyik kozérthetd —
kalandozik a matematika, a fizika, a csillagaszat, a nyelvészet, a tudomanytorté-
net és a miivészetek hatarteriiletein. Kedvesinaloként — a teljesség igénye nélkiil —
megemlitiink néhany ,, gyongyszemet”.

— A balerindk egy-egy nagyobb ugrds kézben mintha a gravitaciot legy6zve
lebegnének a levegében. Vajon hogyan egyeztethetd dssze ez a (filmfelvételekkel is
dokumentélt) jelenség a tomegvonzds torvényével?

— Képzeljiik magunkat egy nagy képtar biztonsagi fénokének. A termek falait
rengeteg értékes kép boritja, meglehetdsen alacsonyra akasztva, hogy szemmagas-
sagbdl is jol lathatdk legyenek, igy viszont védeni kell ezeket a tolvajok és a rongdlék
el6l. A képtar kiilonféle alaku és méretii termekbél all. Legaldbb hany teremérre van
szitkségiink, hogy minden egyes képet folyamatosan szemmel tarthassanak? Sajnos
ez nem konny(, s6t ugynevezett ,nehéz” szamitasi feladat, amelynek az elvégzésé-
hez sziikséges id6 megduplazédhat, valahanyszor a galéria egy djabb fallal boviil.
A matematikusok sokféle helyzetet tanulmanyoztak, olyanokat is, amikor az érok
mozoghatnak, vagy tiikrok segithetik oket az eldugott sarkok szemmel tartasaban.

— Korunk egyik legfontosabb értéke a hatékonysag, és ennek szellemében hajla-
mosak vagyunk elitélni a késlekedést. Mégsem nyilvanvald, hogy a halogatds mindig
nemkivanatos. Ha a véllalkozdsunknak egy nagy feladat elvégzését kell kifizetnie,
amelynek a részfeladataihoz hasznalt eljarasok egyre olcsébbak lesznek, akkor talan
megéri egy kicsit kényelmesebbre venni a tempdét, és késébb hozzékezdeni, hiszen
igy a teljes koltség kisebb lesz. A szamitogépes feldolgozdasban éppen ez a helyzet.
A hires Moore-térvény kimondja, hogy egy adott pénzosszegért megvasarolhaté szé-
mitégépes teljesitmény mintegy 18 havonta megduplazddik. Megmutathato, hogy
a 18/1In2 & 26 hénapndl jelenleg t6bb id6t igényld szdmitdstechnikai feladatokat
érdemes kés6bb elkezdeni, mig az ennél révidebb ideji projektekbe célszerii a lehe-
t6 leghamarabb belekezdeni, mert a technoldgia jelenlegi fejlodése mellett azokat
nem lehet hamarabb elvégezni.

— Van olyan hullamvasut, amelynek palydja hurok alakt, és a hurok tetejénél
fejjel lefelé utazunk, akkora sebességgel, hogy még biztonsagi 6v nélkiil sem esnénk
ki. Vajon milyen alakd gorbe a hurok? Aki azt gondolja, hogy kor, téved. Kiszamit-
haté (a KéMal-ban tobbszor kitiizott feladatként is szerepelt), hogy ha a motor
nélkiil halado szerelvényben a korpalya legmagasabb pontjanal éppen ,,stulytalanok”
vagyunk, akkor a kor legalsé pontjanal a normal teststulyunk 6-szorosat érzékeljiik.
A legtobb utas ettdl elveszitené az eszméletét, mert tul kevés oxigén jutna az agya-
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ba. Emiatt a valédi hullimvasutakndl a palyagorbe nem kér, hanem pl. klotoid (més
néven Cornu-féle spirdl), amelynek gorbiilete a megtett tttal ardnyosan csokken.

— Miért tojasdad alaki az igazi tojas? Milyen biologiai elonyei vannak a gémb-
t6l (és az ellipszoidtdl, vagy a rogbilabda alaktdl) eltérd alaki madartojdsoknak?

— Az egyszerli matematikai szabalyok koziil az egyik legmeglep6bb az tgyne-
vezett Benford-torvény. Frank Benford amerikai mérnokrol nevezték el, aki 1938-
ban irt cikket réla. Megfigyelte (ahogy azt méar fél évszdzaddal kordbban Simon
Newcomb kanadai—amerikai asztrofizikus is észrevette), hogy sok, elsére véletlen-
szerlinek gondolt szdmhalmaz (tavak teriilete, baseball-eredmények, egy magazin-
ban el6fordul6 6sszes szam, a csillagok pozicidja, arjegyzékek, fizikai dllandok vagy
konyvelési tételek) elsd szamjegye (meglehets pontossaggal, a mértékegységtdl fiig-
getleniil) nagyon érdekes valdsziniiségi eloszldst kovet.

Furcsamédon az 1,2, 3, .. .,9 szdmjegyek nem egyforma, hanem egyre csokken6
eséllyel fordulnak elé az els6 szamjegy helyén (az 1-es valdsziniisége 30%, a 9-esé
minddssze 5%!) A Newcomb-Benford-térvény megddbbentd teriileteken is alkal-
mazasra talalt. Egy amerikai doktorandusz, Mark Nigrini 1992-ben azt vetette fel,
hogy hamis kényvelési adatok kisziirésére is alkalmas lehet az els6szamjegy-torvény.
Ha egy adodalany kitaldlt, vagy éppen véletlenszam-generatorral gyartott szamok-
kal tolti ki a mezdket és nem valds tényeket leirokkal, ezek a szamok nem kovetik
a Newcomb-Benford torvényt.

— A konyv egyik {rdsa (Hdny szdt ismert Shakespeare?) adta az otletet a
KoMaL mult havi szaméban megjelent, pontversenyen kiviili feladathoz is.

Aprilisi potfeladat. A KoMalL minden szdimdt a nyomddba adds eldtt ketten is
elolvassdk. A mostani szamban az egyik lektor 60, a mdsik 40 hibdt taldlt, és ezek
kézott 35 volt olyan, amelyet mindketten észrevettek. Becsiiljik meg, hogy hdny hiba
maradhatott ezek utdn a kéziratban!

Megoldas. Ha az egyik lektor p, a masik g valészintiséggel veszi észre a hibakat,
és a hibdk szama N, akkor fenndll, hogy p- N =60, ¢- N =40 és pqg- N = 35,
ahonnan p és ¢ kikiiszobolése utan kapjuk, hogy
60 - 40
N=———=068,6~69.
35
A fel nem fedezett hibdk vélhetd$ szdma: n = 69 — (60 4 40 — 35) = 4.
Altalsiban, ha az egyik lektor N1, a masik N» hibét talalt, és ezek koziil N(; 9)-t
vettek mindketten észre, akkor
N1 Ny
n =
Na,2)

— N1 — N + N1 9,
amit igy is felirhatunk:

(M = Nagy) (N2 = Naoy)
Na,2)

(G. P))
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Fizika gyakorlatok megoldasa

G. T71. Az abrén ldthato kapcsoldsban a fogyasztok azonos R ellendlldsiak, és
U fesziiltség esetén a teljesitményiik P.

Mekkora az egyes fogyasztok teljesitményfelvétele a kapcesolok nyitott (ny), il-
letve zdrt (z) dllasdnal? Toltsiik ki a tabldzatot!

1 2 A|B|C
ny | ny
ny | z
z | ny
z | z
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

2
Megoldas. Az egyes fogyasztok teljesitménye P’ = %, ahol U’ a fogyasztén
mérheto fesziiltség.

1. eset: Mindkét kapcsold nyitott (1. dbra). (Az dbran az dram utjat vastagabb,
az drammentes szakaszokat pedig szaggatott vonal jeloli.)

A sorosan kapcsolt A és B fogyaszté mindegyikére U’ = %U fesziiltség jut, igy
a teljesitményiik %P, a harmadik fogyasztéé pedig nulla.

—R—X)—

A i B
1. i
R
c 6
U Jz.
1 l
|I
1. dbra 2. dabra

2. eset: Az 1. kapcsold nyitott, a 2. zarva van (2. dbra). Most csak az A fo-
gyasztén folyik 4t dram, a rd es6 fesziiltség U’ = U, igy a teljesitménye P.

3. eset: Az 1. kapcsold zdrt, a 2. nyitott dllasban van (3. dbra). A parhuzamosan
kapcsolt A és C fogyaszt6 eredd ellendllasa fele a B fogyaszté R ellendllasanak, igy
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a megfeleld fesziiltségek: Uy = Ul = %U ésUp = %U. A teljesitmények rendre %P,
3P és 5P.

)
U !/2.
| :
1

3. dbra 4. abra

4. eset: Mindkét kapcsold zart (4. dbra). Az A és a C fogyaszté fesziiltsége U,
a teljesitményiik pedig P. A B fogyasztén keresztiil nem folyik dram, a teljesitménye

tehat nulla.
A kitoltott tablazat igy néz ki:

1.2 A | B| C
ny | ny | 1P| 3P| 0
ny | z P 0 0
z |ny | gP | 5P| 5P
7 7 P 0 P

Biré Kata (Miskolc, Foldes F. Gimn., 9. évf.)

28 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 3, hibas 6 dolgozat.

G. 772. A gyerekek korjatékot jatszanak a mezdn. Szerencsétlen modon a kor
kézepén allo tarsuk dardzsfészekbe lép, és a mérges darazsak szétrepiilnek. A mezdn
keleti irdnybdl 4,5 m/s sebesséqgii szél fuj, a gyerekek 6 m/s nagysdgu sebességgel su-
gdriranyban menekilnek. A tudosok vizsgdlata szerint ezek a darazsak szélcsendben
8 m/s sebességgel tudnak repilni. Becsiiljik meg, hogy a gyerekek hdny szdzalé-
ka menekiil meg biztosan a dardzscsipésektdl! A vdlasz megaddsahoz hasznalhatunk
akdr vonalzot, korzét és szogmérdt is.

(4 pont)

I. megoldas. Az 1. abrdn a folytonos vonallal jelolt elmozduldsvektorok a da-
razsak helyzetét jelolik a dardzsfészekbe 1épés utén valamennyi (mondjuk 1 mésod-
percnyi) id6 elteltével. A szaggatott vonallal hiizott nyilak a darazsaktdl megme-
nekiil gyerekek elmozdulasvektorait jelolik. A két vektorsereg egy 8 egység, illetve
6 egység sugaru kor keriileti pontjaiba mutat; a korok kozéppontja kozotti tavolsag
a szél sebességének megfeleléen 4,5 egység.
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‘\;\; .. .megmenekiil6
/N A gyerekek

\

~~e

Az abran ldthaté kis hdromszogre alkalmazva a koszinusztételt:
4,52 =62+8%—-2.6-8cosa,

ahonnan 36 + 64 — 20,25
cosa = % = 0,83, = o = 33,83°,

majd a szinusztétel szerint
sina 4,5

- = , = sin 8 = 0,742, = 8 = 47,92°.
sin 3 6

A gyerekek koziil azok menekiilnek meg biztosan a dardzscsipéstél, akik az ab-
ran sotétebben jelolt 2(a + ) = 163,5%-0s szogii tartomany irdnyaban kezdenek el
szaladni. Ez a szog a teljes, 360°-nak 0,454-ed része, tehdt a gyerekek kb. 45%-a
menekiil meg a darazsaktodl.

Team cucu:
Esztinka Anna Karolina, Braun Julia, Ludvig Csenge Lilla
(Budapest, Varosmajori Gimn., 10. évf.)

I1. megoldas. Bontsuk fel a sebességeket szélirany- szél
ra merdGleges és a széllel ellentétes irdnyd komponen- v1 Vo dardzs
sekre. Tekintsiik azt a gyereket, akit éppen nem érnek gyerek
utol a darazsak. Az & sebességének komponensei legye- 6 f
nek vy és vg, abszolit értéke \/v? 4+ v3 = 6 m/s, amibdl
(m/s egységekkel szdmolva) o
(1) of + 03 = 36. s

2. Gbra

Legyen a szél sebessége vg = 4,5 m/s. Ekkor a gye-
reket 1ildoz6 és 6t majdnem utolérd darazs talajhoz viszonyitott repiilési sebességé-
nek komponensei vy és vo, a levegdhdz képest mért sebessége vy és vo + vy kompo-
nensi, a nagysaga

v2 + (vg +vp)* =8 m/s,
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amibél
(2) v? + v3 + v + 20900 = 64.
A (2) egyenletbél (1)-et kivonva kapjuk, hogy

28 — 20,25
vg + 2v9vg = 28, = Vg = —9 = 0,86 %,

tovabba vf + v3 = 36 alapjan
v = /36 — 0862 = =594 2.
S S

A darazsak el6l éppen megmenekiilé gyerek a keleti szélirdnyhoz képest

o = arctg 8 22 = 82°-0s szogben szalad. Igy azok a gyerekek menekiilnek meg, akik-

nek sebessége legfeljebb 82°-kal tér el a keleti irdanytol, ¢k a csoport m ~ 0,45
hanyada, vagyis a 45%-a

Csilling Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évft.)

Megjegyzés. A fenti megfontoldsok nem vették figyelembe a gyerekek alkotta kor
ro sugarat. Ez a méret nyilvan nulldtél kiillonboz6, ellenkezé esetben a darazsak rogton
megcsiphetik az Osszes gyereket. A gyereket utolérd dardzs a gyereknél ro-lal hosszabb
utat kell megtegyen, ez az ttkiilonbség azonban az iildozési id6 novekedtével a darazs
altal megtett uthoz viszonyitva egyre jelentéktelenebbé valik. A gyereket éppen utolér6
darézs repiilési ideje viszonylag nagy, tehdt a megoldés sordn alkalmazott ro &~ 0 kozelités
jogos.

(G. P)

21 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 4, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5359. Eqy kocka élei kétféle ellendllisbol épiilnek fel. Valamelyik két szem-
kézti laphoz tartozo 8 db él ellendllasanak értéke r, mig az ezekre merdleges 4 db élt
alkoto ellendlldsok értéke R. Hatdrozzuk meg a hdlozat eredd ellendllasat az egyik
R ellendlldst kozrefogo, két szomszédos cstucspont kozott!

(4 pont) Kozli: Szekeres Béla, Budapest

Megoldas. A vizsgdlt két szomszédos cstucspont legyen az 1. dbrdn lathaté A
és I pont. A szimmetria miatt a D és a B, valamint az F' és a H pontok azonos
potencialiak. Ezt kihasznélva a kapcsolas 2. dbrdn lathatéra egyszeriisodik.
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D — ¢
A 1877 |r
Rl IR

1. dbra 2. abra

Két egyforma nagységu ellendllas parhuzamos ereddje feleakkora, mint az egyi-
kiik ellendllasa (pl. BD és A kozott r/2).

A pérhuzamosan, illetve sorosan kapcsolt ellenélldsokra érvényes Osszefiiggések
szerint a BD és HF kozotti ellenallas:

1 1 2 3R+ 2r

RBDfHF - (T/2+7"/2+R) +E - R(R—‘r’l’)’

tehat a BD és HF pontok kozott lathato rész ellenallasa:

R _ R(R+7)
BO-HE = 3Ry or
Hasonléan kapjuk, hogy az A és az E pontok kozotti ered6 ellenélldsra érvé-
nyes:
Lo 1 1 B3R+ 1 AR 427 46Rr
Rap 4 BED R 224 R244Rr R R(2r® + R? +4Rr)’
3R+2r

ahonnan a kérdéses eredd ellenallas

R? +2r2 + ARy
4R2? 4+ 2r2 + 6Rr’

Yokota Adan (Godolls, Torok Ignac Gimn., 12. évf.)

47 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 13, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibds 11, nem versenyszer( 3 dolgozat.

Rag=R
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P. 5382. Eqgy régi szalagos magnetofon gyors dttekercseléskor a szeddorsdt dl-
lando fordulatszdmmal forgatja. A két orsé belsd datmérdje 5 cm, a kilsd datmérdjik
pedig 15 cm. A teljesen teli orsordl a magndszalag dicsévélési ideje 3 perc. A sza-
lagot az tires orsora tekercselik dt. Inditdstol szamitva mennyi idd mulva lesz a két
orson éppen egyenld hosszusagu magnoszalag?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszldé, Budapest

Megoldas. Az attekercselés kezdetekor a szed6orsén a magnodszalag tekercsének
kiils6 sugara r; = 2,5 cm, T' = 3 perc milva pedig 7o = 7,5 cm. A szalag hosszu-
sdga az orson 1évé rész keresztmetszetének teriiletével ardnyos. Legyen a tekercs
kiils§ sugara r3 akkor, amikor a szalag fele éppen atkeriilt a szedGorséra. A mar
attekercselt rész keresztmetszetének teriilete ekkor megegyezik az attekercseletlen
rész teriiletével:

2 2 _ .2 2
3T — 1T =TT —T'3gT,

2 2
r3 = \/%:5,6 cm.

A szedGorsé allando fordulatszama miatt a rajta 1évo tekercs kiils6 sugara
idében egyenletesen novekszik. Ha a szalag felének attekercseléséhez ¢ idére van
sziikség, akkor fennéll:

ahonnan

rs —T1 t

To —T1 T’
ahonnan a keresett ido:

56-25

=2 =2"
75—25

- (3 min) = 1,85 min.

Megjegyzés. Lathatd, hogy szalag felének attekercselési ideje nem a teljes tekercselési
id6 fele, hanem anndl kicsit tobb.

Vigh Zsdfia (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk. 11. évt.)

36 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibds 1, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5384. Egy vékony, homogén, fiiggdleges pdlca tetején kicsiny golyo helyez-
kedik el. A pdlca tomegéhez képest a golyo tomege elhanyagolhato, és a pdlca sir-
loddsmentesnek tekinthetd asztalon dll. A pdlea egyszer csak elddl. Mikor csapddik
a golyd nagyobb sebességgel az asztallapra, ha a pdlca tetejére van ragasztva, vagy
ha egyszeriien csak rdtettik a pdlcdra, ahonnan nagyon kénnyen lebillenhet?

(A merev testek forgémozgasdrdl révid cikk olvashaté a KoMaL honlapjdn.* )

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz

“https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.
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Megoldas. I. eset. A goly6 rogzitve van a palca végéhez.
A pélca és a golyé tekintheté egyetlen merev testnek. Mivel a golyd tome-
ge elhanyagolhatd, a teljes tehetetlenségi nyomaték megegyezik az m tomegu, ¢

hosszisdagi homogén pélca sajat (a tomegkozéppontjdra vonatkoztatott) tehetet-
lenségi nyomatékaval:

(1) 6 = tme
A surlédasmentességnek koszonhetéen a péalca tomegkozéppontja fliggdlegesen
lefelé mozog, a palca alsé végpontja pedig vizszintesen elcsuszik. Ha a becsapdodas

pillanatdban a tomegkodzéppont sebessége v, a palca szogsebessége pedig w, akkor
— az energiamegmaradds torvénye szerint — fennall:

¢ 1 1
(2) myy = §mv2 + 5@@02.

Tudjuk még, hogy a pélca elcsiszo végének fiiggdleges irdnyt sebessége mindvégig
nulla, tehat a palca becsapdédasanak pillanatdban is

(3) u—ngo.

Az (1), (2) és (3) egyenletekbdl kapjuk, hogy

¢ 1 Y 101
mgm<w>+~m€2w2,

2 2 2 2 12
11
2
= e — _—
= <4+12)’
tehat
39
w=1/—.
¢

A golyé becsapddasi sebessége a pédlca végpontjanak sebességével egyezik meg:

01=v+§w=€w=\/3 L.

II. eset. Az mg tomegl goly6 nincs rogzitve a palcdhoz, ezért annak meg-
mozdulasa utén leesik a palcardl és ¢ magassaghol szabadon esik. A becsapdédas
v sebességére fennall:

1
mogl = §m0v§, azaz vg = /2¢/.

Lathato, hogy vi > v, tehat az elsd esetben csapddik a golyé nagyobb sebes-
séggel az asztallapra.

Kowvdcs Kinga (Kecskemét, Katona J. Gimn., 11. évf.)

42 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 8, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibds 2, nem versenyszer( 2 dolgozat.
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P. 5385. Hanyadrészére csokken az ablakon kiszokdé hddram, ha az egyréteqgil,
diveg = 3 mm vastag tivegbdl késziilt ablakot ugyanilyen tivegtabldbol késziilt, kétréte-
gt ablakra cseréljik, melynek tvegei k6z0lt dicveqs = 7 mm-es levegdrés van? A leve-
g0 és az tiveg hbvezetési tényezdje Kievegs = 0,025 W/(mK) €s Kgpeg = 1,2 W/(m K).

(4 pont) Példatéri feladat nyomdan

Megoldas. A hévezetés torvénye szerint

Ak
ahol Ig = % az idGegységenként atadott hé, AT = Ty,opa — Tkilss @ homérséklet-
kiilonbség, A a feliilet nagysaga, d a réteg vastagsaga, x pedig a hédtadéast biztosito

anyag hévezetési tényezdje.

Megjegyzés. A hévezetési torvény alakilag nagyon hasonlit az elektromos vezetékre
alkalmazott Ohm-torvényre. A héaram megfelelGje az elektromos aramerdsség, a homér-
séklet-kiilonbség megfelel§je a potencidlkiilonbség (fesziiltség), az % mennyiségnek pedig
az elektromos ellenéllds reciproka (a vezetéképesség) felel meg.

Az egyrétegii ablak esetében a héaram

(1) Riiveg
1) = AaTEes,

liveg

A | kétrétegli” ablak (ami az iivegek kozotti leveg6vel egyiitt tulajdonképpen hé-
romrétegli) hdrom sorosan kapcsolt ,ellendlldsnak” is tekinthetd, és igy

@ _ 1
IQ o AAT 2dﬁveg dleveg(‘i ’
KRiiveg Klevegd
A kérdéses hanyados:
Iy 1 B 1 1
(1) B dleve & Kiive, B Z . 1,2 o 2 112 o 114
17 24 2 24 55055 +

d\‘jveg KRlevegd
A kétrétegii ablak tehat nem kétszer, hanem 114-szer jobb hdszigeteld, mint az egy-
rétegii.

Elekes Dorottya (Budapest-Fasori Evangélikus Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

36 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 10, hibas 3, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

P. 5387. Eqgy Uy tiresjardsi fesziltségi, Ry belsd ellendlldsi telepre kilonbozd
R nagysagu kilso ellendllasokat kapcsolunk.

a) Mekkora mazimdlis ,hasznos” (a kiilsé ellendlldsra jutd) teljesitményt nyijt-
hat ez a telep? Milyen R esetén érhetjik el a legnagyobb Ppax teljesitményt?
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b) Mutassuk meg, hogy bdrmely, Ppax-ndl kisebb P hasznos teljesitmény két
kilonbozd, Ry # Ra nagysdgu kilsd ellendllds esetén is megvaldsulhat. Mekkora
az Ry és Ry szdmtani, illetve mértani kézépértéke?

¢) Mekkora a fenti két esetben mérhetd kapocsfesziiltségek dsszege?

d) Mekkora az Ry, illetve Ry ellendlldson folyd dramok dsszege?

e) Az energialeadds hatdsfokdt a hasznos teljesitmény és a telep dltal leadott
osszes teljesitmény hdnyadosaként értelmezziik. Mekkora a fenti két eset hatds-
fokdnak 6sszege?

(4 pont) Kozli: Siposs Andrds, Budapest

Megoldas. a) Beldtjuk, hogy a hasznos teljesitmény akkor a legnagyobb, amikor
a kiilsg ellenéllasra juto fesziiltség (a kapocsfesziiltség) megegyezik a belsé ellendllds
fesziiltségével, vagyis Uy = Uy, = Upy/2.

Abrézoljuk az Uy kapocsfestiiltséget a terhel$ dram (I) fiiggvényében! Mivel

Uy - Uy

Uk =Uy— IRy, azaz I N

a fiiggvény grafikonja egy egyenes (az Gn. munkaegyenes), amelynek tengelymet-
szetei: Uy és Inax = 22, vagyis rendre az iiresjarasi fesziiltség és a rovidzarasi dram

Rib’
(1. dbra).
Ux
Up
Uk
P
I
T
7[]0 — Uk Imax == %
Ry Ry,
1. dbra

A kiils6 ellenéllasra juté teljesitmény dltalanos esetben:

Ux(Up — U
(1) P=1IU, = M7
Rb
ami az abran lathaté téglalap teriiletével egyezik meg.

Mivel R), adott érték, a hasznos teljesitmény akkor a legnagyobb, amikor
U (Up — Uyx) maximdlis. A szdmtani kozép és a mértani kozép kozotti osszefiiggés

szerint
Uy + (Uy — Uy) Uy
VU — Ty) < =02 = 20
2 2
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tehat )
pe UB _

4Ry,
Az egyenléség akkor teljesiil, ha Uy = Uy — Uy, vagyis ha a terhel6 ellenalldsra

juté kapocsfesziiltség megegyezik a belsé ellenalldsra jutéd fesziiltséggel, tehat ha
IR = 1Ry, azaz R = R),.

b) Abrazoljuk a hasznos teljesftményt a kapocsfesziiltség fiiggvényében. Az (1)
Osszefiiggés szerint

Pmax-

1 Uy Ux
P=—-—"U; :

Ry TR,
aminek grafikonja egy lefelé nyitott parabola Uy = Uy és Uy = 0 zérushelyekkel
(2. dbra).

P
Pmax ******************
P
Uy
Ux 1 Uk,2 ‘Uo
2. abra

Lathatjuk, hogy barmely — a maximalisnal kisebb — hasznos teljesitmény két
kiilonboz6 kapocsfesziiltség esetén is megvaldsulhat. Jeloljiik ezt a két fesziiltséget
Ugk,1-gyel és Uy o-vel. Ezekhez (ldsd az 1. dbrdt) kiilonbozé I és I dramerdsség
tartozik. A megfeleld terheld ellenélldsok (Ry és Rz) is kiilonbozbek lesznek, hiszen

P = I?R; = IR, miatt
Ry LY
Lo (2 1.
(1) 7

A terhel§ ellenéllds és a teljesitmény kozotti kapcesolat:

Uy Y
P = R
(R-i—Rb) ’

amit algebrai atalakitasok utdn igy is felirhatunk:

2 U75_ 2

Adott P esetén a fenti egyenlet R-re nézve masodfoki, melynek gyokei Ry és Ra.
A gyokok és az egyltitthatok kozotti Osszefiiggés szerint

U2
m+&:%—mb illetve ~ RyRy = RE,
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vagyis a két kiilonbozo terhel6 ellenallds szamtani kozépértéke

_R1+R2_U73

A - _
2 op

a mértani kozépértékiik pedig
G =\/RiRy = Ry,
Az ismert A > G egyenlOtlenség szerint

%
2P

Ug
<
4R,

= Pmaxa

— Ry, > Ry, azaz P

ahogy ezt mar kordbban belattuk.

¢) Térjiink vissza a kapocsfesziiltség és az dramerdsség 1. dbran ldthat6 kap-
csolatdhoz. Ha adott Uy és Ry, mellett kétféle médon is megvaldsul a hasznos tel-
jesitmények egyenlésége, akkor a 3. dbrdn lathaté OABC és OA'B'C’ téglalapok
teriilete megegyezik.

Uk
Uo
Ux 1
Us -
0 Ux,1 R Q
Uo
Ui C B
Uk o R Q/
! / _ =
Uk,2 ¢ & Uo 1
@) A A’ 1 P P’ Imax
Il [2 Imax O Il IQ 1
Imax Irnax
3. abra 4. dabra

Ha mind az dramerdsséget, mind pedig a kapocsfesziiltséget elosztjuk a maxi-
malis értékiikkel, és az ezek kozotti kapesolatot dbrézoljuk (4. dbra), akkor a mun-
kaegyenes meredeksége —1 lesz, mikdzben a két téglalap teriilete tovabbra is egyenld
marad, hiszen

Ugp 5L Up L P
UO I max UO I max UO 1 max )

A 4. dbra szimmetriajdbdl kovetkezik, hogy az egyforma teriileti OPQR és
az OP'Q' R’ téglalap egybevigd, egymésbdl 90°-os elforgatdssal kaphaté meg. Ezek
szerint

U1 n Uk2 1
Uo Uo ’
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vagyis a két esetben mérhet6 kapocsfesziiltségek Osszege éppen az Uy liresjarati
fesziiltséggel egyezik meg.

d) Ugyancsak a 4. dbrdrdl olvashatjuk le, hogy

Il+12

Imax Imax

=1

)

tehat az ugyanakkora hasznos teljesitményhez tartozé aramerosségek Gsszege a ro-
vidzarasi arammal egyenlo:

Uo
I+ I = Lyax = —.
1+ 12 a Rb
e) A hasznos teljesitmény és a telep éltal leadott teljesitmény hanyadosa (a ha-
tasfok):
_IU, Uy

TS0, T U
A két eset hatdsfokanak osszege (a c¢) kérdésre adott vélaszt felhasznédlva):

U
k1 Uk 2 _ L
Uo Uo
Schmercz Blanka (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)
dolgozatanak felhasznaldasaval

m+n =

26 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldas. Hidnyos (2-3 pont) 5, hibds 2 dolgozat.

P. 5388. Egy 15 mW-os lézer A = 632,8 nm hulldmhosszu, linedrisan polarizdlt
fénye egy 2 mm datmérdji korkords apertiurdn Iép ki a lézer dobozdbdl.

a) Mekkora az elektromos térerdsség mazximalis értéke a lézernyaldbban?
b) Mekkora az impulzusa a lézernyaldb 1 méter hosszi darabjanak?

(4 pont) Példatari feladat nyoman
Megoldas. a) A lézernyaldb s = 1 m hosszisdgi utat

S 1m

= =333-107°
c 3-108m/s °

t =

id6 alatt tesz meg. Ennyi id0 alatt a P teljesitményti 1ézer
W=Pt=(15-10""W)-(3,33-107?s) =5-10""" J

elektromégneses energidt bocsat ki. A nyaldb 1 méter hosszi, 3,14 mm? kereszt-
metszetii darabjanak térfogata Vo = 3,14 - 1076 m?3.

A lézernyalab energiastiriisége (térfogategységre juté energidja)

.1711
W 510 ‘]3:1,5940*5i

YTV, T 314-106m 3
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Az energiastiriiség kifejezhetd a linedrisan polarizélt fény elektromos térerésségének
maximalis értékével is:
1

_ 2
w = 580 Emax'

Megjegyzés. Az elektromégneses sikhulldm energiasiiriisége egy adott r helyen

w(r) = %80 E*(r) + %50 ¢’ B*(r) = g0 E*(7).

A linedrisan polarizdlt sikhullamban az elektromos térerésség

2
E(r) = Emax - sin Tﬁx

moédon valtozik, igy az atlagos értéke:

2 .2 271' 1 2
Wiatlag = €0 Emax . <Sln 71’) = 550 Emax~
atlag

Ha a lézerfény cirkuldrisan poldros, abban az elektromos térerdsség nagysdga a nyaldb
mentén nem valtozik, igy az energiasiiriiség a fenti érték kétszerese lenne.

A nyaldbban az elektromos térerdsség maximalis értéke a fentiek szerint:

2 N A%

B = | 2 = 1,9-10° = =1,9 —.
€0 C mim

b) A lézerfény fotonjainak energidja:
6,63 - 10734 Js) (3 - 10®
Etoton = he _ ult m/s) _ 3,14-1071 J.
A 632,8 1079 m
A nyalab 1 méter hosszi darabjaban 1év6 fotonok szama:
1p-11
n w 5-10° " J =1,59 - 10%.

" Frowon  3,14-10-19 J

Minden foton

Pioton = 3 = 1,05- 10727

impulzussal rendelkezik, igy a nyalab 1 méter hosszu darabjanak Gsszimpulzusa:

h kgm
s

k
Pssszes = 1 - Progon = 1,66 - 1071 gm-
S

Albert Mdté (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 11. évf.) és
Szabd Mdrton (Szeghalom, Péter Andrds Gimn. és Koll., 11. évf.)
dolgozata alapjan

13 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibds 1 dolgozat.
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P. 5389. Egy (pontszerinek tekinthetd) légy repiil dllandd v sebességgel az f fo-
kusztdvolsagu lencse optikai tengelyével parhuzamosan, attol d tavolsdigra. Legaldbb
mekkora nagysdgi a léqy és a légy képének relativ sebessége?

(5 pont) E’sztorszdgi versenyfeladat nyoméan

Megoldas. Tobbféle lehetdséget fo-
gunk vizsgalni. Kezdjiikk azzal, amikor
gylijtélencsénk van, és a légy (L) a len-
cse B pontjatol indulva v sebességgel repiil
jobbra (1. dbra). Ameddig a légy a fékusz-
tavolsagnal kozelebb van még a lencséhez,
az A kép latszdlagos (virtualis), és az F'B
egyenesen mozog ugyancsak jobb felé. Je-
16ljiik az A pont sebességének az optikai
tengellyel parhuzamos komponensét u-val.
Mivel az F'B egyenes meredeksége

_bBo _d
- FPCf

1. abra

tg «

az A pont sebességvektoranak az optikai tengelyre merdleges iranyd komponense
utg a.

A légy sebességvektora: v = (v,0), a képé pedig va = (u,utga). A légy és
a légy képének relativ sebessége

Vpel =V —v4 = (V—u,—utga).

Keressiik azt az u-t, amire a relativ sebesség nagysaga, vagyis

Urel = |'vre1‘ - \/(U - U)2 + (U'tg a)Q
a lehetd legkisebb. Ezt derivaldssal konnyen meg lehet kapni, de elemi médszerekkel
is célhoz érhetiink, ha v, helyett
02 = (v —u)® + (utga)® = (1 + tg? a)u? — 2vu + v

legkisebb értékét keressiik meg. Ez u-nak méasodfoku kifejezése, aminek minimuma
teljes négyzetté alakitassal is meghatdrozhatd. Mivel tga = d/ f, ezt kapjuk:

Vi = u‘f2+d27 vf 2+v27d2 = vid 2
f VIP+ &2 pPrd = UVeEed)’

rel —
vagyis a légynek és a virtudlis képének relativ sebessége legaldbb vd/+/ f2 + d2.
Amikor a légy mar tavolabb keriilt a lencsét6l, mint annak fékusztdvolsaga,
az A kép valédiva vélik (2. dbra). Az A pont sebességét most is (u, utg«) alakban
irhatjuk fel, éppen 1gy, mint a ldtszdlagos kép esetében. A relativ sebességet és
annak legkisebb értékét is ugyanazok az dsszefiiggések hatarozzék meg, és igy ebben
a tartomdnyban is v, legkisebb értéke vd/+/ f? + d2.
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2. dabra

Vizsgaljuk meg most a szordlencse esetét
(3. dbra)! A légy képe — a légy helyzetétdl fiiggetle-
niil — mindig latszdlagos, és a sebességvektora igy
adhaté meg;:

va = (u,—utga), ha v=(v,0).

A relativ sebesség ebben az esetben

Vel =V — V4 = (U —u,utga),

3. dbra

aminek abszolut értéke:

vt = /(0 — ) + (utga)®.

Ennek a minimumét keressiik u fliggvényében. Latjuk, hogy ez a kifejezés ugyan-
az, mint amit a gyujtélencsénél kaptunk, igy a legkisebb értéke is ugyanakkora,
nevezetesen vd/\/ f? + d?.

Gdbriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

13 dolgozat érkezett. Helyes Antaléczy Szabolcs, Biebel Botond, Gabriel Tamés,
Kertész Baldzs és Téglds Panna megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (2-3
pont) 6, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

Fizikabdl kitiuzott feladatok

M. 414. Mérjiik meg a csuszasi surlédési egyiitthato értékét tobb, kiilonbozo
finomsagu csiszolopapir és egy fahasab kozott!

(6 pont) Kozli: Vigh Mdaté, Biatorbagy
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G. 781. Forraljunk vizet egy nagy labosban a tiizhe-

° 5 lyen. Tegyiink egy vékonyfalii poharba csapvizet, majd
0 © o meritsiik a forrdsban 1évé vizbe gy, hogy az sehol se
s @ 5 o érintkezzen a labos falaval. Felforr-e a poharban a viz,

e LS . : ha elegendéen hosszu ideig varunk?

forrdsban 1év6 viz (3 pont)

G. 782. Egy kerékpér egyenletesen, 3 m/s sebességgel halad vizszintes tton.

Kerekeinek atmérdje 70 cm. Abrézoljuk a kerék kiilonb6z6 helyzeteiben az egyik
keriileti pont sebességvektorait és gyorsulasvektorait egy-egy koézos pontbdl indulva,
azaz készitsiik el a sebesség- és gyorsulashodografokat.

(A hodografrodl rovid cikk olvashaté a KoMaL honlapjén.*)
(4 pont) Vermes Miklos feladata nyoman

G. 783. Egy homogén, n torésmutatdja, R sugaru iiveggdmb kozéppontjaban
pontszeri fényforras helyezkedik el. A gombot kiviilrdl nézziik. Hol latjuk a fény-
forras képét?

(3 pont)

G. 784. Az alabbi dbrdn egyszerl gépek kavalkadjat lathatjuk. A surlédas, va-
lamint a csigdk és emel6k tomege elhanyagolhatd. Melyik iranyba indul el a legalsé
test?

(4 pont)

3¢

TL T2 T3 = f\\

=1:2:3 @ ¢
mg =47 N

P. 5409. A fenti dbrdan egyszeri gépek kavalkddjat lathatjuk. A sirlédas, vala-
mint a csigdk és emel6k tomege elhanyagolhaté. Mekkora er6 ébred a fonalakban?

(4 pont) Holics Liszld feladata nyoman

“https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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P. 5410. A vandorsélyom szarny-
csapasok nélkiil is képes megtenni na-
gyobb tavolsagokat. Ilyenkor a mozga-
sa két részbdl dll. Az els6 részben kiter-
jesztett szarnyakkal korozve emelkedik
egy folfelé aramlé meleg levegboszlop-
ban (termikben) vy fiigg6leges sebesség-
gel. A masodik részben a termiket el-
hagyva a vizszintessel a szoget bezarva
allando sebességgel siklik a kovetkezd,
L tavolsigra 1év6 termikig. A vq sikldsi
sebesség j6 kozelitéssel egyenesen ara-
nyos a siklas vizszintessel bezart « sz6-
gének szinuszaval: v, = ksin«, ahol k
egy ismert allandé.

a) Legaldbb milyen magasra kell a madérnak emelkednie a termikben, hogy
egy emelkedéshbél és egy siklasbdl allé6 mozgas a legrévidebb ideig tartson?

b) Legaldbb mennyi idére van sziiksége a vandorsélyomnak, hogy az egyik
termik aljatdl eljuthasson a masik termik aljaig?

¢) Hatdrozzuk meg az optimélis menetideji mozgashoz tartozo siklasi szoget!
Adatok: vy =2 %, k=10 %, L =2 km.
(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5411. A Fold koril egy mi- A
hold ¢/a = e numerikus excentricitdsd
ellipszispalyan kering, keringési ideje T'.
Mennyi id6 alatt ér a miihold az dbran c a
jelolt A pontbdl a B pontba?

(4 pont)
Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

P. 5412. Ha egy gazt (dlland6 nyomds mellett) lehtitiink, akkor elegendéen ala-
csony hémérsékleten a géz dltaldban cseppfolydsodik (kondenzdlédik, lecsapddik).
Ez azonban csak bizonyos nyomdstartomanyban torténik igy. Az dbra a szén-dioxid
Hfazisdiagramjat” mutatja. Legalabb, illetve legfeljebb mekkora nyomas mellett tor-
ténik meg a cseppfolyésodas a fenti médon? Mi torténik, ha a hiitést ennél a tar-
tomanynal magasabb, illetve alacsonyabb nyoméson végezziik?
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(Lasd még ,A gbz, gz és a kritikus hémérséklet” c. rovid cikket a KoMal
honlapjan*.)

(3 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5413. Egy 20 cm fékusztavolsagu gytj-
télencsét az dbra szerint egy dombord gémb-

~ N\ tiikorre helyeziink. Mekkora legyen a tiikor gor-
biileti sugara, hogy a lencsére fliggblegesen ér-

kezO, parhuzamos fénynyaldb a rendszerrol vald
visszaverddés utan is parhuzamos maradjon?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5414. Fémdro6tbol egy R sugart kort formaztunk, A
és ugyanebbdl a drétbdl az egyik atmérot is elkészitettiik.
Mekkora legyen az AB = AC ivek hossza, hogy az A és
B pontok kozott mérhet eredd ellendlldas megegyezzen
a B és C pontok kozott mérhetd eredd ellendllassal?

(4 pont) Kozli: Gaspar Merse Eléd, Budapest B C

“https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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P. 5415. Egy elhanyagolhatd ellenéllasu, szigetelés nélkiili
huzalbdl, a vizszintes sikban elhelyezkedd, o = 45°-0s szoget
bezaré, V alakot hajlitunk. Ezt az elrendezést olyan méagne-
ses mez6be helyezziik, melynek B indukciévektora merdleges
a vizszintes sikra, és nagysdga a B(t) = By/to -t Osszefiig-

gés szerint valtozik az id6ben, ahol By és ty ismert allanddk. A
A 'V alaki vezet6re szigetelés nélkiili, kezdetben rogzitett fém- I
rudat helyeziink az dbrdnak megfelelé6 médon. A rid egység-

nyi hosszisagu darabjanak ellenallasa 7.

a) Mennyi hé fejlédik a fémridban tq id6 alatt?

b) A bekapcsoldstdl (¢t = 0 iddpillanat) szdmitott ¢y iddpillanatban a mégne-
ses indukcio valtozasa megszlinik. Ebben a pillanatban az eddig rogzitett fémrudat

a vizszintes sikban, a fémrudra merélegesen v, sebességgel mozgatni kezdjiik. Mek-
kora legyen ez a sebesség, hogy a rudban foly6 dram eréssége ne valtozzon?

¢) Hényszor tobb hé fejlédik a fémridban a mozgatds sordn, mint a rogzitett
helyzetben, ha a fémrudat 2ty hosszu ideig mozgatjuk?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 5416. Egy 1,1 nm hosszisagu, hozza képest elhanyagolhato szélességli és
vastagsagu térrészben 6t elektron van. Ebben a térrészben a potenciilis energia
nulla, ezen kiviil nagyon nagy. (Az elektronok egymdssal valé kolesonhatdsatél
eltekinthetiink.)

a) Mekkora a rendszer elektronjainak gerjesztéséhez sziikséges minimélis
energia?

b) Mekkora hulldmhosszisagu elektromdgneses hulldim képes ezt a gerjesztést
létrehozni? Hol a helye ennek az elektromégneses hulldmnak a spektrumban?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5417. Vizszintes talajon 4ll6 R sugar, elhanyagolhaté tomegii keskeny hen-
geres abroncs tetejére kis méretii, m témegli nehezéket helyeziink (de nem erésitjiik
hozza), és a rendszert a labilis egyensilyi helyzetébél kimozditjuk. Az egyre gyor-
sabban gurul6 abroncsrél a kis test valahol lerepiil.

a) Legalabb mekkora az érintkezd feliiletek kozott a tapadési surlédési egyiitt-
hato, ha a mozgas sordn sem a Kkis test az abroncson, sem az abroncs a talajon nem
csuszik meg?

b) Hol fog foldet érni a lerepiild kis test?

(6 pont) Kozli: Balogh Péter, Godoslls

*

Bekiildési hatarid6: 2022. junius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 72. No. 5. May 2022)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 289): Exercises up to grade 10:
C. 1721. Bonnie listed 2022 numbers such that the ratio of the second number divided
by the first number equals the third number on the list, and so on, for example, the
seventh number equals the ratio of the sixth number divided by the fifth. What is the
last number on Bonnie’s list if the first number is 20, and the second number is 227
C. 1722. In a quadrilateral ABCD, sides AD and DC are equal in length. If o denotes
the angle DAB then ZABC = 2«a, ZBCD = 3a and ZCDA = 4a. Prove that side AB is
twice as long as side AD. (German competition problem) Exercises for everyone: C. 1723.
Determine all at most four-digit numbers abed of distinct digits (allowing a = 0, too)
for which 9 - abed = acbed. (Proposed by A. Siposs, Budapest) C. 1724. In a triangle
ABC, ZCAB = 30°. Find the measures of the other angles of the triangle, given that
the median drawn from vertex C' encloses an angle of 45° with line AB. C. 1725. Let p
denote a positive prime number. Given that the roots of the equation z? — pz — 580p = 0
are integers, find the value of p. (Proposed by M. Szalai, Szeged) Exercises upwards of

. ; z v z_ _
grade 1$12 C. 1’;36. Pr(:\;e that if x, y, z are real numbers such that vtz + P + Ty 1,
then

vtz to Tt oy = 0. Find all real numbers satisfying this condition. C. 1727. In
a solid sphere of radius R, a cylindrical bore of radius r < R is made along a line passing
through its centre. Express the volume of the remaining solid in terms of the height m of
the remaining solid. (Proposed by B. Szabd, Miskolc, 1986)

New exercises — competition B (see page 290): B. 5246. There are 14 people sitting
around a table. Each of them is wearing either a blue shirt or a yellow shirt. What
is the maximum possible number of people who have adjacent neighbors with shirts of
different color? (3 points) B. 5247. The ends of a rope are fixed to the ground at two
points separated by a distance shorter than the length of the rope. The rope will become
taut if its midpoint is raised to a height of 150 cm. The rope will also become taut if
a point of the rope 90 cm from one end is raised to a height of 90 cm. How long is
the rope? (3 points) B. 5248. Solve the following simultaneous equations over the set

2 2
of real numbers: % + y? +rx4y= %, z(x+1)+y(ly+ 1) =6. (4 points) B. 5249. Let
To denote the area of the triangle formed by the points of tangency of the inscribed
circle of triangle ABC on the sides, and let T1 denote the area of the triangle formed
by the centres of the escribed circles. Show that the geometric mean of Ty and 77 equals
the area of triangle ABC. (5 points) (Proposed by P. Bdrtfai) B. 5250. Prove that for
all non-negative integers n, 22" "=+ H2 < (9n)1 < 22" (=DHL (5 points) (Proposed by
1. Blahota, Nyiregyhéza) B. 5251. The vertices of a rectangle ABCD in the coordinate
plane are A(0,0), B(2022,0), C(2022,2), D(0,2). Consider those triangles of unit area
that have all three vertices at lattice points lying on the longer sides of the rectangle.
These triangles are to be coloured so that no triangles of the same colour have an interior
point in common. What is the minimum number of colours needed? (5 points) (Proposed
by Z. L. Nagy Budapest) B. 5252. A polyhedron ABC A; B1C4 has six vertices. Faces ABC
and A1 B1C1 are triangles. The edges AA;, BBy, and CC; are parallel. Faces AA1B1 B,
BB1C1C and CC1 A1 A are trapeziums in which the diagonals intersect at points P, Q
and R, respectively. Show that the volumes of polyhedra ABCPQR and A1 B1C1PQR

are equal. (6 points) (Proposed by Sz. Kocsis, Budapest) B. 5253. Is it true that if (2)
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is even, then the k-element subsets of an n-element set S can be paired up so that the
symmetric difference of every pair should have exactly 2 elements? (6 points)

New problems — competition A (see page 291): A. 827. Let n > 1 be a given integer.
In a deck of cards the cards are of n different suites and n different values, and for
each pair of a suite and a value there is exactly one such card. We shuffle the deck and
distribute the cards among n players giving each player n cards. The players’ goal is
to choose a way to sit down around a round table so that they will be able to do the
following: the first player puts down an arbitrary card, and then each consecutive player
puts down a card that has a different suite and different value compared to the previous
card that was put down on the table. For which n is it possible that the cards were
distributed in such a way that the players cannot achieve their goal? (The players work
together, and they can see each other’s cards.) (Proposed by Anett Kocsis, Budapest)
A. 828. Triangle ABC has incenter I and excircles Q4, Qp, and Qc. Let £4 be the line
through the feet of the tangents from I to 4, and define lines {5 and {¢ similarly. Prove
that the orthocenter of the triangle formed by lines ¢4, {5, and ¢ coincides with the
Nagel point of triangle ABC'. (The Nagel point of triangle ABC' is the intersection of
segments ATa, BTg, and CTc, where T4 is the tangency point of Q4 with side BC,
and points T and T¢ are defined similarly.) (Proposed by Nikolai Beluhov, Bulgaria)
A. 829. Let GG be a simple graph on n vertices with at least one edge, and let us consider

those S : V(G) — R”® weighings of the vertices of the graph for which > S(v) = 1.
veV(GQ)

Furthermore define f(G) = max S(v)S(w), where S runs through all possible

min
S (v,w)EE(G)
weighings. Prove that f(G) = # if and only if the vertices of G can be covered with
a disjoint union of edges and odd cycles. (V(G) denotes the vertices of graph G, E(G)
denotes the edges of graph G.)

Problems in Physics
(see page 313)

M. 414. Measure the coefficient of kinetic friction between several sheets of sandpaper
with different grit sizes and a wooden block.

G. 781. Boil water in a large pot on the stove. Put some cool water in a thin-walled
glass, then immerse the glass of water into the boiling water so that it does not touch the
walls of the pot. Will the water in the glass boil if we wait for a long enough time? G. 782.
A bicycle is moving uniformly along a horizontal path at a speed of 3 m/s. Its wheels have
a diameter of 70 cm. Choose an arbitrary point on the circumference of the wheel and
at different positions of the wheel draw the velocity vectors and the acceleration vectors
of this point starting from one common point for each quantity, that is draw the velocity
and acceleration hodographs. G. 783. There is a point-like light source at the centre of
a uniform glass ball of radius R and of refractive index n. The sphere is observed from the
outside. Where do we see the image of the light source? G. 784. The figure shows a whole
range of simple machines. Friction and the masses of pulleys and levels are negligible. Into
which direction will the lowermost object start moving?

P. 5409. The figure shows a whole range of simple machines. Friction and the masses
of pulleys and levels are negligible. What are the values of the tension in the threads?
P. 5410. The peregrine falcon can travel long distances without flapping its wing. Doing
so, its movement has two parts. In the first part, it circles with its wings extended and
rises in an upward flowing column of warm air (thermals) at a vertical speed of vi. In
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the second part, it leaves the thermal at an angle of o with respect to the horizontal and
glides at a constant speed to the next thermal at a distance of L. The glide speed vz is
approximately directly proportional to the sine of the angle a (the direction of glide with
the horizontal): v2 = ksin «, where k is a known constant. a) To what minimum height
must a peregrine rise in the thermal so that the time of its rising and gliding motion
should be the shortest possible? b) At least how much time is needed for the peregrine to
move from the bottom of a thermal to the bottom of the next thermal? ¢) Determine the
glide angle which belongs to the motion with the optimal flight time. Data: vi = 2 %,

k=10 %, L = 2 km. P. 5411. A satellite orbits the Earth in an elliptical orbit of numerical
eccentricity ¢/a = e, with a period of T'. How long does it take for the satellite to go from
point A to point B, shown in the figure? P. 5412. If a gas is cooled (at constant pressure),
then at a sufficiently low temperature the gas will usually liquefy (condense). However,
this only happens over a certain pressure range. The figure shows the “phase diagram”
of carbon dioxide. What are the values of the minimum and the maximum pressure at
which this condensation can occur as described above? What happens if cooling is carried
out at pressures higher or lower than this range? (Translation of the labels in the figure
is as follows: légnemii = gas, folyadék = liquid, szilard = solid, harmaspont = triple
point, kritikus pont = critical point, szuperkritikus dllapot = supercritical fluid.) P. 5413.
A converging lens with a focal length of 20 cm is placed on a convex spherical mirror as
shown in the figure. What should the radius of curvature of the mirror be in order that
a vertical parallel beam of light incident on the lens remain parallel after reflection from
the system? P. 5414. We formed a circle of radius R from a piece of metal wire and from
the same wire we made one of the diameters of the circle as well. What should the length
of the arcs AB = AC' be in order that the equivalent resistance between points A and B
be the same as the equivalent resistance between points B and C? P. 5415. From a piece
of wire of negligible resistance a V shaped figure was bent. The wire has no insulation, the
angle between the two parts of the V is o = 45°. It is placed horizontally into a magnetic
field whose induction B is perpendicular to the plane of the wire. The magnitude of this
induction B changes with time according to B(t) = Bo/to - t, where By and t¢ are known
constants. A metal rod, also without insulation, is placed onto the V shaped wire, initially
it is fixed, as shown in the figure. The resistance of a unit length of the rod is r. a) How
much heat is produced in the metal rod in a time of t4? b) At time ¢y from the moment
of switching on (time ¢ = 0), the change in magnetic induction ceases. At this instant we
begin to move the metal rod (which was fixed till this time) in the horizontal plane and
perpendicularly to the rod at a constant speed of vg. What should this speed be in order
that the value of the current in the rod should not change? ¢) By what factor will the heat
produced in the moving rod be greater than that produced in a static rod, if the rod is
moved for a time of 2t¢? P. 5416. There are five electrons in a region of length 1.1 nm with
respect to which the width and thickness of the region is negligibly small. The potential
energy in this region is zero, and outside it is very big. We can neglect the interaction
of the electrons with each other. a) What is the minimum energy required to excite the
electrons in the system? b) What is the wavelength of the electromagnetic wave that can
produce this excitation? Where is this electromagnetic wave in the spectrum? P. 5417.
A small body of mass m is placed (but not fixed) onto the top of a thin cylindrical ring
of radius R and of negligible mass being at rest on the horizontal ground. The system is
displaced from its unstable equilibrium position. As the ring rolls faster and faster, the
small body flies off somewhere. a) What is the least value of the coefficient of static friction
between the surfaces in contact if neither the small body on the ring nor the ring on the
ground is skidding during the motion? b) Where will the small object hit the ground?
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