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A javito megjegyzései. 1. A versenyzik egy része Osszekeverte az oszthatésdg fogalmat
azzal, hogy két szdm relativ prim. Abbél, hogy (a;b) > 1 nem kovetkezik, hogy a | b vagy
b|a.

2. A mésik komoly probléma a tilzott dltaldanositds volt, példaul a kozos osztd 1éte-
zésének megmutatdsa helyett sokan azonnal kozos osztét mutattak, amelyre legtobbszor
létezik trividlis ellenpélda.

3. Végiil, silyos elvi hibaként el6fordult, hogy csak néhény konkrét p primre bizo-
nyitotta a versenyzo az allitast, de altalanosan nem.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5139. Az ABCD konvex négyszog datldinak metszéspontja M. Az ADM hd-
romszdq terilete nagyobb a BCM hdromszog teriileténél. A négyszog BC oldaldnak
felezbpontja P, AD oldaldnak felezépontja pedig Q, AP + AQ = /2. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor az ABCD négyszig terilete kisebb, mint 1.

(5 pont)

Megoldas. Eldszor megmutatjuk, hogy az ABC D négyszbgben 5+ v > 180°
(1. dbra).

A feltétel szerint T(ADM) > T(BCM), ezért az AM szakasz belsejében létezik
olyan E pont, amelyre T(EM D) = T(BCM). Ismert tovabbd, hogy ez akkor és
csak akkor teljesiil, ha az EBCD négyszog trapéz, ugy hogy EB és C'D a trapéz
alapjai. Ekkor EBC<+ v = 180°, azonban az F pont az AM szakasz bels6 pontja,
azaz EBC'< < B, igy B + v > 180°.

D
C

1. dbra 2. abra
Tiikrozziik a négyszoget a BC' oldal P felezOpontjara és hasznaljuk a 2. dbra
jeloléseit.
A titkrozésnél ABD'A'C'D egészen biztosan konkdv hatszoget alkot, mert

B-nél és C-nél létrejott szogei a fentiek alapjan nagyobbak 180°-nél. Latjuk tehat,
hogy az AD’'A’D paralelogramma teriilete nagyobb a hatszog teriileténél.

AD + AA' =22 = /8, ezért ha AD =z, akkor AA' = /8 — .
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Legyen a négyszog teriilete T, igy a tiikrozéssel kapott konkav hatszog teriilete
2T. Ennél biztosan nagyobb a paralelogramma két szomszédos oldaldanak szorzata
x(\/é - x), mert a paralelogramma AD = x alapjahoz tartozé magassdg legfeljebb

AA" = /8 —z,
2T<z(\/§—x).

A befejezéshez hasznaljuk fel a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlétlenséget:

innen azonnal a

2T<17(\/§—:£) < 2,

vagyis az igazoland6 T' < 1 addédik.

Csonka Illés (Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn., Pécs, 9. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 44 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 36, 4 pontot 5 tanulé. 3 pontos 2,
1 pontos 1 versenyz6 dolgozata.

B. 5149. Hanyféleképpen lehet kitolteni egy 6 x 6-os tabldzat mezdit az
1,2,...,36 szamokkal gy, hogy barhogy valasztunk 6 mezot, melyek kizil semelyik
ketté mincs egy sorban vagy oszlopban, a kivdlasztott mezdkbe irt szamok dsszege
mindig ugyanannyi leqgyen?

(6 pont)

Megoldas. El6szor oldjuk meg a kovetkezo feladatot: hdny, az 1-est tartalmazo
S részhalmaza van a H :={1,2,...,36} halmaznak, ha S-nek létezik 6 diszjunkt
eltoltja, melyek unidja H ?

Tegytik fel, hogy S egy ilyen részhalmaz; bontsuk az S-ben taldlhaté elemeket
nem érintkezé intervallumok uniéjara; megmutatjuk, hogy ezek az intervallumok
egyenld hossziiak. Legyen az elsé intervallum hossza x; ennek az intervallumnak
az elemei: 1,2,...,x. Az itt nem szereplé x + l-et az S halmaz z-szel val6 el-
toltja tartalmazza. Ha S-ben lenne egy mésik, y > = hossztsagu intervallum, akkor
az nem lenne diszjunkt az x-szel valé eltoltjaval. Hasonldéan belathatd, hogy az utol-
sé intervallum is legalabb olyan hosszi, mint a leghosszabb intervallum. Ha nem
mindegyik intervallum ugyanolyan hosszi, akkor a hosszak sorozata csak (2,1,1,2)
lehet, ez azonban nem lehetséges: S = {[17 2], [al], [B], [c,c + 1]}—ben a,b,c,c+1>3
miatt 3-at csak S-nek a 2-vel valé eltoltja, S+2 = {[3,4],[a+2],[b+2],[c+2,c+3]}
tartalmazhatja. Hasonléan, az ebben nem szereplé 5-6t csak S + 4 = {[5,6], [a + 4],
[b+4],[c+4,c+ 5]} tartalmazhatja, stb. Az a + 1 sem S-nek, sem pedig S + 2-nek
nem eleme, ezért a +1 > 5,igya+1az S+4, 546, 5+8, 5+ 10 eltoltak vala-
melyikében, sziikségszeriien az [5, 6], [7, 8], [9, 10], [11, 12] intervallumok egyikében
van. Ez azt jelenti, hogy a viszont az S+ 2,...,5 + 10 eltoltak egyikéhez tartozik
— akkor azonban ez nem lenne diszjunkt S-sel.
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Ha az intervallumok egyenl6 hosszuak, hosszuk a 6 osztdja, 1,2,3 vagy 6 lehet.
Ha 6, akkor — mivel S tartalmazza az 1l-et — S csak {1,2,3,4,5,6} lehet.

Ha a kozos hossz 3: A két intervallum kozti tdvolsdg 3-mal oszthaté (ki-
tolthetd 3 hosszd intervallumokkal), ami lehet 6, 9, vagy 18, {gy a halmazok:
S e {{1,2,3,7,8,9}, {1,2,3,10,11, 12}, {1,2,3,19,20,21}} (az els6t 3-mal eltol-
va egy 12, a masodikat 3-mal kétszer eltolva egy 18, a harmadikat 3-mal 6tszor
eltolva egy 36 hosszi, lefedett intervallumot kapunk, ezeket rendre 2-szer, 1-szer,
illetve 0-szor ismételve megkapjuk az {1,...,36} halmazt).

Ha a koz6s hossz 2: Az els6 és a masodik, illetve a mésodik és a harmadik in-
tervallum kozti tdvolsdg ugyanaz (kiilonben a kordbbiakhoz hasonlé ellentmondés
adédik), ez a tévolsag lehet 4, 6, vagy 12, tehét a halmazok: S € {{1,2,5,6,9,10},
{1,2,7,8,13,14}, {1,2,13, 14,25,26}} (az els6t 2-vel tolva egy 12, a mésodikat
2-vel kétszer eltolva egy 18, a harmadikat 2-vel 6tszor eltolva egy 36 hosszu, lefe-
dett intervallumot kapunk, ezt rendre 2-szer, 1-szer és O-szor ismételve megkapjuk
az {1,...,36} halmazt).

Ha a koz6s hossz 1: Alkalmazzuk azt az 6ndualitast, amely a korabbi 7 megfe-
lel6 részhalmazt a megfeleld, 1 hosszu intervallumokkal biré részhalmazokhoz paro-
sitja, gy, hogy egy részhalmaz dudlisa a hozzd tartozo eltoldshalmaz legyen! Mivel
minden korabbi részhalmazt legalabb 2-vel kellett eltolnunk, tehat az intervallumok
tavolsaga a dudlisban legalabb 2, tovabbd az eltolas kommutativ miivelet, a korabbi
eltoldsokban felcserélve a tagok sorrendjét az unié az {1,...,36} marad, tovabbd
dudlis dudlisa az eredeti részhalmaz. igy 7 ilyen részhalmaz van, tehdt Gsszesen
14343+ 7 =14 a megfelel6 S részhalmazok szama.

Példdul az S = {1,2,5,6,9,10} dudlisdt a kovetkezdképpen kaphatjuk meg.
Az S megfeleld eltoltjai:

(1, 2, 5, 6, 9,10),
(3,4, 7, 8,11, 12),
(13,14, 17, 18, 21, 22),
(15, 16, 19, 20, 23, 24),
(25, 26, 29, 30, 33, 34),
(27, 28, 31, 32, 35, 36).

Ekkor az S dudlisa: (1,3,13,15,25,27).

Térjiink vissza az eredeti feladathoz. Egy megfelel kitoltésben jelolje a tab-
lazat z-edik sordnak y-adik elemét (z,y). Vegyiik észre, hogy ha tetszés szerint
permutaljuk a tablazat sorait és oszlopait, akkor tovdbbra is egy megfeleld ki-
toltést kapunk. Ezzel elérhetjiik, hogy (alkalmas sor- és oszlopcserékkel) a téb-
lazat elsé sordanak els6 eleme az l-es legyen. Tetszbleges x1, x2, Y1, y2 esetén
(21,91) + (22,92) = (1,y2) + (22,91), mivel egy, a feladat feltételeinek megfeleld,
(21,y1)-et és (x2,y2)-t tartalmazod részosszegben felcserélve az y;-edik és az yo-edik
oszlopot nem véltozik az dsszeg. Ekkor viszont (4,7) — (1,7) = (4,1) — (1, 1), tehdt
az i-edik sor az elso sor eltoltja, ugy, hogy az elso sor els6 celldjaban az 1 van, tehat
az igy kaphato tablazatok szama 14.
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Az ilyen tablazatokat (6!) - (6!) féleképpen lehet visszarendezni, vagyis pontosan
14 - (6!)? j6 kitoltés létezik.
Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 10. évf.)

49 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 16 versenyz6: Argay Zsolt, Ban-Szabd Aron,
Baski Bence, Csizmadia Miklés, Duchon Marton, Hegedlis Déniel, Kalocsai Zoltan,
Kercs6-Molnar Anita, Kovacs Tamas, Kokényesi Mark Péter, Moricz Benjamin, Nédor
Benedek, Németh Marton, Seres-Szabé Marton, Szanyi Attila, Térok Agoston. 5 pontos 6,
4 pontos 4, 3 pontos 4, 2 pontos 4, 1 pontos 5, 0 pontos 10 dolgozat.

B. 5173. Az ABC hegyesszogii haromszog magassagpontja H, korilirt korének
kozéppontja O. Legyen D és E az AB, illetve AC szakasz belséd pontja. Az ADE
hdromszdg magassdgpontja és kérilirt kérének kézéppontja H', illetve O'. Mutas-
suk meg, hogy a HH' és OO’ egyenesek akkor és csak akkor pdrhuzamosak, ha
BD =CE.

(6 pont) Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

Megoldas. Jeloljiik az ABC/A-ben az AB, illetve AC' oldalakhoz tartoz6 ma-
gassdgvonalak talppontjat Ti-gyel és Th-vel, az ADE/\-ben az AD és AFE ol-
dalakhoz tartozé magassdgvonalak talppontjat pedig T5-mal és Ty-gyel. Legyen
T\HNTyH = M, és ToHNT3H' = M,, az AB, illetve AC szakaszok felez6pontja
Fy és Iy, az AD, illetve AFE szakaszok felez8pontja I3 és Fy, tovabbd IO N F,O" =
= K; és 50N F30" = K.

Vegyiik észre, hogy az O és O' pontok nem eshetnek egybe, mert példaul D
bels6 pontja az ABC hdromszog koréirt korének, igy OD < OA, mig O'D = O’ A.
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Ezért az OO’ szakasz nem fajulhat egy ponttd. Mivel EAD< = C AB< hegyesszog,
az ABC és az ADFE haromszog magassagpontja sem lehet az A pont, tehat H # A
és H' +# A.

Tekintsiik most a H' My H M és az O' K1 O Ky négyszogeket, amelyeknek szem-
kozti oldalaik mind mer6legesek A B-re, illetve AC-re, ezért mindkét négyszog para-
lelogramma. Az egyik paralelogramma megfelel6é oldalai paronként parhuzamosak
a masik paralelogramma megfelel6 oldalaival, hiszen mind az oldalfelez6 merdlege-
sek, mind a magassagvonalak merdlegesek a megadott oldalra, tovabba a megfelel6
csticsokndl (H' +» O, H < O) ugyanakkora belsd szogek vannak, hiszen mindkett&t
két A-hoz kozelebbi egyenes (T3 H', Ty H', illetve F30’ és F,O’) hatdrolja, amelyek
parhuzamosak. Ebb6l kovetkezden a H' M1 H és az O' K10 haromszigek azonos ko-
riiljérési irdnyiak, valamint két-két oldaluk paronként parhuzamos (H'M; || O' K,
és HM, || OKy), igy ha HH' || OO, akkor a széban forgé haromszogek hasonldk,
tehat megfelelo oldalaik hosszanak aranya megegyezik:

H'M;,  O'K,
HM, ~ OK;

Ez tehét sziikséges feltétele annak, hogy HH' || OO'. Ez a feltétel azonban elég-
séges is, mert ha teljesiil, akkor a H'M1H és O' K10 hdromszogek hasonldk, azaz
a harmadik oldalpér is parhuzamos. Kimondhatjuk tehét, hogy HH' || OO’ akkor
és csakis akkor teljesiil, ha

O H'M;, O'K,
HM, ~ OK;

Most vizsgaljuk meg a H'M;H M, paralelogramma oldalainak ardnyat. Ismert,
hogy egy paralelogramma teriiletét kiszamithatjuk egy oldal hosszanak és az oldal-
hoz tartozo magassig hosszanak szorzataként:

Thnnam, = HMy - ThvTs = H' M,y - Ty Ty,

amibdl azt kapjuk, hogy

HM,  ToT;

HM, T\T5
ahol a nevezdk értéke nem 0, hiszen a feladat feltételei szerint E az AC szakasz
bels§ pontja, ezért EH' nem eshet egybe CM;i-gyel. Mivel ABT><t és ACT1<,
merlleges szaru hegyesszogek, ezért egyenlé nagysdguiak, igy egy megfelel6 egy-
bevagdsagi transzformacioval fedésbe hozhatdk egymédssal. Ekkor alkalmazhatjuk
a parhuzamos szel6szakaszok tételét a kovetkezoképpen:

7Ty  BD
TWTy CE’

ami a fentiek értelmében azt jelenti, hogy

HM; T, BD tohat BD HM;
= = — ehat —— = .
H'M, T\Ts CE’ CE  H'M,
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Az O'K10K, paralelogramma esetében az el6zéekhez hasonléan azt kapjuk, hogy

OK, FF,
O'K, FFy

Szamoljuk ki az FyFy és F)F3 szakaszok hosszat. Mivel Fy az AC szakasz
felez6pontja, ezért AFy = %, az Fy pedig az AE szakasz felez6pontja, igy

AE AC-CE E
Ap _AE_AC-CE _ . CE
2 2 2
amibél
CFE
F2F4 - 7
R . .y __ BD .
kovetkezik. Hasonloképpen F1F5 = ==, igy

OK,  FyFy % CE

O'K, F.F BD ~ BD

Belattuk tehat, hogy 5’1\1\/211 = g—g és 81[1?1 = g—g, amit (1)-gyel dsszevetve azt

kapjuk, hogy

BD _CE
CE BD’

s mivel szakaszok hosszai pozitiv szamok, ebbdl

BD=CFE

kovetkezik. Ez tehat sziikséges feltétel, mar csak azt kell megmutatnunk, hogy
elégséges is. Mivel az el6bbiekben csupa egyenloséggel dolgoztunk, ezek megforditva
is igazak, igy a bizonyitas végére értiink.

Koleszar Domonkos (Miskolc, Herman Ott6é Gimn., 11. évf.),
Kokényesi Mdrk Péter (Budapest, Szent Istvan Gimn., 11. évf.)

Varga Boldizsdr (Ver6ce, Géza Fejedelem Reformdtus Alt. Isk., 8. évf.)

Osszesen 33 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott: Ban-Szabd Aron, Baski Bence,
Bencsik A,dé,m7 Bencsik David, Bogndr Andras Kéroly, Diaconescu Tashi, Duchon
Maérton, Fekete Richard, Heged{is Daniel, Kalocsai Zoltan, Kercs6-Molndr Anita, Koleszéar
Domonkos, Kovacs Tamas, Kokényesi Mark Péter, Mohay Lili Veronika, Molnér-Szabé
Vilmos, Méricz Benjamin, Nador Benedek, Pahdan Anita Dalma, Romaniuc Albert-Iulian,
Seres-Szabé Marton, Simon Lészlé Bence, Somogyi Dalma, Terjék Andras Jézsef, Varga
Boldizsar, Wiener Anna, Zombik Barnabds. 5 pontos 3, 4 pontos 3 dolgozat.
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B. 5188. Igazoljuk, hogy az érintétrapéz magassiga nem lehet nagyobb alapjai
mértani kozepénél.

(5 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)

I. megoldas. Legyen az ABCD érintétrapéz két alapjanak hossza AB = a és
CD = b, amelyekre teljesiil, hogy a > b. (Mivel az (A, B) +» (C, D) pontpérok cseré-
jével az allitds Snmagdba megy &t, ezt mindig megtehetjiik.) Hizzunk parhuzamost
a D ponton at a BC szarral, messe ez az AB alapot a P pontban, ekkor a > b miatt
P az AB szakasz pontja (beleértve azt az esetet is, amikor P = A).

Mivel a BCDP négyszog két-két szem-
kozti oldala parhuzamos, ezért paralelogramma. AP
A paralelogramma szemkozti oldalainak hossza /
egyenld, ezért BP = CD = b, amibél AP = a—b,
tovabba DP = BC, amibdl az érinténégyszog
tulajdonsagait felhaszndlva a +b= AB+ CD =
=BC+ AD = AD + DP.

Tiikrozziik a P pontot a CD alap egyene-
sére, legyen a tiikbrképe a P’ pont (1. dbra).
A tiikrozés miatt egyrészt nyilvanvals, hogy
PP’ =2m, {gy az érint6trapéz m magassiga:
m = 2 méstésst DP = DP'. Ekkor az ADP’
hdromszogre (amely lehet elfajulé is) alkalmazzuk
a haromszdg-egyenlStlenséget, {gy A a—b P b B

1. dbra

AP' < AD+ DP' = AD+ DP =a+b.

Szintén a tiikrozés kovetkezménye, hogy PP’ LCD || AB, tehdt PP’ 1L AB,
ezért abban az esetben, amikor a P pont nem esik egybe A-val, az AP P’ hdromszog
derékszogli. A Pitagorasz-tétel alapjén felirhatjuk, hogy

(PP')* = (AP')* — AP? = (AP)* — (a — b)* < (a + b)* — (a — b)? = dab,
amelybol rendezéssel kapjuk a feladat allitasat:

2m = PP’ < 2Vab.

Ha P = A, akkor a = b = m miatt szintén igaz az allités.

Mivel a bizonyitas sordn csak egyetlenegy egyenlGtlenség volt, ezért egyen-
16ség pontosan akkor &all fenn, ha a haromszog-egyenlGtlenségben egyenléség all,
azaz A, D és P’ kollinedrisak. Rovid szogszamitdssal konnyen beldthatd, hogy ez
pontosan AD = PD esetben teljesiil. Ebb6l az kovetkezik, hogy AD = PD = BC,
ezért az ABC' D érintOtrapéz egytttal hurtrapéz is, ami az egyenloség sziikséges és
elégséges feltétele.

Varga Boldizsar (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Legyenek a trapéz csicsai
A, B, C és D ebben a sorrendben gy, hogy
AB és CD a trapéz alapjai. Legyen a beirt kor
érintési pontja az AB, BC, CD és DA olda-
lakon rendre F, F', G és H, tovabba a beirt
kor kozéppontja O, sugara r (2. dbra). Mivel
a korhoz egy pontbdl huzott érintoszakaszok
egyenl6 hossziak, ezért

AH = AE =2, BE=DBF =y,
CF=CG=:z2¢é DG =DH =: w,

2. dbra

x,y, z,w > 0.

Mivel a beirt kor kozéppontja illeszkedik a szomszédos oldalak szogfelezdjére,
AO és DO felezik a trapéz A-ndl, illetve D-nél 1évo bels6 szogét, tehdt

BAD< = ADC<«  BAD<+ ADC<  180°

AD< + ADO<« =
O<z+0<12+2 5 5

= 90°,

hiszen a trapéz egy szaran fekvd belso szogei egymast 180°-ra egészitik ki. Ismert,
hogy a héromszog belsé szogeinek Gsszege 180°, ekkor az AODA harmadik szoge
AOD< = 180° — 90° = 90°-0s, tehat az AODA derékszogli. Mivel a kérhoz huzott
érintd merdleges az érintési pontba hizott sugdrra, OH L AD, vagyis az OH (=)
szakasz az AODA atfogéhoz tartozé magassdga. Ekkor a magassagtétel alapjan
Vzw =71 = zw = r?. Teljesen hasonléan a masik szdron az yz = r? teljesiil, igy
a trapéz alapjainak szorzata:

(+y)(z+w) =22+ 2w+ yz + yw = 2 + yw + 2r°.

Az el6zbek alapjan xw = r?, igy

Tw r? 9 %

xz=—-2=— -z2="71"—|

w w w
, . z 1
és yz = r? miatt yw = %~w:r2%,am1bol

T2+ yw = 1 (i—i-ﬂ).
w oz

Kozismert, hogy barmely pozitiv szdmhoz a reciprokat hozzdadva legalabb 2-t
kapunk, ezért a tavolsagok pozitivitdsa miatt: i + % > 2. Mivel r? pozitiv, ekkor

z
rz +yw = r? (—+—> > 2r?,
w
vagyis az alapok szorzata

(z 4+ y)(z +w) = zz + yw + 2r2 > 22 + 272 = 4% = (2r)°.
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Tudjuk, hogy az érintési pontba hizott sugar merdleges az érintére, ezért OF és
OG merdleges a trapéz alapjaira, igy az alapok parhuzamossiga miatt az O, E, G
pontok egy egyenesre esnek, és ez az egyenes meréleges az alapokra. Ebbol ko-
vetkezéen a trapéz magassiga EG = OF + OG = 2r =: m, vagyis m? = (27")2, igy
az alapok szorzata nem kisebb a magassidg négyzeténél:

(@ +y)(z +w) > (2r)" = m”.

Pozitiv mennyiségekrol 1évén szd, az egyenlétlenség mindkét oldaldbdl négyzetgys-
kot vonhatunk:
(z+y)(z+w) =m,

ami azt jelenti, hogy az alapok mértani kdzepe nem kisebb a trapéz magassaganal.
Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Tudjuk, hogy barmely pozitiv szamnak és reciprokanak osszege legalabb 2,
egyenléség pontosan akkor all fenn, ha ez a szam az 1, vagyis jelen esetben akkor,
ha i =1 = 2z =w. Ez pedig pontosan a hurtrapézokban teljesiil (ha az érintési
pont felezi az alapot, akkor a trapéz szimmetrikus, ha pedig a trapéz szimmetrikus,
akkor az érintési pont felezi az alapot).

Duchon Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

IT1. megoldas. Készitsiik el a &. dbrdt. Az abrén az egy pontbdl hizott ugyan-
olyan hosszu érintoket x, y, z, v-vel jeloltem, illetve C' és D merdleges vetiiletei
AB-re Ty és Ty, igy DG =T1FE =y és GC = E'Ty = z. Alkalmazzuk a Pitagorasz-
tételt a DATy haromszogre (az érintétrapéz magassdgét m-mel jelslom):

(z+y)° =m?+ (z—y)°,

m? = 4xy.
A BCT, haromszog is derékszogi, igy az el6zbekhez hasonléan:

(v+z)2 :m2+(v—z)2,

m? = 4vz.
DY G =z C D y F 2z C
Y z
z
H,
G
F Yy
m O 0]
x
v H v
z 4
. /’%2 B 2 B
Azxz—y Thy E 2 v—z W y—x Ax E 2z wv—2z
3. dbra 4. dbra
Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/ 223



éf 2022.4.4 — 13:15 — 224. oldal — 32. lap KoMalL, 2022. aprilis %

A két egyenletet Gsszeszorozva:
4 _
m~ = 16xyzv,
majd négyzetgyokot vonva (megtehetjiik, mert mindkét oldal pozitiv):

m? = 4/7yzv .

Alkalmazzuk a szémtani-mértani kozép kozotti kozismert Osszefiiggést (x és v,
illetve y és z kozepeire):

r+v y+=z
2 2

m? = 4T\ /jE < 4- = (@ +0)(y+2),

majd helyettesitsiik be a trapéz (a = x + v és ¢ = y + z) alapjait és vonjunk ismét
négyzetgyokot. fgy éppen az

m < V(x4 v)(y +2) = Vac

egyenl6tlenséghez jutunk, azaz a feladat allitdsat belattuk.

Diszkusszio: Az x = y esetben 1étrejové elfajult derékszogii haromszogre is igaz
az allitas, az © < y esetet a 4. dbrdn lathatjuk.

Ilyenkor a Pitagorasz-tételt alkalmazva az (z + y)* = m? + (y — z)° egyenletet
kapjuk. Mivel (z — y)* = (y — #)?, igy ez sem befolyasolja a megoldést, és ugyanigy
nincs baj, ha y és z ardnyait véltoztatjuk.

Egyenl6ség a kozepek miatt x = v és y = z esetén 4ll fenn, vagyis ha a trapéz
nemcsak érinté-, hanem hurtrapéz is.

Janosik Maté (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 79 dolgozat érkezett. 4 pontos 61, 3 pontos 9, 2 pontos 4 dolgozat. 1 pontot 1,
0 pontot 3 versenyz6 kapott. Nem versenyszerti: 1 dolgozat.

A
w25 N -
i mﬁ Fiiesy Nehezebb feladat megoldasa

A. 812. Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza: van két kupac, melyekbdl felvdlt-
va kell kavicsokat elvenniiik, és az nyer, aki az utolso kavicsot elveszi. Ha a kupacok
mérete eqy adott pillanatban A és B, akkor a soron kovetkezd jatékos valamelyik
kupacbaol elveheti A eqy tobbszordsét vagy B egy tobbszordsét.

* Szeptembertdl ismét minden A-jelii feladat megolddsa megtalalhaté honlapunkon, ez
az egyik koziilik.
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