eF 2022.4.4 — 13:15 — 202. oldal — 10. lap KoMalL, 2022. aprilis EF

Fizika tanulményok alapjan ismert, hogy a parabolatiikor a tengelyével par-
huzamos fénysugarakat a fékuszponton keresztiil veri vissza.

b) A parabola belsejében fénysugér érkezik az y-tengely mentén. Mi a vissza-
verddd fénysugdr egyenesének egyenlete? (7 pont)

Fizikdban beesési merdlegesnek hivjak a beesési pontban a parabola érintojére
allitott merolegest.

¢) Mekkora az y-tengely mentén beesd fénysugar és a beesési merdleges altal
bezért szog? (3 pont)

Jécsik Csilla
Gy6r

Megoldasvazlatok a 2022/3. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a 2°T1 + 3 = 2177 egyenletet a valds szdmok halmazdn.

A H =1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} alaphalmaz A, B, C részhalmazairdl az aldbbi-
akat ismerjik:

BCA; AUC={0;8}; ANC={3;4;7}; C=1{0;1;2;8,9}; A\ B={2,7;9}.

b) Elemeinek felsoroldsdval adjuk meg az A, B, C' halmazokat. (11 pont)
Megoldas.
2
a) 2:2"+3= 2.(27)%4+3-2° —2=0;
-3+t 1 -3+ 1
(2%);5 = 5 49+ 6 _ 34 5; 20 A =% 2= 2" =2"1=z=-1

(a 27 fiiggvény szigoriian monoton néve).
Ellendrzés: 20 +3 = 21=(-1: 1 43 = 22, 4 = 4. (Az ellendrzés helyettesithetd
az ekvivalens atalakitdsokra valé hivatkozassal.)

b) Mivel B C A, vizsgéljuk elészor az A, C', H halmazok viszonyét. Ez a mé-
sodik, harmadik és negyedik informaécié alapjan az els6 abrdrdl leolvashato.

H H
A c A c
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Az 5 és a 6 csak a C'\ A halmazban lehet. A tovdbbiakban a B halmazt dgy
kell elhelyezni az A-n beliil, hogy az utolsé feltétel is teljesiiljon. A masodik dbrdn
lathatjuk a megfelelo elhelyezést, igy a halmazok:

A= {1;2:3;4;7:9},

B ={1:3;4},

C ={3;4;5;6;7}.
A H halmaz elemeinek elrendezése a feltételek alapjan egyértelmii, ezért a feladat-
nak egyéb megoldasa nincs.

2. Egy 10 cm oldali négyzet minden oldaldra kifelé egyenld szdri hdromszogeket
rajzoltunk, melyeknek szdrai 13 cm-esek, igy eqy csillagszert alakzatot kaptunk.

a) Mekkora a csillag teriilete?

Felhajgtogatva az egyenld szdari hdromszogeket, eqy négyzet alapi egyenes gila
keletkezett.

b) Mekkora a gildba irhaté gomb sugara? (13 pont)

Megoldas. a) Az egyenld szard haromszog magassaga m; 52 +m? = 132 =
=m =12 cm;

10-12
T:102+4.OT:340cm2.

b) A gila M magassiga egyik befogdja az FOFE derékszogli haromszognek:
52 + M? =122 = M = /119 (cm). Mdsképpen:

0C =5v2; (5v2)°+M?=13% M2 =169 — 50 = M = /119 (cm).

Készitsiink egy sikmetszetet a testrol; a metszosik atmegy az E, O, I ponto-
kon. Az érint6gémb kozéppontja szimmetria okok miatt rajta van az OE egyenesen,
ezért a metsz6sik a gdbmbot egy f6korében metszi, ez a kor érintokore lesz a stkmet-
szet haromszognek.

E
1y

12
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Alkalmazhatjuk a jol ismert r = % képletet, ahol T a haromszog teriilete,
r a beirt kor sugara, s pedig a félkeriilet. Itt

10-v/119 10412412 , 5v119

Egy maésik lehetdség: az ETKA ~ EOFA (szogeik paronként megegyeznek) =
5 35 35119  5v119

T =

~ 3,21 cm.

,
= = =
7 119 V119 119 17

=

3. Andras és Balazs ,zsiroznak” A ,zsirozds” a 32 lapos magyar kdrtya egyik
egyszert jatéka, amelynek az a lényege, hogy a végén az ,iitések” sordn megszerzett
lapok ,zsir” tartalma alapjan dél el, ki nyerte a jatékot.

A magyar kartyaban négy ,szin”: piros, zéld, makk, tok; mindegyik szinen belil
asz, kirdly, felso, alsd, tizes, kilences, nyolcas, hetes taldlhato. ,Zsirnak” szamit
az dsz és a tizes, az nyer, akinek tobb a ,zsirja”. (Ha mindketten 4 -4 zsirt”
szereztek, akkor az nyert, aki utoljdra ,itétt”; dontetlen nincs.)

Az elsd leosztasndl egyszerre négy-négy lapot kapnak a jatékosok.

a) Mennyi a valdszinidsége annak, hogy Andrds elsé leosztdskor kapott négy
lapja kozott legaldbb egy ,zsir”, és legaldbb egy hetes taldlhato?

Azért, hogy eldontsék, ki kezdi a jatékot, sorsolnak gy, hogy a megkevert cso-
magbdl felvaltva visszatevés nélkiil leemelnek egy-eqy lapot. Aki az elsé hetest hizza,
az kapja eldszér a négy lapot, és kezdi meg a jdatékot. (Ha pl. Andrds hiz elészior
hetest, akkor Baldzs kever, és oszt el6bb Andrasnak négy lapot, majd sajit magd-
nak négyet; Andrds kezdi a jdtékot. Késébb ez a keverés, osztds- kezdés felvaltva

torténik.)

Andras kezdte a sorsoldst, és Baldzsnak a mdsodik huzdsdra sikerilt hetest
hiznia.

b) Mennyi ennek a valdsziniisége? (13 pont)

Megoldas. A csomagban 8 ,zsir”, 4 hetes és 20 egyéb lap van. Az esemény
szempontjabol kedvezo eseteket a kénnyebb attekinthetéség kedvéért a tdbldzatban
foglaltuk Gssze.

Az esemény valészintisége:

9704 9704 1213
P A = = =
(4) (342) 35960 4495

~ 0,2699.

Megkaphatjuk az eredményt gy is, hogy a komplementer esemény valdszi-
niiségét szamitjuk ki el6szor. A komplementer esemény az, ha a négy lap kozott
nincs ,,zsir”, vagy nincs hetes. Ha kivessziik a ,,zsirokat”, 24; ha a heteseket, 28; ha
mindkett6t, 20 lap marad. A komplementer esemény szempontjabdl kedvezo esetek

szamas:
24 28 20 _ 26256
_ — 26256, {gy P(A) = =22
(4)+<4> <4) 6256, gy P(A) = 325600
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,Zsit” (8) | Hetes (4) | Egyéb (20) | Hényféleképpen?
! 1 2 (1) (1) (%) = sos0
! 2 1 (1) ) (7)) = 960
! 3 0 (1) (5) =32
2 1 1 (5) () (7) = 2240
2 2 0 (5)(5) =168
3 1 0 (3)(7) =224

Osszesen: 9704
tehat
play—1_ 26256 _ OT0L o0

© 35960 35960

b) Andréds hizott elészor, nem lett hetes; Baldzs hizott, nem hetes; Andras
hizott, nem hetes; Balazs huizott, hetes.
28 27 26 4 78624 819

( )_5.371.%.%:863040:mz0,0911.

4. Vegyiik az aldabbi kijelentéseket:

A) Ha egy mértani sorozatnak van véges hatdrértéke, akkor hdnyadosa egynél

kisebb.
B) Ha f(x) =x+1, ésgo f = x® + 2z + 1, akkor g(z) = 2°.
(gof= g(f(ac)), a g figgvény az [ figguénynek kizvetett figgvénye.)
C) Ha két sorozat dsszege és szorzata konvergens, akkor a sorozatok kiilon-
kiilon 1s konvergensek.
a) Allapitsuk meg a kijelentések logikai értékét (igaz, hamis). Allitdsainkat
igazoljuk.
D) Ha egy n csicsi egyszert graf minden csiucsa legaldbb [%] foki, akkor
S e .. ” n mn 7 7 s’y - .
a graf dsszefiiggo. ([5] az 5 egész Tészét jelenti.)
b) Fogalmazzuk meg a D) dllitds megforditdsdt, majd dontsik el, hogy ez igaz,
vagy hamis. Megdllapitdsunkat indokoljuk. (14 pont)

Megoldés. a) A) Hamis. A konstans sorozat tekinthetd egy ¢ = 1 hédnyadost
mértani sorozatnak, amely konvergens, azaz van olyan véges hatarértékkel rendel-
kez6 mértani sorozat, amelynek hanyadosa nem kisebb 1-nél.

B)Igaz. go f = g(f(z)) = (z + D=2+ 22+ 1.
(') Hamis. Ellenpélddk:

. (TLTI’ )
sin ( —
2
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vagy

T T 3T T
=g (T+n03), bﬁtg(ﬂ"'z) (n€Z%);

vagy an = (—1)", by = (=1)""; vagy

2022, ha n pozitiv paratlan

ap = szam,
0, ha n pozitiv paros
0 ha n pozitiv paratlan
by, =< P p szAm; stb.
2022, ha n pozitiv paros
b) A D) 4llitds megforditdsa: B

Ha egy n csticsu egyszerii graf 6sszefiigg6, akkor minden
csucsa legalabb [%] fokt.

Az allitas hamis.

Pl.: az dbrdn 6sszefiiggd négy csicsu graf van, amelyben D
az A és D csicsok foka 1, azaz fokuk nincs legalabb 2. C

Megjegyzés. A D) éllités igaz, ennek bizonyitdsa azonban most nem feladatunk.
II. rész

5. a) Fiigguény-transzformdcick felhaszndldsdval dbrdzoljuk az f(x) = 4|z| — 2*
figgvényt a [—5;5] intervallumon.

A H halmaz elemeit az f(x) figguény zérushelyei és lokdlis mazimumhelyei
alkotjak. Ismétlés nélkiil, véletlenszeriien kivdlasztunk harom elemet H-bol.

b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a hdrom elem dsszege oszthato 9-cel?

Egy korldtos sikidomot a g(x) = 4x — 22, x € R fiigguény grafikonja és az x ten-
gely zdr kozre.

¢) Szamitsuk ki a sikidom teriiletét. (16 pont)
\ | Megoldas.
"""" LR N e )
(o) = flz| - 4° —dx — 2% = —(z+2)° + 4,
,,,,,,, ! 4
ha z € [-5;0),
fz) =

dr — 22 = —(z —2)° +4,

\ / ha z € [0;5].
—h 2 / \ ) x Innen leolvashaték a transzformé-

ciés lépések: elbszor titkrozzitk az 2

””” 2 fiiggvény grafikonjit (a normélparabo-
\ 14t) az x tengelyre, majd eltoljuk = < 0

—————— 4 \ esetén a (—2;4), x >0 esetén pedig

a (2;4) vektorral.

206 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/4



éf 2022.4.4 — 13:15 — 207. oldal — 15. lap KoMalL, 2022. aprilis %

b) A zérushelyek: —4, 0, 4; ellendrzés behelyettesitéssel, vagy a hidnyos médsod-
foku egyenletek megoldasdval. A lokdlis maximumhelyek: —2, 2.

Indoklés vagy elemi uton: akkor kapjuk a legnagyobb értéket, ha 4-bél a lehet6
legkevesebbet vesziink el, ez pedig akkor kovetkezik be, ha a zaréjelben a nulla &ll;
vagy: a zérushelyek szamtani kozepe;
vagy: differencidlszamitassal.

Tehat H = {—4;—2;0;2;4}. A kivdlasztott hdrom szdm osszege legalabb —6
és legfeljebb 6, vagyis akkor lesz 9-cel oszthatd, ha az Osszeg 0. Ez két esetben
fordulhat elé, ha a —2, 0, 2, vagy a —4, 0, 4 szdmokat valasztottuk ki. Az Gsszes
lehetGség (g) = 10, igy a keresett valdszinliség:

1
PA) == =2=02
(4) 10 5
c.) Lathato, hogny a g(x) fiiggvény meg- Y o0) = o — 22
egyezik az f(x) figgvénnyel, ha z >0, —
ezért a sikidom teriilete:
3 L
4
2 374
T:/(4x—x2)dx: R - 2 T
2 31,
0 1 L
43 32
=24 — = ;
3 3 -1 0 1 2 3 4\ 5 x

Egy masik lehet6ség, ha haszndljuk a fiiggvénytabldzatot (Nemzeti Tankényv-
kiado, raktéri szdm: 16129/1, 60. oldal), ahol kozlik a parabolaszelet teriiletét,
amely alkalmazhat6 ebben az esetben:

6. Egy vitorldzorepiild pilota teljesitményrepiilést tervez a kovetkezoképpen:
Szombathelyrdl indul, délkelet felé repiil, majd Kaposvdr kornyékén irdnyt vdlt E-EK
felé. Mikor Székesfehérvdr légterét elérte, nyugatra tart, igy érkezik vissza a kiindulo
reptldtérre. (E'-EK az északi és északkeleti irdny szdgfelezdjébe mutatd irdany.)

Az 1:450000-es méretardnyi térképen a Kaposvdr-Székesfehérvar tdavolsdg
22 cm. (Az 1:450000-es méretardny azt jelenti, hogy a térképen mért tdvolsdg
450 000-szerese van a valdsdgban a két objektum kézitt.)

a) Mekkora a tervezett tavrepiilés hossza léguonalban? A végeredményt 10 km-
es pontossagura kerekitve km-ben adjuk meg.

A repiilégép hagyomdnyos magassagmérdje a p légkori nyomdsbdl hatdrozza
h

meg a tengerszint feletti magassdgot a p = pg -2~ 5500 képlet alapjdn, ahol py a ten-
gerszinten mért nyomdst, h pedig a tengerszint feletti magassdgot jelenti méter
mértékegységben megadva.
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b) Milyen magasan van a repiilégép, ha po = 103 kPa, p = 88 kPa?

A witorlazo repiilégépek levegdbe emelésének leggyakrabban alkalmazott mdodja
a csorlovel vontatds. Ez ugy torténik, hogy a csorléaggregdator egy kiotéldobra réte-
genként szorosan feltekercseli a drotkotelet, amelynek végén a vitorldzo repiilégép
van. A mellékelt dbran a kitéldob legfontosabb méreteit milliméter mértékegységben
tintettik fel. A drotkotél dtmérdje 6 mm.

¢) Legfeljebb milyen hosszi drétkdtelet lehet feltekerni erre a dobra? (16 pont)

(J&)

00,

640 330
elolnézet Idalnézet

o

Megoldés. a) A térkép méretara-
nyabdl és a térképen mért tavolsaghdl
Szombathely Székesfehérvér az els6 és masodik fordulépont tdvolsé-

N #5° ga (1 cm = 4,5 km) 22-4,5 km = 99 km;
a kozolt iranyokbdl egy egyenld szari
haromszog adédik.

|

99 km A szar legyen z, ekkor
—_— K
4
cos67,5° = 9’5,
x
D  Kaposvar ahonnan x = 129,3 km.

(Vagy masképpen: g5 = S;?fiéio =1 =1293.)

A teljes tdv 2x + 99 = 357,6 km, kerekitve 360 km.
h
b) Behelyettesitve az adatokat, a 88 = 103 - 27 5500 egyenletet kell megoldani.
88 _h_ 88 h 88 h lg 703

—— =275500: Jo—— =102 5500: lg— =——102: h = —5500
103 R ETIE B © 8703 T T BR00 °F g2

h =1249,9 ~ 1250 m.

¢) Az els6 hurok hossza egy 300 mm &tmér6ji kor keriilete (3007), ilyen
hurokbdl (ha a lehetd legszorosabban tekercselik) % = 55 fér el az elsd rétegben.
A rétegenkénti hurkok szdma a tovabbiakban is 55 lesz, de a rétegek atmérdje

12 mm-enként novekszik egészen addig, amig el nem éri a 640 mm-t.
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A rétegek atméréi tehat egy olyan szamtani sorozat elemeit alkotjak, amelynek
els6 eleme 300 (mm), az utolsé pedig nem nagyobb 640-nél.

88
300+(n—1)-12<640:>n<§:>n<29,

a kotéldobra legfeljebb 29 réteg drétkotél fér fel.

A legnagyobb hurok &tméréje: dog = 300 4 28 - 12 = 636 (mm), igy Osszesen
legfeljebb

29(300 + 636)
2

hosszu kotél fér fel a dobra.

Sag = - - 55 =234 5073,252 (mm) ~ 2,3 km

Megjegyzés. A gyakorlatban a legnagyobb réteg atméréje — azért, hogy véletleniil se
tekeredjen le a kotél a dobrdél — 8-10 cm-rel kevesebb lehetséges legnagyobb atméronél
(640 mm), valamint a tekercselés szorossdga, a repiilétér mérete, a drétkotél stilya miatt
egy ekkora dobra kb. 1,1-1,4 km kotelet szoktak feltekerni.

7. Egy trapéz rovidebbik alapja 1, eqy mdsik oldala 7 egység hosszi. A tra-
péz oldalainak hosszdt megfeleld sorrendbe rakva egy szamtani sorozat szomszédos
elemeit kapjuk.

a) Mekkora a trapéz nagyobbik alapja, mekkordk a szdrak?

Az alabbi adatsokasdgban néhany trapéz oldalhosszdnak mérdszamdt soroltuk
fel véletlenszerien: 1,3, 5,7, 1,4,7,10,1,7, 13,19, 1, 6, 12, 15.

b) Szamitsuk ki az adatok dtlagdt, szdrdsdtl, hatdrozzuk meg a mdduszt és
a medidnt.

Az egy sikban levd 1, 3, 7, 5 egység hosszu szakaszokat ebben a sorrendben
csuklosan rogzitettik egymdshoz, majd addig mozgattuk, mig egqy hiurnégyszidget
sikeriilt kialakitana.

¢) Mekkora széget zar be eqgymdssal ekkor az b és T egység hosszu szakasz?
(16 pont)

Megoldés. a) Rakjuk novekvd sorrendbe a szamokat; a legkisebb az 1 lesz,
egyébként negativ szam is szerepelne a sorozat elemei kozott, ami oldal mérdszama
nem lehet.

Ha a 7 a sorozat masodik eleme, akkor a tovdbbiak 13, illetve 19; ha a harmadik
eleme, akkor a sorozat elemei: 1, 4, 7, 10; ha a negyedik, akkor pedig: 1, 3, 5, 7.

A haromszog-egyenl6tlenséget figyelembe véve mindhdrom esetben akkor ka-
punk ezekbdl az adatokbdl trapézt, ha a nagyobbik alap a sorozat legnagyobb ele-
mével egyenls, a két szar pedig a két kozépso értékkel egyezik meg. A megoldasok
tehdt:
alapok: 1, 19; szarak: 7, 13, vagy
alapok: 1, 10; szarak: 4, 7, vagy
alapok: 1, 7; szarak: 3, 5.

Megjegyzés. Mindegyik trapéz egytuttal érinténégyszog is, mert a szemkozti oldalak
Osszege egyenld.
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b) Az adatokat nemcsokkend sorrendbe rakva: 1, 1,1, 1, 3,4, 5,6, 7, 7, 7, 10,
12, 13, 15, 19 leolvashatd, hogy a médusz 1, a median 6,5.
112

Az dtlag: T6 = 7, a szorés:

471+ (T=3)°+(T—4)’+ (T -5+ (7T-6)>+3(7-7"+
+(7T—102 4+ (7T—12) + (71— 13)> + (7 — 15)*> + (7 — 19)*
16

= 5,32.
Megjegyzés. Az atlag és szérés kiszamitasara hasznalhatjuk a zsebszdmol6gép statisz-
tikus funkcidjat.

¢) Irjuk fel a koszinusztételt az AC
atléra mindkét haromszogben:

C
Dl

AC? =52 4+72—-2.5-7-cos g,

A# - B AC?=1%2+432-2.1-3cos(180° — ¢),
cos (180° — ¢) = — cos ¢,

ezekbdl

25449 —70cosp =149+ 6cosp,

64
cosp = - = p = 32,64°.

Az 5 és T egység hosszi szakasz 32,64°-0s szoget zar be egymaédssal.

8. Egy vegyi anyagokat gydrto vdllalat egy bizonyos terméket, melynek dsszeté-
tele csak hatéanyaganak koncentracidjaban kiilonbozik, kétféle kiszerelésben forgal-
maz az alabbiak szerint.

A wdltozat: 60%-os toményséqd, 2 kg-os, 3 dm>-es dobozban;
B vdltozat: 20%-o0s toménységii, 5 kg-os, 8 dm>-es dobozban.

A wallalat mintaboltjaban a fenti drukbdl drkedvezményt adnak azoknak a ve-
véknek, akik dsszesen legaldbb 40 kg-ot vdsdrolnak ezekbdl. Eqy vevd, akinek 50%-os
keverékre van sziiksége, vdsdrolni szeretne beldliik gy, hogy minden megvasdarolt do-
boz tartalmdt teljes mértékben felhaszndlja.

a) Hdny dobozzal vegyen az egyes vdltozatokbdl, ha részesilni kivin az drked-
vezményben, szdllitéeszkozére legfeljebb dsszesen 120 kilogrammnyi terhet rakhat,
a megqudsdrolt dru teljes térfogata nem haladhatja meg a 130 dm>-t, és a kedvez-
mény mértéke egyenesen ardnyos a megudsarolt dru 6ssztomegével?

Ez a vdllalat egyike annak az 6t vallalatbol allo csoportnak, melyben mindegyik
vdllalat barmelyik mdsikkal tzleti kapcsolatban dll, és az eqymdssal szembeni kéve-
teléseiket forintban, vagy eurcban egyenlitik ki. Két szerepld egymds kozott ugyan-
abban a pénznemben fizeti ki a szamldt. A szerzédések megkitése utdn észrevették,
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hogy nincs hdrom olyan vallalat, melyek egymds kézott azonos valutdban rendezik
tartozasaikat.

b) Igazoljuk, hogy mindegyik vdllalat kettének forinttal, a mdsik kettének pedig
eurdval fizet. (16 pont)

Megoldés. a) Legyen a zacskék szdma x, y az A és B véltozati termékbol
(z,y € N), ekkor tomegiik: 2z + 5y, hatéanyag-tartalmuk 0,6 - 22 4+ 0,2 - 5y, illetve
0,5 (2z + by) (a mértékegység kg).

A kétféleképpen szamitott hatdanyag-tartalom egyenld, felirhatjuk, hogy
1,22 +y = x + 2,5y, innen x = 7,5y; masrészt:

40 < 2z + 5y < 120;
40<2-75y+5y <120 /:20
2<y<6.

Ahhoz, hogy x egész szam legyen, y-nak parosnak kell lennie, ezért y = 2;4;6;
r = 15;30;45.

Az x = 15, y = 2 esetben a térfogat 153 +2-8 = 61 dm?;

az v = 30, y = 4 esetben 30-3+4-8 =122 dm?;

az x = 45, y = 6 esetben 45-3 +6-8 = 183 dm?;

ez utobbi mar t6bb a megengedettnél, igy ezt nem valaszthatja a vevd.

A maradék kettd koziil az elsé esetben 40 kg, a masodikban 80 kg az dru 6sszto-
mege, a kedvezmény a masodik esetben nagyobb, ezért a vevének az A véaltozatbdl
30, a B-bdl 4 dobozzal célszerti vasarolnia.

b) A feladatot modellezhetjiik egy 6tpontu teljes gréffal, melynek éleit két
szinnel (piros, kék) szineztiik ki, pl. a piros jelentse azt, hogy a felek forint alapon,
mig a kék, hogy eurd alapon rendezik tartozésaikat. Tegyiik fel a bizonyitando
allitassal ellentétben, hogy van legalabb egy olyan vallalat, amelyik legalabb harom
masikkal ugyanabban a pénznemben fizeti a szamlit. Legyen ez az A véllalat,
az A pontbdl induljon ki hdrom egyszinii (pl. piros) él a B, C, D pontokba. (Ha
négy egyszini él indul A-bdl, akkor a negyediket hagyjuk figyelmen kiviil.) Ha a B,
C, D pontokat 6sszekoté élek valamelyike (pl. BC') piros lenne, akkor az A, B, C
pontokat piros élek kotnék Ossze, ami ellentmond a feltételeknek. Ekkor azonban
a B, C, D pontokat kék élek kotik Ossze, ami szintén lehetetlen, igy a feltevésiink
helytelen volt. A gréf élei kiszinezhetSk pl. gy, hogy az 6tszog oldalait pirosra,
az atléit pedig kékre festjiikk, minden pontbdl pontosan két piros és két kék él
indul. Ezzel a feladatot megoldottuk.

1I. megoldds: tegyiik fel a bizonyitandé allitdssal ellentétben, hogy van olyan
véllalat, amelyik hdrom (vagy négy) cégnek is ugyanabban a valutdban, mondjuk
forintban fizet. Legyen ez az A nevil cég, a tobbit nevezziik B, C, D, E-nek. Mivel
fizetnek egymdsnak a B, C, D cégek? (E-t figyelmen kiviil hagyhatjuk!) Ha koziiliik
barmelyik kett6 forinttal egyenliti ki a szamlat, legyen pl. B és C, akkor az A, B,
C cégek kozotti szamla kiegyenlités forintban torténik, ami ellentmond a feltételek-
nek. Ha azonban mindharman egymaés kozott eurdban fizetik ki a szamlat, akkor is
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ellentmondashoz jutottunk. Mivel mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, tobb
eset pedig nem létezik, a kiinduld feltevésiink hamis, azaz igaz az allitds. A kifize-
tések megoldhatdk pl. tigy, hogy A a B-nek, B a C-nek, C' a D-nek, D az E-nek,
E az A-nak forinttal fizet; A a C-nek és D-nek, B a D-nek és E-nek, C az E-nek
és A-nak, D az A-nak és B-nek, F a B-nek és C-nek euréval fizet.

9. a) A p valds paraméter mely értéke esetén lesz az f(x) = o3 — 322 + %x +p
(x € R) fiiggvénynek hdrom kilonbozd zérushelye a valds szamok halmazdn?

A g(z) = 2% + ba® + cx + 2022 (x € R) fiiggvény b és c egyiitthatdit szabdlyos
dobokockdval sorsoljuk ki; az elsé dobds b-t, a mdsodik c-t eredményezi.

b) Mennyi annak a valdszindisége, hogy az igy kapott figguénynek nem lesz helyi

szélséértéke? (16 pont)
Megoldas.

y o /: | A polinomok mindeniitt folytono-

R B sak és differencialhaték, ennek a har-

\“

madfoku fiiggvénynek akkor lesz harom
kiilonboz6 valés zérushelye (a grafikon-
05 157 s = Ja akkor metszi harom helyen az z ten-
gelyt), ha lokélis maximuménak értéke
pozitiv, lokalis minimumanak értéke pe-
dig negativ szam.

@
t

2

\\L

Megkeressiik a lokalis széls6érték-
helyeket.

f'(x) = 32% — 62 + 2;

4
9
322 — 6x + - = 0;
X x + 1
9
_6:l:\/36—4-3~4—1_6i3 N _1 _;
T12 = 6 =76 961—27 $2—27
f"(z) = 62 — 6;
1 1
"[Z)=6-=—-6=-3<0;
r(5) =53
itt lokalis maximuma van a fiiggvénynek;
3 3
"[Z)=6-=—-6=3>0;
r(5)=e3
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itt pedig lokalis minimuma.

1 1\ 1V 9 1 1
f(2><2>3'<2)+4~2+p2+p,

3 3\ 3V 9 3
1(3)=(5) -+ (5) +13+r=r

1 1
§+p>0 és p<0 = f§<p<0.

A fiiggvénynek akkor van hdrom kiilonboz6 valds zérushelye, ha p € } —%; 0 [

Megjegyzés. Ha ismerjiik a harmadfoku egyenlet Cardano-képletes megoldéasat, akkor
a casus irreducibilis (Flggvénytdblazat: 23. oldal) eset végigszdmoldsaval a fenti ered-
ményre jutunk.

b) A lokalis szélséérték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els
derivaltja 0 legyen.

g'(z) =322 +2bx4¢; 0=322+2bz+c; D= (2b)°—4-3¢ = 4b* —12¢ = 4(b* — 3c¢).

Ha D > 0, akkor az egyenletnek két kiillonboz6 valés gydke van, ebben az eset-
ben a fiiggvénynek van lokdlis maximuma is és lokdlis minimuma is. (Ez egy har-
madfoku fiiggvénynél elégséges feltétel is.)

Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs valds gyoke, a fiiggvénynek nem lehet
helyi szélsGértéke.

Ha D = 0, akkor az egyenletnek egy valds gyoke van. Ebben az esetben sem
lehet ez az (esetleges) szélséérték egyszerre maximum is és minimum is (ekkor
az egyenlet gyoke az inflexids pont elsé koordinatdjdval egyezik meg). Az esemény
szempontjabdl tehat ez is kedvezd esetnek szamit.

Ismét téblazatba foglaltuk az Gsszes esetet.

c
1 2 3 4 5 6
2| -5| =8| —-11| —-14 | —17
1 1-2|-5] =8 | —-11]| —14
6 3 0 -3 —6 -9
7 4 1 —2
22 119 | 16 13 10 7
33 | 30 | 27 | 24 21 18

b2 — 3¢

DO W[N |-
—
w
=
()

A keresett valdsziniiség: P(A) = % = % = 0,4444.
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Megjegyzés. Természetesen nem sziikséges végigszamolni az Gsszes esetet, ha az els6
dobas 5-0t, vagy 6-ot eredményezett, akkor a masodik dobds értékétdl fiiggetleniil D
pozitiv lesz, ezek tehdt az esemény szempontjabdl rossz esetnek szamitanak. (Ha b =1,
akkor az dsszes ¢ j6 eset.)

Németh Laszlo
Fonydd

C gyakorlat megoldasa

C.1703. Az a és b 10-es szamrendszerbeli természetes szdamok, mindegyik
szamjegyiik 1-es. Mutassuk meg, hogy ha a és b nem relativ primek, akkor szamje-
gyeik S(a) és S(b) dsszege sem az.

Megoldas. Az a és a b szam egyike sem lehet 1, mert az 1 barmelyik egész
szammal relativ prim, ezért a > 1 és b > 1.

1. eset Ha a = b, akkor S(a) = S(b) > 1, igy a feladat allitésa igaz.

2. eset Ha a # b, akkor az altaldnossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy
a > b, ekkor S(a) > S(b). Mindkét szdm utols6 szamjegye 1, ezért sem 2-vel, sem
5-tel nem oszthatéak és mivel nem relativ primek, igy van k6zos primosztéjuk. Le-
gyen ez a kozos primtényez6 p, ekkor p # 2 és p # 5. Innentdl ,elfogyasztjuk” a szam-
jegyeket a kovetkezd mddszerrel. Kivonjuk a-bdl b-t, igy p | a és p | b miatt nyilvén
p | (a—b) is teljesiil. Ekkor (a — b) egy olyan pozitiv szém, amely (S(a) — S(b))
darab 1-essel kezdédik, kozvetleniil utanuk pedig S(b) darab nulla van. A nulldktél
természetesen konnyedén ,megszabadulhatunk”, ha elosztjuk 10°(®)-nel, és mivel
a tizhatvdnyok csak 2-vel és 5-tel oszthatéak, ezért hanyadosként (nevezziik c-nek)
egy olyan csupa l-es szdmjegyet tartalmazé szamot kapunk, amelyre p | ¢, ezért
¢ > 1, valamint S(c) = S(a) — S(b) és ¢ < a is igaz.

Ekkor eléfordulhat, hogy b = ¢, ekkor nyilvan S(c) | S(b), ezért

S(c) | S(e) + S(b) = S(a).
Taldltunk egy kozos osztét, S(c)-t, ami (¢ > 1 miatt) 1-nél nagyobb, {gy belattuk,
hogy S(a) és S(b) nem relativ primek.

Ha b # ¢, akkor a nagyobbikbdl kivonjuk a kisebbiket és megismételjiik az el6bb
ismertetett eljarast. Véges sok lépésben biztosan eljutunk oddig, hogy két egyenld
szamot kapunk, amelyek nagyobbak 1-nél, mindegyik szamjegyiik 1, {gy szamje-
gyeik Osszege is nagyobb 1-nél és osztéja S(a)-nak és S(b)-nek, azaz utébbiak nem
relativ primek. Ezzel a gondolatmenet végére értiink, a feladat allitasat belattuk.

Egyhdzi Hanna (Budapest, ELTE Apdczai Cs. J. Gyak. Gimn. és Koll., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 25 dolgozat érkezett. 5 pontos 10, 4 pontos 3, 3 pontos 5 dolgozat. 1 pontot 3,
0 pontot 1 versenyz6 kapott. Nem versenyszerti: 3 dolgozat.
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