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hasonlitani. Nem véletleniil akartdk sokdig makacsul azt igazolni, hogy minden
additiv f : R — R regulédris. Ez a torekvés csak akkor bizonyult sikeresnek, ha
valamilyen tobbletfeltételt szabtak a keresett fiiggvényre. A teljesség igénye nélkiil
megemlitjiik, hogy az (1) egyenletet els6ként a névadé Cauchy tanulmanyozta és
oldotta meg a folytonossdg feltételezése mellett [2]. Darboux vette észre, hogy
a nemnegativitdsi feltétel szintén reguldris megolddsokra vezet [3].

A probléma végsé megoldasa sokdig varatott magara. A fordulatokban gazdag
torténeti és matematikai részletekkel kapcsolatban ajénljuk Aczél konyvét [1]. Most
csupan arra utalunk, hogy végiil Hilbert tanitvanya, Hamel oldotta meg a Cauchy-
egyenletet miden egyéb segédfeltétel nélkiil. Mindenki legnagyobb meglepetésére
eredményébol kideriilt, hogy a megoldasok kozott léteznek nem regularis megol-
dasok. Egy ilyen megoldas birtokaban lehetoségiink nyilna a téglalap teriiletének
masfajta mérésére is. Kérdés persze, hogy mire megyiink egy olyan teriiletmér-
tékkel, amely lehet negativ, és raadasul egy mindeniitt stiri fiiggvénygraffal all
kapcsolatban . ..

Hivatkozasok

[1] Aczél J.: Lectures on functional equations and their applications, Mathematics in
Science and Engineering, Vol. 19, Academic Press (New York-London, 1966).

[2] Cauchy, A. L.: Cours d’analyse de U’Ecole Polytechnic, Analyse algébrique, V.,
Oeuvres (2)3 (Paris, 1897).

[3] Darboux, G.: Sur le théoréme fundamental de la géométrie projective, Math. Ann.,
17 (1880), 55-61.

[4] Hamel, G.: Fine Basis aller Zahlen und die unstetige Lisungen der Funktionalglei-
chung f(x +vy) = f(z) + f(y), Math. Ann., 60 (1905), 459-462.

[5] Legendre, A. M.: Eléments de géométrie, Note II. (Paris, 1791).

Bessenyei Mihaly és Maksa Gyula
Debreceni Egyetem, Matematikai Intézet
H-4010 Debrecen, Pf. 12
besse@science.unideb.hu
b9wgla@unideb.hu

Gyakorl6 feladatsor
' emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlotlenségeket a valés szamok halmazén:

a) a®? —5a+4<0, (3 pont)
b) logi (51 — 25%) < —2. (8 pont)
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2. A bolthal6zat raktaraban 14 500 doboz iditét tarolnak. A rovid szavatossdgi
id6 miatt a tulajdonos szeretné a teljes készletet 29 napon beliil eladni. Az elsd
napon 150 darabot sikeriilt értékesiteni.

a) Legaldbb mennyivel kell naponta névelni az eladott iiditék szdmdt, hogy
a terv sikeriiljon? (3 pont)

A bolthélézat novekedése miatt sziikségessé valt egy 1j raktarépiilet megvasar-
ldsa, amelyet a tulajdonos hitel felvételével kivan megvaldsitani. A banktdl kapott
30 millié forint kélesont 5 éven at 5 egyenld részletben kell visszafizetnie. A 2021.
janudrjaban felvett kolcsonre a bank minden év végén 3,5%-os kamatot szdmit fel.
A torlesztést a tulajdonos a kovetkezd év januarjdban kezdi meg.

b) Mekkorak az egyes torlesztOrészletek ezer forintra kerekitve? (5 pont)

A bolt gazdasagi vezet&je azt tandcsolta, hogy évente maximum 4 millié forin-
tot koltson a tulajdonos az 1j raktarépiiletre felvett koleson torlesztésére, az elézével
megegyezd banki kamat mellett.

¢) Hény év alatt tudja igy a tulajdonos visszafizetni a kolcsont? (5 pont)

3. Legyen az U alaphalmaz az els6 n pozitiv egész szam, amelynek harom
részhalmaza:

A : 6-tal oszthaté szamok,

B : 15 tobbszorosei,

C : olyan egészek, amelyeknek osztdja a 20.

a) Mennyi lehet n legkisebb és legnagyobb értéke, ha az AN BN C halmaz
elemszama 37 (3 pont)

b) Hany olyan szdm taldlhaté 1 és 200 kozott, amelyek A, B és C' halmazok
koziil pontosan kettének elemei? (5 pont)

¢) Hatérozzuk meg a kovetkezd éllitdsok logikai értékét. Vilaszainkat minden
esetben indokoljuk.

(i) A B\ (AUC) halmaz elemeinek utolsé szamjegye 5 vagy 6.
(i) B\ (AUC) =B\ A.
(791) A C'\ (AU B) halmaz elemeinek szorzata 10 darab 0-ra végzédik n = 200
esetén. (6 pont)

4. Tekintsiik az ABCD paralelogrammaédt, amelynek AB oldala 16 cm-rel
hosszabb, mint az AD oldala, valamint hegyesszoge DAB< = a.

a) Igazoljuk, hogy a paralelogramma D C
szogfelez6i altal meghatarozott PQRS
négyszog téglalap. (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy a PQRS téglalap
teriilete cm?-ben mérve T' = 128 - sin a.

(7 pont) Q
¢) Mekkora a PQRS téglalap atlé-
jdnak hossza? (3 pont)
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II. rész

5. Almasziiret utdn véletlenszertien kivédlasztottak 50 darab almét, megmérték
az atmérdjiiket, ezt mutatja az alabbi oszlopdiagram.
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a) Mennyi az almék dtmérdjének dtlaga és szérdsa? (4 pont)

A kovetkezo évben ujfajta tapoldatot is hasznaltak az almafik ontozésére.
Az tjabb almasziiret utan djra valasztottak 50 darabot, amelyeknek megmérték
az atmérijét. Az elézé évi mintdval Osszehasonlitva azt tapasztaltdk, hogy a 8 cm-
nél kisebb gyiimélesok atmérdje 24%-kal nétt, ha méretiiket egész cm-re kerekitjiik.

b) Mekkora lesz az ij minta medidnja, illetve a minta medidntdl valé atlagos
abszolut eltérése? (5 pont)

A sziireten szedett gyiimolesbél almalevet préselnek. A leszedett alméat meg-
hamozzik, kiszedik a magjat, ezdltal 12%-ot veszit a témegébdl. A préseléskor 8 kg
pucolt almabdl atlagosan 5 liter levet készitenek.

¢) Hany kg almat szedtek a sziiret alkalméval, ha abbdl 6sszesen 3 000 liter
almalé késziilt? (3 pont)

Az almat 200 Ft/kg egységaron tudja eladni a gazda. Az almalé drat gy
szeretné meghatdrozni, hogy azzal 20%-kal tobb bevétele legyen.

d) Mennyibe keriiljon 1 liter almalé? (A vélaszt egész forintra kerekitve adjuk
meg. ) (4 pont)

6. A szinhdz szervezési osztalyan 196 bérletet adtak el az aktudalis évadra.
A Dbérletes eldadasok el6tt — a bérlettulajdonosok elfoglaltsdga miatt — atlagosan
5% bérletlemondds torténik. A szinhdz pénztaraban az ilyen esetekre ugynevezett
lépcsbjegyeket adnak el, amelyek nem helyre szélnak, hanem a bérletlemondés miatt
megiiresedett helyeket tolthetik fel a nézok. A 12. évfolyam tanuldi 7 db 1épcséjegyet
vasaroltak.

Simon azt mondja: ,Mind a 7 didknak jut iilohely a szinhazban.”

a) Fogalmazzuk meg Simon allitdsdanak megforditasat. (2 pont)

Tamés azt mondja: ,Legaldbb 65% a val6szintisége, hogy mindenkinek jut
iil6hely a szinhazban.”

b) Igazoljuk Tamds allitdsat. (6 pont)
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A szinhdzban a szék aljara barna, sarga és lila szinii boritékokat ragasztottak
4:5:5 aranyban, amelyekben vaséarlasi kedvezményre jogosité kuponok talalhato-
ak. A barna boritékok felében 10%-os, a tébbiben 15%-os kupon taldlhaté. A sarga
szinfieck harmadédban 15%-0s, a tobbiben 20%-os kupon van. A lila boritékokba
egységesen 15%-os kupont tettek. Réka 15%-os kedvezményt taldlt a sajat boriték-

jaban.
¢) Mekkora a valdszintlisége, hogy Réka sérga szin(i boritékot kapott?
(8 pont)
7. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazén:
2sinz = | — 1| + |z — 3|. (7 pont)

b) Mekkora az f(x) = 2sinz, g(z) = |z — 1| 4 |o — 3| gorbék és az y tengely
altal hatarolt korlatos sikidom teriiletének pontos értéke? (9 pont)

8. A 20 cm oldalhosszisdgu négyzet alaku fehér lapbdl a kezdé origami szak-
koron tetraédert hajtogatnak a gyerekek tugy, hogy az dbrdn jelolt AC, AB és BC
szakaszok mentén hajtjak meg a lapot.

A 20 cm
D
A
20 cm C C
10 cm
B
B 10cm D

a) Mekkora a tetraéder legnagyobb és legkisebb teriiletii lapjanak hajlasszoge
a hajtogatds utdn? (7 pont)

b) Mekkora a tetraéder térfogata? (3 pont)

Az elkészitett tetraédereket a gyerekek megerdsitik az élek hosszara ragasztott
szines szivoszalak segitségével. Majd a legnagyobb teriiletii lapjara allitva leteszik
egy asztalra egyforman igazitva a testeket.

¢) Hény kiilonboz6 megerésitett tetraéder készithetd piros, zold, sdrga és kék
szin(i szivészallal, ha az egy csuicsban taldlkoz6 szivészalak nem lehetnek egyforma

szintiek? (6 pont)
9. A koordindtarendszerben megrajzoltuk a p : y = éxz - %z + 13—0 egyenletli
parabolat.
a) frjuk fel a parabola és az y-tengely metszéspontjaban a paraboldahoz huzott
érinté egyenletét. (6 pont)
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Fizika tanulményok alapjan ismert, hogy a parabolatiikor a tengelyével par-
huzamos fénysugarakat a fékuszponton keresztiil veri vissza.

b) A parabola belsejében fénysugér érkezik az y-tengely mentén. Mi a vissza-
verddd fénysugdr egyenesének egyenlete? (7 pont)

Fizikdban beesési merdlegesnek hivjak a beesési pontban a parabola érintojére
allitott merolegest.

¢) Mekkora az y-tengely mentén beesd fénysugar és a beesési merdleges altal
bezért szog? (3 pont)

Jécsik Csilla
Gy6r

Megoldasvazlatok a 2022/3. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a 2°T1 + 3 = 2177 egyenletet a valds szdmok halmazdn.

A H =1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} alaphalmaz A, B, C részhalmazairdl az aldbbi-
akat ismerjik:

BCA; AUC={0;8}; ANC={3;4;7}; C=1{0;1;2;8,9}; A\ B={2,7;9}.

b) Elemeinek felsoroldsdval adjuk meg az A, B, C' halmazokat. (11 pont)
Megoldas.
2
a) 2:2"+3= 2.(27)%4+3-2° —2=0;
-3+t 1 -3+ 1
(2%);5 = 5 49+ 6 _ 34 5; 20 A =% 2= 2" =2"1=z=-1

(a 27 fiiggvény szigoriian monoton néve).
Ellendrzés: 20 +3 = 21=(-1: 1 43 = 22, 4 = 4. (Az ellendrzés helyettesithetd
az ekvivalens atalakitdsokra valé hivatkozassal.)

b) Mivel B C A, vizsgéljuk elészor az A, C', H halmazok viszonyét. Ez a mé-
sodik, harmadik és negyedik informaécié alapjan az els6 abrdrdl leolvashato.

H H
A c A c
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