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Mennyi a téglalap teriilete?

Kivonat

Cikkiinkben megmutatjuk, hogy a téglalap teriiletképlete levezethetd né-
hény észszerti feltevésbol. Megkozelitésiinkben a Cauchy-féle fiiggvényegyen-
let jatszik kulcsszerepet, melynek matematikai és torténeti vonatkozdsaira
szintén kitériink roviden.

1. Bevezetés

A teriiletfogalom kialakitdsa mar az &dltaldnos iskoldban elkezdédik. Beveze-
tésként a téglalapot szokas vizsgdlni, részben ,egyszerlisége” miatt, részben, mert
szamos alakzat teriiletképlete ebbdl szarmaztathato. fgy mindenki szadmara maga-
tél értetddo tény, hogy a téglalap teriilete a két merdleges oldal hosszanak szorza-
ta. Am a kérdés valéjdban nem az, hogy mennyi a téglalap teriilete, hanem hogy
miért pont ennyi. Az intuicié ugyanis még a teriiletképlet megismerése elott sugal-
maz bizonyos evidencidkat. Elvarjuk, hogy a teriilet csak az oldalak hosszatdl fiiggd
nemnegativ érték legyen; elvarjuk, hogy ha egy téglalapot barmelyik parhuzamos
oldalparja mentén azonos mértékben és iranyban meghosszabbitva tijabb téglalappa
egészitiink ki, akkor a két rész teriiletének Gsszege egyezzen meg az Gsszteriilettel;
végezetiil elvarjuk, hogy az egységnégyzet teriilete egységnyi legyen. Mindezeket
szabatosan a kovetkez6 megdllapoddsokban rogzithetjiik. (A tovdbbiakban R a va-
16s, Ry a nemnegativ valos, Q a racionalis, Q4 a nemnegativ raciondlis szamok
halmazat jeloli.)

1. megallapodas. A teriilet egy 7' : R2 — R fiiggvény.

2. megallapodas. Ha a, a1, ao, valamint b, by, by adott nemnegativ szamok,
akkor

T(al + ao, b) = T(al, b) + T(ag, b) és T(CI,7 by + bg) = T(a, bl) + T(a, bg)

3. megallapodas. T'(1,1) = 1.

Ezekre a tovabbiakban rendre nemnegativitasi, additivitasi és normdltsagi fel-
tételként fogunk hivatkozni. Els6ként azt igazoljuk, hogy e harom geometriai tartal-
mu megéllapodés egy és csakis egy algebrai formulat eredményezhet: az dltaldnos
iskolaban megismert teriiletképletet.

A cikk a Bolyai Jdnos Kutatasi Oszténdij és az Innovéciés és Technolégiai Minisztéri-
um UNKP-20-5 kédszamu Uj Nemzeti Kivalosdg Programjanak tdmogatasanak a Nemzeti
Kutatési, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszirozott szakmai tdmogatdsaval késziilt.
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2. Ennyi a téglalap teriilete

Tegyiik fel, hogy az A C R halmaz zart az Osszeaddsra, azaz barmely két
elemével egyiitt azok Osszegét is tartalmazza. Azt mondjuk, hogy az f: A = R
fliggvény additiv, ha minden x,y € A esetén teljesiil rd az ugynevezett Cauchy-féle
figguényegyenlet:

(1) fx+y) = f(z)+ f(y)

Az egyenlet dltaldnos megoldasanak leirasa nem konnyti feladat. Nyilvan az iden-
titds szdmszorosa, vagyis egy f(z) = cx alaku fiiggvény mindig additiv. Sét, az
A = R, specidlis valasztds és a nemnegativitasi feltétel mellett valamennyi additiv
fliggvény csakis ilyen alaki lehet:

Tétel. Ha f: Ry — Ry additiv figgvény, akkor minden x € Ry esetén

flz) = f()x.

Bizonyitas. Els6ként megmutatjuk, hogy f racionalisan homogén, azaz min-
den r € Q4 és minden x € Ry esetén f(rx) =rf(x) teljesiil. Az (1) egyenletben az
x = y helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy f(2x) = 2f(x). Innen teljes indukcié-
val igazolhat6, hogy f(nx) = nf(z) teljesiil minden n pozitiv egész esetén. Legyen
most r = m/n alakban adott, ahol m és n pozitiv egészek. Az elébbi tulajdonsdgot
kétszer felhasznélva,

ﬂm»—f(fa)—nﬁ<i§)—f]nf(gg——jfu>—nﬂ@.

Masodszor azt igazoljuk, hogy f monoton novekvo. Legyenek x < y nemnega-
tiv szamok. Ekkor y — x is nemnegativ, igy az [ additivitdsa és a nemnegativitasa
miatt

fw) =f(y—a)+z)=fly—=z)+ f(z) > f(z).

A harmadik és egyben utolsé 1épésben megmutatjuk, hogy minden x € R,
esetén az f(x) és az f(1)x értékek eltérése akarmilyen pozitiv szdmnél kisebb.
Ez ugyanis pontosan azt jelenti, hogy az eltérés nulla, azaz f(x) = f(1)z. Jelolje
[] az @ valds szam (alsé) egészrészét. Mivel minden n € N és minden x € R esetén
[nz] < ne < [nx] + 1, ezért

[na] [nx] 1
rpi=—< < —+— =71, + —.
n n n n
Azonban f raciondlisan homogén és monoton novo, ezért ebbdl az egyenlétlenség-
lancbdl kovetkezik, hogy

d ) = 1) < 5@ < 5 () = (1) )

Ha még folhasznaljuk az x — % < rp, < o egyenlStlenséget, akkor itt f(1) > 0 miatt
a bal oldal als6, mig a jobb oldal fels6 becsléssel folytathato:

(x—i>fﬂ)<f@)<(x+;>fﬂl
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Tehat
|f(z) = f(D)a] < ==

teljesiil minden n € N és minden x € R esetén, és éppen ezt akartuk belatni. O

Rogzitett nemnegativ b szdm mellett az a +— T'(a,b) fiiggvény nemnegativ
és additiv az els6é két megdllapodds értelmében, igy a fenti tétel miatt T'(1,b)a
alakd. Hasonléan, a b T'(1,b) fiiggvény sziikségképpen T'(1,1)b alaki. Vagyis
megallapodasaink egyértelmiien meghatdrozzik a téglalap teriiletképletét:

T(a,b) =T(1,b)a =T(1,1)ab = ab.

A teriiletfogalom megalapozdsanak most bemutatott ttja Legendre munkdassa-
géra eredeztethet6 [5]. Megallapoddsai lényegében a mieinkhez hasonléak, egyetlen
apro eltéréssel: nincs feltételezve a teriilet nemnegativitdsa. Rovidesen latni fogjuk,
hogy e feltétel hidnyaban az el6zé tétel érvényét veszti.

3. Kitekintés: a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet

Mint emlitettiik, az identitds konstansszorosa, vagyis egy cx alakui fiiggvény
additiv a valds egyenesen. Az ilyen tipusu megoldasokat reguldris megolddsnak ne-
vezziik. Mit dllithatunk a nem reguléris additiv valés fiiggvényekrol? A tovabbiak-
ban erre a kérdésre keresiink valaszt a koordinatageometria segitségével.

A Descartes-féle sik, azaz R? rendezett szdmpérjait hol pontoknak, hol vekto-
roknak fogjuk tekinteni. Ez ugyanis sohasem okoz majd félreértést, viszont adott
esetben biztositja a valasztas kényelmét. A szokdsos médon két ilyen vektor 6sszege
a komponensek 6sszegébdl képzett vektor, egy vektor szamszorosa pedig az eredeti
komponensek szamszorosabdl allo vektor. Egy vektor normdja alatt a Pitagorasz-
tétel szerint szamitott euklideszi hosszat értjiik:

(V] :== Va2 + 32, ahol v = (z,y) € R

Az igy bevezetett norma pozitiv definit, abszolit homogén és szubadditiv. Azaz,
minden v, w € R? és minden A\ € R esetén

e ||v]| > 0, és egyenléség pontosan akkor 4ll, ha v a nullvektor;
o [[Av][ = AL - [lv]];
o |lv+wl < [lv]l +[Iwl].

Konnyen ellendrizhetd, hogy a norma segitségével a p kozéppont, € > 0 sugard
nyilt korlap a kovetkez6 médon adhaté meg:

Ulp,e) :={veR?: |[v-p| <e}.

Az U(p,¢) korlemezt szokds a p pont ¢ sugard kornyezeteként is emliteni. Az f :
R — R fiiggvény grdfja alatt az {(a:, f(@)) eR? |z € ]R} halmazt értjiik. Vilagos,
hogy regularis additiv valds fiiggvény grafja egy origon athaladé egyenes. Teljesen
mésként viselkednek a nem reguléris additiv fliggvények:
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Tétel. Ha f: R — R nem reguldris additiv fiigguény, akkor grdfja mindeniitt
stirt a Descartes-féle sikon. Azaz, a sik minden pontjanak minden kornyezete tar-
talmaz grafpontot.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f: R — R nem reguldris, azaz nem cx alaku.
Ekkor 1éteznek olyan z; # xo valds szamok, hogy az (acl, f(a:l)) és az (xg, f(arg))
pontok két kiilénb6z6 origéon dtmend egyenest hataroznak meg. Masképpen fogal-
mazva, a

Vi = (ffhf(xl)) és vy = (9627f($2))

vektorok egy nem elfajulé paralelogrammaét feszitenek ki a Descartes-féle sikon.
Legyen most a p € R? pont és az € > 0 sugér tetszélegesen adott. Azt kell megmu-
tatnunk, hogy az U(p, €) nyilt korlemez tartalmaz f grafjardl valamilyen q pontot.

Mivel a v; és vo vektorok nem parhuzamosak, ezért a stk minden pontja eléallithaté
a segitségiikkel. Azaz, léteznek olyan «y és ap valds szamok, hogy

P = a1vy + aava.

Vélasszunk olyan r; és ro raciondlis szamokat, amelyek elég kozel vannak az «; és
ao egyiitthatékhoz az aldbbi értelemben:

9 9

o1 — T < QAo — T < )\
R A R R vy

Ilyen rq és ro raciondlis szam 1étezését az el6zo6 tétel bizonyitasdanak harmadik 1épé-
sében hasznalt médszer biztositja. Tekintsiik a q = r1vy + rovy pontot. A norma
abszolut homogenitasa és szubadditivitdsa, valamint r és ro valasztdsa miatt

Ip—all = [[(e1vi + aava) — (rivy + rava)|| = || (a1 — r1)vi + (a2 — r2)vo|
< [(ar = rovi|| + [[(a2 = ra)va| = |an = - [[val| + |ag = 72| - V2|
g e

[l + o lvall =&

< _— . —
[vill + [[va [vall + [lve|

Ez azt mutatja, hogy q € U(p, €). Mdsrészt, az el6z8 tétel bizonyitasaban latottak
alapjan megmutathato, hogy f raciondlisan homogén. Ezt és f additivitasat szem
el6tt tartva,

q="r1Vvi+7ravy = (7‘1331 +rowa, r1 f(21) + 7‘2f(332))
= (ri@1 + rawa, f(riz1) + f(raa2))
= (7”1331 +rowa, f(rizn + 7”21‘2))~

Ha tehdt o = r1x1 4+ rowe, akkor q = (x, f(x)) alaki. Vagyis q egy megfelel6 graf-
pont az U(p, e) nyilt kérlemezben. |

Tovabbra is kérdés persze, hogy egyaltaldn létezik-e nem regularis additiv

valds fliggvény. Gondoljuk csak el, mi a szemléletes tartalma ennek a tételnek: egy
mindeniitt stiri fliggvénygrafot az egész sikot kitoltd sziirke kodhoz lehet leginkabb
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hasonlitani. Nem véletleniil akartdk sokdig makacsul azt igazolni, hogy minden
additiv f : R — R regulédris. Ez a torekvés csak akkor bizonyult sikeresnek, ha
valamilyen tobbletfeltételt szabtak a keresett fiiggvényre. A teljesség igénye nélkiil
megemlitjiik, hogy az (1) egyenletet els6ként a névadé Cauchy tanulmanyozta és
oldotta meg a folytonossdg feltételezése mellett [2]. Darboux vette észre, hogy
a nemnegativitdsi feltétel szintén reguldris megolddsokra vezet [3].

A probléma végsé megoldasa sokdig varatott magara. A fordulatokban gazdag
torténeti és matematikai részletekkel kapcsolatban ajénljuk Aczél konyvét [1]. Most
csupan arra utalunk, hogy végiil Hilbert tanitvanya, Hamel oldotta meg a Cauchy-
egyenletet miden egyéb segédfeltétel nélkiil. Mindenki legnagyobb meglepetésére
eredményébol kideriilt, hogy a megoldasok kozott léteznek nem regularis megol-
dasok. Egy ilyen megoldas birtokaban lehetoségiink nyilna a téglalap teriiletének
masfajta mérésére is. Kérdés persze, hogy mire megyiink egy olyan teriiletmér-
tékkel, amely lehet negativ, és raadasul egy mindeniitt stiri fiiggvénygraffal all
kapcsolatban . ..
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Gyakorl6 feladatsor
' emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlotlenségeket a valés szamok halmazén:

a) a®? —5a+4<0, (3 pont)
b) logi (51 — 25%) < —2. (8 pont)
2
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