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Mennyi a téglalap teriilete?

Kivonat

Cikkiinkben megmutatjuk, hogy a téglalap teriiletképlete levezethetd né-
hény észszerti feltevésbol. Megkozelitésiinkben a Cauchy-féle fiiggvényegyen-
let jatszik kulcsszerepet, melynek matematikai és torténeti vonatkozdsaira
szintén kitériink roviden.

1. Bevezetés

A teriiletfogalom kialakitdsa mar az &dltaldnos iskoldban elkezdédik. Beveze-
tésként a téglalapot szokas vizsgdlni, részben ,egyszerlisége” miatt, részben, mert
szamos alakzat teriiletképlete ebbdl szarmaztathato. fgy mindenki szadmara maga-
tél értetddo tény, hogy a téglalap teriilete a két merdleges oldal hosszanak szorza-
ta. Am a kérdés valéjdban nem az, hogy mennyi a téglalap teriilete, hanem hogy
miért pont ennyi. Az intuicié ugyanis még a teriiletképlet megismerése elott sugal-
maz bizonyos evidencidkat. Elvarjuk, hogy a teriilet csak az oldalak hosszatdl fiiggd
nemnegativ érték legyen; elvarjuk, hogy ha egy téglalapot barmelyik parhuzamos
oldalparja mentén azonos mértékben és iranyban meghosszabbitva tijabb téglalappa
egészitiink ki, akkor a két rész teriiletének Gsszege egyezzen meg az Gsszteriilettel;
végezetiil elvarjuk, hogy az egységnégyzet teriilete egységnyi legyen. Mindezeket
szabatosan a kovetkez6 megdllapoddsokban rogzithetjiik. (A tovdbbiakban R a va-
16s, Ry a nemnegativ valos, Q a racionalis, Q4 a nemnegativ raciondlis szamok
halmazat jeloli.)

1. megallapodas. A teriilet egy 7' : R2 — R fiiggvény.

2. megallapodas. Ha a, a1, ao, valamint b, by, by adott nemnegativ szamok,
akkor

T(al + ao, b) = T(al, b) + T(ag, b) és T(CI,7 by + bg) = T(a, bl) + T(a, bg)

3. megallapodas. T'(1,1) = 1.

Ezekre a tovabbiakban rendre nemnegativitasi, additivitasi és normdltsagi fel-
tételként fogunk hivatkozni. Els6ként azt igazoljuk, hogy e harom geometriai tartal-
mu megéllapodés egy és csakis egy algebrai formulat eredményezhet: az dltaldnos
iskolaban megismert teriiletképletet.

A cikk a Bolyai Jdnos Kutatasi Oszténdij és az Innovéciés és Technolégiai Minisztéri-
um UNKP-20-5 kédszamu Uj Nemzeti Kivalosdg Programjanak tdmogatasanak a Nemzeti
Kutatési, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszirozott szakmai tdmogatdsaval késziilt.

194 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/4



éf 2022.4.4 — 13:15 — 195. oldal — 3. lap KoMalL, 2022. aprilis ?

2. Ennyi a téglalap teriilete

Tegyiik fel, hogy az A C R halmaz zart az Osszeaddsra, azaz barmely két
elemével egyiitt azok Osszegét is tartalmazza. Azt mondjuk, hogy az f: A = R
fliggvény additiv, ha minden x,y € A esetén teljesiil rd az ugynevezett Cauchy-féle
figguényegyenlet:

(1) fx+y) = f(z)+ f(y)

Az egyenlet dltaldnos megoldasanak leirasa nem konnyti feladat. Nyilvan az iden-
titds szdmszorosa, vagyis egy f(z) = cx alaku fiiggvény mindig additiv. Sét, az
A = R, specidlis valasztds és a nemnegativitasi feltétel mellett valamennyi additiv
fliggvény csakis ilyen alaki lehet:

Tétel. Ha f: Ry — Ry additiv figgvény, akkor minden x € Ry esetén

flz) = f()x.

Bizonyitas. Els6ként megmutatjuk, hogy f racionalisan homogén, azaz min-
den r € Q4 és minden x € Ry esetén f(rx) =rf(x) teljesiil. Az (1) egyenletben az
x = y helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy f(2x) = 2f(x). Innen teljes indukcié-
val igazolhat6, hogy f(nx) = nf(z) teljesiil minden n pozitiv egész esetén. Legyen
most r = m/n alakban adott, ahol m és n pozitiv egészek. Az elébbi tulajdonsdgot
kétszer felhasznélva,

ﬂm»—f(fa)—nﬁ<i§)—f]nf(gg——jfu>—nﬂ@.

Masodszor azt igazoljuk, hogy f monoton novekvo. Legyenek x < y nemnega-
tiv szamok. Ekkor y — x is nemnegativ, igy az [ additivitdsa és a nemnegativitasa
miatt

fw) =f(y—a)+z)=fly—=z)+ f(z) > f(z).

A harmadik és egyben utolsé 1épésben megmutatjuk, hogy minden x € R,
esetén az f(x) és az f(1)x értékek eltérése akarmilyen pozitiv szdmnél kisebb.
Ez ugyanis pontosan azt jelenti, hogy az eltérés nulla, azaz f(x) = f(1)z. Jelolje
[] az @ valds szam (alsé) egészrészét. Mivel minden n € N és minden x € R esetén
[nz] < ne < [nx] + 1, ezért

[na] [nx] 1
rpi=—< < —+— =71, + —.
n n n n
Azonban f raciondlisan homogén és monoton novo, ezért ebbdl az egyenlétlenség-
lancbdl kovetkezik, hogy

d ) = 1) < 5@ < 5 () = (1) )

Ha még folhasznaljuk az x — % < rp, < o egyenlStlenséget, akkor itt f(1) > 0 miatt
a bal oldal als6, mig a jobb oldal fels6 becsléssel folytathato:

(x—i>fﬂ)<f@)<(x+;>fﬂl
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Tehat
|f(z) = f(D)a] < ==

teljesiil minden n € N és minden x € R esetén, és éppen ezt akartuk belatni. O

Rogzitett nemnegativ b szdm mellett az a +— T'(a,b) fiiggvény nemnegativ
és additiv az els6é két megdllapodds értelmében, igy a fenti tétel miatt T'(1,b)a
alakd. Hasonléan, a b T'(1,b) fiiggvény sziikségképpen T'(1,1)b alaki. Vagyis
megallapodasaink egyértelmiien meghatdrozzik a téglalap teriiletképletét:

T(a,b) =T(1,b)a =T(1,1)ab = ab.

A teriiletfogalom megalapozdsanak most bemutatott ttja Legendre munkdassa-
géra eredeztethet6 [5]. Megallapoddsai lényegében a mieinkhez hasonléak, egyetlen
apro eltéréssel: nincs feltételezve a teriilet nemnegativitdsa. Rovidesen latni fogjuk,
hogy e feltétel hidnyaban az el6zé tétel érvényét veszti.

3. Kitekintés: a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet

Mint emlitettiik, az identitds konstansszorosa, vagyis egy cx alakui fiiggvény
additiv a valds egyenesen. Az ilyen tipusu megoldasokat reguldris megolddsnak ne-
vezziik. Mit dllithatunk a nem reguléris additiv valés fiiggvényekrol? A tovabbiak-
ban erre a kérdésre keresiink valaszt a koordinatageometria segitségével.

A Descartes-féle sik, azaz R? rendezett szdmpérjait hol pontoknak, hol vekto-
roknak fogjuk tekinteni. Ez ugyanis sohasem okoz majd félreértést, viszont adott
esetben biztositja a valasztas kényelmét. A szokdsos médon két ilyen vektor 6sszege
a komponensek 6sszegébdl képzett vektor, egy vektor szamszorosa pedig az eredeti
komponensek szamszorosabdl allo vektor. Egy vektor normdja alatt a Pitagorasz-
tétel szerint szamitott euklideszi hosszat értjiik:

(V] :== Va2 + 32, ahol v = (z,y) € R

Az igy bevezetett norma pozitiv definit, abszolit homogén és szubadditiv. Azaz,
minden v, w € R? és minden A\ € R esetén

e ||v]| > 0, és egyenléség pontosan akkor 4ll, ha v a nullvektor;
o [[Av][ = AL - [lv]];
o |lv+wl < [lv]l +[Iwl].

Konnyen ellendrizhetd, hogy a norma segitségével a p kozéppont, € > 0 sugard
nyilt korlap a kovetkez6 médon adhaté meg:

Ulp,e) :={veR?: |[v-p| <e}.

Az U(p,¢) korlemezt szokds a p pont ¢ sugard kornyezeteként is emliteni. Az f :
R — R fiiggvény grdfja alatt az {(a:, f(@)) eR? |z € ]R} halmazt értjiik. Vilagos,
hogy regularis additiv valds fiiggvény grafja egy origon athaladé egyenes. Teljesen
mésként viselkednek a nem reguléris additiv fliggvények:
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Tétel. Ha f: R — R nem reguldris additiv fiigguény, akkor grdfja mindeniitt
stirt a Descartes-féle sikon. Azaz, a sik minden pontjanak minden kornyezete tar-
talmaz grafpontot.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f: R — R nem reguldris, azaz nem cx alaku.
Ekkor 1éteznek olyan z; # xo valds szamok, hogy az (acl, f(a:l)) és az (xg, f(arg))
pontok két kiilénb6z6 origéon dtmend egyenest hataroznak meg. Masképpen fogal-
mazva, a

Vi = (ffhf(xl)) és vy = (9627f($2))

vektorok egy nem elfajulé paralelogrammaét feszitenek ki a Descartes-féle sikon.
Legyen most a p € R? pont és az € > 0 sugér tetszélegesen adott. Azt kell megmu-
tatnunk, hogy az U(p, €) nyilt korlemez tartalmaz f grafjardl valamilyen q pontot.

Mivel a v; és vo vektorok nem parhuzamosak, ezért a stk minden pontja eléallithaté
a segitségiikkel. Azaz, léteznek olyan «y és ap valds szamok, hogy

P = a1vy + aava.

Vélasszunk olyan r; és ro raciondlis szamokat, amelyek elég kozel vannak az «; és
ao egyiitthatékhoz az aldbbi értelemben:

9 9

o1 — T < QAo — T < )\
R A R R vy

Ilyen rq és ro raciondlis szam 1étezését az el6zo6 tétel bizonyitasdanak harmadik 1épé-
sében hasznalt médszer biztositja. Tekintsiik a q = r1vy + rovy pontot. A norma
abszolut homogenitasa és szubadditivitdsa, valamint r és ro valasztdsa miatt

Ip—all = [[(e1vi + aava) — (rivy + rava)|| = || (a1 — r1)vi + (a2 — r2)vo|
< [(ar = rovi|| + [[(a2 = ra)va| = |an = - [[val| + |ag = 72| - V2|
g e

[l + o lvall =&

< _— . —
[vill + [[va [vall + [lve|

Ez azt mutatja, hogy q € U(p, €). Mdsrészt, az el6z8 tétel bizonyitasaban latottak
alapjan megmutathato, hogy f raciondlisan homogén. Ezt és f additivitasat szem
el6tt tartva,

q="r1Vvi+7ravy = (7‘1331 +rowa, r1 f(21) + 7‘2f(332))
= (ri@1 + rawa, f(riz1) + f(raa2))
= (7”1331 +rowa, f(rizn + 7”21‘2))~

Ha tehdt o = r1x1 4+ rowe, akkor q = (x, f(x)) alaki. Vagyis q egy megfelel6 graf-
pont az U(p, e) nyilt kérlemezben. |

Tovabbra is kérdés persze, hogy egyaltaldn létezik-e nem regularis additiv

valds fliggvény. Gondoljuk csak el, mi a szemléletes tartalma ennek a tételnek: egy
mindeniitt stiri fliggvénygrafot az egész sikot kitoltd sziirke kodhoz lehet leginkabb
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hasonlitani. Nem véletleniil akartdk sokdig makacsul azt igazolni, hogy minden
additiv f : R — R regulédris. Ez a torekvés csak akkor bizonyult sikeresnek, ha
valamilyen tobbletfeltételt szabtak a keresett fiiggvényre. A teljesség igénye nélkiil
megemlitjiik, hogy az (1) egyenletet els6ként a névadé Cauchy tanulmanyozta és
oldotta meg a folytonossdg feltételezése mellett [2]. Darboux vette észre, hogy
a nemnegativitdsi feltétel szintén reguldris megolddsokra vezet [3].

A probléma végsé megoldasa sokdig varatott magara. A fordulatokban gazdag
torténeti és matematikai részletekkel kapcsolatban ajénljuk Aczél konyvét [1]. Most
csupan arra utalunk, hogy végiil Hilbert tanitvanya, Hamel oldotta meg a Cauchy-
egyenletet miden egyéb segédfeltétel nélkiil. Mindenki legnagyobb meglepetésére
eredményébol kideriilt, hogy a megoldasok kozott léteznek nem regularis megol-
dasok. Egy ilyen megoldas birtokaban lehetoségiink nyilna a téglalap teriiletének
masfajta mérésére is. Kérdés persze, hogy mire megyiink egy olyan teriiletmér-
tékkel, amely lehet negativ, és raadasul egy mindeniitt stiri fiiggvénygraffal all
kapcsolatban . ..
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Gyakorl6 feladatsor
' emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlotlenségeket a valés szamok halmazén:

a) a®? —5a+4<0, (3 pont)
b) logi (51 — 25%) < —2. (8 pont)
2
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2. A bolthal6zat raktaraban 14 500 doboz iditét tarolnak. A rovid szavatossdgi
id6 miatt a tulajdonos szeretné a teljes készletet 29 napon beliil eladni. Az elsd
napon 150 darabot sikeriilt értékesiteni.

a) Legaldbb mennyivel kell naponta névelni az eladott iiditék szdmdt, hogy
a terv sikeriiljon? (3 pont)

A bolthélézat novekedése miatt sziikségessé valt egy 1j raktarépiilet megvasar-
ldsa, amelyet a tulajdonos hitel felvételével kivan megvaldsitani. A banktdl kapott
30 millié forint kélesont 5 éven at 5 egyenld részletben kell visszafizetnie. A 2021.
janudrjaban felvett kolcsonre a bank minden év végén 3,5%-os kamatot szdmit fel.
A torlesztést a tulajdonos a kovetkezd év januarjdban kezdi meg.

b) Mekkorak az egyes torlesztOrészletek ezer forintra kerekitve? (5 pont)

A bolt gazdasagi vezet&je azt tandcsolta, hogy évente maximum 4 millié forin-
tot koltson a tulajdonos az 1j raktarépiiletre felvett koleson torlesztésére, az elézével
megegyezd banki kamat mellett.

¢) Hény év alatt tudja igy a tulajdonos visszafizetni a kolcsont? (5 pont)

3. Legyen az U alaphalmaz az els6 n pozitiv egész szam, amelynek harom
részhalmaza:

A : 6-tal oszthaté szamok,

B : 15 tobbszorosei,

C : olyan egészek, amelyeknek osztdja a 20.

a) Mennyi lehet n legkisebb és legnagyobb értéke, ha az AN BN C halmaz
elemszama 37 (3 pont)

b) Hany olyan szdm taldlhaté 1 és 200 kozott, amelyek A, B és C' halmazok
koziil pontosan kettének elemei? (5 pont)

¢) Hatérozzuk meg a kovetkezd éllitdsok logikai értékét. Vilaszainkat minden
esetben indokoljuk.

(i) A B\ (AUC) halmaz elemeinek utolsé szamjegye 5 vagy 6.
(i) B\ (AUC) =B\ A.
(791) A C'\ (AU B) halmaz elemeinek szorzata 10 darab 0-ra végzédik n = 200
esetén. (6 pont)

4. Tekintsiik az ABCD paralelogrammaédt, amelynek AB oldala 16 cm-rel
hosszabb, mint az AD oldala, valamint hegyesszoge DAB< = a.

a) Igazoljuk, hogy a paralelogramma D C
szogfelez6i altal meghatarozott PQRS
négyszog téglalap. (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy a PQRS téglalap
teriilete cm?-ben mérve T' = 128 - sin a.

(7 pont) Q
¢) Mekkora a PQRS téglalap atlé-
jdnak hossza? (3 pont)

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/ 199



QF 2022.4.4 — 13:15 — 200. oldal — 8. lap KoMalL, 2022. aprilis EF

II. rész

5. Almasziiret utdn véletlenszertien kivédlasztottak 50 darab almét, megmérték
az atmérdjiiket, ezt mutatja az alabbi oszlopdiagram.

18
16
14
o 12
g 10
A 8
6
11
2
0 |
5 6 7 8 9 10 11
Atméré (cm)
a) Mennyi az almék dtmérdjének dtlaga és szérdsa? (4 pont)

A kovetkezo évben ujfajta tapoldatot is hasznaltak az almafik ontozésére.
Az tjabb almasziiret utan djra valasztottak 50 darabot, amelyeknek megmérték
az atmérijét. Az elézé évi mintdval Osszehasonlitva azt tapasztaltdk, hogy a 8 cm-
nél kisebb gyiimélesok atmérdje 24%-kal nétt, ha méretiiket egész cm-re kerekitjiik.

b) Mekkora lesz az ij minta medidnja, illetve a minta medidntdl valé atlagos
abszolut eltérése? (5 pont)

A sziireten szedett gyiimolesbél almalevet préselnek. A leszedett alméat meg-
hamozzik, kiszedik a magjat, ezdltal 12%-ot veszit a témegébdl. A préseléskor 8 kg
pucolt almabdl atlagosan 5 liter levet készitenek.

¢) Hany kg almat szedtek a sziiret alkalméval, ha abbdl 6sszesen 3 000 liter
almalé késziilt? (3 pont)

Az almat 200 Ft/kg egységaron tudja eladni a gazda. Az almalé drat gy
szeretné meghatdrozni, hogy azzal 20%-kal tobb bevétele legyen.

d) Mennyibe keriiljon 1 liter almalé? (A vélaszt egész forintra kerekitve adjuk
meg. ) (4 pont)

6. A szinhdz szervezési osztalyan 196 bérletet adtak el az aktudalis évadra.
A Dbérletes eldadasok el6tt — a bérlettulajdonosok elfoglaltsdga miatt — atlagosan
5% bérletlemondds torténik. A szinhdz pénztaraban az ilyen esetekre ugynevezett
lépcsbjegyeket adnak el, amelyek nem helyre szélnak, hanem a bérletlemondés miatt
megiiresedett helyeket tolthetik fel a nézok. A 12. évfolyam tanuldi 7 db 1épcséjegyet
vasaroltak.

Simon azt mondja: ,Mind a 7 didknak jut iilohely a szinhazban.”

a) Fogalmazzuk meg Simon allitdsdanak megforditasat. (2 pont)

Tamés azt mondja: ,Legaldbb 65% a val6szintisége, hogy mindenkinek jut
iil6hely a szinhazban.”

b) Igazoljuk Tamds allitdsat. (6 pont)
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A szinhdzban a szék aljara barna, sarga és lila szinii boritékokat ragasztottak
4:5:5 aranyban, amelyekben vaséarlasi kedvezményre jogosité kuponok talalhato-
ak. A barna boritékok felében 10%-os, a tébbiben 15%-os kupon taldlhaté. A sarga
szinfieck harmadédban 15%-0s, a tobbiben 20%-os kupon van. A lila boritékokba
egységesen 15%-os kupont tettek. Réka 15%-os kedvezményt taldlt a sajat boriték-

jaban.
¢) Mekkora a valdszintlisége, hogy Réka sérga szin(i boritékot kapott?
(8 pont)
7. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazén:
2sinz = | — 1| + |z — 3|. (7 pont)

b) Mekkora az f(x) = 2sinz, g(z) = |z — 1| 4 |o — 3| gorbék és az y tengely
altal hatarolt korlatos sikidom teriiletének pontos értéke? (9 pont)

8. A 20 cm oldalhosszisdgu négyzet alaku fehér lapbdl a kezdé origami szak-
koron tetraédert hajtogatnak a gyerekek tugy, hogy az dbrdn jelolt AC, AB és BC
szakaszok mentén hajtjak meg a lapot.

A 20 cm
D
A
20 cm C C
10 cm
B
B 10cm D

a) Mekkora a tetraéder legnagyobb és legkisebb teriiletii lapjanak hajlasszoge
a hajtogatds utdn? (7 pont)

b) Mekkora a tetraéder térfogata? (3 pont)

Az elkészitett tetraédereket a gyerekek megerdsitik az élek hosszara ragasztott
szines szivoszalak segitségével. Majd a legnagyobb teriiletii lapjara allitva leteszik
egy asztalra egyforman igazitva a testeket.

¢) Hény kiilonboz6 megerésitett tetraéder készithetd piros, zold, sdrga és kék
szin(i szivészallal, ha az egy csuicsban taldlkoz6 szivészalak nem lehetnek egyforma

szintiek? (6 pont)
9. A koordindtarendszerben megrajzoltuk a p : y = éxz - %z + 13—0 egyenletli
parabolat.
a) frjuk fel a parabola és az y-tengely metszéspontjaban a paraboldahoz huzott
érinté egyenletét. (6 pont)
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Fizika tanulményok alapjan ismert, hogy a parabolatiikor a tengelyével par-
huzamos fénysugarakat a fékuszponton keresztiil veri vissza.

b) A parabola belsejében fénysugér érkezik az y-tengely mentén. Mi a vissza-
verddd fénysugdr egyenesének egyenlete? (7 pont)

Fizikdban beesési merdlegesnek hivjak a beesési pontban a parabola érintojére
allitott merolegest.

¢) Mekkora az y-tengely mentén beesd fénysugar és a beesési merdleges altal
bezért szog? (3 pont)

Jécsik Csilla
Gy6r

Megoldasvazlatok a 2022/3. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a 2°T1 + 3 = 2177 egyenletet a valds szdmok halmazdn.

A H =1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} alaphalmaz A, B, C részhalmazairdl az aldbbi-
akat ismerjik:

BCA; AUC={0;8}; ANC={3;4;7}; C=1{0;1;2;8,9}; A\ B={2,7;9}.

b) Elemeinek felsoroldsdval adjuk meg az A, B, C' halmazokat. (11 pont)
Megoldas.
2
a) 2:2"+3= 2.(27)%4+3-2° —2=0;
-3+t 1 -3+ 1
(2%);5 = 5 49+ 6 _ 34 5; 20 A =% 2= 2" =2"1=z=-1

(a 27 fiiggvény szigoriian monoton néve).
Ellendrzés: 20 +3 = 21=(-1: 1 43 = 22, 4 = 4. (Az ellendrzés helyettesithetd
az ekvivalens atalakitdsokra valé hivatkozassal.)

b) Mivel B C A, vizsgéljuk elészor az A, C', H halmazok viszonyét. Ez a mé-
sodik, harmadik és negyedik informaécié alapjan az els6 abrdrdl leolvashato.

H H
A c A c
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Az 5 és a 6 csak a C'\ A halmazban lehet. A tovdbbiakban a B halmazt dgy
kell elhelyezni az A-n beliil, hogy az utolsé feltétel is teljesiiljon. A masodik dbrdn
lathatjuk a megfelelo elhelyezést, igy a halmazok:

A= {1;2:3;4;7:9},

B ={1:3;4},

C ={3;4;5;6;7}.
A H halmaz elemeinek elrendezése a feltételek alapjan egyértelmii, ezért a feladat-
nak egyéb megoldasa nincs.

2. Egy 10 cm oldali négyzet minden oldaldra kifelé egyenld szdri hdromszogeket
rajzoltunk, melyeknek szdrai 13 cm-esek, igy eqy csillagszert alakzatot kaptunk.

a) Mekkora a csillag teriilete?

Felhajgtogatva az egyenld szdari hdromszogeket, eqy négyzet alapi egyenes gila
keletkezett.

b) Mekkora a gildba irhaté gomb sugara? (13 pont)

Megoldas. a) Az egyenld szard haromszog magassaga m; 52 +m? = 132 =
=m =12 cm;

10-12
T:102+4.OT:340cm2.

b) A gila M magassiga egyik befogdja az FOFE derékszogli haromszognek:
52 + M? =122 = M = /119 (cm). Mdsképpen:

0C =5v2; (5v2)°+M?=13% M2 =169 — 50 = M = /119 (cm).

Készitsiink egy sikmetszetet a testrol; a metszosik atmegy az E, O, I ponto-
kon. Az érint6gémb kozéppontja szimmetria okok miatt rajta van az OE egyenesen,
ezért a metsz6sik a gdbmbot egy f6korében metszi, ez a kor érintokore lesz a stkmet-
szet haromszognek.

E
1y

12
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Alkalmazhatjuk a jol ismert r = % képletet, ahol T a haromszog teriilete,
r a beirt kor sugara, s pedig a félkeriilet. Itt

10-v/119 10412412 , 5v119

Egy maésik lehetdség: az ETKA ~ EOFA (szogeik paronként megegyeznek) =
5 35 35119  5v119

T =

~ 3,21 cm.

,
= = =
7 119 V119 119 17

=

3. Andras és Balazs ,zsiroznak” A ,zsirozds” a 32 lapos magyar kdrtya egyik
egyszert jatéka, amelynek az a lényege, hogy a végén az ,iitések” sordn megszerzett
lapok ,zsir” tartalma alapjan dél el, ki nyerte a jatékot.

A magyar kartyaban négy ,szin”: piros, zéld, makk, tok; mindegyik szinen belil
asz, kirdly, felso, alsd, tizes, kilences, nyolcas, hetes taldlhato. ,Zsirnak” szamit
az dsz és a tizes, az nyer, akinek tobb a ,zsirja”. (Ha mindketten 4 -4 zsirt”
szereztek, akkor az nyert, aki utoljdra ,itétt”; dontetlen nincs.)

Az elsd leosztasndl egyszerre négy-négy lapot kapnak a jatékosok.

a) Mennyi a valdszinidsége annak, hogy Andrds elsé leosztdskor kapott négy
lapja kozott legaldbb egy ,zsir”, és legaldbb egy hetes taldlhato?

Azért, hogy eldontsék, ki kezdi a jatékot, sorsolnak gy, hogy a megkevert cso-
magbdl felvaltva visszatevés nélkiil leemelnek egy-eqy lapot. Aki az elsé hetest hizza,
az kapja eldszér a négy lapot, és kezdi meg a jdatékot. (Ha pl. Andrds hiz elészior
hetest, akkor Baldzs kever, és oszt el6bb Andrasnak négy lapot, majd sajit magd-
nak négyet; Andrds kezdi a jdtékot. Késébb ez a keverés, osztds- kezdés felvaltva

torténik.)

Andras kezdte a sorsoldst, és Baldzsnak a mdsodik huzdsdra sikerilt hetest
hiznia.

b) Mennyi ennek a valdsziniisége? (13 pont)

Megoldas. A csomagban 8 ,zsir”, 4 hetes és 20 egyéb lap van. Az esemény
szempontjabol kedvezo eseteket a kénnyebb attekinthetéség kedvéért a tdbldzatban
foglaltuk Gssze.

Az esemény valészintisége:

9704 9704 1213
P A = = =
(4) (342) 35960 4495

~ 0,2699.

Megkaphatjuk az eredményt gy is, hogy a komplementer esemény valdszi-
niiségét szamitjuk ki el6szor. A komplementer esemény az, ha a négy lap kozott
nincs ,,zsir”, vagy nincs hetes. Ha kivessziik a ,,zsirokat”, 24; ha a heteseket, 28; ha
mindkett6t, 20 lap marad. A komplementer esemény szempontjabdl kedvezo esetek

szamas:
24 28 20 _ 26256
_ — 26256, {gy P(A) = =22
(4)+<4> <4) 6256, gy P(A) = 325600
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,Zsit” (8) | Hetes (4) | Egyéb (20) | Hényféleképpen?
! 1 2 (1) (1) (%) = sos0
! 2 1 (1) ) (7)) = 960
! 3 0 (1) (5) =32
2 1 1 (5) () (7) = 2240
2 2 0 (5)(5) =168
3 1 0 (3)(7) =224

Osszesen: 9704
tehat
play—1_ 26256 _ OT0L o0

© 35960 35960

b) Andréds hizott elészor, nem lett hetes; Baldzs hizott, nem hetes; Andras
hizott, nem hetes; Balazs huizott, hetes.
28 27 26 4 78624 819

( )_5.371.%.%:863040:mz0,0911.

4. Vegyiik az aldabbi kijelentéseket:

A) Ha egy mértani sorozatnak van véges hatdrértéke, akkor hdnyadosa egynél

kisebb.
B) Ha f(x) =x+1, ésgo f = x® + 2z + 1, akkor g(z) = 2°.
(gof= g(f(ac)), a g figgvény az [ figguénynek kizvetett figgvénye.)
C) Ha két sorozat dsszege és szorzata konvergens, akkor a sorozatok kiilon-
kiilon 1s konvergensek.
a) Allapitsuk meg a kijelentések logikai értékét (igaz, hamis). Allitdsainkat
igazoljuk.
D) Ha egy n csicsi egyszert graf minden csiucsa legaldbb [%] foki, akkor
S e .. ” n mn 7 7 s’y - .
a graf dsszefiiggo. ([5] az 5 egész Tészét jelenti.)
b) Fogalmazzuk meg a D) dllitds megforditdsdt, majd dontsik el, hogy ez igaz,
vagy hamis. Megdllapitdsunkat indokoljuk. (14 pont)

Megoldés. a) A) Hamis. A konstans sorozat tekinthetd egy ¢ = 1 hédnyadost
mértani sorozatnak, amely konvergens, azaz van olyan véges hatarértékkel rendel-
kez6 mértani sorozat, amelynek hanyadosa nem kisebb 1-nél.

B)Igaz. go f = g(f(z)) = (z + D=2+ 22+ 1.
(') Hamis. Ellenpélddk:

. (TLTI’ )
sin ( —
2
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vagy

T T 3T T
=g (T+n03), bﬁtg(ﬂ"'z) (n€Z%);

vagy an = (—1)", by = (=1)""; vagy

2022, ha n pozitiv paratlan

ap = szam,
0, ha n pozitiv paros
0 ha n pozitiv paratlan
by, =< P p szAm; stb.
2022, ha n pozitiv paros
b) A D) 4llitds megforditdsa: B

Ha egy n csticsu egyszerii graf 6sszefiigg6, akkor minden
csucsa legalabb [%] fokt.

Az allitas hamis.

Pl.: az dbrdn 6sszefiiggd négy csicsu graf van, amelyben D
az A és D csicsok foka 1, azaz fokuk nincs legalabb 2. C

Megjegyzés. A D) éllités igaz, ennek bizonyitdsa azonban most nem feladatunk.
II. rész

5. a) Fiigguény-transzformdcick felhaszndldsdval dbrdzoljuk az f(x) = 4|z| — 2*
figgvényt a [—5;5] intervallumon.

A H halmaz elemeit az f(x) figguény zérushelyei és lokdlis mazimumhelyei
alkotjak. Ismétlés nélkiil, véletlenszeriien kivdlasztunk harom elemet H-bol.

b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a hdrom elem dsszege oszthato 9-cel?

Egy korldtos sikidomot a g(x) = 4x — 22, x € R fiigguény grafikonja és az x ten-
gely zdr kozre.

¢) Szamitsuk ki a sikidom teriiletét. (16 pont)
\ | Megoldas.
"""" LR N e )
(o) = flz| - 4° —dx — 2% = —(z+2)° + 4,
,,,,,,, ! 4
ha z € [-5;0),
fz) =

dr — 22 = —(z —2)° +4,

\ / ha z € [0;5].
—h 2 / \ ) x Innen leolvashaték a transzformé-

ciés lépések: elbszor titkrozzitk az 2

””” 2 fiiggvény grafikonjit (a normélparabo-
\ 14t) az x tengelyre, majd eltoljuk = < 0

—————— 4 \ esetén a (—2;4), x >0 esetén pedig

a (2;4) vektorral.
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b) A zérushelyek: —4, 0, 4; ellendrzés behelyettesitéssel, vagy a hidnyos médsod-
foku egyenletek megoldasdval. A lokdlis maximumhelyek: —2, 2.

Indoklés vagy elemi uton: akkor kapjuk a legnagyobb értéket, ha 4-bél a lehet6
legkevesebbet vesziink el, ez pedig akkor kovetkezik be, ha a zaréjelben a nulla &ll;
vagy: a zérushelyek szamtani kozepe;
vagy: differencidlszamitassal.

Tehat H = {—4;—2;0;2;4}. A kivdlasztott hdrom szdm osszege legalabb —6
és legfeljebb 6, vagyis akkor lesz 9-cel oszthatd, ha az Osszeg 0. Ez két esetben
fordulhat elé, ha a —2, 0, 2, vagy a —4, 0, 4 szdmokat valasztottuk ki. Az Gsszes
lehetGség (g) = 10, igy a keresett valdszinliség:

1
PA) == =2=02
(4) 10 5
c.) Lathato, hogny a g(x) fiiggvény meg- Y o0) = o — 22
egyezik az f(x) figgvénnyel, ha z >0, —
ezért a sikidom teriilete:
3 L
4
2 374
T:/(4x—x2)dx: R - 2 T
2 31,
0 1 L
43 32
=24 — = ;
3 3 -1 0 1 2 3 4\ 5 x

Egy masik lehet6ség, ha haszndljuk a fiiggvénytabldzatot (Nemzeti Tankényv-
kiado, raktéri szdm: 16129/1, 60. oldal), ahol kozlik a parabolaszelet teriiletét,
amely alkalmazhat6 ebben az esetben:

6. Egy vitorldzorepiild pilota teljesitményrepiilést tervez a kovetkezoképpen:
Szombathelyrdl indul, délkelet felé repiil, majd Kaposvdr kornyékén irdnyt vdlt E-EK
felé. Mikor Székesfehérvdr légterét elérte, nyugatra tart, igy érkezik vissza a kiindulo
reptldtérre. (E'-EK az északi és északkeleti irdny szdgfelezdjébe mutatd irdany.)

Az 1:450000-es méretardnyi térképen a Kaposvdr-Székesfehérvar tdavolsdg
22 cm. (Az 1:450000-es méretardny azt jelenti, hogy a térképen mért tdvolsdg
450 000-szerese van a valdsdgban a két objektum kézitt.)

a) Mekkora a tervezett tavrepiilés hossza léguonalban? A végeredményt 10 km-
es pontossagura kerekitve km-ben adjuk meg.

A repiilégép hagyomdnyos magassagmérdje a p légkori nyomdsbdl hatdrozza
h

meg a tengerszint feletti magassdgot a p = pg -2~ 5500 képlet alapjdn, ahol py a ten-
gerszinten mért nyomdst, h pedig a tengerszint feletti magassdgot jelenti méter
mértékegységben megadva.
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b) Milyen magasan van a repiilégép, ha po = 103 kPa, p = 88 kPa?

A witorlazo repiilégépek levegdbe emelésének leggyakrabban alkalmazott mdodja
a csorlovel vontatds. Ez ugy torténik, hogy a csorléaggregdator egy kiotéldobra réte-
genként szorosan feltekercseli a drotkotelet, amelynek végén a vitorldzo repiilégép
van. A mellékelt dbran a kitéldob legfontosabb méreteit milliméter mértékegységben
tintettik fel. A drotkotél dtmérdje 6 mm.

¢) Legfeljebb milyen hosszi drétkdtelet lehet feltekerni erre a dobra? (16 pont)

(J&)

00,

640 330
elolnézet Idalnézet

o

Megoldés. a) A térkép méretara-
nyabdl és a térképen mért tavolsaghdl
Szombathely Székesfehérvér az els6 és masodik fordulépont tdvolsé-

N #5° ga (1 cm = 4,5 km) 22-4,5 km = 99 km;
a kozolt iranyokbdl egy egyenld szari
haromszog adédik.

|

99 km A szar legyen z, ekkor
—_— K
4
cos67,5° = 9’5,
x
D  Kaposvar ahonnan x = 129,3 km.

(Vagy masképpen: g5 = S;?fiéio =1 =1293.)

A teljes tdv 2x + 99 = 357,6 km, kerekitve 360 km.
h
b) Behelyettesitve az adatokat, a 88 = 103 - 27 5500 egyenletet kell megoldani.
88 _h_ 88 h 88 h lg 703

—— =275500: Jo—— =102 5500: lg— =——102: h = —5500
103 R ETIE B © 8703 T T BR00 °F g2

h =1249,9 ~ 1250 m.

¢) Az els6 hurok hossza egy 300 mm &tmér6ji kor keriilete (3007), ilyen
hurokbdl (ha a lehetd legszorosabban tekercselik) % = 55 fér el az elsd rétegben.
A rétegenkénti hurkok szdma a tovabbiakban is 55 lesz, de a rétegek atmérdje

12 mm-enként novekszik egészen addig, amig el nem éri a 640 mm-t.

208 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/



éf 2022.4.4 — 13:15 — 209. oldal — 17. lap KoMalL, 2022. aprilis %

A rétegek atméréi tehat egy olyan szamtani sorozat elemeit alkotjak, amelynek
els6 eleme 300 (mm), az utolsé pedig nem nagyobb 640-nél.

88
300+(n—1)-12<640:>n<§:>n<29,

a kotéldobra legfeljebb 29 réteg drétkotél fér fel.

A legnagyobb hurok &tméréje: dog = 300 4 28 - 12 = 636 (mm), igy Osszesen
legfeljebb

29(300 + 636)
2

hosszu kotél fér fel a dobra.

Sag = - - 55 =234 5073,252 (mm) ~ 2,3 km

Megjegyzés. A gyakorlatban a legnagyobb réteg atméréje — azért, hogy véletleniil se
tekeredjen le a kotél a dobrdél — 8-10 cm-rel kevesebb lehetséges legnagyobb atméronél
(640 mm), valamint a tekercselés szorossdga, a repiilétér mérete, a drétkotél stilya miatt
egy ekkora dobra kb. 1,1-1,4 km kotelet szoktak feltekerni.

7. Egy trapéz rovidebbik alapja 1, eqy mdsik oldala 7 egység hosszi. A tra-
péz oldalainak hosszdt megfeleld sorrendbe rakva egy szamtani sorozat szomszédos
elemeit kapjuk.

a) Mekkora a trapéz nagyobbik alapja, mekkordk a szdrak?

Az alabbi adatsokasdgban néhany trapéz oldalhosszdnak mérdszamdt soroltuk
fel véletlenszerien: 1,3, 5,7, 1,4,7,10,1,7, 13,19, 1, 6, 12, 15.

b) Szamitsuk ki az adatok dtlagdt, szdrdsdtl, hatdrozzuk meg a mdduszt és
a medidnt.

Az egy sikban levd 1, 3, 7, 5 egység hosszu szakaszokat ebben a sorrendben
csuklosan rogzitettik egymdshoz, majd addig mozgattuk, mig egqy hiurnégyszidget
sikeriilt kialakitana.

¢) Mekkora széget zar be eqgymdssal ekkor az b és T egység hosszu szakasz?
(16 pont)

Megoldés. a) Rakjuk novekvd sorrendbe a szamokat; a legkisebb az 1 lesz,
egyébként negativ szam is szerepelne a sorozat elemei kozott, ami oldal mérdszama
nem lehet.

Ha a 7 a sorozat masodik eleme, akkor a tovdbbiak 13, illetve 19; ha a harmadik
eleme, akkor a sorozat elemei: 1, 4, 7, 10; ha a negyedik, akkor pedig: 1, 3, 5, 7.

A haromszog-egyenl6tlenséget figyelembe véve mindhdrom esetben akkor ka-
punk ezekbdl az adatokbdl trapézt, ha a nagyobbik alap a sorozat legnagyobb ele-
mével egyenls, a két szar pedig a két kozépso értékkel egyezik meg. A megoldasok
tehdt:
alapok: 1, 19; szarak: 7, 13, vagy
alapok: 1, 10; szarak: 4, 7, vagy
alapok: 1, 7; szarak: 3, 5.

Megjegyzés. Mindegyik trapéz egytuttal érinténégyszog is, mert a szemkozti oldalak
Osszege egyenld.
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b) Az adatokat nemcsokkend sorrendbe rakva: 1, 1,1, 1, 3,4, 5,6, 7, 7, 7, 10,
12, 13, 15, 19 leolvashatd, hogy a médusz 1, a median 6,5.
112

Az dtlag: T6 = 7, a szorés:

471+ (T=3)°+(T—4)’+ (T -5+ (7T-6)>+3(7-7"+
+(7T—102 4+ (7T—12) + (71— 13)> + (7 — 15)*> + (7 — 19)*
16

= 5,32.
Megjegyzés. Az atlag és szérés kiszamitasara hasznalhatjuk a zsebszdmol6gép statisz-
tikus funkcidjat.

¢) Irjuk fel a koszinusztételt az AC
atléra mindkét haromszogben:

C
Dl

AC? =52 4+72—-2.5-7-cos g,

A# - B AC?=1%2+432-2.1-3cos(180° — ¢),
cos (180° — ¢) = — cos ¢,

ezekbdl

25449 —70cosp =149+ 6cosp,

64
cosp = - = p = 32,64°.

Az 5 és T egység hosszi szakasz 32,64°-0s szoget zar be egymaédssal.

8. Egy vegyi anyagokat gydrto vdllalat egy bizonyos terméket, melynek dsszeté-
tele csak hatéanyaganak koncentracidjaban kiilonbozik, kétféle kiszerelésben forgal-
maz az alabbiak szerint.

A wdltozat: 60%-os toményséqd, 2 kg-os, 3 dm>-es dobozban;
B vdltozat: 20%-o0s toménységii, 5 kg-os, 8 dm>-es dobozban.

A wallalat mintaboltjaban a fenti drukbdl drkedvezményt adnak azoknak a ve-
véknek, akik dsszesen legaldbb 40 kg-ot vdsdrolnak ezekbdl. Eqy vevd, akinek 50%-os
keverékre van sziiksége, vdsdrolni szeretne beldliik gy, hogy minden megvasdarolt do-
boz tartalmdt teljes mértékben felhaszndlja.

a) Hdny dobozzal vegyen az egyes vdltozatokbdl, ha részesilni kivin az drked-
vezményben, szdllitéeszkozére legfeljebb dsszesen 120 kilogrammnyi terhet rakhat,
a megqudsdrolt dru teljes térfogata nem haladhatja meg a 130 dm>-t, és a kedvez-
mény mértéke egyenesen ardnyos a megudsarolt dru 6ssztomegével?

Ez a vdllalat egyike annak az 6t vallalatbol allo csoportnak, melyben mindegyik
vdllalat barmelyik mdsikkal tzleti kapcsolatban dll, és az eqymdssal szembeni kéve-
teléseiket forintban, vagy eurcban egyenlitik ki. Két szerepld egymds kozott ugyan-
abban a pénznemben fizeti ki a szamldt. A szerzédések megkitése utdn észrevették,
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hogy nincs hdrom olyan vallalat, melyek egymds kézott azonos valutdban rendezik
tartozasaikat.

b) Igazoljuk, hogy mindegyik vdllalat kettének forinttal, a mdsik kettének pedig
eurdval fizet. (16 pont)

Megoldés. a) Legyen a zacskék szdma x, y az A és B véltozati termékbol
(z,y € N), ekkor tomegiik: 2z + 5y, hatéanyag-tartalmuk 0,6 - 22 4+ 0,2 - 5y, illetve
0,5 (2z + by) (a mértékegység kg).

A kétféleképpen szamitott hatdanyag-tartalom egyenld, felirhatjuk, hogy
1,22 +y = x + 2,5y, innen x = 7,5y; masrészt:

40 < 2z + 5y < 120;
40<2-75y+5y <120 /:20
2<y<6.

Ahhoz, hogy x egész szam legyen, y-nak parosnak kell lennie, ezért y = 2;4;6;
r = 15;30;45.

Az x = 15, y = 2 esetben a térfogat 153 +2-8 = 61 dm?;

az v = 30, y = 4 esetben 30-3+4-8 =122 dm?;

az x = 45, y = 6 esetben 45-3 +6-8 = 183 dm?;

ez utobbi mar t6bb a megengedettnél, igy ezt nem valaszthatja a vevd.

A maradék kettd koziil az elsé esetben 40 kg, a masodikban 80 kg az dru 6sszto-
mege, a kedvezmény a masodik esetben nagyobb, ezért a vevének az A véaltozatbdl
30, a B-bdl 4 dobozzal célszerti vasarolnia.

b) A feladatot modellezhetjiik egy 6tpontu teljes gréffal, melynek éleit két
szinnel (piros, kék) szineztiik ki, pl. a piros jelentse azt, hogy a felek forint alapon,
mig a kék, hogy eurd alapon rendezik tartozésaikat. Tegyiik fel a bizonyitando
allitassal ellentétben, hogy van legalabb egy olyan vallalat, amelyik legalabb harom
masikkal ugyanabban a pénznemben fizeti a szamlit. Legyen ez az A véllalat,
az A pontbdl induljon ki hdrom egyszinii (pl. piros) él a B, C, D pontokba. (Ha
négy egyszini él indul A-bdl, akkor a negyediket hagyjuk figyelmen kiviil.) Ha a B,
C, D pontokat 6sszekoté élek valamelyike (pl. BC') piros lenne, akkor az A, B, C
pontokat piros élek kotnék Ossze, ami ellentmond a feltételeknek. Ekkor azonban
a B, C, D pontokat kék élek kotik Ossze, ami szintén lehetetlen, igy a feltevésiink
helytelen volt. A gréf élei kiszinezhetSk pl. gy, hogy az 6tszog oldalait pirosra,
az atléit pedig kékre festjiikk, minden pontbdl pontosan két piros és két kék él
indul. Ezzel a feladatot megoldottuk.

1I. megoldds: tegyiik fel a bizonyitandé allitdssal ellentétben, hogy van olyan
véllalat, amelyik hdrom (vagy négy) cégnek is ugyanabban a valutdban, mondjuk
forintban fizet. Legyen ez az A nevil cég, a tobbit nevezziik B, C, D, E-nek. Mivel
fizetnek egymdsnak a B, C, D cégek? (E-t figyelmen kiviil hagyhatjuk!) Ha koziiliik
barmelyik kett6 forinttal egyenliti ki a szamlat, legyen pl. B és C, akkor az A, B,
C cégek kozotti szamla kiegyenlités forintban torténik, ami ellentmond a feltételek-
nek. Ha azonban mindharman egymaés kozott eurdban fizetik ki a szamlat, akkor is
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ellentmondashoz jutottunk. Mivel mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, tobb
eset pedig nem létezik, a kiinduld feltevésiink hamis, azaz igaz az allitds. A kifize-
tések megoldhatdk pl. tigy, hogy A a B-nek, B a C-nek, C' a D-nek, D az E-nek,
E az A-nak forinttal fizet; A a C-nek és D-nek, B a D-nek és E-nek, C az E-nek
és A-nak, D az A-nak és B-nek, F a B-nek és C-nek euréval fizet.

9. a) A p valds paraméter mely értéke esetén lesz az f(x) = o3 — 322 + %x +p
(x € R) fiiggvénynek hdrom kilonbozd zérushelye a valds szamok halmazdn?

A g(z) = 2% + ba® + cx + 2022 (x € R) fiiggvény b és c egyiitthatdit szabdlyos
dobokockdval sorsoljuk ki; az elsé dobds b-t, a mdsodik c-t eredményezi.

b) Mennyi annak a valdszindisége, hogy az igy kapott figguénynek nem lesz helyi

szélséértéke? (16 pont)
Megoldas.

y o /: | A polinomok mindeniitt folytono-

R B sak és differencialhaték, ennek a har-

\“

madfoku fiiggvénynek akkor lesz harom
kiilonboz6 valés zérushelye (a grafikon-
05 157 s = Ja akkor metszi harom helyen az z ten-
gelyt), ha lokélis maximuménak értéke
pozitiv, lokalis minimumanak értéke pe-
dig negativ szam.

@
t

2

\\L

Megkeressiik a lokalis széls6érték-
helyeket.

f'(x) = 32% — 62 + 2;

4
9
322 — 6x + - = 0;
X x + 1
9
_6:l:\/36—4-3~4—1_6i3 N _1 _;
T12 = 6 =76 961—27 $2—27
f"(z) = 62 — 6;
1 1
"[Z)=6-=—-6=-3<0;
r(5) =53
itt lokalis maximuma van a fiiggvénynek;
3 3
"[Z)=6-=—-6=3>0;
r(5)=e3
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itt pedig lokalis minimuma.

1 1\ 1V 9 1 1
f(2><2>3'<2)+4~2+p2+p,

3 3\ 3V 9 3
1(3)=(5) -+ (5) +13+r=r

1 1
§+p>0 és p<0 = f§<p<0.

A fiiggvénynek akkor van hdrom kiilonboz6 valds zérushelye, ha p € } —%; 0 [

Megjegyzés. Ha ismerjiik a harmadfoku egyenlet Cardano-képletes megoldéasat, akkor
a casus irreducibilis (Flggvénytdblazat: 23. oldal) eset végigszdmoldsaval a fenti ered-
ményre jutunk.

b) A lokalis szélséérték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els
derivaltja 0 legyen.

g'(z) =322 +2bx4¢; 0=322+2bz+c; D= (2b)°—4-3¢ = 4b* —12¢ = 4(b* — 3c¢).

Ha D > 0, akkor az egyenletnek két kiillonboz6 valés gydke van, ebben az eset-
ben a fiiggvénynek van lokdlis maximuma is és lokdlis minimuma is. (Ez egy har-
madfoku fiiggvénynél elégséges feltétel is.)

Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs valds gyoke, a fiiggvénynek nem lehet
helyi szélsGértéke.

Ha D = 0, akkor az egyenletnek egy valds gyoke van. Ebben az esetben sem
lehet ez az (esetleges) szélséérték egyszerre maximum is és minimum is (ekkor
az egyenlet gyoke az inflexids pont elsé koordinatdjdval egyezik meg). Az esemény
szempontjabdl tehat ez is kedvezd esetnek szamit.

Ismét téblazatba foglaltuk az Gsszes esetet.

c
1 2 3 4 5 6
2| -5| =8| —-11| —-14 | —17
1 1-2|-5] =8 | —-11]| —14
6 3 0 -3 —6 -9
7 4 1 —2
22 119 | 16 13 10 7
33 | 30 | 27 | 24 21 18

b2 — 3¢

DO W[N |-
—
w
=
()

A keresett valdsziniiség: P(A) = % = % = 0,4444.
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Megjegyzés. Természetesen nem sziikséges végigszamolni az Gsszes esetet, ha az els6
dobas 5-0t, vagy 6-ot eredményezett, akkor a masodik dobds értékétdl fiiggetleniil D
pozitiv lesz, ezek tehdt az esemény szempontjabdl rossz esetnek szamitanak. (Ha b =1,
akkor az dsszes ¢ j6 eset.)

Németh Laszlo
Fonydd

C gyakorlat megoldasa

C.1703. Az a és b 10-es szamrendszerbeli természetes szdamok, mindegyik
szamjegyiik 1-es. Mutassuk meg, hogy ha a és b nem relativ primek, akkor szamje-
gyeik S(a) és S(b) dsszege sem az.

Megoldas. Az a és a b szam egyike sem lehet 1, mert az 1 barmelyik egész
szammal relativ prim, ezért a > 1 és b > 1.

1. eset Ha a = b, akkor S(a) = S(b) > 1, igy a feladat allitésa igaz.

2. eset Ha a # b, akkor az altaldnossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy
a > b, ekkor S(a) > S(b). Mindkét szdm utols6 szamjegye 1, ezért sem 2-vel, sem
5-tel nem oszthatéak és mivel nem relativ primek, igy van k6zos primosztéjuk. Le-
gyen ez a kozos primtényez6 p, ekkor p # 2 és p # 5. Innentdl ,elfogyasztjuk” a szam-
jegyeket a kovetkezd mddszerrel. Kivonjuk a-bdl b-t, igy p | a és p | b miatt nyilvén
p | (a—b) is teljesiil. Ekkor (a — b) egy olyan pozitiv szém, amely (S(a) — S(b))
darab 1-essel kezdédik, kozvetleniil utanuk pedig S(b) darab nulla van. A nulldktél
természetesen konnyedén ,megszabadulhatunk”, ha elosztjuk 10°(®)-nel, és mivel
a tizhatvdnyok csak 2-vel és 5-tel oszthatéak, ezért hanyadosként (nevezziik c-nek)
egy olyan csupa l-es szdmjegyet tartalmazé szamot kapunk, amelyre p | ¢, ezért
¢ > 1, valamint S(c) = S(a) — S(b) és ¢ < a is igaz.

Ekkor eléfordulhat, hogy b = ¢, ekkor nyilvan S(c) | S(b), ezért

S(c) | S(e) + S(b) = S(a).
Taldltunk egy kozos osztét, S(c)-t, ami (¢ > 1 miatt) 1-nél nagyobb, {gy belattuk,
hogy S(a) és S(b) nem relativ primek.

Ha b # ¢, akkor a nagyobbikbdl kivonjuk a kisebbiket és megismételjiik az el6bb
ismertetett eljarast. Véges sok lépésben biztosan eljutunk oddig, hogy két egyenld
szamot kapunk, amelyek nagyobbak 1-nél, mindegyik szamjegyiik 1, {gy szamje-
gyeik Osszege is nagyobb 1-nél és osztéja S(a)-nak és S(b)-nek, azaz utébbiak nem
relativ primek. Ezzel a gondolatmenet végére értiink, a feladat allitasat belattuk.

Egyhdzi Hanna (Budapest, ELTE Apdczai Cs. J. Gyak. Gimn. és Koll., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 25 dolgozat érkezett. 5 pontos 10, 4 pontos 3, 3 pontos 5 dolgozat. 1 pontot 3,
0 pontot 1 versenyz6 kapott. Nem versenyszerti: 3 dolgozat.
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A javito megjegyzései. 1. A versenyzik egy része Osszekeverte az oszthatésdg fogalmat
azzal, hogy két szdm relativ prim. Abbél, hogy (a;b) > 1 nem kovetkezik, hogy a | b vagy
b|a.

2. A mésik komoly probléma a tilzott dltaldanositds volt, példaul a kozos osztd 1éte-
zésének megmutatdsa helyett sokan azonnal kozos osztét mutattak, amelyre legtobbszor
létezik trividlis ellenpélda.

3. Végiil, silyos elvi hibaként el6fordult, hogy csak néhény konkrét p primre bizo-
nyitotta a versenyzo az allitast, de altalanosan nem.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5139. Az ABCD konvex négyszog datldinak metszéspontja M. Az ADM hd-
romszdq terilete nagyobb a BCM hdromszog teriileténél. A négyszog BC oldaldnak
felezbpontja P, AD oldaldnak felezépontja pedig Q, AP + AQ = /2. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor az ABCD négyszig terilete kisebb, mint 1.

(5 pont)

Megoldas. Eldszor megmutatjuk, hogy az ABC D négyszbgben 5+ v > 180°
(1. dbra).

A feltétel szerint T(ADM) > T(BCM), ezért az AM szakasz belsejében létezik
olyan E pont, amelyre T(EM D) = T(BCM). Ismert tovabbd, hogy ez akkor és
csak akkor teljesiil, ha az EBCD négyszog trapéz, ugy hogy EB és C'D a trapéz
alapjai. Ekkor EBC<+ v = 180°, azonban az F pont az AM szakasz bels6 pontja,
azaz EBC'< < B, igy B + v > 180°.

D
C

1. dbra 2. abra
Tiikrozziik a négyszoget a BC' oldal P felezOpontjara és hasznaljuk a 2. dbra
jeloléseit.
A titkrozésnél ABD'A'C'D egészen biztosan konkdv hatszoget alkot, mert

B-nél és C-nél létrejott szogei a fentiek alapjan nagyobbak 180°-nél. Latjuk tehat,
hogy az AD’'A’D paralelogramma teriilete nagyobb a hatszog teriileténél.

AD + AA' =22 = /8, ezért ha AD =z, akkor AA' = /8 — .
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Legyen a négyszog teriilete T, igy a tiikrozéssel kapott konkav hatszog teriilete
2T. Ennél biztosan nagyobb a paralelogramma két szomszédos oldaldanak szorzata
x(\/é - x), mert a paralelogramma AD = x alapjahoz tartozé magassdg legfeljebb

AA" = /8 —z,
2T<z(\/§—x).

A befejezéshez hasznaljuk fel a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlétlenséget:

innen azonnal a

2T<17(\/§—:£) < 2,

vagyis az igazoland6 T' < 1 addédik.

Csonka Illés (Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn., Pécs, 9. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 44 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 36, 4 pontot 5 tanulé. 3 pontos 2,
1 pontos 1 versenyz6 dolgozata.

B. 5149. Hanyféleképpen lehet kitolteni egy 6 x 6-os tabldzat mezdit az
1,2,...,36 szamokkal gy, hogy barhogy valasztunk 6 mezot, melyek kizil semelyik
ketté mincs egy sorban vagy oszlopban, a kivdlasztott mezdkbe irt szamok dsszege
mindig ugyanannyi leqgyen?

(6 pont)

Megoldas. El6szor oldjuk meg a kovetkezo feladatot: hdny, az 1-est tartalmazo
S részhalmaza van a H :={1,2,...,36} halmaznak, ha S-nek létezik 6 diszjunkt
eltoltja, melyek unidja H ?

Tegytik fel, hogy S egy ilyen részhalmaz; bontsuk az S-ben taldlhaté elemeket
nem érintkezé intervallumok uniéjara; megmutatjuk, hogy ezek az intervallumok
egyenld hossziiak. Legyen az elsé intervallum hossza x; ennek az intervallumnak
az elemei: 1,2,...,x. Az itt nem szereplé x + l-et az S halmaz z-szel val6 el-
toltja tartalmazza. Ha S-ben lenne egy mésik, y > = hossztsagu intervallum, akkor
az nem lenne diszjunkt az x-szel valé eltoltjaval. Hasonldéan belathatd, hogy az utol-
sé intervallum is legalabb olyan hosszi, mint a leghosszabb intervallum. Ha nem
mindegyik intervallum ugyanolyan hosszi, akkor a hosszak sorozata csak (2,1,1,2)
lehet, ez azonban nem lehetséges: S = {[17 2], [al], [B], [c,c + 1]}—ben a,b,c,c+1>3
miatt 3-at csak S-nek a 2-vel valé eltoltja, S+2 = {[3,4],[a+2],[b+2],[c+2,c+3]}
tartalmazhatja. Hasonléan, az ebben nem szereplé 5-6t csak S + 4 = {[5,6], [a + 4],
[b+4],[c+4,c+ 5]} tartalmazhatja, stb. Az a + 1 sem S-nek, sem pedig S + 2-nek
nem eleme, ezért a +1 > 5,igya+1az S+4, 546, 5+8, 5+ 10 eltoltak vala-
melyikében, sziikségszeriien az [5, 6], [7, 8], [9, 10], [11, 12] intervallumok egyikében
van. Ez azt jelenti, hogy a viszont az S+ 2,...,5 + 10 eltoltak egyikéhez tartozik
— akkor azonban ez nem lenne diszjunkt S-sel.
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Ha az intervallumok egyenl6 hosszuak, hosszuk a 6 osztdja, 1,2,3 vagy 6 lehet.
Ha 6, akkor — mivel S tartalmazza az 1l-et — S csak {1,2,3,4,5,6} lehet.

Ha a kozos hossz 3: A két intervallum kozti tdvolsdg 3-mal oszthaté (ki-
tolthetd 3 hosszd intervallumokkal), ami lehet 6, 9, vagy 18, {gy a halmazok:
S e {{1,2,3,7,8,9}, {1,2,3,10,11, 12}, {1,2,3,19,20,21}} (az els6t 3-mal eltol-
va egy 12, a masodikat 3-mal kétszer eltolva egy 18, a harmadikat 3-mal 6tszor
eltolva egy 36 hosszi, lefedett intervallumot kapunk, ezeket rendre 2-szer, 1-szer,
illetve 0-szor ismételve megkapjuk az {1,...,36} halmazt).

Ha a koz6s hossz 2: Az els6 és a masodik, illetve a mésodik és a harmadik in-
tervallum kozti tdvolsdg ugyanaz (kiilonben a kordbbiakhoz hasonlé ellentmondés
adédik), ez a tévolsag lehet 4, 6, vagy 12, tehét a halmazok: S € {{1,2,5,6,9,10},
{1,2,7,8,13,14}, {1,2,13, 14,25,26}} (az els6t 2-vel tolva egy 12, a mésodikat
2-vel kétszer eltolva egy 18, a harmadikat 2-vel 6tszor eltolva egy 36 hosszu, lefe-
dett intervallumot kapunk, ezt rendre 2-szer, 1-szer és O-szor ismételve megkapjuk
az {1,...,36} halmazt).

Ha a koz6s hossz 1: Alkalmazzuk azt az 6ndualitast, amely a korabbi 7 megfe-
lel6 részhalmazt a megfeleld, 1 hosszu intervallumokkal biré részhalmazokhoz paro-
sitja, gy, hogy egy részhalmaz dudlisa a hozzd tartozo eltoldshalmaz legyen! Mivel
minden korabbi részhalmazt legalabb 2-vel kellett eltolnunk, tehat az intervallumok
tavolsaga a dudlisban legalabb 2, tovabbd az eltolas kommutativ miivelet, a korabbi
eltoldsokban felcserélve a tagok sorrendjét az unié az {1,...,36} marad, tovabbd
dudlis dudlisa az eredeti részhalmaz. igy 7 ilyen részhalmaz van, tehdt Gsszesen
14343+ 7 =14 a megfelel6 S részhalmazok szama.

Példdul az S = {1,2,5,6,9,10} dudlisdt a kovetkezdképpen kaphatjuk meg.
Az S megfeleld eltoltjai:

(1, 2, 5, 6, 9,10),
(3,4, 7, 8,11, 12),
(13,14, 17, 18, 21, 22),
(15, 16, 19, 20, 23, 24),
(25, 26, 29, 30, 33, 34),
(27, 28, 31, 32, 35, 36).

Ekkor az S dudlisa: (1,3,13,15,25,27).

Térjiink vissza az eredeti feladathoz. Egy megfelel kitoltésben jelolje a tab-
lazat z-edik sordnak y-adik elemét (z,y). Vegyiik észre, hogy ha tetszés szerint
permutaljuk a tablazat sorait és oszlopait, akkor tovdbbra is egy megfeleld ki-
toltést kapunk. Ezzel elérhetjiik, hogy (alkalmas sor- és oszlopcserékkel) a téb-
lazat elsé sordanak els6 eleme az l-es legyen. Tetszbleges x1, x2, Y1, y2 esetén
(21,91) + (22,92) = (1,y2) + (22,91), mivel egy, a feladat feltételeinek megfeleld,
(21,y1)-et és (x2,y2)-t tartalmazod részosszegben felcserélve az y;-edik és az yo-edik
oszlopot nem véltozik az dsszeg. Ekkor viszont (4,7) — (1,7) = (4,1) — (1, 1), tehdt
az i-edik sor az elso sor eltoltja, ugy, hogy az elso sor els6 celldjaban az 1 van, tehat
az igy kaphato tablazatok szama 14.
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Az ilyen tablazatokat (6!) - (6!) féleképpen lehet visszarendezni, vagyis pontosan
14 - (6!)? j6 kitoltés létezik.
Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 10. évf.)

49 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 16 versenyz6: Argay Zsolt, Ban-Szabd Aron,
Baski Bence, Csizmadia Miklés, Duchon Marton, Hegedlis Déniel, Kalocsai Zoltan,
Kercs6-Molnar Anita, Kovacs Tamas, Kokényesi Mark Péter, Moricz Benjamin, Nédor
Benedek, Németh Marton, Seres-Szabé Marton, Szanyi Attila, Térok Agoston. 5 pontos 6,
4 pontos 4, 3 pontos 4, 2 pontos 4, 1 pontos 5, 0 pontos 10 dolgozat.

B. 5173. Az ABC hegyesszogii haromszog magassagpontja H, korilirt korének
kozéppontja O. Legyen D és E az AB, illetve AC szakasz belséd pontja. Az ADE
hdromszdg magassdgpontja és kérilirt kérének kézéppontja H', illetve O'. Mutas-
suk meg, hogy a HH' és OO’ egyenesek akkor és csak akkor pdrhuzamosak, ha
BD =CE.

(6 pont) Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

Megoldas. Jeloljiik az ABC/A-ben az AB, illetve AC' oldalakhoz tartoz6 ma-
gassdgvonalak talppontjat Ti-gyel és Th-vel, az ADE/\-ben az AD és AFE ol-
dalakhoz tartozé magassdgvonalak talppontjat pedig T5-mal és Ty-gyel. Legyen
T\HNTyH = M, és ToHNT3H' = M,, az AB, illetve AC szakaszok felez6pontja
Fy és Iy, az AD, illetve AFE szakaszok felez8pontja I3 és Fy, tovabbd IO N F,O" =
= K; és 50N F30" = K.

Vegyiik észre, hogy az O és O' pontok nem eshetnek egybe, mert példaul D
bels6 pontja az ABC hdromszog koréirt korének, igy OD < OA, mig O'D = O’ A.
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Ezért az OO’ szakasz nem fajulhat egy ponttd. Mivel EAD< = C AB< hegyesszog,
az ABC és az ADFE haromszog magassagpontja sem lehet az A pont, tehat H # A
és H' +# A.

Tekintsiik most a H' My H M és az O' K1 O Ky négyszogeket, amelyeknek szem-
kozti oldalaik mind mer6legesek A B-re, illetve AC-re, ezért mindkét négyszog para-
lelogramma. Az egyik paralelogramma megfelel6é oldalai paronként parhuzamosak
a masik paralelogramma megfelel6 oldalaival, hiszen mind az oldalfelez6 merdlege-
sek, mind a magassagvonalak merdlegesek a megadott oldalra, tovabba a megfelel6
csticsokndl (H' +» O, H < O) ugyanakkora belsd szogek vannak, hiszen mindkett&t
két A-hoz kozelebbi egyenes (T3 H', Ty H', illetve F30’ és F,O’) hatdrolja, amelyek
parhuzamosak. Ebb6l kovetkezden a H' M1 H és az O' K10 haromszigek azonos ko-
riiljérési irdnyiak, valamint két-két oldaluk paronként parhuzamos (H'M; || O' K,
és HM, || OKy), igy ha HH' || OO, akkor a széban forgé haromszogek hasonldk,
tehat megfelelo oldalaik hosszanak aranya megegyezik:

H'M;,  O'K,
HM, ~ OK;

Ez tehét sziikséges feltétele annak, hogy HH' || OO'. Ez a feltétel azonban elég-
séges is, mert ha teljesiil, akkor a H'M1H és O' K10 hdromszogek hasonldk, azaz
a harmadik oldalpér is parhuzamos. Kimondhatjuk tehét, hogy HH' || OO’ akkor
és csakis akkor teljesiil, ha

O H'M;, O'K,
HM, ~ OK;

Most vizsgaljuk meg a H'M;H M, paralelogramma oldalainak ardnyat. Ismert,
hogy egy paralelogramma teriiletét kiszamithatjuk egy oldal hosszanak és az oldal-
hoz tartozo magassig hosszanak szorzataként:

Thnnam, = HMy - ThvTs = H' M,y - Ty Ty,

amibdl azt kapjuk, hogy

HM,  ToT;

HM, T\T5
ahol a nevezdk értéke nem 0, hiszen a feladat feltételei szerint E az AC szakasz
bels§ pontja, ezért EH' nem eshet egybe CM;i-gyel. Mivel ABT><t és ACT1<,
merlleges szaru hegyesszogek, ezért egyenlé nagysdguiak, igy egy megfelel6 egy-
bevagdsagi transzformacioval fedésbe hozhatdk egymédssal. Ekkor alkalmazhatjuk
a parhuzamos szel6szakaszok tételét a kovetkezoképpen:

7Ty  BD
TWTy CE’

ami a fentiek értelmében azt jelenti, hogy

HM; T, BD tohat BD HM;
= = — ehat —— = .
H'M, T\Ts CE’ CE  H'M,
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Az O'K10K, paralelogramma esetében az el6zéekhez hasonléan azt kapjuk, hogy

OK, FF,
O'K, FFy

Szamoljuk ki az FyFy és F)F3 szakaszok hosszat. Mivel Fy az AC szakasz
felez6pontja, ezért AFy = %, az Fy pedig az AE szakasz felez6pontja, igy

AE AC-CE E
Ap _AE_AC-CE _ . CE
2 2 2
amibél
CFE
F2F4 - 7
R . .y __ BD .
kovetkezik. Hasonloképpen F1F5 = ==, igy

OK,  FyFy % CE

O'K, F.F BD ~ BD

Belattuk tehat, hogy 5’1\1\/211 = g—g és 81[1?1 = g—g, amit (1)-gyel dsszevetve azt

kapjuk, hogy

BD _CE
CE BD’

s mivel szakaszok hosszai pozitiv szamok, ebbdl

BD=CFE

kovetkezik. Ez tehat sziikséges feltétel, mar csak azt kell megmutatnunk, hogy
elégséges is. Mivel az el6bbiekben csupa egyenloséggel dolgoztunk, ezek megforditva
is igazak, igy a bizonyitas végére értiink.

Koleszar Domonkos (Miskolc, Herman Ott6é Gimn., 11. évf.),
Kokényesi Mdrk Péter (Budapest, Szent Istvan Gimn., 11. évf.)

Varga Boldizsdr (Ver6ce, Géza Fejedelem Reformdtus Alt. Isk., 8. évf.)

Osszesen 33 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott: Ban-Szabd Aron, Baski Bence,
Bencsik A,dé,m7 Bencsik David, Bogndr Andras Kéroly, Diaconescu Tashi, Duchon
Maérton, Fekete Richard, Heged{is Daniel, Kalocsai Zoltan, Kercs6-Molndr Anita, Koleszéar
Domonkos, Kovacs Tamas, Kokényesi Mark Péter, Mohay Lili Veronika, Molnér-Szabé
Vilmos, Méricz Benjamin, Nador Benedek, Pahdan Anita Dalma, Romaniuc Albert-Iulian,
Seres-Szabé Marton, Simon Lészlé Bence, Somogyi Dalma, Terjék Andras Jézsef, Varga
Boldizsar, Wiener Anna, Zombik Barnabds. 5 pontos 3, 4 pontos 3 dolgozat.
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B. 5188. Igazoljuk, hogy az érintétrapéz magassiga nem lehet nagyobb alapjai
mértani kozepénél.

(5 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)

I. megoldas. Legyen az ABCD érintétrapéz két alapjanak hossza AB = a és
CD = b, amelyekre teljesiil, hogy a > b. (Mivel az (A, B) +» (C, D) pontpérok cseré-
jével az allitds Snmagdba megy &t, ezt mindig megtehetjiik.) Hizzunk parhuzamost
a D ponton at a BC szarral, messe ez az AB alapot a P pontban, ekkor a > b miatt
P az AB szakasz pontja (beleértve azt az esetet is, amikor P = A).

Mivel a BCDP négyszog két-két szem-
kozti oldala parhuzamos, ezért paralelogramma. AP
A paralelogramma szemkozti oldalainak hossza /
egyenld, ezért BP = CD = b, amibél AP = a—b,
tovabba DP = BC, amibdl az érinténégyszog
tulajdonsagait felhaszndlva a +b= AB+ CD =
=BC+ AD = AD + DP.

Tiikrozziik a P pontot a CD alap egyene-
sére, legyen a tiikbrképe a P’ pont (1. dbra).
A tiikrozés miatt egyrészt nyilvanvals, hogy
PP’ =2m, {gy az érint6trapéz m magassiga:
m = 2 méstésst DP = DP'. Ekkor az ADP’
hdromszogre (amely lehet elfajulé is) alkalmazzuk
a haromszdg-egyenlStlenséget, {gy A a—b P b B

1. dbra

AP' < AD+ DP' = AD+ DP =a+b.

Szintén a tiikrozés kovetkezménye, hogy PP’ LCD || AB, tehdt PP’ 1L AB,
ezért abban az esetben, amikor a P pont nem esik egybe A-val, az AP P’ hdromszog
derékszogli. A Pitagorasz-tétel alapjén felirhatjuk, hogy

(PP')* = (AP')* — AP? = (AP)* — (a — b)* < (a + b)* — (a — b)? = dab,
amelybol rendezéssel kapjuk a feladat allitasat:

2m = PP’ < 2Vab.

Ha P = A, akkor a = b = m miatt szintén igaz az allités.

Mivel a bizonyitas sordn csak egyetlenegy egyenlGtlenség volt, ezért egyen-
16ség pontosan akkor &all fenn, ha a haromszog-egyenlGtlenségben egyenléség all,
azaz A, D és P’ kollinedrisak. Rovid szogszamitdssal konnyen beldthatd, hogy ez
pontosan AD = PD esetben teljesiil. Ebb6l az kovetkezik, hogy AD = PD = BC,
ezért az ABC' D érintOtrapéz egytttal hurtrapéz is, ami az egyenloség sziikséges és
elégséges feltétele.

Varga Boldizsar (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Legyenek a trapéz csicsai
A, B, C és D ebben a sorrendben gy, hogy
AB és CD a trapéz alapjai. Legyen a beirt kor
érintési pontja az AB, BC, CD és DA olda-
lakon rendre F, F', G és H, tovabba a beirt
kor kozéppontja O, sugara r (2. dbra). Mivel
a korhoz egy pontbdl huzott érintoszakaszok
egyenl6 hossziak, ezért

AH = AE =2, BE=DBF =y,
CF=CG=:z2¢é DG =DH =: w,

2. dbra

x,y, z,w > 0.

Mivel a beirt kor kozéppontja illeszkedik a szomszédos oldalak szogfelezdjére,
AO és DO felezik a trapéz A-ndl, illetve D-nél 1évo bels6 szogét, tehdt

BAD< = ADC<«  BAD<+ ADC<  180°

AD< + ADO<« =
O<z+0<12+2 5 5

= 90°,

hiszen a trapéz egy szaran fekvd belso szogei egymast 180°-ra egészitik ki. Ismert,
hogy a héromszog belsé szogeinek Gsszege 180°, ekkor az AODA harmadik szoge
AOD< = 180° — 90° = 90°-0s, tehat az AODA derékszogli. Mivel a kérhoz huzott
érintd merdleges az érintési pontba hizott sugdrra, OH L AD, vagyis az OH (=)
szakasz az AODA atfogéhoz tartozé magassdga. Ekkor a magassagtétel alapjan
Vzw =71 = zw = r?. Teljesen hasonléan a masik szdron az yz = r? teljesiil, igy
a trapéz alapjainak szorzata:

(+y)(z+w) =22+ 2w+ yz + yw = 2 + yw + 2r°.

Az el6zbek alapjan xw = r?, igy

Tw r? 9 %

xz=—-2=— -z2="71"—|

w w w
, . z 1
és yz = r? miatt yw = %~w:r2%,am1bol

T2+ yw = 1 (i—i-ﬂ).
w oz

Kozismert, hogy barmely pozitiv szdmhoz a reciprokat hozzdadva legalabb 2-t
kapunk, ezért a tavolsagok pozitivitdsa miatt: i + % > 2. Mivel r? pozitiv, ekkor

z
rz +yw = r? (—+—> > 2r?,
w
vagyis az alapok szorzata

(z 4+ y)(z +w) = zz + yw + 2r2 > 22 + 272 = 4% = (2r)°.
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Tudjuk, hogy az érintési pontba hizott sugar merdleges az érintére, ezért OF és
OG merdleges a trapéz alapjaira, igy az alapok parhuzamossiga miatt az O, E, G
pontok egy egyenesre esnek, és ez az egyenes meréleges az alapokra. Ebbol ko-
vetkezéen a trapéz magassiga EG = OF + OG = 2r =: m, vagyis m? = (27")2, igy
az alapok szorzata nem kisebb a magassidg négyzeténél:

(@ +y)(z +w) > (2r)" = m”.

Pozitiv mennyiségekrol 1évén szd, az egyenlétlenség mindkét oldaldbdl négyzetgys-
kot vonhatunk:
(z+y)(z+w) =m,

ami azt jelenti, hogy az alapok mértani kdzepe nem kisebb a trapéz magassaganal.
Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Tudjuk, hogy barmely pozitiv szamnak és reciprokanak osszege legalabb 2,
egyenléség pontosan akkor all fenn, ha ez a szam az 1, vagyis jelen esetben akkor,
ha i =1 = 2z =w. Ez pedig pontosan a hurtrapézokban teljesiil (ha az érintési
pont felezi az alapot, akkor a trapéz szimmetrikus, ha pedig a trapéz szimmetrikus,
akkor az érintési pont felezi az alapot).

Duchon Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

IT1. megoldas. Készitsiik el a &. dbrdt. Az abrén az egy pontbdl hizott ugyan-
olyan hosszu érintoket x, y, z, v-vel jeloltem, illetve C' és D merdleges vetiiletei
AB-re Ty és Ty, igy DG =T1FE =y és GC = E'Ty = z. Alkalmazzuk a Pitagorasz-
tételt a DATy haromszogre (az érintétrapéz magassdgét m-mel jelslom):

(z+y)° =m?+ (z—y)°,

m? = 4xy.
A BCT, haromszog is derékszogi, igy az el6zbekhez hasonléan:

(v+z)2 :m2+(v—z)2,

m? = 4vz.
DY G =z C D y F 2z C
Y z
z
H,
G
F Yy
m O 0]
x
v H v
z 4
. /’%2 B 2 B
Azxz—y Thy E 2 v—z W y—x Ax E 2z wv—2z
3. dbra 4. dbra
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A két egyenletet Gsszeszorozva:
4 _
m~ = 16xyzv,
majd négyzetgyokot vonva (megtehetjiik, mert mindkét oldal pozitiv):

m? = 4/7yzv .

Alkalmazzuk a szémtani-mértani kozép kozotti kozismert Osszefiiggést (x és v,
illetve y és z kozepeire):

r+v y+=z
2 2

m? = 4T\ /jE < 4- = (@ +0)(y+2),

majd helyettesitsiik be a trapéz (a = x + v és ¢ = y + z) alapjait és vonjunk ismét
négyzetgyokot. fgy éppen az

m < V(x4 v)(y +2) = Vac

egyenl6tlenséghez jutunk, azaz a feladat allitdsat belattuk.

Diszkusszio: Az x = y esetben 1étrejové elfajult derékszogii haromszogre is igaz
az allitas, az © < y esetet a 4. dbrdn lathatjuk.

Ilyenkor a Pitagorasz-tételt alkalmazva az (z + y)* = m? + (y — z)° egyenletet
kapjuk. Mivel (z — y)* = (y — #)?, igy ez sem befolyasolja a megoldést, és ugyanigy
nincs baj, ha y és z ardnyait véltoztatjuk.

Egyenl6ség a kozepek miatt x = v és y = z esetén 4ll fenn, vagyis ha a trapéz
nemcsak érinté-, hanem hurtrapéz is.

Janosik Maté (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 79 dolgozat érkezett. 4 pontos 61, 3 pontos 9, 2 pontos 4 dolgozat. 1 pontot 1,
0 pontot 3 versenyz6 kapott. Nem versenyszerti: 1 dolgozat.

A
w25 N -
i mﬁ Fiiesy Nehezebb feladat megoldasa

A. 812. Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza: van két kupac, melyekbdl felvdlt-
va kell kavicsokat elvenniiik, és az nyer, aki az utolso kavicsot elveszi. Ha a kupacok
mérete eqy adott pillanatban A és B, akkor a soron kovetkezd jatékos valamelyik
kupacbaol elveheti A eqy tobbszordsét vagy B egy tobbszordsét.

* Szeptembertdl ismét minden A-jelii feladat megolddsa megtalalhaté honlapunkon, ez
az egyik koziilik.
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Hatdrozzuk meg azokat az (k,n) szampdrokat, melyekre a mdsodik jdtékosnak
van nyerd stratégidja, ha kezdetben az egyik kupacban k, a mdsikban pedig n darab
kavics van.

Javasolta: Pdlvdlgyi Domdétor (Budapest)

Megoldas. Azt allitjuk, hogy pontosan akkor van a mésodik jatékosnak nyerd

V541
2

Ismert, és konnyen ellenérizhetd, hogy ¢? — ¢ — 1 = 0, ezt az azonossagot tobbszor
fogjuk alkalmazni.

stratégidja, ha n < pk és k < ¢n, ahol ¢ = az ugynevezett aranymetszés.

Nevezziink egy helyzetet nyerének, ha onnan a kezdé jatékos nyer, vesztonek,
ha a masodik. Egy helyzet pontosan akkor nyer6, ha onnan lehet vesztére 1épni,
és akkor vesztd, ha onnan csak nyerdre lehet 1épni. Vildgos, hogy a (0, k) és (k,0)
helyzetek nyer8k, és a (k, k) helyzet vesztd, mivel onnan csak (0, k)-ra vagy (k,0)-ra
lehet 1épni (k > 0), {gy ezekben az esetekben tényleg igaz az dllitdsunk. Mostantdl
a (k,n) allapotot vizsgdljuk, és feltessziik, hogy n,k > 0 és k < n.

Elészor tegyiik fel, hogy (k,n) vesztd helyzet, igazoljuk, hogy ekkor csak nyerd
helyzetre lehet 1épni. Azt tudjuk, hogy k <n < pk < 2k, igy ebbdl az &llasbdl
csak a (0,n), (k,0) és (k,n — k) helyzetekbe lehet 1épni. Az els§ kettd nyerd, és
a harmadik is, mivel

o(n—k) <9’k — ok =k,

és  irraciondlis, igy o(n — k) < k.

Most tegyiik fel, hogy (k,n) nyer6 helyzet, azaz ¢k < n. Indirekten tegyiik
fel, hogy nem tudunk innen veszt6 helyzetre 1épni. Osszuk el n-t maradékosan k-
val, legyen n = dk +r ahol r < k. Ekkor a (k,r) parra lehet 1épni, igy or < k.
Tovabba a ¢k < r + k egyenlotlenség is teljesiil, mivel vagy tudunk ide lépni, és
akkor az indirekt feltevés miatt igaz, vagy r + k = n, ekkor azért igaz, mert (k,n)
nyerd helyzet. Ezt a két egyenlotlenséget dsszevetve kapjuk, hogy

k
gpk<7‘+k<;+k.

Atrendezve és p-vel szorozva

k(e* —¢p—1) <0,

ami ellentmondas, mivel p? — p —1 = 0.

FEzzel a bizonyitast befejeztiik.

18 dolgozat érkezett. 7 pontot kapott 12 versenyzd: Ban-Szabd Aron, Ben Gillott,
Diaconescu Tashi, Lovas Marton, Mdéra Marton Barnabds, Méricz Benjamin, Nador
Benedek, Seres-Szabé Marton, Simon Laszlé Bence, Sztranyak Gabriella, Tarjan Bernat,
Varga Boldizsar. 6 pontos 1, 5 pontos 1, 3 pontos 1, 1 pontos 2, 0 pontos 1 dolgozat.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/ 225



QF 2022.4.4 — 13:15 — 226. oldal — 34. lap KoMalL, 2022. aprilis EF

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1714-1720.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1714. Egy tablara felirtuk 1-t6] 22-ig az egész szamokat. Ezutan egy 1épés-
ben kivalasztunk két szamot, letoroljiik oket és helyettiik felirjuk a kiilonbségiik
abszolutértékét. Bizonyitsuk be, hogy a tablara utoljara felirt szdm paratlan.

(német feladat)

C. 1715. A k kor belsejébe rajzoltunk egy
8 cm sugaru k; kort. Mindkét kort metszi
az dbrdan lathaté mdédon egy 15 cm sugaru
ko kor. Mekkora k sugara, ha a k belsejében,
de ki-en kiviil levé satirozott sikidom teriile-
te megegyezik a ko belsejében levé satirozott
sikidomok teriiletének Osszegével?

Feladatok mindenkinek

C. 1716. Faktoridlis szamrendszerben a helyiértékek nem egy egész szam,
az alapszdm hatvényai, hanem az n-edik helyiérték az n szam faktoridlisa. Te-
hét az els6 helyiértéken 1évé szamjegyet 1-gyel, a masodik helyiértéken all6 szémot
2-vel, a harmadik helyiértéken all6 szamot 6-tal kell szorozni, és igy tovabb. Ennek
megfeleléen pl. a 3310, faktoridlis szamrendszerbeli szdm értéke tizes szamrend-
szerben 3-4!43-3!+1-2! =92. (Amennyiben a szam faktoridlis alakjaban egy
helyiértéken tobbjegyt szam all, akkor azt zérdjelbe tessziik.)* Megfigyeltiik, hogy
111, harmada 11,, az 111 111, harmadrésze 22 011, és 111 111 111, harmada pe-
dig 33 022 011,. Adjuk meg a 3n darab l-esbdl all, faktoridlis szamrendszerben
megadott szam harmadat faktorialis szamrendszerben.

Léndrt Istvdn (Budapest) dtletébél

C. 1717. Legyen a 1522 — 212 + 7 = 0 egyenlet két valds gyoke x; és z2. Adjuk
meg az
T 1 1
X2 T1 T1 To

kifejezés pontos értékét.

* Igazolhatd, hogy a felirds egyértelmii, tehat minden pozitiv egésznek egy alakja van
faktorialis szamrendszerben. Lasd az I. 553. januari informatika feladatot.
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C. 1718. Egy sikon elhelyeztiink 8 darab egységnyi
éli kockat, majd ezekre még 5 darab egységkockat tet-
tiink az dbra szerint.

Hatdrozzuk meg az ABC héromszog oldalainak
hosszat.

Feladatok 11. évfolyamtdl
C. 1719. Tekintsiik az ABC szabélyos haromszog azon P belsé pontjait, ame-
lyekbol az AB oldal 135°-0s szogben latszik. Bizonyitsuk be, hogy a PA, PB,
PC' szakaszokbdl mindig szerkesztheté haromszog, és a P pont barmely, a feltétel-
nek megfelel6 elhelyezkedése esetén ennek a haromszognek az egyik szoge mindig
ugyanakkora.

C. 1720. Adott egy 10 elemii halmaz, amelynek elemei legfeljebb kétjegyti, po-
zitiv egész szamok. Igaz-e, hogy ennek a halmaznak mindig van két olyan diszjunkt
részhalmaza, amelyekben az elemek Gsszege egyenlo?

*

Bekiildési hataridé: 2022. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5238-5245.)

B. 5238. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a pozitiv egész szamok korében:
(k+n)! =k +n>+ (k+n)(3kn — 1).

(3 pont) Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

B. 5239. Egy haromszog oldalai a, b és ¢, ebben a sorrendben szamtani soroza-
tot alkotnak. Mutassuk meg, hogy a beirt kor kézéppontja harmadolja a b oldalhoz
tartozé szogfelezot.

(3 pont)

B. 5240. Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szamnak van olyan
tobbszorose, amelyben a szamjegyek Osszege n.

(4 pont) Javasolta: Sdandor Csaba (Budapest)
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B. 5241. Az ABC haromszogben ABC'< > 90°, a koriilirt koér kozéppontja O.
A korillirt korhoz C-ben hizott érinté az AB egyenest a P pontban, a P-bdl
BC-re allitott meréleges pedig az OC egyenest (Q-ban metszi. Igazoljuk, hogy AB
meroleges AQ-ra.

(4 pont) Javasolta: Nagy Zoltan Ldrdnt (Budapest)

B. 5242. Legyenek m és n tetszoleges pozitiv egész szamok. Tekintsiik azon
(z;y) racspontokat a derékszogii koordindtarendszerben, amelyekre 1 < & < m és
1 <y < n teljesiil. Legfeljebb hanyat valaszthatunk ki ezen mn darab racspont
koziil ugy, hogy semelyik négy kivalasztott pont se alkosson nem elfajulé parale-
logrammat?

(6 pont) Javasolta: Firedi Erik (Budapest)

B. 5243. Az ABC héaromszogben CAB< = 48° és ABC'<t = 54°. A héromszog
egy belsé D pontjéra teljesiil, hogy CDB< = 132° és BC' D<t = 30°. Igazoljuk, hogy
az ACDB torottvonalat alkoté szakaszokbdl nem szerkeszthetd haromszog.

(5 pont)

B. 5244. Hatarozzuk meg azokat az n > 4 egész szamokat, melyekre minden
n-nél kisebb k Osszetett szamra (k,n) > 1.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5245. a) Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok, pdronként nem hasonlé hdrom-
sz0g létezik, melynek mindharom oldala egész szdm, és az egyik szoge 3-szor akkora,
mint egy masik.

b) A fenti tulajdonsdgi haromszogek kozott van-e olyan, amelynek mindhdrom
oldala legfeljebb 107

(6 pont) Hugter Mihdly (Budapest) 6tlete alapjan

Aprilisi fejtoro™. Helyezziink el hat fehér babut egy sakktablara két szokasos
készletbdl gy, hogy egy feketét letéve barmely szabad mezore, az biztosan iithetd
legyen.

Kovdces Bence (Szombathely) és Monos Attila (Budapest)

%

Bekiildési hatarid6: 2022. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

* Pontversenyen kiviil. Egy lehetséges megoldast kozliink a majusi boritén.
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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(824-826.)

A. 824. Porzitiv szamok egy végtelen H halmazat toménynek nevezziik, ha
minden [1/(n+1),1/n] alakt intervallumban (ahol n tetszéleges pozitiv egész
szdm) van egy olyan szdm, amely el6éll két H-beli elem kiilonbségeként. Létezik-e
olyan tomény halmaz, amelyben a szamok Osszege véges?

Javasolta: Szics Gdbor (Szikszd)

A. 825. Keressiik meg az sszes f: ZT — RT fiiggvényt, amelyre tetszdleges

n é k pozitiv egészekre f(nk?) = f(n)f2(k), tovabba % tart 1-hez.

A. 826. Az antilop egy sakkbdbu, amely a huszdrhoz hasonléan 1ép: az (z1;y1)
mezOrdl pontosan akkor érhetd el az (zo;y2) mezd antilopugrassal, ha

{lz1 — zal, ly1 — y2|} = {3,4}.

Egy 10% x 10% méretii tablizat mezéit kitoltjilk az egész szdmokkal 1-t8l 10'2-ig.
Legyen D azon szémok halmaza, amelyek |a — b| alakban irhatéak, ahol az a-hoz
tartozé mezordl elérheté a b-hez tartozd mezd antilopugrdssal. Hanyféle médon
lehet elrendezni a szamokat gy, hogy D pontosan négy elembdl alljon?

Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgaria)

Bekiildési hataridé: 2022. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

Informatikabdl kituzott feladatok

.

I. 562 (E). Egy miihold segitségével téglalap alaki teriiletrdl fényerésség érté-
keket mértek éjszakai idoszakban. A fényer6sség 0 azon a helyen, ahol teljes a sotét-
ség, és 100, ahol a miiszer érzékel6je maximumot érzékel. A téglalap alaku teriilet
N x M négyzet teriiletegységbodl all, amelyek mindegyikét egy-egy fényerdsség érték
jellemez. A térkép szélein 1é6vSk kivételével minden teriiletegységnek négy kozvetlen
szomszédja van.
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Rendelkezésiinkre all a terkep.txt adatfijl, amelynek els6 soraban két egész
szam (1 < N, M < 100) taldlhatd, a térkép sorainak és oszlopainak szédma. Az &l-
lomany kovetkez6 N sordaban, soronként M darab 0 és 100 kozotti egész szam
talalhato, a fényerdsség értékek. A térkép szélén a fényerdsség értéke mindenhol 0.
Az allomany soraiban az adatokat egy-egy szokoz valasztja el egymastol.

Készitsiink programot i562 néven, amely az allomény adatait felhasznalva
a kovetkez6 kérdésekre ad vélaszt.
1. Olvassuk be és taroljuk el a terkep.txt allomany adatait, és annak felhasz-
naldsaval oldjuk meg a kovetkezo feladatokat.
2. Hatarozzuk meg, hogy a teriilet hdny szdzaléka nem sotét teljesen. Az ered-
ményt két tizedesjegy pontossaggal irjuk ki.

Fényesnek nevezziik azokat a mérési pontokat, amelyek nagyobb fényerdsségi-
ek a négy kozvetlen szomszédjuknal.

~J

Minta bemenet (a fényes mérési pontok félko- 8
vér stilussal): O 0 0 0 0 0 0 o0

0 1252 0 86 0O 0 O
0 0 14 86 46 52 43 0
0 4010032 96 36 66 O
0 0 16 51 72 30 35 O
0 0 8 9110041 86 O
6 0 0 0 0 0 O

o

3. frjuk a képernyore a fényes mérési pontok szamat.
4. Hatarozzuk meg a legkisebb teriiletii azon téglalap bal felsé és jobb alsé sar-
kanak a koordinatdit, amelyben az Osszes fényes mérési pont benne van.

5. Hatarozzuk meg annak a K x K-s négyzetnek a bal fels§ koordinatait, ame-
lyikben a legtébb fényes mérési pont van. K értékét (1 < K < min (N, M))
olvassuk be a billentytizetrol. Ha tobb megoldas van, akkor barmelyiket meg-
adhatjuk.

Bekiildend6 egy tomoritett 1562.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentédcidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 563. Anna és Péter jaték rulettel jatszanak, illetve a jaték nyerési lehetsé-
geit tanulmanyozzdk. A rulettben 0-t6l 36-ig terjednek a szamok. A rulettkeréken
a szamok egy korgytirii 37 fidkjaban taldlhatok, ezek koziil zold szinlii a nullaé,
a tobbi harminchat szam fele-fele fekete, illetve piros szinti dobozban foglal helyet.

Most csak szinekre fogadnak, amely nyerés esetén a tét kétszeresét fizeti, vesz-
tésnél a tét a banké. Anna csak pirosra és Péter csak feketére tesz. Céljuk a kezdo-
tokéjiik megkétszerezése. Egyforma zsetonszammal kezdenek és elsére mindketten
1-1 zsetont tesznek. Ha Anna veszit, akkor megkétszerezi a tétjét, ha nyer, akkor
tjra egyet tesz. Péter vesztés esetén eggyel noveli a tétjét, mig ha nyer, akkor 6 is
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visszatér a kezdeti tétre. A piros és a fekete valdsziniisége természetesen azonos,
de nem pontosan 50%, mivel a golyé a O-ra érkezhet 1/37-ed eséllyel, amely zold
szinti. Ekkor mindketten vesztenek. A bank tékéje korlatlan.

Tablazatkezel$ program segitségével oldjuk meg a jaték szimuldciéjat. A tdb-
lazat elrendezése tetszoleges lehet, de tigyeljiink az attekinthetdségre és a megértést
feliratokkal segitsiik el6. A tédblazat legyen felkészitve arra, hogy a jaték hosszu is
lehet, de a még fel nem hasznalt celldk maradjanak {iresen. A kezdotéke 10 és 100
zseton kozott valtozhat.

Induldsnak adjuk meg, hogy mennyi Anna és Péter kezd6tokéje. A jaték addig
tartson, amig az egyik6jiik vagy eléri a kezdotéke kétszeresét, vagy elvesziti az Gsszes
zsetonjat.

Ertékelés: a feladat megoldasa eddig 7 pontot ér. Tovabbi 3 pont kaphatd, ha
egymds utdni 10 jaték alapjan meghatarozzuk, hogy hanyszor tesz tétet Anna és
Péter a jaték soran.

Bekiildendo egy 1563.zip tomoritett allomdnyban a tablazatkezel6 munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentécid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezel6 neve, verzidszama.

I. 564. Az ingamozgds soran a test egy koriven, két széls§ helyzet kozott
periodikus mozgést végez.

Készitsiink animaciot egy SVG-tipusu vektorgrafikus képallomanyba, amely
egy inga mozgdsit mutatja be. Az animéciéban szerepls alakzatok tetszéleges
méretiiek, sziniiek és kitoltésliek lehetnek. Az animaciot a képallomany szovegének
szerkesztésével érdemes megoldani. Az animacioban az alakzatok olyan sebességgel
mozogjanak, hogy a mozgas megfigyelheto legyen. A lejatszasi id6, az ismétlédések
szama, valamint mas paraméterek szabadon vélaszhatdk.

SVG-abra animécidjanak készitése szerepelt az 1. 357. feladatban, illetve az ab-
ra szerkezetérdl olvashatunk a http://svg.elte.hu/ cimen.

Ertékelés: a matematikai inga mozgdsénak bemutatdsaval 7 pont és az inga-
mozgas tovabbi jelenségének abrazolasaval még 3 pont érheto el.

Bekiildendd tomoritett 1564 .zip dllomanyban az animacié SVG-dllomanya és
egy rovid dokumentdacié, amely tartalmazza a megoldas vazlatos leirasat.

I/S. 62. Egy orszdgban N véros taldlhatd, és kozottitk M darab kétirdny tit
vezet. Szeretnénk kiépiteni egy halézatot gy, hogy bizonyos varosokba adétornyo-
kat telepitiink (mindegyikbe legfeljebb egyet). A vdrosokat 1-t6l N-ig indexeljiik.

Egy ut tokéletesen lefedett, ha pontosan az egyik végpont varosaba telepitiink
adétornyot. Adjuk meg, hogy maximum hany adétornyot tudunk telepiteni gy,
hogy mind az M ut tokéletesen legyen lefedve.

A bemenet elsd soraban az N és M szdmok taldlhatok székozzel elvélasztva.
A kovetkezdé M sor mindegyike két szdmot tartalmaz: egy adott varospar indexeit,
amelyeket Ut kot dssze.

A kimenet egyetlen sordban egy szam szerepeljen: maximum héany adétornyot
tudunk telepiteni a feltételeknek megfelel6en. Ha ez nem lehetséges, irjunk ki -1-et.
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Bemenet Kimenet
53 3
12/32/45

Magyardzat: telepitsiink adotornyot az 1, 3, 5 indexii varosokba.

Korldtok: 1 < N, M < 10°. Id6limit: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha az 1 < N, M < 10 feltételek esetén
a program helyes kimenetet ad.

Bekiildend6 egy is62.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 161. Egy épiilet kiilonb6zé pontjaira vizet kell vezetni. Az épiilet tervrajzan
N darab pont mutatja ezeket a helyeket. A tervrajzra gondolatban egy koordinata-
rendszert illesztiink, amelyen az N pont mindegyike egész koordinatakra esik. A ve-
zetékeket gy épitik, hogy a pontokat Osszekotik egyenes csovekkel gy, hogy bar-
melyikbél barmelyik masikba el lehessen jutni a csoveken haladva. A merev csove-
ket csak a tervrajzon jelolt pontokban tudjuk elagaztatni és nem is keresztezhetik
egymast. Minden cs6 a koordinata-rendszer egy-egy racsvonalara keriil és két meg-
adott pontot kot ssze. Adjuk meg, hogy legaldbb milyen hosszi lesz a cs6vezetékek
hossza, ha kozvetetten barmely két pontot 6sszekotjiik.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a pontok N szamat. A kovetkezd N sor
mindegyike egy-egy pont = és y koordinatajat tartalmazza.

Kimenet: a kimenet elsé és egyetlen sordba a csovek lehetd legkisebb Ossz-
hosszat kell kifrni. Ha nem lehet ¢ket mind 6sszekotni, akkor —1-et kell kiirni.

Minta:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
6/02/03/10/13/22/23|7

Korlatok: a koordinatak abszolut értéke legfeljebb 1000 és N < 30. Id6limit:
0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 30%-a kaphatd, ha az z koordindta 0 vagy 1 értéke esetén
a program helyes kimenetet ad.

Bekiildendo egy s161.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathatoé.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2022. majus 15.

*
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Mérési feladat megoldasa

M. 410. Ha egy kis méretd, erds magnes és eqy vizszintes helyzeti gemkapocs
koz€é egy kdrtyalapot helyeziink, akkor a kdrtydndl foguva még fel tudjuk emelni
a gemkapcsot. Mérjiik meg, hany darab egymdsra rakott kdrtyalap kell ahhoz, hogy
mar ne tudjuk felemelni a gemkapcsot! Mekkora ezen egymdsra helyezett lapok
vastagsaga? Csatlakoztassunk egymdshoz két ugyanolyan kis mdgnest, és vizsgaljuk
meg, hdny kdrtyalap sziikséges ahhoz, hogy a gemkapcsot mar ne tudjuk felemelni!

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

Megoldas. 1. A mérés elve. A feladatunk az volt, hogy meghatdrozzuk, hany
kartyalap esetén nem tudja mér felemelni a magnes az acél gemkapcsot, amelyet
egyébként magahoz vonz. Tulajdonképpen azt a tavolsagot hataroztuk meg, amely-
nél a magneses vonzder6t éppen legy6zi a gravitaciés erd. (Elvileg levegében is ez
a tdvolsdg adédna, mert a kdrtydk nem befolydsoljdk a magneses mezét.)

2. A mérés kivitelezése. Francia kartya kétféle paklijaval végeztiik a mérést,
egy nagyobb és egy kisebb méretiivel. Gemkapocsbdl is két méretiink volt. Mivel
nagyon erés magnessel dolgoztunk, ezért nem egyesével adtuk hozza a lapokat,
hanem mas modszert alkalmaztunk. Kerestiink olyan allapotot, aminél mar nem
tudja megemelni a gemkapcsot a magnes, majd innen indulva csokkentettiik a lapok
szamat addig, amig felemelte, és végiil visszatettiink még egy lapot a pakliba.

Ezutdn kovetkezett a keziinkben 1é6vo kartyapakli vastagsdganak meghataro-
zasa. Ehhez egy ,,sarokba szoritottuk” a paklit, precizen hozzarendezve a falakhoz,
majd egy derékszogii vonalzét illesztettiink mellé, végiil lefényképeztiik, és a kina-
gyitott felvételrol olvastuk le néhany tizedmilliméter pontossaggal a pakli magas-
sagat.

3. Tovdbbi méréseink:

— FEgy nagy gemkapocs, eqy mdgnes, mdsik paklival. Ismét azt a moddszert
alkalmaztuk, mint az els¢ mérésnél. Megkerestiik azt az dllapotot, aminél még
nem emeli fel a magnes a gemkapcsot, majd azt, ahol mar felemeli. A masik pakli
hasznélatanal tobb kartyalapra volt sziikségiink a megfelel6 allapot eléréséhez, mint
az els6 mérésnél, de a magassaguk csak 0,4 milliméterrel tért el egymastol. Mivel
két kiilonboz6 gyartétol szarmaztak a kartyak, ez okozhatta a lapok vastagsaganak
eltérését.

— Egy nagy gemkapocs, két mdgnes, két paklival. Ennél a mérésnél jéval tobb
kértyalapra volt sziikségiink, mint amikor csak egy magnest hasznaltunk, ugyanis
a két magnes nagyobb tavolsagbdl is képes volt felemelni a gemkapcsot, mert egyiitt
er6sebb magneses mezdt hoztak 1étre. Azért vegyitettiik a két kartyapaklit, mert ha
a koriilbeliil 100-100 db-os paklikbdl csak az egyikkel probédlkoztunk, a méagnesek
béven felemelték a gemkapcesot 100 lapon keresztiil is.
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~ Egy kis gemkapocs, egy mdgnes, két paklival. A gemkapocs mérete (és igy
a tomege is) kisebb volt, tehdt a mdgnes vonzderejének kisebb nehézségi erdt
kellett legy6znie. Emiatt vastagabb kartyarétegen keresztiil is sikeriilt felemelniink
a gemkapcsot. Mivel egy pakliban nem volt elegend6 szamu kartyalap, ezért itt is
két paklival kellett dolgoznunk.

— FEgy kis gemkapocs, két mdgnes, két paklival. Mivel az mar egyetlen mag-
nesnél is latszott, hogy nem lesz elég egy pakli, nyilvanvalé volt, hogy rogton két
paklival kezdjiik az emelési kisérletet. Erthetéen ez lett a legtobb kartyalapot ..fel-
emészt6” mérés a maga 145 lapjaval.

4. Mérési eredmények:

kis gemkapocs nagy gemkapocs
1 db mégnes 115 lap; 99 lap 83 lap
33,1 mm 27,5 mm 27,9 mm
vegyes pakli | nagy méretii pakli | kis méretii pakli
2 db magnes 145 lap 121 lap
42,0 mm 36,3 mm
vegyes pakli vegyes pakli
gemkapcsok tomege 0,35 g 0,90 g

5. Tapasztalataink: Két méagnes esetén a magneses mezd erdssége (a magne-
sektdl bizonyos tévolsdgban) nagyobb, mint egyetlen médgnes térerdssége. Mindkét
méretli (tomegil) gemkapocs esetén azt tapasztaltuk, hogy nem pontosan kétszer
akkora vastagsagu kédrtyapaklit (kétszer annyi kértyalapot) kellett a gemkapocs és
a két méagnes kozé helyezziink, hanem kevesebb is elegend6 volt, hogy a magnesek
vonzoerejét ugyanakkorara csokkentsiik, mint egyetlen magnesnél volt. Pontosab-
ban: kis gemkapocs esetében a tavolsagarany g—’(l] = 1,27 =~ 1,3, nagy gemkapocsnél

pedig % = 1,31 = 1,3 volt. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a magneses von-

z6er6 nem forditottan ardnyos a tdvolsaggal, hanem valamilyen més osszefiiggés
(taldn valamilyen hatvanyvanyfiiggvény) szerint véltozik. (Ezt a tévolsagfiiggést
sokféle méretii, vagyis sokféle tomegi gemkapocs emelésével lehetne tanulmanyoz-
ni.)

6. Mérési hibalehetdségek:

— A hatéareset megkeresésénél léphet fel +1 lapnyi hiba.

— A kértyapakli vastagsagdnak a vonalzordl torténd leolvasasa eredményezhet
40,2 mm-es mérési hibat.

— A mégnes mérete lényegesen kisebb volt, mint a nagyobb méretli kartya.
Igyekeztiink a legfelso kartya kozépén tartani a magnest, és a gemkapcsot is a masik

oldalon prébaltuk gy elhelyezni, hogy az éppen a méagnes alatt legyen, de ez nem
mindig sikeriilt elegend6 pontossaggal.

Kiss Benedek (Sopron, Berzsenyi D. Ev. (Liceum) Gimn. és Koll., 9. évf.) és
Sos Adam(Sopron, Berzsenyi D. Ev. (Liceum) Gimn. és Koll., 9. évf.)
mérépar mérési jegyzokonyve alapjan
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ﬁ} 2022.4.4 — 13:15 — 235. oldal — 43. lap
7 mérési jegyzOkonyv érkezett. 6 pontot kapott Daniel Fodor és Sterling Kocher
(mérépér), valamint Kiss Benedek és S6s Adam (mérépdar). Kicsit hidnyos (4-5 pont) 4,

hidnyos (2 pont) 1 dolgozat.

%]E

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 755. A 80 kg tomegil akciohds olyan ejtdernydt haszndl, amivel nyitott dlla-
potban 8 m/s sebességgel siillyed. Egy jelenetben a 60 kg tomegtd hésndt a levegében
elkapja, majd ezutan nyitja az ernyot. Mekkora sebességgel ér foldet az Osszeka-

paszkodott par? Milyen magassagbdl torténd leugrdas esetén érnének szabadon esve

ugyanekkora sebesséqggel a foldre?
(4 pont)

Megoldas. Az ejtéerny6s addig gyorsul, amig a légellenallasbdl szarmazé er6
kisebb, mint az emberre hat6 nehézségi erd, allanddsult esési sebességnél pedig a két
er6 egyenld. Ugyanakkora ejtoerny6 esetében a légellendllas a sebesség négyzetével

mag U5

aranyos. A két esetet Osszehasonlitva:
mig v
= L
ahol my = 80 kg, ms = (80 + 60) kg, v1 =8 m/s, vy pedig az dsszekapaszkodott

par keresett sebessége.

A fenti egyenletbdl

140 m m
=4/—=——-8 —=10,58 —.
R T s

Egy szabadon esé test

10,58 =
2 - S 1,085
9,81
S

g

id6 alatt éri el a vy nagysagu sebességet, mikézben
m
5 (1,08 5)> ~ 5,7 m

b

h=94 =
2
utat tesz meg. Az akciéhds és a hosné foldet érési sebessége kb. 6 méter magasrdl

torténo leugras végsebességének felelne meg, ha szabadon esnének.
Torik Hanga (Budapest, Fasori Evangélikus Gimn., 10. évf.)
Megjegyzés. A megoldas sordan feltételeztiik, hogy a kozegellendllasi eré teljes egé-
szében az ejtéernytdl szarmazik, ami mellett az emberre (emberekre) haté légellenallds

elhanyagolhatéan kicsi.
39 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 7, hibds 3, nem ver-
235

senyszerl 2 dolgozat.
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G. 760. Aluminiumbdl készilt, 10 cm magas, kip alaki testet a csucsdhoz rig-
zitett fondl segitségével lassan kiemeliink egy téglatest alaku akvdriumbol. Kezdetben
a kip a 10 cm dtmérdji alapkorén dll az akvdrium aljan, és a viz teljesen ellepi.
Az akvarium térfogata sokkal nagyobb, mint az aluminiumkipé.

Abm’zoljuk a fonalat feszitd erét a kiup elmozduldsanak fiigguényében!

(4 pont) A KoMaL Nyéri Tabor mérési feladata nyomdn

Megoldas. Az aluminiumkip magassiga M = 10 cm, alapkorének sugara
R =d/2 =5 cm. Az akvdriumban a viz valamekkora h magassdgban all, és M < h,
hiszen kezdetben a viz teljesen ellepi a fémkupot.

Jeloljiik a kup alapkorének az akvarium aljatél szamitott elmozduldséat s-sel.
A kup térfogata

1
Vieap = §R27TM =262 cm® = 2,62-107% m?,

az aluminiumkupra haté nehézségi er6é

ke

N
=+ (2,62-107* m®) - 9,81 -— = 6,94 N.
m kg

G = mg = 0Al Vkﬁpg = 2700

Az aluminiumkip kiemelésénél négy szakaszt kiillonboztethetiink meg.
(1) Amig a kup az akvdrium aljan nyugszik (s = 0), a nehézségi erével a kipra
hatd felhajtéers (Fren.) és az aljzat nyomdereje tart egyenstlyt. A fonalat feszité er6
Fiona1 = 0. A kipra hato felhajtéeré megegyezik a kip altal kiszoritott viz silyaval:

Fremn. = Gty = Myta9 = 0vizViapg = 1000 - (2,62 - 107%) - 9,81 N = 2,57 N.

(74) Ha lassan, egyenletes sebességgel elkezdjiik felfelé hiizni a kiiphoz rogzitett
fonalat, a kipra haté erdk tovabbra is egyensilyban maradnak:

G = Fional + Flemn.,
ahonnan
Fiongt = G — Fran, = (6,94 — 2,57) N =437 N.

A fonalat feszit6 er6 addig ennyi, amig a kip csticsa el nem éri a viz felszinét, tehét
amig s < h — M.

(iv) Amikor s > h, akkor kip teljesen kiemelkedett a vizbol, a fonalat fesz{td
er6 megegyezik a kupra haté nehézségi erdvel:

Fronst = G = 6,94 N.

(Mivel az akvarium térfogata sokkal nagyobb, mint az aluminiumkipé, a vizszint
véaltozasat nem kell figyelembe venniink.)

(#i1) Ha h — M < s < h, az aluminiumkup egy része mar kiemelkedett a vizbél,
mig egy masik része még a vizszint alatt van. A kidpra haté felhajtdéeré a kip
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vizbe meriild része dltal kiszoritott viz silydval egyenlé. A kiszoritott viz térfogata
megegyezik a viz alatt 1év6 csonkakip térfogatdval, amelyet gy kapunk meg, hogy
a kup teljes térfogatdbol kivonjuk a viz feletti, kisebb kiip (cstcsi rész) térfogatét.
A cstcsi rész alapkorének sugara r, a magassdga x, ahol x = s + M — h. Hasonl6

derékszogli haromszogekbdl kovetkezik, hogy % = g, vagyis r = %x. A csonkakip
térfogata

Vesonkakip = Vieap — Vesties = Viap — 17“27T33 = Vikap — <R$)2 m= Vicip — LQW s
3 M 3 3M?
Az ismert adatok behelyettesitése utdn ezt kapjuk:
Vesonkakip = 2,62 - 107* m* — 0,26 2°.
A fonalat feszit6 erd

3
Frons1 = G- Qvl’zg‘/::sonkakﬁp = 6794 N — 1000 - 9,81 - (2762 : 10_4 —0,26 1’13) N.
m

Figyelembe véve, hogy
r=s—h+M=s—h+0,1m,

a fondlerd a kip elmozduldsanak fiiggvé- Fonal
nyében:
Frona1 = 6,94 N F-=--------------
3 N
=4,37 N+2551(s —h + 0,1 m)” —. 437N
m

Mikézben az s elmozdulas h — M-rol h-ra X X
no, a fonalat feszito er6 egy harmadfoku o @) : (iii) \
fiiggvény szerint 4,37 N-r6l 6,94 N-ra né. ' :

h—M h

(iv) s

Hruby Laura (Budapest, Veres Palné Gimn., 10. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibéds 4, nem versenyszer( 2 dolgozat.

G. 761. Hogyan irtdk a HATULJA sz6t a KéMaL felirat hdatuljara: szokdsos
mdodon vagy tikorirdassal?

(3 pont)
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Megoldas. Egy ténylegesen elvégzett kisérlettel probaltam kideriteni, hogy
a HATULJA szt hogyan kell felirni ahhoz, hogy a lapot megforditva a tiikérben
balrdl jobbra el tudjuk olvasni. Az els¢ képen lathaté annak a lapnak a hétulja,
amelyet megforditva a tiikkor elé tettem. A mésodik képen lathatd, hogy a tiikérben
az alsé sort lehet balrél jobbra kiolvasni. Ebbol megallapithatjuk, hogy a KoMalL
felirat hatuljara a HATULJA sz6t tiikorirdssal kell felirni.

Foldi Albert (Szolnok, Varga Katalin Gimn., 9. évf.)

52 dolgozat érkezett. Helyes 42 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 1, hibds 5, nem
versenyszerl 4 dolgozat.

G. 764. Egy nyugalmi dllapotbol indulo, szabadon esd test mozgdsdanak utolso
mdsodpercében ugyanakkora utat tett meg, mint az elsé hdrom mdsodperc alatt.
Milyen magasrdl esett le a test? (Hanyagoljuk el a légellendlldst.)

(4 pont)

Megoldas. Mérjiik az id6t masodperc, a megtett utat pedig méter egységekben,
és szamoljunk g kerekitett, 10 5% értékével.

Egy szabadon es6 test (ha a légelendlldst elhanyagoljuk) ¢t id6 alatt d = %tQ
utat tesz meg. Az elsé hdrom mésodpercben ez az tt:

_10-32

d > =45m

A t ideig tart6 esés utolsé masodpercében is 45 métert tesz meg a test, tehat

1042 —1)?
0 10(t-1)° _
2 2

Ennek az egyenletnek ¢ = 5 a megoldésa, vagyis az esés magassaga:

9.2 10 o
h==t"=—5
2 2

=125 m.

Ha g-nek a pontosabb, 9,81 % értékével szamolunk, akkor a h ~ 123 m-es
eredményt kapjuk.

Nagy Csenge (Székelyudvarhely, Tamési Aron Gimn., 9. évt.)

48 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibds 1, nem versenyszer( 6 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

KoMalL, 2022. aprilis EF

P. 5347. A kezdetben nyugvd, m = 2 kg tomegi test surloddsmentesen mozoghat
a vizszintes felilleten. Eqy adott pillanatban a testre a feliilettel pdarhuzamosan egy
olyan dllando iranyu F erd kezd hatni, amelynek nagysaga egyenletesen vdltozva

4 s alatt 0-roél 20 N-ra nd.

a) Mekkora lesz a test sebessége t1 = 3 s mailva?

b) Mekkora utal tesz meg a test 3 s alatl, ha a to =2 s alalt megtett it

Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

I. megoldas. Ha a 2 kg tomegii testre hato eré idében egyenletesen névekszik,
akkor a test gyorsulédsa is egyenletesen valtozik, és ty = 4 s alatt 0-rél ag = 10 S%—re

né (1. dbra). Algebrai Ssszefiiggéssel:

m
a(t) = 2,5 ? . t,
és a kérdéses
3
tl = ito =3s
idépontban a gyorsulas:
3 m
ap = —-ag="15 —.
byt s2
m
o[ 2]
o5 ]
10 = S
11,25 |9 A
7,5 4 10 +
5 p—
N A B,
25+ 1
v(t1 =3 s) L
t S(tl \_ 3 S) t[S]
f f f l
t1 to 1 2 3
1. dbra 2. abra
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a) A sebességet a gyorsulds—id6 grafikon alatti teriiletként kaphatjuk meg.
Az 1. abrén s6téten jelolt haromszogrol leolvashatd, hogy ¢ idépontban a sebesség:
arty 7,55 -(35)

m
- - —1125 2
ey 2 25 3

Hasonlé médon kapjuk, hogy tetszoleges t idépontban a sebesség:

£) -t
u(t) = a(2) = 1,25?3#.

b) A sebesség-id6 grafikon a 2. dbrdn lathaté. A t id6 alatt megtett s(t) 1t
a parabola 0 és t idépontok kozotti ive alatti teriilettel egyezik meg. Feladatunk
a sOtétebben jelolt teriilet nagysagdnak meghatdrozésa.

Tudjuk, hogy a megtett utat egyenletes mozgas esetén a vgt, egyenletesen gyor-
sulé mozgasnal az %%2 képlet alapjan szamolhatjuk. Sejthet6, hogy egyenletesen
véltoz6 gyorsulds esetén a megtett it (ha a kezddsebesség nulla) az eltelt idé§ kobé-
vel ardnyos, és emiatt a 3 s alatt megtett 1t (3/ 2)3—szér nagyobb, mint a 2 s alatt
megtett 13—0 méteres ut.

Hogyan lathaté be ezen sejtés helyessége? Ha a 2. dbran lathaté parabo-
lat a ¢ tengely mentén 2/3 ardnyban, a v tengely mentén pedig (2/3)* ardny-
ban 6sszezsugoritjuk, akkor a goérbe tovdbbra is parabola marad, de az A pont
a B pontba keriil. Mivel a gorbe alatti teriilet a két transzformacié egyiittes haté-
sara (2/ 3)3 aranyban csokken, felirhatjuk, hogy

3
27 10
s(t:3s):(2> -s(t:2s):§-§m:11,25m.

IT. megoldas. A feladatot a differencidl- és integralszamitas Osszefiiggéseinek
felhasznaldsaval is megoldhatjuk. Esetiinkben valtozé gyorsuldst mozgédssal van
dolgunk. A gyorsulds egységnyi id6 alatt végbemend véltozdsat ,randuldsnak” ne-
vezzilk és j-vel jeloljitkk. A feladatban szereplé mozgas randuldsa id6ben dllando,

nagysaga
Aa 10 m/s?
jofe_Wm/s o m
At 4s s3
A test rdnduldsa a gyorsulds—ido fliggvény derivaltja:
da(t
jo = Z(t ) bt a(t) = jot;

a test gyorsuldsa a sebesség—id6 fiiggvény derivaltja:

du(t) t?
jot = , tehat t) =Jo—=;
Jo " ehdt  v(t) =jo
végiil a test sebessége az t-id6 fliggvény derivéltja:
2 ds(t) t3
0= = , tehat t) = jo—-
Jo at s(t) = Jjo 6
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(Kihasznaltuk, hogy kezdetben, ¢ = 0 pillanatban a test gyorsuldsa, a sebessége és
az elmozduldsa is nulla.)

Ezek szerint a test sebessége t = 3 s mulva

m (3s)° m
3s8)=25 — =11,25 —
,U( b) ) S3 2 ) S )
a megtett ttja pedig
3
s(3s) =25 = B9 _ 1195 m,
s

Nem hasznéltuk fel a 2 madasodperc alatt megtett Ut megadott értékét, de
ellendrizhetjiik, hogy az helyes-e:

m (2s)° 10
=— m.

3 6 3

Waldhauser Miklos (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

84 dolgozat érkezett. Helyes 51 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 13, hidnyos
(1-3 pont) 14, hibds 1, nem versenyszer( 5 dolgozat.

P. 5357. Vizszintes asztallapon fekszik eqy homogén témegeloszlisi rid. Ezt
a rudat lassan fliggéleges helyzetbe hozzuk az egyik végére hato, a ridra mindenkor
merdleges erdvel. Legalabb mekkora a rid és az asztallap kozotti tapaddsi surloddsi
eqyiitthatd, ha a rid nem csiuszik meg felallitas kézben?

(5 pont) Amerikai feladat nyomén

I. megoldas. Mivel a rudat lassan emeljiik, ezért a rid minden pillanatban
nyugalmi helyzetiinek tekinthetd. Emiatt a rid minden helyzetében a ra haté erdk
Osszege és a forgatonyomatékok Gsszege is nulla.

Legyen a ridra mindenkor merdleges
er6 nagysaga F', az asztal altal kifejtett F
fliggbleges iranyu kényszererd legyen K, mg
a vizszintes irdanyud tapadasi surlédési er6
pedig T. A rud hosszat jeloljiik £-lel, t6-
megét m-mel, a vizszintessel bezart szo-
ge (ami lassan valtozik 0°-tél 90°-ig) le- K
gyen « (lasd az 1. dbrdt).

A forgatényomatékok egyensilyat T @
(statikus esetben) a rid barmely pontja-
ra felirhatjuk. Legyen ez a pont a ridnak 1. dbra
az asztallal érintkez6 végpontja. Ekkor

l
F¢ = mg(cos a)i,
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vagyis
(1) F="9cosa.

2
A ridra haté er6k vizszintes irdnyt komponenseinek egyensiilya:
(2) T(a) = Fsina = %Sina cos a,
a fliggbleges iranyu komponenseké pedig

K + F cosa = mg,

ahonnan (1) felhasznaldsdval

mg cos? a

K(a) =myg 5

Az « szogben megemelt rid akkor nem csuszik meg az asztalon, ha

T(a) < pK (),

vagyis
< T  sina cosa
2K~ 9 costa’
amit igy is felirhatunk:
sin «v cos «v
(3) p=

= . 9 5 -
2sin? o + cos? o

Bévitsiik (3) jobb oldalan &6 tortet —L—-val:

cos? a

tga 1

> D) = 1 -
2tga+1 2tga+ oy

(4)

Ennek az 6sszefiiggésnek tetszoleges tg a-ra teljesiilnie kell, hiszen a rid semelyik
helyzetében nem csuszik meg. Alkalmazzuk (4) jobb oldaldnak nevezéjére a szam-
tani és a mértani kozepekre vonatkozé egyenlotlenséget:

1 1
2tga+ —— > 2¢/2tga- — = V8,
tg o tg «

ezzel a (4) feltétel:
1
> — ~0,35.
A

Ha ez teljesiil, akkor a rud a feldllitdsa soran nem csiszik meg.
Beke Balint (Budapest, ELTE Apéczai Csere J, Gyak. Gimn., 11. évf.)
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IT. megoldas. Az I. megoldas gondo- fla)
latmenetét kovetve a meg nem csiiszas
feltételére ezt kapjuk: 0354
sin v cos «
Z2-cos?a fla).
(0%
Ha  4dbrazoljuk az  f(a) figg 0 90°

vény grafikonjét (pl. a https://

www.geogebra.org/classic?lang=hu 2. dbra

vagy a https://www.wolframalpha.com/ alkalmazds segitségével), arrdl (lasd
a 2. dbrat) leolvashatjuk, hogy f(«) legnagyobb értéke kb. 0,35. Ha a tapadé stirlé-
dési egyiitthatd ennél a szamnal nagyobb, akkor a rud fiiggtleges helyzetbe hozhato
anélkiil, hogy megcsiuszna az asztalon.

Tobb dolgozat alapjan

44 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 10, hibds 6, nem versenyszer( 2 dolgozat.

P. 5364. Sima, vizszintes, surloddsmentes sikon nyugszik eqy R sugari, m to-
meqii félhenger, dombori felével felfelé. A félhenger tetejérdl nyugalmi helyzetbdl
indul el surlodas nélkil eqy kis méretd, de ugyancsak m tomegi test. Milyen hosszu
utat tesz meg ez a test a félhengeren, mieldtt elvdlik téle?

(5 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

Megoldas. A kis testre a nehézségi eré hat lefelé, valamint a félhenger altal
kifejtett nyoméeré a félhenger felszinére merélegesen. A félhengerre a gravitécios
er6 hat lefelé, az aldtamasztas dltal kifejtett nyomadero folfelé, és a kis testre kifejtett
nyomber6 ellenereje. Vizszintes iranyban kiilsé eré nem hat, a rendszer vizszintes
iranyu lendiilete allando, végig nulla, mint a kezdeti pillanatban. Ez gy lehetséges,
ha a henger sebessége és a kis test sebességének vizszintes komponense azonos
nagysdgu és ellenkezd irdnyu (1. dbra).

Az energiamegmaradas torvénye szerint

1 1
mgR = mgR cos ¢ + §mv§ + im(vi + Ui),

Vg

Uz

Uy

1. dbra 2. dbra
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ahonnan
(1) 2gR(1 — cos ¢) = 2v2 + vi.

A félhengerrel egyiitt mozgd vonatkoztatdsi rendszerben a félhenger 4all, a kis
test pedig egy kor mentén, a kor érintéjének irdnyaban mozog. A kis test sebes-
ségének vizszintes komponense 2v,. Kényszerfeltétel, hogy a korpalya érintéjére
merdleges sebességkomponens nulla: vy, cos ¢ = 2v, sinp. Ezt (1)-be helyettesitve
kapjuk, hogy

9 1 —cosyp
= = INTg tg2 o

Amig a kis test a félhenger felszinén mozog, addig v, nem csokkenhet, hiszen
a kor felszinére merdleges kényszererd vizszintes komponense a félhenger sebességé-
vel azonos iranyba mutat, a nehézségi erének és a talaj nyomoerejének pedig nincs
vizszintes komponense. A kis test akkor valik el a kor felszinérdl, amikor a félhen-
ger altal kifejtett kényszerer6 nullava valik, vagyis amikor v, értéke a legnagyobb.
Ez ott kovetkezik be, ahol az

1 —cosyp
fle) = 1+2tg% ¢
fiiggvénynek maximuma van a [0; /2] intervallumon. Szélséértékszamitdssal, vagy
f(p) grafikus dbréazoldsaval beldthatd, hogy ¢ = @max = 0,75(rad) &~ 43° szognél
van a maximum, igy a kis testnek a félhenger felszinén megtett utja:

§ = Rpmax = 0,75 R.

Ddéra Mdrton (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)

50 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 21, hibds 7, nem versenyszerii 5 dolgozat.

P. 5366. Idedlis gdz dllandé nyomdshoz, illetve dllandd térfogathoz tartozo faj-
hdinek hdnyadosa k.

a) A gdz adiabatikusan tdigul. Mekkora a gdz munkdjdnak és a belsd energia
megudltozdsdnak ardnya?

b) A gdz izotermikusan dsszenyomddik. Mekkora a gdz munkdjdnak és a felvett
hének az ardnya?

¢) A gdzt izobdr folyamatban melegitjik. Mekkora a gaz munkdjdnak és a felvett
hének az ardnya?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
Megoldas. a) Ha a gdz adiabatikusan tdgul, akkor a gdzon végzett munka
(W) negativ (azaz a giz végez munkat: W = —W,y4,), és a gdznak atadott hé

Q = 0. Az 1. {6tétel szerint a belsd energia véltozdsa AU = Q + W. Mivel Q = 0,
AU =W = —Wosy, 1gy Wea, és AU aranya —1.
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b) Ha a gdz izotermikusan Osszenyomddik, akkor a hémérséklet-valtozds
AT = 0. Idedlis gézra
f

ETL
ahol f a szabadsdgl fokok szama, n a gdz mennyisége molban és R a gdzéllan-
dé. Allandé hémérsékleten a bels6é energia dllandé, tehdt AU = 0. Mivel AU =
=Q+W =0, igy Q@ =—-W = Wy, tehit a gz munkdjanak és a felvett hének
az aranya +1.

AU = LnRAT,

¢) Ha a gazt izobédr folyamatban melegitjiik, akkor a nyomésa allandd, azaz
Ap = 0. A bels6 energia véltozasa:

AU = gpAV.

Kihasznéltuk az egyetemes gaztorvényt, ami szerint esetiinkben
nRAT = A(pV) = pAV.

Misrészt tudjuk, hogy

Q—FW:AU:gpAV,

tovabba hogy a géz dltal végzett munka:
Wgéz = pAV.

Ezek szerint

Q“”W:Q*Wgéz: Wgém

CIES

azaz

Q = (‘g + 1) Wgéz'

Az idealis gaz dlland6 nyomaéashoz, illetve dllandé térfogathoz tartozé fajhéinek
hényadosa a szabadsédgi fokokkal kifejezve:

2 2
K= fi, ahonnan f=
f Kk—1
kovetkezik. igy izobar véltozdsnal a gdz munkajénak és a felvett honek az aranya:
Wess k=1 _1_l
Q K K

; Csillingek csapat:
Csilling Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) és
Csilling Katalin (Budapest, Szildgyi E. Gimn., 12. évf.)

61 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos
(1-2 pont) 21, hibds 9, nem versenyszer(i 5 dolgozat.
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P. 5368. Egy R =30 cm sugari, fémhuzalbol ké-
Q sziilt karikdnak Q = 6 - 1076 C toltést adunk, majd a ko-
zéppontjan dtmend, a sikjdra merdleges tengely koriil
- w="520 1/s szdgsebességgel megforgatjuk vdikuumban.
Egy adott pillanatban eqy elektron éppen a karika kozép-
\Gw pontjdn repil dt v =120 m/s nagysdgi, a karika sikjdba
) esd sebességgel.

Mekkora az elektron pdlydjinak gorbileti sugara
a karika kozéppontjaban, ha ott a Fold magneses tere ép-
pen az elektron sebességének irdanydba mutat?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
Megoldas. A karikaval egytitt forgd toltések
LA Q@

At T 2 2p
w
erfsségli aramot hoznak 1étre. A karikat tehdt tekinthetjiik egy R sugaru korveze-

tének, amelyben I erdsségii aram folyik.

Az elektron pillanatnyi helyén, vagyis a korvezetd kozéppontjaban a magneses
indukciovektor nagysaga

I Qu
99k = MurR’

irdnya pedig meroleges a karika sikjara.

|B| =

A (—e) toltésii, B-re merdleges sebességli elektronra hat6 Lorentz-erd nagysaga

F=|(-e)(vx B)| = evB = Z—i evé)w'

(Mivel a f6ldi mdgneses tér irdnya éppen parhuzamos az elektron sebességével, {gy
a Lorentz-erd szamitdsdndl figyelmen kiviil hagyhatd.)

Az m tomegl elektronra haté méagneses erd a részecske palydjat elgorbiti.
Newton mozgasegyenlete szerint

ahol r a palya gorbiileti sugara a karika kozéppontjaban. Innen kapjuk, hogy
a keresett gorbiileti sugar:

mv®  4r moR or (011 10731)-120-0,3
F o po eQu  (1,6-10719).(6-1076) - 520

Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 9. évf.)

r= m = 66 cm.

25 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 7, hidnyos
(1-3 pont) 4, hibds 1, nem versenyszer( 2 dolgozat.
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P. 5370. Egy rovidlato ember szemének kézelpontja 8 cm-re van a szemétol
szemiiveg nélkil. Mekkora lesz a kozelpontjanak a tdvolsdga, ha felveszi —5 dioptrids
szemiivegét?

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

Megoldas. Az egyszerliség kedvéért tekintsiik a szemet optikai szempontbdl
egyetlen vékony lencsének, jéllehet a tényleges helyzet ennél bonyolultabb.

Jelolések:

— f1 a szem fokusztavolsiga,

- Dy = % a szem dioptridja,

— f2 a szemiiveg fékusztavolsaga,

- Dy = % a szemiiveg dioptridja,

— t1 a kozelpont és a szemlencse tavolsaga szemiiveg nélkiil,
— ty a kozelpont és a szemlencse tavolsaga szemiiveggel,

— k a szemlencse és a retina tdvolsdga (a szem mérete).

Megjegyzés. A szem f1 fokusztdvolsdgat bizonyos hatarok kozott képesek vagyunk
valtoztatni, legkisebb értéke a kozelpontban 1évo targytavolsagnak felel meg. Ez az adat
is fiiggetlen a szemiiveg viselésétdl.

A méterben mért fékusztavolsag reciproka (a dioptria) megegyezik a kzelpont-
tavolsag reciprokanak és a képtavolsag reciprokanak osszegével:

A szemiiveg és a szemlencse nagyon kozel van egymashoz, igy a dioptridgjuk ossze-
adddik, tehat a szemiiveges ember szeme Dy + Do dioptridsnak tekinthetd.

A kép szemiiveggel és anélkiil is a szem ,hatuljan”, tehat ugyanott keletkezik,
igy fenndll, hogy

1 1
Dy +Dy=— 4.
1+ Do t + %
A fenti két egyenlet kiilonbségébdl Dy = % — i adédik, vagyis (méter egységekkel
szdmolva): —5 = % - ﬁ Innen

1
S =-5+125,  amz £, =0133m.
2

Tehat a rovidlaté ember kozelpontjanak tavolsaga kb. 13 cm-re lesz a szemétol, ha
felveszi a szemiivegét.

Marozsi Lenke Sdra (Kecskeméti Katona J. Gimn., 11. évf.) és
Vig Zsdfia (Szeged, SZTE Gyak. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

67 dolgozat érkezett. Helyes 39 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibds 2, nem versenyszer( 11 dolgozat.
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P. 5371. A tau-részecske (1) elektromos téltése ugyanakkora, mint az elektroné.
Tomege 3470-szer akkora, mint az elektroné és 1,89-szer akkora, mint a protoné.
Nagyon rovid az élettartama (3-10713 ), mégis eléfordulhat, hogy a protonnal
kotott rendszert alkot. Ebben az esetben a két részecske a kozos tomegkdzéppont
koril korpdlydn kering, és a rendszer teljes perdiilete nh (n =1,2,...).

a) Adjuk meg a T-proton atom és a H-atom szinképeiben a megfeleld hulldm-
hosszak aranyat!

b) Mekkora a T-proton atom kitési energidja?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldéds. A 7—p atom (tau-hidrogén) energiaszintjeit az e—p rendszer (ko-
zonséges H-atom) energiaszintjeihez hasonlé moédon kaphatjuk meg, alkalmazva
a Bohr-féle atommodell feltevéseit. A két eset kozotti kiillonbség az, hogy a 7-
részecske tomege Osszemérhet6 a proton tomegével, emiatt célszerii merev testként

kezelni ezt a rendszert.
Legyen a két részecske tdavolsaga r, a tomegkozéppontjuktol mért tavolsagok

pedig
m,

= —, illetve ry =

m
—r
mr +mp mr + my

Tp

A 7-proton ,merev test” tehetetlenségi nyomatéka a részecskék mozgdsi sikjara
mero0leges, a tomegkozépponton atmend tengelyre:

mpm
1 O =mpr2 +mr? = —2-T 2 =m* 2,

( ) P'p ThT my +mp

(Az m* mennyiséget a két részecske redukdlt tomegének nevezik.)

Ha a két részecske (mint merev test) w szogsebességgel forog a kozos tomegko-
zéppont koriil, akkor a perdiilete (impulzusnyomatéka) a Bohr-féle kvantumfeltétel
szerint

(2) Ow = nh,

ahol h = h/(27) és n pozitiv egész szam.

Mindkét részecske kdrmozgédsat a Coulomb-er6 biztositja:

[V}

e
2 _ 2 _
MpTpW” = MW" = kﬁ’

ahonnan
(3) mFrw

Az (1), (2) és (3) vsszefiiggésbdl kiszdmithatjuk, hogy

2 2
m*(ke?) . (nh)
w=——g", illetve =
(nh) m*(ke?)
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A rendszer teljes energidja a kinetikus és a potencidlis energia Gsszege:

E= Ekin. + Epot.a

ahol
1 m*(k62)2
Eyin, = z0w” = ———-—
fin. 2@w 2n?h?
a mozgdsi (kinetikus) energia,
~ ke* m"‘(lce2)2
Bpor. = === =~ ag

pedig a rendszer potencidlis (Coulomb-) energidja. Leolvashatjuk, hogy az ossz-
energia
Be_ m*(ke2)2

2n2h2

ami a redukdlt tomeggel ardnyos.

Hasonlitsuk Gssze a 7-proton és az elektron-proton rendszer kotési energiajét,
vagyis szamitsuk ki a redukélt tomegek ardanyat. A hidrogénatomnal a redukalt
tomeg gyakorlatilag az elektron tomege (m.), hiszen m. < mp. A megadott to-
megaranyok szerint a redukalt tomegek ardnya:

~ 1200.

mr_, mp My _my m, m, 3470 1,89
my_

b Me(ms+mp)  my me Mo +my 1,89 . 2,89

a) A 7-proton rendszer energiaszintjeinek abszolit értéke 1200-szor nagyobb,
mint a hidrogénatom megfelelé energiaszintjeinek abszolit értéke. A Bohr-modell
szerint a kisugarzott fotonok energidja az energiaszintek kiilonbségével egyezik
meg. Az elektromdgneses hulldimok frekvencidja (a hf = AFE &sszefiiggés szerint)
ugyancsak egyenesen aranyos a redukalt tomeggel, a megfelel6 hullamhosszak tehat
a T-proton szinképében kb. 1200-szor révidebbek, mint a H-atoméban.

b) A kotési energia (az n = l-es dllapot ionizdldsdhoz sziikséges energia) a 7-
protonnal 1200-szor nagyobb, mint a H-atom 13,6 eV kotési energidja, tehat mint-
egy 16,3 keV, azaz kb. 2,6 - 101> J.

Téglas Panna (Révkomdarom, Selye Jénos Gimn., 12. évf.)

15 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 5, hibds 2 dolgozat.

P. 5378. Az abréan ldthaté dramkior K kapcesolo-
ja hosszi ideje zdrva van. Egqyszer csak a kapcsolot
kinyitjuk. Mekkora a tekercsben indukdlodo fesziilt-
sé€g nagysdga kozvetleniil a kapcsold kinyitdsa utdn?

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn
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Megoldas. A kapcsold zart dlldsaban az dramkor eredé ellendllasa

_ + —_
60 2 30 Q
A fé6dgban, vagyis a tekercsen keresztiil
u 12V
I=—=—= A
R, 20Q 06

erdsségli aram folyik.

Kozvetleniil a kapcsold kinyitdsa utan a tekercsen atfolyé daram eréssége még
mindig 0,6 A lesz. (Ha az dramerdsség nagyon rovid idé alatt véges értékkel megvél-
tozna, akkor az aramerOsséggel aranyos méagneses fluxus valtozasi sebessége nagyon
nagy lenne, ami nagyon nagy fesziiltséget indukélna a tekercsben.)

Az I er6sségli aram most csak a 30 Q-os ellendllason folyik keresztiil, azon
tehat 0,6 A -30 Q = 18 V lesz a fesziiltség. Ez nagyobb, mint az aramforrds kapocs-
fesziiltsége, a ,hidnyzd” 6 V fesziiltség tehdt a tekercsben fog indukélédni.

Josepovits Gabor (Budapest, Szerb Antal Gimn., 11. évf.)

22 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 6, hibds 1 dolgozat.

Nyari fizikatabor
2022. junius 24. és junius 30. kozott

Ismét megrendezziik a tobb évtizedes hagyomanyokkal rendelkezé fizikatabort
Dombévér-Gunaras Udiiléfaluban, az apartman hézakban és a hozzajuk tartozé
zoldteriileten. A taborba varjuk olyan fizika irdnt nyitott tanuldk jelentkezését
a 9-11. évfolyamokrol, akik tudndk vallalni az aktiv tdbori részvételt a vele jard
utazasi viszontagsdgokkal egyiitt. Elsosorban a KoMal feladatmegoldéit varjuk,
de korlatozott szamban més — a fizika irant hatarozottan érdekl6do — didk is részt
vehet a tdborban, ha valamilyen versenyeredménye, vagy a fizikatanaranak ajanldsa
ezt alatamasztja.

A tédborban (kiilon tandrokkal és programmal) részt vesz a nemzetkozi mate-
matikai didkolimpidra késziil6 ,,matematikus csapat” is, és az esti eldaddsokat (nem-
zetkozileg is ismert eldaddkkal) kozosen hallgathatjatok meg. A tdborba olyan ha-
taron tuli magyar kozépiskoldasokat is varunk, akik aktiv KoMaL versenyzok, vagy
a fizika irdnt elkotelezett, mas versenyeken eredményesen szereplé didkok.

A Nemgzeti Tehetségprogram keretében palyazott és elnyert dsszeg 2 860 000 F't,
mely palyédzati forrasbdl biztositja a MATFUND Alapitvény a tabor koltségének
egy részét (szallds + napi haromszori étkezés, fiirdébelépd, jutalmak, eléaddk tisz-
teletdija stb.).
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Majus kozepén email-ben kiildjiik el a didkoknak a tdbori felhivédst és a je-
lentkezési lapot, melyet azoknak kell elektronikusan visszakiildeniiik, akik a nyéri
KoMalL Fizikatabor résztvevéi akarnak lenni. A jelentkezési hatdaridé: méjus 31.

Trljelentkezés esetén a pontverseny pillanatnyi allasa, illetve a beérkezett
jelentkezések sorrendje lesz a mérvado.

Fizikabol kittizott feladatok

M. 413. Mérjiik meg az étolaj torésmutatojat!
(6 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

G. T77. SzobahSémérsékletii presszokavét , felg6zoléssel” szeretnénk felmelegi-
teni. Becsiiljiilk meg, hogy mennyit romlik ekozben a kavé ,minGsége”, vagyis a t6-
ménysége!

(4 pont)

G. 778. Az abra pocsolyan athaladé biciklikerekek A
vizes nyomanak egy részletét mutatja a szaraz aszfal- In A
ton. Balrél jobbra vagy jobbrdl balra mozgott a bicikli?
Melyik az elsé kerekének a nyoma, és melyik a hatséé?
(3 pont) B
A

G. 779. Ha a Hold felszinét écedanok és szarazulatok boritanak, akkor lenne-e
a Holdon apdly és dagaly?
(3 pont)
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G. 780. Zavarja-e a halakat, ha a parttél 2 méter tavolsigban beszélget-
nek a horgdszok? (A hang terjedési sebessége levegében 340 m/s, vizben pedig
1500 m/s.)

(4 pont)

P. 5400. A kis herceg egyik gomb alaki bolygdja olyan gyorsan forog a tengelye
koriil, hogy az egyenlitéjén nulla a nehézségi gyorsulds. Milyen irdnyban nének a fak
a bolygdén?

(4 pont)

P. 5401. Egy kicsiny (pontszeriinek tekinthetd), de nehéz testet két egyforma
hosszu, kozel azonos teherbirdsi fondlon tartunk. A fonalak fels§ végét egy viz-
szintes egyenes mentén lassan eltavolitjuk egymastol. Amikor a fonalak 2a szoget
zarnak be egymassal, az egyik fonal elszakad, és a test a mésik fondl rogzitettnek
tekinthet6 vége koriil ingaként lengeni kezd. Mekkora lehetett o, ha a mésik fonal
a lengések sordn nem szakad el?

(5 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

m P. 5402. Egy R sugari, elhanyagolhaté to-
megli, vékony hengeres abroncsra egy m tome-
g, pontszerli nehezéket erdsitettiink. Az abroncs
az dbrdn lathaté labilis egyensilyi helyzetébdl ki-
mozdul, és akkor cstuszik meg a talajon, amikor
kozéppontjanak elmozdulasa éppen R. Mekkora
a tapadasi surlédasi egyiitthaté az abroncs és
a vizszintes talaj kozott?

(5 pont) Kozli: Balogh Péter, Godolls

P. 5403. Valaki egy olyan mobilgat épitését javasolta, ami egy vizszintes és hoz-
za 45°-0s szogben csatlakozé vaslapbdl dll. A két fémlapnak a kozos élre merdleges
mérete 1 méter, illetve v/2 méter, a fémlapok vastagsiga 2 cm. ,Ezt a szerkezetet
nemcsak a vaslapok sulya, de még a viz nyomdsa is a talajhoz szoritja” — érvelt
a feltalalo.

a) Legaldbb mekkora (tapadési) sirlddasi egyiitthatdra van sziikség a mobilgat
és a talaj kozott, hogy a védelem még a maximalis vizmagassag esetén is biztonsagos

legyen?
\‘Z’Q
X ) .
Viz viz
vaslap
talaj talaj
(4) (i4)
252 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/4



GF 2022.4.4 — 13:15 — 253. oldal — 61. lap KoMalL, 2022. aprilis %

b) Hol lehet az ilyen alaki mobilgdtakon a talaj dltal kifejtett fiiggéleges nyo-
moerd tamadéaspontja, ha 2 cm-nél vastagabb, vagy vékonyabb vaslapot alkalma-
zunk? Felborulhat-e a mobilgdt a legmagasabb vizallasnal (vagyis amikor a viz
éppen a ferde vaslap tetejéig ér)?

Vizsgaljuk meg a mobilgat elhelyezésének kétféle lehetGségét:

(i) a ferde feliilet a viz felé dol;

(1) a ferde feliilet a védendd teriilet felé dél.

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5404. Egy idedlis Carnot-gép 17 és To (To < T) hémérsékletli hétartdlyok
segitségével (izotermikus és adiabatikus édllapotvéltozdsokon keresztiil) cikluson-
ként W hasznos munkéat tud végezni. Hogyan moédosul a héer6gép hatasfoka, ha
a munkahenger dugattydjanak kicsiny sirlédasa miatt ciklusonként 2¢ hé fejlédik
(g < W), és ez a h{ fele-fele ardnyban megosztva visszakeriil a hétartélyokba?

(5 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlo, Budapest

P. 5405. Két kiilonall6 ellendlldson 6sszesen I erésségii aram folyik at. Igazol-
juk, hogy a két ellendllasra esé Osszteljesitmény akkor minimalis, ha a két ellendl-
lasra esé fesziiltség megegyezik!

(4 pont) Kozli: Holics Ladszlo, Budapest

P. 5406. Maximalisan mekkora potencidlkiilonbség hozhaté 1étre egy U fesziilt-
ségli telep és két egyforma kondenzator segitségével? A kondenzatorok feltoltésiik
utan szabadon atrendezheték és tjra bekothetok egy halézatba.

(5 pont) Példatari feladat nyomén

P. 5407. A CERN egyik linedris gyorsitdjaban kezdetben allonak tekinthetd
protonokat gyorsitanak L = 30,0 m hosszt tton U = 500 MV fesziiltséggel. Felte-
hetjiik, hogy a gyorsitéban az elektromos tér homogén. Mennyi id6 alatt teszik meg
a protonok az L tavolsagot?

(5 pont) Svéjci versenyfeladat
P. 5408. A vizszintes feliileten 1év6, tartéosz- L °om
loppal rendelkez6, M = 3m tomegl kiskocsira egy a/

fonélingédt szereliimk. Az inga hossza L =50 cm,
a végén 1évo, pontszertinek tekinthetd golyd tomege
m = 0,15 kg. Kezdetben a testek nyugalomban van-
nak. Az ingat a fondl feszes allapotaban vizszintes | i |
helyzetéig kitéritjiik, és kezd&sebesség nélkiil elen- O O
gedjiik. A sturlédds mindenhol elhanyagolhato.

hel

a) Mekkora a kocsi sebessége, amikor a fondl o = 60°-o0s szdget zar be a fiig-
gbleges irannyal?

b) Mekkora erd fesziti ekkor a fonalat?

(6 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs
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Aprilisi pétfeladat.* A K6MaL minden szdmat a nyomdaba adas el6tt ketten
is elolvassak. A mostani szamban az egyik lektor 60, a masik 40 hibat talalt, és ezek
kozott 35 volt olyan, amelyet mindketten észrevettek. Becsiiljitk meg, hogy hany
hiba maradhatott ezek utan a kéziratban!

*

Bekiildési hatarid6: 2022. majus 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 72. No. 4. April 2022)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 226): Exercises up to grade 10:
C. 1714. The integers 1 to 22 are written on a blackboard. In each move, a pair of numbers
is selected, erased and replaced with the absolute value of their difference. Prove that the
last number added to the board is odd. (German problem) C. 1715. A circle k1 of radius
8 cm lies in the interior of a circle k. Both circles intersect the circle k2 of radius 15 cm, as
shown in the figure. What is the radius of k if the shaded area inside k but outside ki is
equal to the total area of the shaded regions in the interior of k2?7 Exercises for everyone:
C. 1716. In factorial representation, the place values of the digits are not the powers of
a base: the nth place value is n factorial. Thus the digit in the first place is to be multiplied
by 1, the digit in the second place is multiplied by 2, that in the third place is multiplied
by 6, and so on. For example, the number 3310, in factorial representation corresponds to
the number 3-4! + 33! 4+ 12! =92 in decimal notation. (If there is a number of more
than one decimal digits in a certain place then it is indicated by using brackets.)Jr It is
observed that one third of 111, is 11,, one third of 111 111, is 22 011, and one third
of 111 111 111, is 33 022 011,. Determine the factorial representation of one third of the
number that consists of 3n digits of 1, also given in factorial representation. (Based on
the idea of I. Léndrt, Budapest) C. 1717. Let z1 and z2 denote the two real roots of the

equation 1522 — 21z + 7 = 0. Find the exact value of the expression z—; + i—i + zll + é
C. 1718. Eight unit cubes are placed on a plane, and five further unit cubes are placed
on top of them as shown in the figure. Find the lengths of the sides of triangle ABC.
Exercises upwards of grade 11: C. 1719. In the interior of a regular triangle ABC' consider
the points P where side AB subtends an angle of 135°. Prove that the line segments
PA, PB, PC can always form a triangle, and one angle of such triangles is always the
same, independently of the position of point P. C. 1720. The elements of a given set of 10
elements are all at most two-digit positive integers. Is it true that such a set will always
have two disjoint subsets in which the sum of the elements is equal?

* A pétfeladat megolddsa bekiildhetd a szerk@komal.hu cimre, de nem szdmit bele
a pontversenybe.

"1t can be shown that the representation is unique, that is, every positive integer has
a single factorial representation. See the Informatics problems I. 553. of the January issue.
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New exercises — competition B (see page 227): B. 5238. Solve the following equation
over the set of positive integers: (k+n)! = k* +n® + (k+n)(3kn — 1). (3 points) (Proposed
by M. Szalai, Szeged) B. 5239. The sides a, b and ¢ of a triangle, in this order, form an
arithmetic sequence. Show that the centre of the inscribed circle divides the angle bisector
drawn to side b in a 1 : 2 ratio. (8 points) B. 5240. Show that every positive integer n has
a multiple in which the sum of the digits is n. (4 points) (Proposed by Cs. Sdndor,
Budapest) B. 5241. In a triangle ABC, the centre of the circumscribed circle is O, and
ZABC > 90°. The tangent drawn to the circumscribed circle at C' intersects line AB at
point P, and the perpendicular drawn from P to BC' intersects line OC' at ). Prove that
AB is perpendicular to AQ. (4 points) (Proposed by Z. L. Nagy, Budapest) B. 5242. Let
m and n denote arbitrary positive integers. Consider those lattice points (z;y) in the
Cartesian coordinate plane for which 1 <z < m and 1 <y <n. What is the maximum
possible number of points that can be selected out of these mn lattice points such that
no four points selected should form a non-degenerate parallelogram? (6 points) (Proposed
by E. Fiiredi, Budapest) B. 5243. In a triangle ABC, ZCAB = 48° and ZABC = 54°.
D is an interior point of the triangle such that Z/CDB = 132° and ZBCD = 30°. Prove
that the line segments forming the polygon ACDB cannot form a triangle. (5 points)
B. 5244. Determine all integers n > 4 such that (k,n) > 1 for all composite numbers &
less than n. (5 points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhédza) B. 5245. a) Prove that there
exist infinitely many, pairwise non-similar triangles in which the lengths of the sides are
integers, and one angle is 3 times as large as another. b) Is there a triangle with the above
property in which the lengths of the sides are all at most 107 (6 points) (Based on the
idea of M. Hugjter, Budapest) April puzzle®. Place on a chessboard six white chess pieces
selected from two chess sets such that however a black piece is placed on a vacant field,
it can be eliminated immediately.

New problems — competition A (see page 229): A. 824. An infinite set S of positive
numbers is called thick, if in every interval of the form [1/(n+1),1/n] (where n is an
arbitrary positive integer) there is a number which is the difference of two elements from S.
Does there exist a thick set such that the sum of its elements is finite? (Proposed by Gdbor
Sziics, Sziksz6) A. 825. Find all functions f : ZT — R that satisfy f(nk?) = f(n)f?(k) for

f(n+1)

all positive integers n and k, furthermore lim Ty = 1. A. 826. An antelope is a chess
n—oo

piece which moves similarly to the knight: two cells (z1,y1) and (z2,y2) are joined by an
antelope move if and only if {|z1 — z2[,|y1 — y2|} = {3,4}. The numbers from 1 to 10"
are placed in the cells of a 10 x 10° grid. Let D be the set of all absolute differences of
the form |a — b|, where a and b are joined by an antelope move in the arrangement. How
many arrangements are there such that D contains exactly four elements? (Proposed by
Nikolai Beluhov, Bulgaria)

Problems in Physics
(see page 251)

M. 413. Measure the refractive index of cooking oil.

G. 777. We would like to heat room temperature espresso coffee by “steaming”.
Estimate how much the “quality” of the coffee deteriorates, that is, how much the coffee
concentration decreases. G. 778. The figure shows the wet track of a bicycle on a dry
asphalt after the bicycle passed a puddle. Did the bike move from the left to the right or

* Out of competition. A possible solution will be shown on the cover of the May issue.
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from the right to the left? Which trail was made by the front wheel and which one was
made by the rear one? G. 779. Would there be tides on the Moon if its surface was covered
by oceans and landmasses? G. 780. Are fish disturbed by fishermen talking 2 metres away
from the shore? (The speed of sound is 340 m/s in air and 1500 m/s in water.)

P. 5400. One of the little prince’s spherical planets is spinning so fast that the
gravitational acceleration on its equator is zero. In which direction do the trees on the
planet grow? P. 5401. A small (considered point-like) but heavy body is held by two ropes
having the same length and approximately the same working load limit. The upper ends
of the ropes are slowly moved apart along a horizontal line. When the angle between the
ropes becomes 2a, one of the ropes breaks and the body begins to swing as a pendulum
about the fixed end of the other rope. What could the value of « be if the other rope does
not break during the motion? P. 5402. A point-like weight m is attached to a thin ring of
radius R and of negligible mass The ring moves out of its unstable equilibrium position
shown in the figure, and it starts slipping on the ground when the displacement of its
centre is just R. What is the coefficient of friction between the ring and the horizontal
ground? P. 5403. Someone suggested building a mobile dam from iron sheets: a horizontal
one and another which is attached to it and is tilted at an angle of 45°. The length of
the edges of the sheets which are perpendicular to the common intersection line of the
two sheets are 1 metre and /2 metres, and the width of the iron sheets is 2 cm. “This
structure is pressed against the ground not only by the weight of the iron plates but also
by the pressure of the water” — argued the inventor. a) What is the least value of the
coefficient of static friction between the mobile dam and the ground in order that the
dam should be able to protect safely even if the water level is maximum (that is: the
level of the water reaches the top edge of the slant iron sheet)? b) Where is the point of
application of the vertical normal force exerted by the ground on the mobile barrier of
this shape, if we use iron sheets having a thickness less than 2 cm or more than 2 cm? Can
the mobile dam overturn in the case of the highest water level (i.e. when the water just
to the top of the tilted iron plate)? Investigate the two options for installing the mobile
dam: (¢) the tilted surface slopes towards the water; (i7) the tilted surface slopes towards
the area to be protected (see the figure). P. 5404. An ideal Carnot heat engine, with the
help of heat reservoirs of temperatures 71 and 7> (7> < T4), can perform W work in each
cycle (through isothermal and adiabatic processes). How will the efficiency of the heat
engine change if the small friction between the piston in the working cylinder causes that
2¢ heat in each cycle is released (¢ < W), and this heat is absorbed evenly by the two heat
reservoirs? P. 5405. The sum of the currents through two resistors is I. Prove that the total
dissipated power in the two resistors is minimum if the voltages across the two resistors
are equal. P. 5406. What is the maximum potential difference that can be created with
the help of two alike capacitors and a battery of electromotive force U? The capacitors
can be rearranged and connected into a circuit again after they were charged. P. 5407.
Protons initially considered stationary in a linear accelerator at CERN are accelerated
along a path of L = 30.0 m through a voltage of U = 500 MV. The electric field in the
accelerator can be considered uniform. How long does it take for the protons to travel
the distance L? P. 5408. A simple pendulum is attached to the top of a rod mounted
to a trolley of mass M = 3m. The trolley is on a horizontal surface. The length of the
thread of the pendulum is L = 50 cm, and the mass of the point-like bob at its end is
m = 0.15 kg. Initially the objects are at rest. Then the pendulum bob is displaced such
that its thread is tight and horizontal, and then released without initial speed. Friction
is negligible everywhere. a) What is the speed of the trolley, when the angle between the
thread and the vertical is a = 60°7 b) What is the tension in the thread at this position?
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