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Ez alapjan, ha kivédlasztjuk az A— B—C — D négy f6bél 4116 csoportot, tudjuk,
hogy koziilitkk legfeljebb 3 fog uralkodni. Ugyanez elmondhaté az E-F-G-H
csoportra is, ezért legfeljebb (3 + 3 =) 6 6 uralkodhat a 8 gyerek koziil.

Adjuk Gssze a kapott lehetséges eseteket:
1+7+21+34+28+9 = 100.

A kirdlyi csaldd 8 gyermeke 100-féleképpen uralkodhatott.
Nagy Korina (Kecskeméti Banyai Julia Gimn., 9. évf.)
Megjegyzés. A honlapon ezektdl kiilonb6z6 megolddasok olvashatdk, azonban a ver-

senyzOk zome a két fenti megolddsmenet egyikét vélasztotta.

159 dolgozat érkezett. 5 pontos 77 versenyz6. 4 pontos 22, 3 pontos 15, 2 pontos 8,
1 pontos 8, 0 pontos 9 dolgozat. Nem versenyszeri 1 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe
a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

H B. 5114. Az ABCDEFGH egységkockdt elmetszettiik
EG eqy stkkal gy, hogy az AB és AD éleket az A-tél azonos,
x tdvolsagra levd P és @ belsd pontjaikban, a BF €t pedig
az R pontban metszi. Mekkora a BR tdvolsdg, ha QPR< =

= 120°7

4 (4 pont)
B

I. megoldas. A feladatban egységkocka szerepel, ezért a BP szakasz 1 —x
hosszusagu. Hosszabbitsuk meg a kocka C'B élét a B csticson til az 1 — x hosszisagi
szakasszal, legyen ez a pont S (1. dbra).

A szakaszok egyenlésége alapjan QAP és PBS egyenld szart derékszogli ha-
romszogek, APQ<t = BPS< = 45°. Tehat a @, P és az S pontok egy egyenesbe
esnek. Ehhez hozzdvéve az R pontot, azt is latjuk, hogy a @, P, S és R pontok
egy sikban vannak. A PS szakasz felezbmeréleges sikjara illeszkedik a BF' él, igy
PR = SR. A PSR egyenl$ szaru hdromszog alapon fekvé RPS szogének kiils6 szo-
ge a feladat feltétele alapjan 120°; vagyis az alapon fekvé szogek 60°-osak, a PSR
haromszog szabalyos.

Végiil tekintsiik a BPS és BPR derékszogli haromszogeket. A BP befogéjuk
kozos, atfogdik egyenld hossziak, tehat a két haromszog egybevago. Ezzel belattuk,
hogy a BR szakasz BR = BS = 1 — x hosszusigu.

Varga Boldizsdr (Ver6ce, Géza Fejedelem Ref. Alt. Isk., 8. évt.)
dolgozata alapjan
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b A
Cgp S
1. dbra 2. abra

II. megoldas. Ismert, hogy az AB, AD, DH, HG, GF és I'B oldalak felezo-
pontjai egy szabdlyos hatszoget hatdroznak meg (hiszen egyenld hossziak, a hatszog
szemkoztes oldalai parhuzamosak és 120°-ra forgdsszimmetrikus).

Ez a hatszog megkaphaté tgy is, ha vessziik a kocka felszinének és a kozép-
pontjan dthaladd, C'E f8atléjara merdleges sikjanak a metszetét (2. dbra).

Konnyen lathaté, hogy a kozéppont helyett méds pontot véve a CE atlon
szintén olyan hatszog lesz a metszet (persze csak olyan esetben, ha az igy kapott
stk metszi az oldalakat), melynek minden belsé szoge 120°-0s. Ez amiatt van igy,
mert az oldalai paronként parhuzamosak lesznek azzal az esettel 6sszevetve, amikor
a kozéppontot valasztjuk ki, és a hatszog szabalyos.

s

Vegyiik fel tehat azt a hatszoget ilyen médon, melynek AB és AD oldalon 16v§
P és @ csucsal x tavolsagra vannak az A ponttdl. Ekkor a parhuzamos eltolas miatt
RPB< = 45°, PBR egyenld szart derékszogli haromszog, vagyis

BR=1-—zx.

Misik R pontra tudjuk, hogy nem lesz igaz, hogy QP R<t = 120°, hiszen ahogy
az R pont tavolodik B-t6l, ugy a QP R< szbg szigorian monoton csokken, ezért
csak egy olyan helyzet lehet, melyre éppen 120° a szog és a korabbiak miatt ez
pontosan az, amikor

BR=BP=1-z.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés: A feladat rovid szdmoldssal is megoldhaté. BR hosszat, mint valtozdt
bevezetve, Pitagorasz-tétellel BR-boOl és x-bdl kifejezheté a PQ, PR és R(Q) szakaszok
hossza, majd a PQR haromszogre felirt koszinusztételben a QPR szog koszinusza —0,5.
Kapunk egy paraméteres masodfoki egyenletet BR-re, melynek egyetlen 0 és 1 kozotti
megoldésa 1 — x.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)

Osszesen 106 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 84 versenyzd, 3 pontos 10, 2 pontos 3,
1 pontos 3 tanul6 dolgozata. 0 pontot kapott 1 tanulé. Nem versenyszerii 5 dolgozat.
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B. 5207. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 természetes szamra léteznek olyan

2<x <zo <23 <...<TYH poZitiv €gész szamok, amelyekre
LI LR 2 I |
négyzetszam.
(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)
Megoldas.

2

Lemma. Minden 1-nél nagyobb pozitiv egész a-ra (a® — 1)! - a®! négyzetszam.

A lemma bizonyitésa. Mivel a?! = a? - (a? — 1)!, ezért

(@ —=1Da®=(a®=1)-a* (> = 1) =a® ((&®> = 1))° = (a- (a® = 1)1)".

Most ratériink a feladat allitasanak bizonyitaséra.

1. eset: Ha n péros, akkor az 1 < xo < x3 < ... < x, szamokat parokba rende-
zem Ugy, hogy minden oy az xop_1-gyel all parban, ahol zox a (k + 1)-edik pozitiv
négyzetszam és xar—1 a (k+ 1)-edik pozitiv négyzetszamnédl 1-gyel kisebb szdm. Mi-
vel végtelen sok négyzetszam van, ezért mindig ki tudunk k darab négyzetszamot
valasztani.

Ekkor a lemma szerint mindegyik xor_1!- 20! szorzat négyzetszam, ezért a pa-
rok szorzata is négyzetszam.

2. eset: Ha n paratlan, akkor legyen 1 =4, x5 = 5, 3 = 6. Ezek faktoriali-
sainak szorzata:
41.5!. 6! =210.3%. 52,

amelynek primtényezos felbontdsaban az 0sszes kitevo paros, igy négyzetszam, ez-
zel n = 3-ra készen vagyunk. Ha n > 5, akkor legyen tovabbra is z; =4, x5 =5,
r3 = 6, és x4-t0l x,-ig szintén parba rendezziik a szamokat az eléz6 esetben mu-
tatott moddszerrel, az x4 =8, x5 =9 parral kezdve, utdna pedig minden zgx41
a (k 4 1)-edik pozitiv négyzetszdm, minden xop pedig 1-gyel kisebb xox41-nél, igy
az x1!-xa! - xg!- ... x,! szorzat ebben az esetben is négyzetszam.

Ezzel a feladat allitasat mindkét esetben belattuk.

Andai Mdrk (Tata, E6tvos J. Gimn., 10. évf.)
Osszesen 131 dolgozat érkezett. 4 pontos 99, 3 pontos 17, 2 pontos 8 dolgozat. 1 pontot

3 versenyzd kapott. Nem versenyszerii: 4 dolgozat.

B. 5212. Igazoljuk, hogy létezik olyan pozitiv egész szam, amely legaldbb 2021-
Jéleképpen dllithatoé eld gy, hogy egy (tizes szamrendszerben felirt) pozitiv egész
szdmhoz hozzdadjuk a szamjegyeinek 0sszegét.

(6 pont) Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)

Megoldas. Teljes indukciéval fogunk bizonyitani. A legnagyobb szam, ami n-
féleképpen eléall, mindig 10* + 1 alaki lesz, a legnagyobb szambdl valé eléallitasa
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pedig az, ha 10*-hoz adjuk hozzd szdmjegyeinek Gsszegét, ami 1 (ennél nagyobb
szamhoz a szamjegyei Gsszegét adva biztos nagyobbat kapunk, ezért mondhatjuk,
hogy ez a legnagyobb szambdl val eléallités).

n=2re10?+1=100+1=91+9+1 a két eldallitas.

Tegyiik fel, hogy van egy 10¥ 4 1 szdm, ami n kiilonb6z6 szambdl el6allithato,
amelyek koziil a legnagyobb 10*. Azt akarjuk tehdt most beldtni, hogy van egy
olyan 10X + 1 szdm, ami (n + 1)-féleképpen is elé4ll.

Minden eddigi szdmhoz, ami a 10¥ + 1 kiilonbozé eldéllitasaiban szerepelt,
adjuk hozza a

91051 +9. 1052 4 9. 10F+3 1. 4 9. 10F+10" = 1l0"+k+1 _ qpk+1

szamot. Mivel a 10% + 1 eléllitdsaiban szereplé legnagyobb szam a 10F volt, igy
ezekkel a szdmokkal annyi tortént, hogy a szamok elé a 10¥T1-es helyiértéktsl

kezdve a 105+10" eg helyiértékig 9-eseket frtunk (és utdnuk esetleg valahdny 0-t), ez

10* darab 9-es. fgy az 0sszes eddigi n szdm és szamjegyeinek Osszege a hozzdadott
szammal és annak szamjegyeinek 6sszegével, 9 - 10F-nal nétt, igy minden kapott 1j
szam és szamjegyeinek Osszege

(10% 4 1) + (101" +F+1 _10F+1) 9. 10% = 1010°FF+1 _ 10741 410105 +1 =

= 1010 AL g

Ez a szam pedig gy is elall, ha a 1019 +5+1 sz4mhoz hozzdadjuk szdmjegye-
inek Gsszegét, 1-et. Vagyis a keresett 10X 4 1 szdm, ami (n + 1)-féleképpen eldall:

1010 +k+1 4 1.
fgy minden pozitiv egész n-re létezik olyan szam, ami n-féleképpen el6éll egy
szam és a szamjegyosszegének Osszeadasaval, vagyis n = 2021-re is.
Janosik Mdté (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)
42 dolgozat érkezett. 6 pontos 34, 5 pontos 1, 4 pontos 3, 3 pontos 1, 0 pontos

1 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidanya
miatt: 2 dolgozat.

A K pontversenyben Kkitiizétt gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak
(724-728.)

K. 724. Juli felvagott egy pizzat egyforma szeletekre. Ezutan néhany szeletet
megevett, 3 szelet viszont megmaradt. Kicsit szamolgatva azt vette észre, hogy
az egész pizza 3/4 részét plusz egy szelet 3/4 részét ette meg. Hény szeletre vigta
a pizzat?
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