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9. a) A p valés paraméter mely értéke esetén lesz az f(z) = 23 — 322 + %x +p
(z € R) fiiggvénynek hérom kiilonbozé zérushelye a valés szamok halmazan?

A g(x) = 23 + ba? + cx + 2022 (x € R) fiiggvény b és ¢ egyiitthatéit szabélyos
dobdkockaval sorsoljuk ki; az els6 dobas b-t, a méasodik c-t eredményezi.

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az igy kapott fiiggvénynek nem lesz
helyi széls6értéke? (16 pont)

Németh Laszlo
Fonyod

Megoldasvazlatok a 2022/2. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hatdrozzuk meg a kivetkezd kifejezés eldjelét, ha n tetszdleges természetes
szdm:

2n-l 41 2" +1

on 41 vt 41 (6 pont)
b) Hdny valds megolddsa van a
sin (sc + I) = cos (290 — z)
3 3
trigonometrikus egyenletnek a |0; w| intervallumon? (7 pont)

Megoldés. a) Egyik lehetdség. Osszuk el az elsé (pozitiv) tortkifejezést a ma-
sodik (pozitiv) tortkifejezéssel, felhaszndlva a hatvényozds ismert azonossigait:
A L | an=l 41 ontl 1 22n 4 ontl 4 g 4 on—l
on 41 antil 2n4 1 2e+ 1 22mgontli]
on—1
PN T i

=1+ 1,
mert az Osszegben szerepld tort szamlaléja és nevezdje is, igy maga a tortkifejezés
is pozitiv el6jelli (az exponencidlis fiiggvény tulajdonsdga miatt), amibdl az kovet-
kezik, hogy az eredeti kiilonbségben az elsé (pozitiv) tag nagyobb, mint a mésodik
(pozitiv) tag, gy a kiilonbségiik el8jele pozitiv.

Masik lehetdség. Hozzunk kozos nevezére, ismét felhasznalva a hatvanyozas
ismert azonossagait:

(2n—1 + 1)(2n+1 + 1) _ (2n + 1)2 - 22n + 2n—1 + 2n+1 +1— 22n —_92.9" _ 1
(2" +1)(2+1 +1) B (2" +1)(2 1 +1)
B 2n71 + 2n+1 —92.9n 277,71

(2n + 1)(2n+1 + 1) = (2n + 1)(2n+1 + 1) > O’
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hiszen a szamldld pozitiv, a nevezé mindkét tényezdje, igy maga nevezo is pozitiv,
vagyis a tort pozitiv elGjelli, ami azt jelenti, hogy az eredeti kifejezés eldjele is
pozitiv.

b) A cosa = sin (a - %) Osszefiiggés miatt:

. s . T T
51n<x+§)251n(2m—§+§),

n(r§) =sin(2+5)
sin(z+ <) =sin(2z+ < ).
3 6

A sin o = sin § tipusi egyenletek megoldasi sémaja alapjdn:
1. lehetdség:

x+g:2x+%+k2ﬂ (k € 7),

1131:%—1@’271' (keZ).

Ezen megoldésok koziil a T esik a ]0; [ intervallumba.

2. lehetdség:

x-i-z
3

2

- (Qx—i—%) +ior (1€Z),

T

6
Ezen megoldasok koziil csak az [ =0 és az [ = 1 esetén kapunk olyan megoldast,
ami a |0; 7[ intervallumba esik. Ezek a megolddsok: % és %r, amelyek ellendrzéssel
igazolhatok.

Az egyenletnek tehdt két valés megoldésa esik a |0; 7| inervallumba.

2. A 12. éufolyam tanuloi kozil 25-en matematikabol, 40-en pedig torténelembdl

tettek emelt szintd érettségi vizsgat. Az érdemjegyek eloszlasat a kovetkezd kordiag-
ramokon ldtjuk:

Matematika Torténelem

a) A kérdiagramok alapjdn téltsik ki az aldbbi gyakorisdgi tablazatot. (4 pont)
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Tantdrgy \ jegyek 3 4 5
Matematika
Torténelem

b) Hatdrozzuk meg a tirténelem eredmények dtlagdt, medidnjdt és szdrdsdt.
(3 pont)

¢) A matematikdbol 3-ast szerzék kézil legaldbb hdny tanuldnak kellett volna
4-est kapnia, hogy a tobbiek vdltozatlan teljesitménye mellett a matematika dtlag
legaldbb 3,8 legyen? (6 pont)
Megoldas.
a) Matematika: 0,56-25 =14, 0,24-25 =6, 25— (14 +6) = 5.
Torténelem: 0,5-40 =20, 0,375-40=15, 40— (15+20)=>5.

Tantdrgy \ jegyek 3 4 5
Matematika 14 6 5
Torténelem 20 15 5
20-3+15-4+5-5
b) T = + m + = 3,625,
3+4
medidn: st = 3,5,

2

20-(3-3,625)%2+15-(4—3,625)% +5-(5— 3,625)
szérés:a:\/ 0:(8=3.625)° +15- (4= 3,625 +5-(=3.625 _ (oo

40

¢) A kérdéses tanuldk szdma legyen z, ahol 0 < z < 14, z € Z.
Veliik egylitt a kozos atlagtdl elvart érték:

(14—2z)-34+(6+x)-44+5-5 -

25 38,

42 — 24 + 4 2
3z + 24 +4x + 25 > 38,

25
91 + x

2 3787

(*) 55
91 +x > 95,

x> 4.

Legalabb 4 tanulénak kellett volna még 4-est kapnia matematikabdl.
P (. [ 10-3+10-445-5 _
Ellendrzés: x = 4-re szamitott dtlag ———5-—— = 3,8.

A (%) egyenl6tlenség bal oldalan all6 2EEL fiiggvény, az dtlag figgvénye, szi-

gorian monoton névé, igy az x novelésekor az atlag is novekszik. Igy a vélaszunk
helyes.
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3. Az Andrdssy gimndzium golyatabordnak eqy sportversenyéhez a kovetkezd
pdlya készilt el az udvar betonjan: egy kérben az egy pontbdl kiindulo 10 m és
15 m hosszu hirok eqymdssal 35°-0s szdget zdrnak be. A jdtékosoknak a hirok (nem
kizds) végpontjabol indulva kell megszerezni a kir kizéppontjaban lévd labddt, majd
visszafutni o kiinduldsi helytikre.

a) Készitsiink a szévegnek megfeleld abrdt a lényeges adatok feltiintetésével.

(2 pont)

b) Legaldbb mekkora utat kell megtenni egy-egy jdtékosnak? (4 pont)

¢) Kata azt dllitja, hogy a jdtékosok kiinduldsi helye és a labda alkotta hdrom-

sz0g teriilete legfeljebb 25 m?. Igaza van-e Katdnak? (6 pont)
Megoldas. a) (Lasd az dbrdt.) A

b) Az AOB< =2« =70°, mert az AB
iven nyugvé kozépponti szog. Az ACB hé- 4
romszogben alkalmazzuk a koszinusz-tételt: B

2 =10%4+152—-2-10-15- cos 35°,

S

2 =17925 ¢>0,
c=8,9 m.

A hur, a hozza tartozé keriileti szog és
a sugar kozotti osszefiiggést felhasznélva:
c 8,9

— ‘¢ __9p— — 2R — R = 7,76 m.
sin 35° 0,5736 o m

fgy egy-egy jatékosnak 2- R = 27,76 = 15,52 m-t kell megtennie.

¢) A héromszog trigonometrikus teriiletképlete alapjan:

7,76% - sin 70°
taoBn = —————— 25111 = 28,29 m?.
Mivel 28,29 m? > 25 m?, {gy a kerekitések mértékére is figyelve, nincs igaza Kat4-

nak.

4. Adott az 2% + y? — 14z — 12y + 65 = 0 egyenletii kor és a P(3;9) pont.

4

a) A ,rajta”, kivil”, ,belil” szavak kozil irjuk a pontozott vonalra azt, ame-
lyikkel az aldbbi dllitds igaz lesz. Szamoldssal is igazoljuk a vdlaszt. (3 pont)

APpont ............ van a fent megadott egyenletii kdrvonalon.
b) Hatdrozzuk meg az origén és a P ponton dtmend g egyenesnek az x tengely

pozitiv felével bezdrt szdgét. A szdg értékét eqy tizedesjeqy pontossdggal adjuk meg.
(3 pont)

¢) frjuk fel a megadott kor azon érintdjének egyenletét, amelynek nincs kézos
pontja a I1l. siknegyeddel, nem megy dt az origon, és ami az y tengelyt az origotol
kétszer olyan tdvolsagban metszi, mint az x tengelyt, tovdbbd a tengelyekkel alkotott
hdromszdg teriilete a legkisebb. (7 pont)
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Megoldas. a) A kor kézéppontjanak koordindtéi és a sugara az egyenletének
teljes négyzetes alakra hozasa utdn kozvetleniil leolvashatok:

(2—T7)74(y—6)>=20 = C(7;6) és r =20.

Szamitsuk ki a C(7;6) és a P(3;9) pont dop tédvolsagat:

dcpz\/(3—7)2+(976)2:\/%:5>\/%.

A Ppont ..... kivil ..... van a fent megadott egyenletli korvonalon.
b) Mivel az origd koordindtéi O(0;0), ezért a keresett szog tangense (g egye-
nes irdnytangense) tga = % = % = 3, amibdl a megfelel$ kerekitéssel o ~ 71,6°

adodik.

Ugyanezt a megolddst kapjuk, ha felirjuk a g egyenes egyenletét (egyenes
ardnyossdg fiiggvény): y = 3z, ahonnan m = tga = 3 egyenldségekbdl ismét a vart
o~ 71,6° addédik.

4.b) 4.c)

¢) Készitsiink vdzlatot egy érinté és a tengelymetszetek (tavolsdgok) berajzold-
saval. A feltételek miatt az érinté mindkét tengelyt a pozitiv felén (nem az origéban)
metszi. Legyen M (a;0) és M, (0;2a).

fgy az érintd egyenlete (a > 0 paraméterrel):

y = —2x 4+ 2a.

Keressiik a kor és az érint6 kozos pontjét, az érintési pontot (pontokat). Ezt
az egyenleteikbél alkotott egyenletrendszer megoldasa adja:

(z—7)° + (y — 6)° = 20,
y = —2z 4+ 2a.

A behelyettesité médszert alkalmazva, a zdrdjelek felbontasa, dsszevonds és rende-
zés utdn a kovetkezd masodfokd, paraméteres (a) egyenletet kapjuk:

522 + (10 — 8a)z + 4a* — 24a + 65 = 0.
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Mivel egy érintének a korrel pontosan egy kézos pontja van, ezért ennek a méasod-
fokt, paraméteres egyenletnek a diszkrimindnsa 0 kell, hogy legyen:

D = (10 — 8a)® — 4 - 5(4a® — 24a + 65) = 0,

a®>—=20a+75=0.

Ennek az a-ban mésodfoki egyenletnek a megolddsai: a; =5 és ag = 15, melyek
helyességét az azonos atalakitasok biztositjak, vagy az ellenérzések igazoljak.

A minimélis teriilet(i derékszogii haromszog az a; = 5 megolddssal addédik (¢ =
= 25 <ty = 225), ennek az érintének az egyenletét kell csak felirni. A feltételeknek
megfelel6 e érinté egyenlete:

y = —2x + 10.

II. rész

5. a) Egy {a,} szdmtani sorozat differencidja 4, az elsé n tag dsszege 1825,
és az elsd tag megegyezik ezen dsszeadott tagok szdmdval. Tagja-e ennek az {a,}
sorozatnak a 8115¢ (6 pont)

Julesi 2018. janudr 1-jén betett a bankba eqy bizonyos dsszeget, évi 5%-0s ka-
matra ugy, hogy a bankszamldjin a minden év végén esedékes kamatokat tékésitette
(nem vette ki). Harom év elteltekor megemelte a megtakaritott pénzét az éppen bent
lévdnek a 20%-dval. Ettdl kezdve mdr csak 4%-o0s évi kamatot kapott a bankinté-
zettdl. A kovetkezd év elsé napjdan pedig kivette az addig megtakaritott pénzének
a 10%-dt. 2025. janudr 1-jén szeretné felvenni az dsszes pénzét. Testvére, Anna
egyszerre kezdett vele takarékoskodni ugyanakkora 0sszeggel.

b) Hdiny %-os, dllandd évi kamatot kellene kapnia ahhoz Anndnak betét és kivét
nélkili takarékossdg esetén, hogy a két testvérnek ugyanannyi megtakaritott pénze
legyen 2025 elsé napjin? A kamatldb értékét eqy tizedes pontossdggal adjuk meg.

(4 pont)

Kardcsonyra Franci az dbran ldthato, négy cikkbdl dallo,
tengelyesen szimmetrikus fenydfa diszt kezdte el rajzolni egy
papirra. Egy 5 cm sugarid félkorbdl indult ki, eggyel feljebb lép-
ve, a korcikk sugardt a felére, kozépponti szogét 3 részére vdl-
toztatta, mikozben a korcikk kézéppontjdt a felette lévd koriv
felezési pontjdba tette. Elgondolkodott azon, ha ezt az eljdrdst
végtelen sokdig tudnd folytatni, lenne-e a mintdnak véges te-
rilete.

¢) Ha igen, pontosan mekkora lenne, és az hany %-a annak a minimdlis teriletd
téglalap teriletének, amelynek két oldala pdrhuzamos a fenydfa tengelyével?

(6 pont)

Megoldéds. a) A szémtani sorozat jeloléseit felhaszndlva: ay =n; d=4;
Sn =1825; a3 =n =7. A szamtani sorozatok Osszegére vonatkozo szabdly a fel-
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tételeket figyelembe véve:
S, = g[Qal +(n—1)d] = g[Qn + (n—1)d] = 3n® — 2n = 1825,

3n? —2n — 1825 =0,

1
ny = 25, Ng = 7245

A negativ szam tartalmi ellentmondds (sorszam) miatt nem megoldds, igy a sorozat
els6 tagja: a; = 25.

A szdmtani sorozat m-edik elemére felirhaté Gsszefiiggést alkalmazva:
8115 =25+ (m — 1)4,
m =2023,5¢ Z*.

Ebbél az kovetkezik, hogy a 8115 nem eleme a sorozatnak.
Ellendrzés:
n 25
S =520+ (n—1)d] = T'[2-25+ (25 1) - 4] = 1825 = Ss.
A megoldasunk igy helyes.
b) Julesi megtakaritdsa (aj; ao; p1 = 5%; p2 = 4%) a kivételkor a pénziigyi
folyamatot is szemléltetve a miiveletek sorrendjével:

a; =ag-1,05%-1,2-1,04-0,9 - 1,04 ~ 1,463ay.

Anna megtakaritdsa (aq; ao; p) a kivételkor:

7
aa:ao(lJrlg;O).

Mivel

1.463 1+ 2Y
a’]N ) ao_a0(+m>_aaa

p =~ 5,6%. Tehat Annanak megkozelitbleg 5,6%-o0s, dllandé éves kamatot kell kapnia
ahhoz, hogy a két testvérnek (kozel) azonos megtakaritott pénze legyen 2025 elsd
napjan.

¢) A korcikkek teriilete ardnyos a sugdr négyzetével és a kozépponti szogével,
ezért a részteriiletek a kovetkezék lesznek (cstkkend sorrendben):

o 2 . o 2 2 . ° 2 3 ) o
o0, 2527Tﬂ' 125277M. 0’625%(3)7180.

52
36000 7 T 3600 0 360° 360°

A képzési szabaly alapjan ezek a szamok egy ¢, = % kvécienstt mértani sorozatot
alkotnak. Mivel |¢;| < 1, {gy ezekbdl az elemekbdl képzett végtelen mértani sornak
van véges 0sszege:

t1 12,57
tzl :’71:157rcm2.
qt 1-— 6
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A cikkek sugarai, a részmagassigok rendre: 5 cm, 2.5 cm, 1,25 cm, 0,625 cm, ... .

A képzési szabdly alapjan ezek a szamok egy ¢, = % kvéciensit mértani soro-
zatot alkotnak. Mivel |g,,| < 1, {gy ezekbdl az elemekbdl képzett végtelen mértani
sornak szintén van véges Osszege, amely a képzeletbeli disziink magassaga, egyben

a minimalis teriilet(i (érintkez8) téglalap egyik oldala lenne:

71 5

frng = :].O .
1—qn 1-05 o

m

A kérdéses két teriilet ardnya %-ban kifejezve, ahol t; = 2rym:

t 157 157 3T

_— = = :7:>15 .
4t 2mqm  2.5-10 20 %

Vilasz: Ha Franci el tudnd késziteni végtelen sok 1épéshdl ezt a mintat, akkor
a disz teriilete 157%-a (~ 47%) lenne a téglalap teriiletének.

6.a) A JATEK Kft. uj homokozo vidre csonkakup alakd. Ha a vidorbe belete-
sziink egy 14 cm atmérdji labddt, akkor az érinti a vodor aljdt, és eqy korben a vo-
dor oldaldt is. A védor aljanak dtmérdje 12 cm, felsé nyilasdnak dtmérdje 18 cm.
A wvodrdat kivil is, belil is vizdllé réteggel festik be. Hany liter festékre van szik-
ség 1000 darab védor elkészitésekor, ha 1 négyzetméternyi felilet festéséhez 0,5 dl
festéket haszndlnak, és a vodor falvastagsdga elhanyagolhato? (8 pont)

< z b) Panni és Peti koktélos poharakbdl bodzaszérpdt iszik. A po-
har felsé része forgaskup alaki, melynek magassdga 8 cm, alkotdja
10 cm, és 7 cm ,magasan dll benne” az udité. Hany milliméterrel
emelkedik meg a bodzaszorp ,szintje”, ha a pohdrba hdrom darab,
2 cm €l jégkockdt tesziink, és azok mdr teljesen elolvadtak? A wvd-
laszt egészre kerekitve adjuk meg. (Tekintsink el a jég olvaddsakor
kézismerten bekovetkezd térfogatvdltozdastdl.) (8 pont)

Megoldas. a) Készitsiik el a védornek (szimmetrikus csonka kip) egy tengely-
metszetét, ami egy szimmetrikus trapéz lesz, és azon jeloljiik be a lényeges adatokat.

Felhasznalva, hogy az érinté merdleges az érintési pontba htuzott sugarra,
valamint azt, hogy adott korhoz kiilsé6 pontbdl huzott érint6é szakaszok hossza
egyenlo:

OA=0OE=r=7cm és BA=BE =6 cm.

Mivel az adott kor kozéppontja rajta van az ABE<{ = [ szogfelezbjén, és az ala-
pokat felezd szimmetriatengely DA 1 AB, az OAB derékszogli haromszogben:

B 7 .
tg- =-=p5= .
g5 == F=988

Toljuk el padrhuzamosan AD-t B-be, {gy AD || BM, és

MBC< =~ =988 —90° =88°, illetve MC=9—6=3cm.
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A BMC derékszogii haromszogben: sin 8,8° = Bic = BC =19,61 cm (ez
az alkotd). A feliil nyitott csonkakip felszinét kétszer kell venniink (kiviil-beliil):

24 =2[6°7 + (6 + 9)m - 19,61] = 2074,4 cm”.

Befestend§ feliilet: 1000 - 24 = 1000 - 2074,4 = 2074400 cm? = 207,44 m?. A fel-
hasznalandé festék térfogata: 207,44 - 0,5 = 103,72 dl = 10,372 liter.

Tehat megkozelitéen 10,4 liter festékre van sziikség.

U3¢

\

D 6cm M C \

i

b;ﬁj

A 6cm B A

6.a) 6.b)

b) Rajzoljuk meg a pohdr fels6 részének (forgdskiip) a tengelymetszetét, amely
egy tengelyesen szimmetrikus, egyenld szaru haromszog lesz. Mivel AC =8 és
AB =10, igy alkalmazva az ABC derékszogili haromszogre a Pitagorasz-tételt:
CB =6 (cm). Mivel AD =7 és ADEA ~ ACBA (szogek paronként egyenléek),
igy:

AD DEFE 7

DFE 42
= == DE="-2=52 .
ACCB 3 6 g = 0,25 (om)

A bodzaszorp térfogata:

_525%.m-7 1029

Ve 3 16

7~ 202,04 (cm?).
A jégkocksk térfogatdnak osszege: 3V = 3a® = 3.2 = 3.8 =24 (cm?). A koktél
(bodza és az elolvadt jég keveréke) térfogata:
V = Vi + 3V = 202,04 + 24 = 226,04 (cm®).
Mivel ADEA ~ AFGA (szogek péronként egyenlek), ezért:

AF _AD+DF AD+h T+h

AD ~ AD AD 7 k
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(hasonldsdgi ardny). Felirva a térfogatok ardnyét, és kihasznédlva a kozismert tételt:

V226,04
Vi 202,04

~ 1,12 =k =k~ 1,038.

Ezt behelyettesitve az oldalak aranyaba:

7%’1 =1,038 = h=0,266~0,3 (cm) = 3 mm.

Tehat a pohdrban megkozelitéen 3 mm-t fog emelkedni a bodzaszorp szintje a jég-
kockak elolvadédsa utan.

Megjegyzések: 1. Ez az érték csekély mértékben valtozhat, ha a szokdsos és megen-
gedett kerekitéseket mér kordbban elvégezziik, de az biztos, hogy a poharba még belefér
a koktél.

2. Az olvadést azért kell megemliteni, ez fontos feltétel, mert a jég stirlisége kisebb
a viz slirliségénél, és ezért a feladat megolddsa més lesz, ha a jég nem olvad el (jéghegy),
ebben az esetben a térfogatok nem addédnak 6ssze.

7. Adott két teljes grdf. Az elsé grdfnak 4-gyel tobb csicsa és 62-vel tobb éle
van, mint a mdsodiknak.

a) Hdny csicsa van annak a teljes grdfnak, amelynek annyi éle van, mint
az adott két teljes grdf €lei és csucsai szamdnak dsszege? (6 pont)

Legyen az A halmaz az f(x) = /=222 + bz + 3 fiiggvény értelmezési tartomd-
nya, a B halmaz pedig a logs (4 — 3) > logs (2z + 7) egyenldtlenség megolddashal-
maza. T T

b) Hatdrozzuk meg az AN B, az AUB és az A\ B halmazokat. (6 pont)

Tiz bardt, Anna, Bea, Cili, Dori, Emese, Fruzsi, Gabor, Huba, Istvdn és Jdanos
moziba megy. A jegyek az elsé sorba egymds mellé szdlnak.

¢) Hanyféleképpen iilhetnek le, ha a négy fid azt kérte, hogy mindegyikik kiz-
vetlentl két ldny kozott ilhessen? (4 pont)

Megoldas. a) Legyen rendre x, y és z a hdrom teljes graf cstcsainak szdma,
ahol z,y,z € Z7T.

A megoldas soran felhaszndljuk azt a tényt, hogy ha egy teljes grafnak n darab
n(n—1)

csucsa van, akkor az éleinek szama . A feladat feltételei alapjan a kovetkezd

Osszefiiggések irhatdk fel:

r=y+4,
w(fc2— D _ y(yZ— D 6,
Z(ZQ— ) _ Tyt 95(332— 1) n y(yg_ 1).
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Felhasznalva, hogy = = y + 4, a masodik Osszefliggés atirhaté az alabbi alakra:

(y+4)@y+3) yly-1)
5 ==+ 62,

V4 Ty+12 =y —y+124,
8y = 112,
y=14 = z=18.

Ezeket az értékeket beirva a harmadik egyenletbe:

-1 18-17  14-13 -1
GG SEPPRE YN + N G O T
2 2 2 2
Ez megoldhaté mésodfoki egyenletként (22 —2—552=0 = 2z =24 és
zo = —23), de kereshetjiik egymést koveté két pozitiv egész szdm szorzataként is
a megoldast. Igy csak a 24 - 23 = 552 megoldas lehetséges, amibdl z = 24.
fgy a grafnak 24 csicsa és % = 276 éle van.

b) Az A halmaz meghatérozdsdhoz a négyzetgyokfiiggvény értelmezési tarto-
manyat figyelembe véve, meg kell oldanunk a kovetkezd egyenlotlenséget:

—222 4+ 5243 > 0.

Az egyenlitlenség megolddsa: _71 < x < 3, masképpen z € [_71, 3], azaz:

1
A:{xER‘ —2<x<3}.

Yy /
. A5 17)
y J
5
0
[e]
2e+7/
BYAREIIN
5
7‘7.,?; 0 (—0]5,0) (550
- 0B =10,75;5[ x
/ 9
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A B halmaz meghatdrozdsdhoz figyelembe kell venni a logaritmusfiiggvény
értelmezési tartomdnyat és a 0 < > <1 miatti szigort monoton csékkend tulaj-
donsagat, igy a kovetkezo linedris egyenl6tlenségrendszert kell megoldani:

4z — 3 >0, =>1'>17
2.’13+7>0, :>$>_3,57

dr—3<2x+7, = x<5.

Az egyenlStlenségrendszer megoldésa: % < x < b, masképpen x € ] %; ) [, azaz:
B={zeR|3<z<5}.

A keresett halmazmiiveletek eredményei:

3 3

1 1

1 3 13
— eIV = | =22
A\B—{xeR 2\1'\4}—[ 2,4}

¢) A 6 lany kozott 5 hely van L_L_L_L_L_L, ahov4 a fitk iilhetnek. A négy

fianak a ,helye” ezédltal (Z) -féleképpen ,,valaszthatd ki”. A lanyok egymadshoz viszo-
nyitva 6! = 720, mig a fiik 4! = 24 kiilsnboz8 sorrendben iilhetnek le a székekre.
Igy az Osszes lehet6ség szama:

(i) -6!-4!'=5-720- 25 = 86 400.

8. Adott a NoSelejt cég dltal gydrtott valamely termék K(x) = 23 — 1222 +
+ 48x kéltségfiigguénye és a B(x) = 300x bevételfiigguénye, ahol x az elddllitott
mennyiséget jelenti (szdz darabban), mig a K(x) és a B(x) értékei millid forintban
értenddk. A nyereséget a bevételek és a kiltségek kiilonbsége adja.

a) Hatdrozzuk meg azt a termékmennyiséget, amely esetén a cég nyeresége
mazimalis. (5 pont)
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b) Hatdrozzuk meg a K(x) figgvény grafikonja és a grafikon x = 3 abszcisszdji
pontjihoz tartozé érintd dltal hatdrolt korldtos, zdrt sikidom teriiletének mérdszd-
mdt. (9 pont)

¢) Adjunk példdt olyan egyvdltozds valds f figgvényre (ha létezik), amely diffe-
rencidlhatd a valds szamok halmazdn, és f'(3) =0, de az x = 3 nem szélséértékhelye
f-nek. (2 pont)

Megoldés. a) Jelolje N(z) a nyereségfiiggvényt, ekkor:
N(z) = B(z) — K(z) = 300z — (2® — 1227 + 48z) = —2® + 1222 + 252z (x> 0).

A kapott N(x) fiiggvény maximumhelyét kell megkeresniink. A szélséértéket (az el-
s6rendl) derivélt segitségével hatdrozzuk meg:

N'(z) = —32% + 242 + 252.
Megoldjuk az N'(x) = 0 egyenletet: —3x2 + 24x + 252 = 0, ahonnan az egyenlet

megolddsai 1 = —6 (nem j6 az x > 0 feltétel miatt), az x5 = 14 teljesiti a feltételt.
Az eredményeket” tdbldzatba foglalva: x 10; 14] 14 | ]14;00[
N'(z) + 0 -
N(z) v max. N

Az x = 14 (globélis) maximumbhelye az N(z) fiiggvénynek.

Tehat 1400 darab termék értékesitése utan lesz a cég nyeresége maximalis.
(Ekkor a maximalis nyereség: Npyax = N(14) = —14% + 12 142 + 252 - 14 = 3136
millié Ft.)

b) K(3) =3%—12-3%+48-3 = 63, tehdt a pont, ahovd az érint6t hizzuk,
a P(3;63).

Az érint6 meredekségét a derivaltfiiggvény adott pontbeli helyettesitési értéke
adja meg. Mivel K'(x) = 322 — 24x + 48, ezért az érinté meredeksége:

m=K'(3)=3-3>-24-3+48 = 3.

Igy az érinté egyenlete: y — 63 = 3(z — 3), ahonnan y = 3z + 54.

A tovdbbiakban el8szor hatdrozzuk meg, hogy hol metszi (még) egymést
az érint6 és a fiiggvény grafikonja. Ehhez meg kell oldanunk az x3 — 1222 + 48z =
= 3z + 54 (harmadfoki) egyenletet. A megolddsban ,segitségiinkre lesz”, hogy tud-
juk, az x = 3 megolddsa az egyenletnek (hiszen az x = 3 abszcisszdju pontjdban
érinti az érintd a fiiggvény grafikonjat).

2® —122% + 48z = 3z 4+ 54 = 2° —122° + 452 — 54 = 0.
Megfelel6 csoportositassal szorzatta alakithatunk:

22 — 1322 + 452 — 54 = 2® — 322 —92% + 272 +18z — 54 =
N—_——

=2 (r-3)—-92-(x—3)+18 - (—3)=(z—3)(z — 3)(x — 6) =

= (z—3)%*(z —6).
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Tehat: (z — 3)*(z —6) =0 = x =6 (lesz a mésik metszéspont abszcisszdja).

A szorzattd alakitds megtorténhet a polinomok osztasanak, a maéasodfoku
egyenletek megoldasanak, majd a polinomok gyoktényezos alakjanak a felhaszné-
lasaval is.

Figyelembe véve, hogy a [3; 6] intervallumon (x — 3)2(33 —6) < 0, kénnyen be-
lathatd, hogy ezen az intervallumon a K (z) fiiggvény grafikonja mindvégig az érinté
alatt halad, hiszen:

2® —122% + 452 — 54 = (2 — 3)*(z — 6) <0 = z° —122° + 48z < 3z + H4.

Igy a kérdéses korlatos, zart sikidom teriiletének mérészamas:

6 6
/ (2 — 122% + 452 — 54)] :/ —2® 4+ 1222 — 452 + 54) dz =
3 3
4 3 22 6
S S D PR 2 +5a| =
4 3 .

64 34 32
=<—4+4-63 45 . —+54 6) (—4+4-33 45 . —+54 3)

81 405 189 27
=(—324+864—-810+324) — (— +108 — — +162 | =54 — — = —.
4 2 4 4
Y | ¢) Olyan f* fiiggvényt ,kell keres-
) ; | niink”, amely (példdul) szigorian novek-
| s7igj mon. nd | v6, és (f*)" nulldval egyenld egyes pon-
: / tokban.
) Van ilyen fiiggvény, pl. az
f'@B)=0
-5 —4 -3 —2 —170 4 z ff:R=R, f*(m)zajg'
. y=(z-3)° , e .
=2 / Ebbdl egyszeriu fliggvénytranszforméci-
353 / - - oval megkaphat6 a feladat feltételeinek
i I Splg) mpn. 1o megfeleld fiiggvény:
! J@) = (@ = 3)".

Megjegyzés. Bar a feladat nem kér részletes indoklast, de ellendrizhetjiik, megfelel-e
a feltételeknek az f(x):

fl@)=(z-3)" = [(2)=3@z-3)" = [(3)=0.

Tovabba f'(x) > 0 minden x # 3 esetén, igy f(x) szigorian monoton névekvé minden
x € R-re, tehdt nem lesz szélséértéke az x = 3 helyen, annak ellenére, hogy f'(3) = 0.
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9. Peches Pdl nagyon szereti a kapards sorsjegyeket. Kedvence a Lutri sors-
jegy, melynek dra 500 Ft, és a sorsjegyek 25%-a nyerd. Pdlnak (most csak) négy
darab 500 forintosa van. Bemegy egy lottézdba, és elhatdrozza, hogy addig vdsdrolja
kedvenc sorsjegyét, amig nem nyer, vagy ameddig a pénze el nem fogy.

a) Hatdrozzuk meg a Pdl dltal a sorsjegy(ek)re elkiltdtt 500 forintosok szamd-
nak vdrhato értékét és szordsdt. (7 pont)

Padl hdaromféle tomegkizlekedési eszkozzel tudja munkahelyét megkdzeliteni, és-
pedig busszal, metrdval, illetve villamossal, ezért (is) kombindlt bérlettel rendelkezik.
Az esetek 25%-dban busszal megy, a metrdt pedig négyszer olyan gyakran haszndl-
ja, mint a villamost. A buszon dtlagosan minden negyedik, a villamoson dtlagosan
minden tizedik alkalommal ellendrzik a bérletét, mig annak a valdszinisége, hogy
a metron kap ellendrzést, 0,85.

b) Egyik alkalommal ellendrizték a bérletét. Mennyi annak a valdszindisége,
hogy villamossal utazott? (6 pont)

Egyik nap (a munkanap végén) Pdl egy 6tfds bardti tdrsasdg tagjaként busszal
utazott haza. Az egyik megdlléban ellendrik szdlltak fel, és a buszon (aktudlisan)
tartdzkodd 48 utasbdl taldlomra kivdlasztott tiz embernek a bérletét (vagy jegyét)
ellendrizték.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az itfés bardti tdrsasdgbdl legaldbb két
fét ellendriztek? (3 pont)

Megoldés. a) A £ valdszintiségi valtozo jelentse a sorsjegyért elkoltott 500 fo-
rintosok szamat. Annak a valdsziniisége, hogy egy sorsjegy nyero, %1, mig annak,
hogy nem nyerd, % A ¢ valészintliségi valtozo6 lehetséges értékei: 1; 2; 3;4 (a £ =4
eset ,magaban foglalja” azt az esetet is, amikor az utolsd vasarolt sorsjegy nyero,
illetve azt is, amikor nem nyerd).

1 16
PE¢=1)=- (— ) (mér az elsé megvasdrolt sorsjegy nyerd).

4\ 64
PE=2)= g . i = % (: éi) (az elsd megvéasarolt sorsjegy nem nyerd, de
a mdsodik igen).
P=3)= 3.3.1 = 9 (az els6 két sorsjegy nem nyerd, de a harmadik
4 4 4 64
nyer§).

1 1 2
P(§:4):Z~Z'Z~E+Z~%ozoz:%:6—1(azelséhéromsorsjegynem

nyerd, de a negyedik nyerd, illetve egyik vésdrolt sorsjegy sem nyer6).

A £ valdszinliségi valtozoé eloszlasa:

o |1 ]2]3]4|%

s [z
PE=wx)| 65 | 61|61 | o6a| !
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A ¢ valdszintiségi valtozd varhaté értéke:
4
16 12 9 27 175
M) = i Pl=x2)=1"—+4+2-—4+3- —+4- — = — = 273,
(©) ;x E=z) =l G+ g 3 uat a=
A széréshoz sziikséges (a € valdsziniiségi valtozé mésodik momentuma):
4
16 12 9 27 577
M(£2) = 2. P =) =12 — 422 2432, L g2 20 200902,
) ;x (€ =) IR TR VR VI T
A ¢ valdszintiségi valtozd szérédsa:
577 (175Y
D(E) = VDE(E) = VME) ~ 26 = | ot — () =
64 64
_ /6303 V6303 194
V4096 64 T 7T
b) Jelolje B azt az eseményt, hogy busszal, M azt, hogy metréval, illetve V
azt, hogy villamossal kozeliti meg Pal a munkahelyét. A feladat feltételei alapjan:
P(B) =0,25, P(V) =x, PM) = 4z (x € RT).
Mivel a B, M és V események teljes eseményrendszert alkotnak, igy:
PB)+ P(M)+P(V)=1 = 025+4z+2x+1=1=52=0,75 = = =0,15.
Ebbdl kovetkezik, hogy: P(B) = 0,25, P(M) = 0,60, P(V) = 0,15.
Jelolje E azt az eseményt, hogy Pal ellenérzést kap valamelyik (dltala hasznglt)
kozlekedési eszkozon. Igy (feltételes valdszintiségekkel van dolgunk):
1 1
P(E|B) = 1= 0,25, P(E|M)=085 PE|V)= 0= 0,10.
A feladat ,kérdése”: P(V | E) =7. Figyelembe véve, hogy P(V |E) = PI(D\(IEI;:)’
a megadott és kiszdmitott adatok alapjan (alkalmazva a teljes valdsziniiség tételét):
PE)=PE|B)-PB)+PE|M)-PM)+PE|V)-P(V)=
=0,25-0,25+0,85- 0,60 4+ 0,10 - 0,15 = 0,5875.
Mindezek alapjan:
P(VIE) PE|V)-P(V) 010-0,15 0,0150 6
P(V|E)= = = = = — = 0,0255.
(VIE) P(E) P(E) 0,5875 0,5875 235 ’
Tehat annak a valdszintisége, hogy Peches Pal villamossal utazott:
P(V | E) =~ 0,0255.
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c) Jelolje C' azt az eseményt, hogy legaldbb két fot ellendriztek. Ekkor a C:
az Otf6s bardti tdrsasdghol ketténél kevesebb {6t (azaz 0-t vagy 1-et) ellendriztek.

A nem ellendriztek senkit a bardti tarsasdgbdl (esemény) valészintisége:

5 43
(0) ] (10) ~
W ~ 0,2931.
10
Az egy {6t ellendriztek esemény valdsziniisége:
5 43
(1) i (9) ~
W ~ 074311.
10
Az 6tf6s barati tarsasagbol ketténél kevesebb 6t (azaz 0-t vagy 1-et) ellendriztek
valészintisége:
5 43 5 43
O 0O
48 48 = :
(10) (10)
Mindezek alapjan: P(C) =1 — P(C) =~ 0,2758. Tehéat annak a val6szintisége, hogy
az Otf6s barati tarsasagbdl legalabb két {6t ellendriztek:

_|_

P(C) ~ 0,2758.

Marczis Gydrgy (Gyula)
Molnéar Istvan (Gyula)
Molnar Judit (Gyula)

Rékané Rézsa Aniké (Békéscsaba)

C gyakorlat megoldasa

C. 1685. Egy kirdlyi csaldd nyolc gyermeke kézil a legiddsebb uralkodik. A test-
vérek mindegyike pontosan akkor uralkodik, amikor & a legidésebb még €l6 személy
koziliik. Viszont ezen a kirdlyi csalddon dtok 4l: ha hdrom testvér, kik korban egy-
mast kovetik, mind tronra kerilnek, akkor a rakévetkezd testvérik meghal remény-
telenségében. Hanyféleképpen uralkodhatnak, ha csak arra vagyunk tekintettel, hogy
kik kertilnek tronra a testvérek kozil?

I. megoldas. Ha nem iilne atok a kiralyi csalddon, azaz uralkodhatndnak a kor-
ban egyméast koveto testvérek koziil 3-nél tobben is egymés utan, akkor az els6 kivé-
telével minden gyermek vagy trénra keriil, vagy nem (az els6 uralkodik éppen, ezért

6 biztosan trénra keriil). fgy ekkor 27 = 128-féleképp keriilhetnének trénra. Viszont
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