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Gyakorl6 feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a 27+ + 3 = 2177 egyenletet a valés szamok halmazan.
A H =1{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} alaphalmaz A, B, C részhalmazairdl az aldbbi-
akat ismerjiik:
BCA; AUC={0;8}; ANC ={3;4;7}); C=1{0;1;2;89}; A\ B={27;9}.
b) Elemeinek felsoroldsival adjuk meg az A, B, C' halmazokat. (11 pont)

2. Egy 10 cm oldald négyzet minden oldalara kifelé egyenld szart haromszoge-
ket rajzoltunk, melyeknek szarai 13 cm-esek, igy egy csillagszerti alakzatot kaptunk.

a) Mekkora a csillag teriilete?

Felhajtogatva az egyenld szart haromszogeket, egy négyzet alapi egyenes gila
keletkezett.

b) Mekkora a guldba {rhat6é gomb sugara? (13 pont)

3. Andrés és Baldzs ,zsiroznak”. A |zsirozas” a 32 lapos magyar kartya egyik
egyszeri jatéka, amelynek az a 1ényege, hogy a végén az ,iitések” soran megszerzett
lapok ,,zsir” tartalma alapjan ddl el, ki nyerte a jatékot.

A magyar kartyaban négy ,,szin”: piros, zold, makk, t6k; mindegyik szinen beliil
asz, kiraly, fels6, alsé, tizes, kilences, nyolcas, hetes talalhaté. ,,Zsirnak” szamit
az 4sz és a tizes, az nyer, akinek tobb a ,zsirja’. (Ha mindketten 4—4 ,zsirt”
szereztek, akkor az nyert, aki utoljdra ,,iit6tt”; dontetlen nincs.)

Az els6 leosztdsnal egyszerre négy-négy lapot kapnak a jatékosok.

a) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy Andrés elsd leosztdskor kapott négy
lapja kozott legalabb egy ,,zsir”, és legalabb egy hetes talalhaté?

Azért, hogy eldontsék, ki kezdi a jatékot, sorsolnak tgy, hogy a megkevert
csomaghbdl felvaltva visszatevés nélkiil leemelnek egy-egy lapot. Aki az elsé hetest
hizza, az kapja eldszor a négy lapot, és kezdi meg a jatékot. (Ha pl. Andras
hiz elészor hetest, akkor Balazs kever, és oszt el6bb Andrasnak négy lapot, majd
sajat maganak négyet; Andras kezdi a jatékot. Késobb ez a keverés, osztas- kezdés
felvaltva torténik.)

Andrés kezdte a sorsoldst, és Baldzsnak a masodik huzaséara sikeriilt hetest
htznia.

b) Mennyi ennek a valdszinlisége? (13 pont)

4. Vegyiik az aldbbi kijelentéseket:

A) Ha egy mértani sorozatnak van véges hatarértéke, akkor hdnyadosa egynél
kisebb.
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B) Ha f(z) =x+1,és go f = 2% + 2z + 1, akkor g(x) = 22
(go f=g(f(x)), a g fiiggvény az f fiiggvénynek kdzvetett fiiggvénye.)
C') Ha két sorozat sszege és szorzata konvergens, akkor a sorozatok kiilon-
kiilon is konvergensek.

a) Allapitsuk meg a kijelentések logikai értékét (igaz, hamis). Allitdsainkat
igazoljuk.
D) Ha egy n csucsi egyszerii graf minden csicsa legaldbb [%] foku, akkor

a graf osszefiiggd. ([%] az % egész részét jelenti.)

b) Fogalmazzuk meg a D) 4llitds megforditdsat, majd dontsiik el, hogy ez igaz,
vagy hamis. Megallapitasunkat indokoljuk. (14 pont)

II. rész

5. a) Fiiggvény-transzformacidk felhasznaldsaval abrazoljuk az f(z) = 4|x| — 22
fiilggvényt a [—5; 5] intervallumon.

A H halmaz elemeit az f(z) fliggvény zérushelyei és lokdlis maximumbhelyei
alkotjak. Ismétlés nélkiil, véletlenszeriien kivalasztunk harom elemet H-bdl.

b) Mennyi a val6sziniisége annak, hogy a hirom elem &sszege oszthaté 9-cel?

Egy korlatos stkidomot a g(x) = 4x — 22, x € R fiiggvény grafikonja és az x ten-
gely zéar kozre.

¢) Szamitsuk ki a sikidom tertiletét. (16 pont)

6. Egy vitorlazdrepiilo piléta teljesitményrepiilést tervez a kovetkezSképpen:
Szombathelyrol indul, délkelet felé repiil, majd Kaposvar kornyékén iranyt valt
E-EK felé. Mikor Székesfehérvér légterét elérte, nyugatra tart, igy érkezik vissza
a kiindulé repiilGtérre. (E-EK az északi és északkeleti irany szogfelezGjébe mutatd
irdny.)

Az 1:450000-es méretaranyi térképen a Kaposvar-Székesfehérvar tavolsag
22 cm. (Az 1:450000-es méretardany azt jelenti, hogy a térképen mért tdvolsig
450 000-szerese van a valésdgban a két objektum kozott.)

a) Mekkora a tervezett tdvrepiilés hossza légvonalban? A végeredményt 10 km-
es pontossagura kerekitve km-ben adjuk meg.
A repiil6gép hagyomanyos magassdgmérdje a p 1égkori nyomdasbol hatarozza
h

meg a tengerszint feletti magassdgot a p = pg -2 5500 képlet alapjan, ahol pg
a tengerszinten mért nyomast, h pedig a tengerszint feletti magasségot jelenti méter
mértékegységben megadva.

b) Milyen magasan van a repiil6gép, ha po = 103 kPa, p = 88 kPa?

A vitorlazo repiil6gépek levegébe emelésének leggyakrabban alkalmazott méd-
ja a csorlével vontatds. Ez gy torténik, hogy a csorléaggregator egy kotéldobra
rétegenként szorosan feltekercseli a drétkotelet, amelynek végén a vitorlazoé repii-
16gép van. A mellékelt dbrdn a kotéldob legfontosabb méreteit milliméter mérték-
egységben tiintettiik fel. A drétkotél atméréje 6 mm.

¢) Legfeljebb milyen hosszi drétkotelet lehet feltekerni erre a dobra? (16 pont)
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7. Egy trapéz rovidebbik alapja 1, egy mésik oldala 7 egység hosszi. A trapéz
oldalainak hosszat megfelel6 sorrendbe rakva egy szamtani sorozat szomszédos
elemeit kapjuk.

a) Mekkora a trapéz nagyobbik alapja, mekkordk a szarak?

Az aldbbi adatsokasdgban néhdny trapéz oldalhosszanak mérészamat soroltuk
fel véletlenszertien: 1, 3, 5, 7, 1, 4, 7, 10, 1, 7, 13, 19, 1, 6, 12, 15.

b) Szamitsuk ki az adatok &tlagdt, szérasat, hatdrozzuk meg a mdduszt és
a mediant.

Az egy sikban levé 1, 3, 7, 5 egység hosszi szakaszokat ebben a sorrendben
csuklésan rogzitettitk egymashoz, majd addig mozgattuk, mig egy hirnégyszoget
sikeriilt kialakitani.

¢) Mekkora szoget zar be egyméssal ekkor az 5 és 7 egység hosszi szakasz?

(16 pont)

8. Egy vegyi anyagokat gyarté véllalat egy bizonyos terméket, melynek 6ssze-
tétele csak hatdanyaganak koncentracigjaban kiilonbozik, kétféle kiszerelésben for-
galmaz az alabbiak szerint.

A véltozat: 60%-o0s toménységii, 2 kg-os, 3 dm>-es dobozban;

B véltozat: 20%-os toménységii, 5 kg-os, 8 dm®-es dobozban.

A véllalat mintaboltjdban a fenti arukbdl arkedvezményt adnak azoknak a ve-
voknek, akik Osszesen legaldbb 40 kg-ot véasirolnak ezekbdl. Egy vevd, akinek
50%-o0s keverékre van sziiksége, vdsdrolni szeretne beldliik gy, hogy minden meg-
vaséarolt doboz tartalmat teljes mértékben felhasznalja.

a) Hany dobozzal vegyen az egyes véltozatokbdl, ha részesiilni kivédn az drked-
vezményben, szallitbeszkozére legfeljebb 6sszesen 120 kilogrammnyi terhet rakhat,
a megvésarolt 4ru teljes térfogata nem haladhatja meg a 130 dm®-t, és a kedvez-
mény mértéke egyenesen aranyos a megvasarolt aru ossztomegével?

Ez a véllalat egyike annak az 6t vallalatbdl allé csoportnak, melyben mind-
egyik vallalat barmelyik mésikkal {izleti kapcsolatban all, és az egymassal szembe-
ni koveteléseiket forintban, vagy euréban egyenlitik ki. Két szerepl6 egymas kozott
ugyanabban a pénznemben fizeti ki a szamlat. A szerz6dések megkotése utan ész-
revették, hogy nincs harom olyan vallalat, melyek egymas k6zott azonos valutdban
rendezik tartozasaikat.

b) Igazoljuk, hogy mindegyik vallalat kettOnek forinttal, a mésik kettének pedig
euréval fizet. (16 pont)
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9. a) A p valés paraméter mely értéke esetén lesz az f(z) = 23 — 322 + %x +p
(z € R) fiiggvénynek hérom kiilonbozé zérushelye a valés szamok halmazan?

A g(x) = 23 + ba? + cx + 2022 (x € R) fiiggvény b és ¢ egyiitthatéit szabélyos
dobdkockaval sorsoljuk ki; az els6 dobas b-t, a méasodik c-t eredményezi.

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az igy kapott fiiggvénynek nem lesz
helyi széls6értéke? (16 pont)

Németh Laszlo
Fonyod

Megoldasvazlatok a 2022/2. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hatdrozzuk meg a kivetkezd kifejezés eldjelét, ha n tetszdleges természetes
szdm:

2n-l 41 2" +1

on 41 vt 41 (6 pont)
b) Hdny valds megolddsa van a
sin (sc + I) = cos (290 — z)
3 3
trigonometrikus egyenletnek a |0; w| intervallumon? (7 pont)

Megoldés. a) Egyik lehetdség. Osszuk el az elsé (pozitiv) tortkifejezést a ma-
sodik (pozitiv) tortkifejezéssel, felhaszndlva a hatvényozds ismert azonossigait:
A L | an=l 41 ontl 1 22n 4 ontl 4 g 4 on—l
on 41 antil 2n4 1 2e+ 1 22mgontli]
on—1
PN T i

=1+ 1,
mert az Osszegben szerepld tort szamlaléja és nevezdje is, igy maga a tortkifejezés
is pozitiv el6jelli (az exponencidlis fiiggvény tulajdonsdga miatt), amibdl az kovet-
kezik, hogy az eredeti kiilonbségben az elsé (pozitiv) tag nagyobb, mint a mésodik
(pozitiv) tag, gy a kiilonbségiik el8jele pozitiv.

Masik lehetdség. Hozzunk kozos nevezére, ismét felhasznalva a hatvanyozas
ismert azonossagait:

(2n—1 + 1)(2n+1 + 1) _ (2n + 1)2 - 22n + 2n—1 + 2n+1 +1— 22n —_92.9" _ 1
(2" +1)(2+1 +1) B (2" +1)(2 1 +1)
B 2n71 + 2n+1 —92.9n 277,71

(2n + 1)(2n+1 + 1) = (2n + 1)(2n+1 + 1) > O’
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hiszen a szamldld pozitiv, a nevezé mindkét tényezdje, igy maga nevezo is pozitiv,
vagyis a tort pozitiv elGjelli, ami azt jelenti, hogy az eredeti kifejezés eldjele is
pozitiv.

b) A cosa = sin (a - %) Osszefiiggés miatt:

. s . T T
51n<x+§)251n(2m—§+§),

n(r§) =sin(2+5)
sin(z+ <) =sin(2z+ < ).
3 6

A sin o = sin § tipusi egyenletek megoldasi sémaja alapjdn:
1. lehetdség:

x+g:2x+%+k2ﬂ (k € 7),

1131:%—1@’271' (keZ).

Ezen megoldésok koziil a T esik a ]0; [ intervallumba.

2. lehetdség:

x-i-z
3

2

- (Qx—i—%) +ior (1€Z),

T

6
Ezen megoldasok koziil csak az [ =0 és az [ = 1 esetén kapunk olyan megoldast,
ami a |0; 7[ intervallumba esik. Ezek a megolddsok: % és %r, amelyek ellendrzéssel
igazolhatok.

Az egyenletnek tehdt két valés megoldésa esik a |0; 7| inervallumba.

2. A 12. éufolyam tanuloi kozil 25-en matematikabol, 40-en pedig torténelembdl

tettek emelt szintd érettségi vizsgat. Az érdemjegyek eloszlasat a kovetkezd kordiag-
ramokon ldtjuk:

Matematika Torténelem

a) A kérdiagramok alapjdn téltsik ki az aldbbi gyakorisdgi tablazatot. (4 pont)
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Tantdrgy \ jegyek 3 4 5
Matematika
Torténelem

b) Hatdrozzuk meg a tirténelem eredmények dtlagdt, medidnjdt és szdrdsdt.
(3 pont)

¢) A matematikdbol 3-ast szerzék kézil legaldbb hdny tanuldnak kellett volna
4-est kapnia, hogy a tobbiek vdltozatlan teljesitménye mellett a matematika dtlag
legaldbb 3,8 legyen? (6 pont)
Megoldas.
a) Matematika: 0,56-25 =14, 0,24-25 =6, 25— (14 +6) = 5.
Torténelem: 0,5-40 =20, 0,375-40=15, 40— (15+20)=>5.

Tantdrgy \ jegyek 3 4 5
Matematika 14 6 5
Torténelem 20 15 5
20-3+15-4+5-5
b) T = + m + = 3,625,
3+4
medidn: st = 3,5,

2

20-(3-3,625)%2+15-(4—3,625)% +5-(5— 3,625)
szérés:a:\/ 0:(8=3.625)° +15- (4= 3,625 +5-(=3.625 _ (oo

40

¢) A kérdéses tanuldk szdma legyen z, ahol 0 < z < 14, z € Z.
Veliik egylitt a kozos atlagtdl elvart érték:

(14—2z)-34+(6+x)-44+5-5 -

25 38,

42 — 24 + 4 2
3z + 24 +4x + 25 > 38,

25
91 + x

2 3787

(*) 55
91 +x > 95,

x> 4.

Legalabb 4 tanulénak kellett volna még 4-est kapnia matematikabdl.
P (. [ 10-3+10-445-5 _
Ellendrzés: x = 4-re szamitott dtlag ———5-—— = 3,8.

A (%) egyenl6tlenség bal oldalan all6 2EEL fiiggvény, az dtlag figgvénye, szi-

gorian monoton névé, igy az x novelésekor az atlag is novekszik. Igy a vélaszunk
helyes.
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3. Az Andrdssy gimndzium golyatabordnak eqy sportversenyéhez a kovetkezd
pdlya készilt el az udvar betonjan: egy kérben az egy pontbdl kiindulo 10 m és
15 m hosszu hirok eqymdssal 35°-0s szdget zdrnak be. A jdtékosoknak a hirok (nem
kizds) végpontjabol indulva kell megszerezni a kir kizéppontjaban lévd labddt, majd
visszafutni o kiinduldsi helytikre.

a) Készitsiink a szévegnek megfeleld abrdt a lényeges adatok feltiintetésével.

(2 pont)

b) Legaldbb mekkora utat kell megtenni egy-egy jdtékosnak? (4 pont)

¢) Kata azt dllitja, hogy a jdtékosok kiinduldsi helye és a labda alkotta hdrom-

sz0g teriilete legfeljebb 25 m?. Igaza van-e Katdnak? (6 pont)
Megoldas. a) (Lasd az dbrdt.) A

b) Az AOB< =2« =70°, mert az AB
iven nyugvé kozépponti szog. Az ACB hé- 4
romszogben alkalmazzuk a koszinusz-tételt: B

2 =10%4+152—-2-10-15- cos 35°,

S

2 =17925 ¢>0,
c=8,9 m.

A hur, a hozza tartozé keriileti szog és
a sugar kozotti osszefiiggést felhasznélva:
c 8,9

— ‘¢ __9p— — 2R — R = 7,76 m.
sin 35° 0,5736 o m

fgy egy-egy jatékosnak 2- R = 27,76 = 15,52 m-t kell megtennie.

¢) A héromszog trigonometrikus teriiletképlete alapjan:

7,76% - sin 70°
taoBn = —————— 25111 = 28,29 m?.
Mivel 28,29 m? > 25 m?, {gy a kerekitések mértékére is figyelve, nincs igaza Kat4-

nak.

4. Adott az 2% + y? — 14z — 12y + 65 = 0 egyenletii kor és a P(3;9) pont.

4

a) A ,rajta”, kivil”, ,belil” szavak kozil irjuk a pontozott vonalra azt, ame-
lyikkel az aldbbi dllitds igaz lesz. Szamoldssal is igazoljuk a vdlaszt. (3 pont)

APpont ............ van a fent megadott egyenletii kdrvonalon.
b) Hatdrozzuk meg az origén és a P ponton dtmend g egyenesnek az x tengely

pozitiv felével bezdrt szdgét. A szdg értékét eqy tizedesjeqy pontossdggal adjuk meg.
(3 pont)

¢) frjuk fel a megadott kor azon érintdjének egyenletét, amelynek nincs kézos
pontja a I1l. siknegyeddel, nem megy dt az origon, és ami az y tengelyt az origotol
kétszer olyan tdvolsagban metszi, mint az x tengelyt, tovdbbd a tengelyekkel alkotott
hdromszdg teriilete a legkisebb. (7 pont)
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Megoldas. a) A kor kézéppontjanak koordindtéi és a sugara az egyenletének
teljes négyzetes alakra hozasa utdn kozvetleniil leolvashatok:

(2—T7)74(y—6)>=20 = C(7;6) és r =20.

Szamitsuk ki a C(7;6) és a P(3;9) pont dop tédvolsagat:

dcpz\/(3—7)2+(976)2:\/%:5>\/%.

A Ppont ..... kivil ..... van a fent megadott egyenletli korvonalon.
b) Mivel az origd koordindtéi O(0;0), ezért a keresett szog tangense (g egye-
nes irdnytangense) tga = % = % = 3, amibdl a megfelel$ kerekitéssel o ~ 71,6°

adodik.

Ugyanezt a megolddst kapjuk, ha felirjuk a g egyenes egyenletét (egyenes
ardnyossdg fiiggvény): y = 3z, ahonnan m = tga = 3 egyenldségekbdl ismét a vart
o~ 71,6° addédik.

4.b) 4.c)

¢) Készitsiink vdzlatot egy érinté és a tengelymetszetek (tavolsdgok) berajzold-
saval. A feltételek miatt az érinté mindkét tengelyt a pozitiv felén (nem az origéban)
metszi. Legyen M (a;0) és M, (0;2a).

fgy az érintd egyenlete (a > 0 paraméterrel):

y = —2x 4+ 2a.

Keressiik a kor és az érint6 kozos pontjét, az érintési pontot (pontokat). Ezt
az egyenleteikbél alkotott egyenletrendszer megoldasa adja:

(z—7)° + (y — 6)° = 20,
y = —2z 4+ 2a.

A behelyettesité médszert alkalmazva, a zdrdjelek felbontasa, dsszevonds és rende-
zés utdn a kovetkezd masodfokd, paraméteres (a) egyenletet kapjuk:

522 + (10 — 8a)z + 4a* — 24a + 65 = 0.
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Mivel egy érintének a korrel pontosan egy kézos pontja van, ezért ennek a méasod-
fokt, paraméteres egyenletnek a diszkrimindnsa 0 kell, hogy legyen:

D = (10 — 8a)® — 4 - 5(4a® — 24a + 65) = 0,

a®>—=20a+75=0.

Ennek az a-ban mésodfoki egyenletnek a megolddsai: a; =5 és ag = 15, melyek
helyességét az azonos atalakitasok biztositjak, vagy az ellenérzések igazoljak.

A minimélis teriilet(i derékszogii haromszog az a; = 5 megolddssal addédik (¢ =
= 25 <ty = 225), ennek az érintének az egyenletét kell csak felirni. A feltételeknek
megfelel6 e érinté egyenlete:

y = —2x + 10.

II. rész

5. a) Egy {a,} szdmtani sorozat differencidja 4, az elsé n tag dsszege 1825,
és az elsd tag megegyezik ezen dsszeadott tagok szdmdval. Tagja-e ennek az {a,}
sorozatnak a 8115¢ (6 pont)

Julesi 2018. janudr 1-jén betett a bankba eqy bizonyos dsszeget, évi 5%-0s ka-
matra ugy, hogy a bankszamldjin a minden év végén esedékes kamatokat tékésitette
(nem vette ki). Harom év elteltekor megemelte a megtakaritott pénzét az éppen bent
lévdnek a 20%-dval. Ettdl kezdve mdr csak 4%-o0s évi kamatot kapott a bankinté-
zettdl. A kovetkezd év elsé napjdan pedig kivette az addig megtakaritott pénzének
a 10%-dt. 2025. janudr 1-jén szeretné felvenni az dsszes pénzét. Testvére, Anna
egyszerre kezdett vele takarékoskodni ugyanakkora 0sszeggel.

b) Hdiny %-os, dllandd évi kamatot kellene kapnia ahhoz Anndnak betét és kivét
nélkili takarékossdg esetén, hogy a két testvérnek ugyanannyi megtakaritott pénze
legyen 2025 elsé napjin? A kamatldb értékét eqy tizedes pontossdggal adjuk meg.

(4 pont)

Kardcsonyra Franci az dbran ldthato, négy cikkbdl dallo,
tengelyesen szimmetrikus fenydfa diszt kezdte el rajzolni egy
papirra. Egy 5 cm sugarid félkorbdl indult ki, eggyel feljebb lép-
ve, a korcikk sugardt a felére, kozépponti szogét 3 részére vdl-
toztatta, mikozben a korcikk kézéppontjdt a felette lévd koriv
felezési pontjdba tette. Elgondolkodott azon, ha ezt az eljdrdst
végtelen sokdig tudnd folytatni, lenne-e a mintdnak véges te-
rilete.

¢) Ha igen, pontosan mekkora lenne, és az hany %-a annak a minimdlis teriletd
téglalap teriletének, amelynek két oldala pdrhuzamos a fenydfa tengelyével?

(6 pont)

Megoldéds. a) A szémtani sorozat jeloléseit felhaszndlva: ay =n; d=4;
Sn =1825; a3 =n =7. A szamtani sorozatok Osszegére vonatkozo szabdly a fel-
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tételeket figyelembe véve:
S, = g[Qal +(n—1)d] = g[Qn + (n—1)d] = 3n® — 2n = 1825,

3n? —2n — 1825 =0,

1
ny = 25, Ng = 7245

A negativ szam tartalmi ellentmondds (sorszam) miatt nem megoldds, igy a sorozat
els6 tagja: a; = 25.

A szdmtani sorozat m-edik elemére felirhaté Gsszefiiggést alkalmazva:
8115 =25+ (m — 1)4,
m =2023,5¢ Z*.

Ebbél az kovetkezik, hogy a 8115 nem eleme a sorozatnak.
Ellendrzés:
n 25
S =520+ (n—1)d] = T'[2-25+ (25 1) - 4] = 1825 = Ss.
A megoldasunk igy helyes.
b) Julesi megtakaritdsa (aj; ao; p1 = 5%; p2 = 4%) a kivételkor a pénziigyi
folyamatot is szemléltetve a miiveletek sorrendjével:

a; =ag-1,05%-1,2-1,04-0,9 - 1,04 ~ 1,463ay.

Anna megtakaritdsa (aq; ao; p) a kivételkor:

7
aa:ao(lJrlg;O).

Mivel

1.463 1+ 2Y
a’]N ) ao_a0(+m>_aaa

p =~ 5,6%. Tehat Annanak megkozelitbleg 5,6%-o0s, dllandé éves kamatot kell kapnia
ahhoz, hogy a két testvérnek (kozel) azonos megtakaritott pénze legyen 2025 elsd
napjan.

¢) A korcikkek teriilete ardnyos a sugdr négyzetével és a kozépponti szogével,
ezért a részteriiletek a kovetkezék lesznek (cstkkend sorrendben):

o 2 . o 2 2 . ° 2 3 ) o
o0, 2527Tﬂ' 125277M. 0’625%(3)7180.

52
36000 7 T 3600 0 360° 360°

A képzési szabaly alapjan ezek a szamok egy ¢, = % kvécienstt mértani sorozatot
alkotnak. Mivel |¢;| < 1, {gy ezekbdl az elemekbdl képzett végtelen mértani sornak
van véges 0sszege:

t1 12,57
tzl :’71:157rcm2.
qt 1-— 6
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A cikkek sugarai, a részmagassigok rendre: 5 cm, 2.5 cm, 1,25 cm, 0,625 cm, ... .

A képzési szabdly alapjan ezek a szamok egy ¢, = % kvéciensit mértani soro-
zatot alkotnak. Mivel |g,,| < 1, {gy ezekbdl az elemekbdl képzett végtelen mértani
sornak szintén van véges Osszege, amely a képzeletbeli disziink magassaga, egyben

a minimalis teriilet(i (érintkez8) téglalap egyik oldala lenne:

71 5

frng = :].O .
1—qn 1-05 o

m

A kérdéses két teriilet ardnya %-ban kifejezve, ahol t; = 2rym:

t 157 157 3T

_— = = :7:>15 .
4t 2mqm  2.5-10 20 %

Vilasz: Ha Franci el tudnd késziteni végtelen sok 1épéshdl ezt a mintat, akkor
a disz teriilete 157%-a (~ 47%) lenne a téglalap teriiletének.

6.a) A JATEK Kft. uj homokozo vidre csonkakup alakd. Ha a vidorbe belete-
sziink egy 14 cm atmérdji labddt, akkor az érinti a vodor aljdt, és eqy korben a vo-
dor oldaldt is. A védor aljanak dtmérdje 12 cm, felsé nyilasdnak dtmérdje 18 cm.
A wvodrdat kivil is, belil is vizdllé réteggel festik be. Hany liter festékre van szik-
ség 1000 darab védor elkészitésekor, ha 1 négyzetméternyi felilet festéséhez 0,5 dl
festéket haszndlnak, és a vodor falvastagsdga elhanyagolhato? (8 pont)

< z b) Panni és Peti koktélos poharakbdl bodzaszérpdt iszik. A po-
har felsé része forgaskup alaki, melynek magassdga 8 cm, alkotdja
10 cm, és 7 cm ,magasan dll benne” az udité. Hany milliméterrel
emelkedik meg a bodzaszorp ,szintje”, ha a pohdrba hdrom darab,
2 cm €l jégkockdt tesziink, és azok mdr teljesen elolvadtak? A wvd-
laszt egészre kerekitve adjuk meg. (Tekintsink el a jég olvaddsakor
kézismerten bekovetkezd térfogatvdltozdastdl.) (8 pont)

Megoldas. a) Készitsiik el a védornek (szimmetrikus csonka kip) egy tengely-
metszetét, ami egy szimmetrikus trapéz lesz, és azon jeloljiik be a lényeges adatokat.

Felhasznalva, hogy az érinté merdleges az érintési pontba htuzott sugarra,
valamint azt, hogy adott korhoz kiilsé6 pontbdl huzott érint6é szakaszok hossza
egyenlo:

OA=0OE=r=7cm és BA=BE =6 cm.

Mivel az adott kor kozéppontja rajta van az ABE<{ = [ szogfelezbjén, és az ala-
pokat felezd szimmetriatengely DA 1 AB, az OAB derékszogli haromszogben:

B 7 .
tg- =-=p5= .
g5 == F=988

Toljuk el padrhuzamosan AD-t B-be, {gy AD || BM, és

MBC< =~ =988 —90° =88°, illetve MC=9—6=3cm.
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A BMC derékszogii haromszogben: sin 8,8° = Bic = BC =19,61 cm (ez
az alkotd). A feliil nyitott csonkakip felszinét kétszer kell venniink (kiviil-beliil):

24 =2[6°7 + (6 + 9)m - 19,61] = 2074,4 cm”.

Befestend§ feliilet: 1000 - 24 = 1000 - 2074,4 = 2074400 cm? = 207,44 m?. A fel-
hasznalandé festék térfogata: 207,44 - 0,5 = 103,72 dl = 10,372 liter.

Tehat megkozelitéen 10,4 liter festékre van sziikség.

U3¢

\

D 6cm M C \

i

b;ﬁj

A 6cm B A

6.a) 6.b)

b) Rajzoljuk meg a pohdr fels6 részének (forgdskiip) a tengelymetszetét, amely
egy tengelyesen szimmetrikus, egyenld szaru haromszog lesz. Mivel AC =8 és
AB =10, igy alkalmazva az ABC derékszogili haromszogre a Pitagorasz-tételt:
CB =6 (cm). Mivel AD =7 és ADEA ~ ACBA (szogek paronként egyenléek),
igy:

AD DEFE 7

DFE 42
= == DE="-2=52 .
ACCB 3 6 g = 0,25 (om)

A bodzaszorp térfogata:

_525%.m-7 1029

Ve 3 16

7~ 202,04 (cm?).
A jégkocksk térfogatdnak osszege: 3V = 3a® = 3.2 = 3.8 =24 (cm?). A koktél
(bodza és az elolvadt jég keveréke) térfogata:
V = Vi + 3V = 202,04 + 24 = 226,04 (cm®).
Mivel ADEA ~ AFGA (szogek péronként egyenlek), ezért:

AF _AD+DF AD+h T+h

AD ~ AD AD 7 k
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V226,04
Vi 202,04

~ 1,12 =k =k~ 1,038.

Ezt behelyettesitve az oldalak aranyaba:

7%’1 =1,038 = h=0,266~0,3 (cm) = 3 mm.

Tehat a pohdrban megkozelitéen 3 mm-t fog emelkedni a bodzaszorp szintje a jég-
kockak elolvadédsa utan.

Megjegyzések: 1. Ez az érték csekély mértékben valtozhat, ha a szokdsos és megen-
gedett kerekitéseket mér kordbban elvégezziik, de az biztos, hogy a poharba még belefér
a koktél.

2. Az olvadést azért kell megemliteni, ez fontos feltétel, mert a jég stirlisége kisebb
a viz slirliségénél, és ezért a feladat megolddsa més lesz, ha a jég nem olvad el (jéghegy),
ebben az esetben a térfogatok nem addédnak 6ssze.

7. Adott két teljes grdf. Az elsé grdfnak 4-gyel tobb csicsa és 62-vel tobb éle
van, mint a mdsodiknak.

a) Hdny csicsa van annak a teljes grdfnak, amelynek annyi éle van, mint
az adott két teljes grdf €lei és csucsai szamdnak dsszege? (6 pont)

Legyen az A halmaz az f(x) = /=222 + bz + 3 fiiggvény értelmezési tartomd-
nya, a B halmaz pedig a logs (4 — 3) > logs (2z + 7) egyenldtlenség megolddashal-
maza. T T

b) Hatdrozzuk meg az AN B, az AUB és az A\ B halmazokat. (6 pont)

Tiz bardt, Anna, Bea, Cili, Dori, Emese, Fruzsi, Gabor, Huba, Istvdn és Jdanos
moziba megy. A jegyek az elsé sorba egymds mellé szdlnak.

¢) Hanyféleképpen iilhetnek le, ha a négy fid azt kérte, hogy mindegyikik kiz-
vetlentl két ldny kozott ilhessen? (4 pont)

Megoldas. a) Legyen rendre x, y és z a hdrom teljes graf cstcsainak szdma,
ahol z,y,z € Z7T.

A megoldas soran felhaszndljuk azt a tényt, hogy ha egy teljes grafnak n darab
n(n—1)

csucsa van, akkor az éleinek szama . A feladat feltételei alapjan a kovetkezd

Osszefiiggések irhatdk fel:

r=y+4,
w(fc2— D _ y(yZ— D 6,
Z(ZQ— ) _ Tyt 95(332— 1) n y(yg_ 1).
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Felhasznalva, hogy = = y + 4, a masodik Osszefliggés atirhaté az alabbi alakra:

(y+4)@y+3) yly-1)
5 ==+ 62,

V4 Ty+12 =y —y+124,
8y = 112,
y=14 = z=18.

Ezeket az értékeket beirva a harmadik egyenletbe:

-1 18-17  14-13 -1
GG SEPPRE YN + N G O T
2 2 2 2
Ez megoldhaté mésodfoki egyenletként (22 —2—552=0 = 2z =24 és
zo = —23), de kereshetjiik egymést koveté két pozitiv egész szdm szorzataként is
a megoldast. Igy csak a 24 - 23 = 552 megoldas lehetséges, amibdl z = 24.
fgy a grafnak 24 csicsa és % = 276 éle van.

b) Az A halmaz meghatérozdsdhoz a négyzetgyokfiiggvény értelmezési tarto-
manyat figyelembe véve, meg kell oldanunk a kovetkezd egyenlotlenséget:

—222 4+ 5243 > 0.

Az egyenlitlenség megolddsa: _71 < x < 3, masképpen z € [_71, 3], azaz:

1
A:{xER‘ —2<x<3}.

Yy /
. A5 17)
y J
5
0
[e]
2e+7/
BYAREIIN
5
7‘7.,?; 0 (—0]5,0) (550
- 0B =10,75;5[ x
/ 9
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A B halmaz meghatdrozdsdhoz figyelembe kell venni a logaritmusfiiggvény
értelmezési tartomdnyat és a 0 < > <1 miatti szigort monoton csékkend tulaj-
donsagat, igy a kovetkezo linedris egyenl6tlenségrendszert kell megoldani:

4z — 3 >0, =>1'>17
2.’13+7>0, :>$>_3,57

dr—3<2x+7, = x<5.

Az egyenlStlenségrendszer megoldésa: % < x < b, masképpen x € ] %; ) [, azaz:
B={zeR|3<z<5}.

A keresett halmazmiiveletek eredményei:

3 3

1 1

1 3 13
— eIV = | =22
A\B—{xeR 2\1'\4}—[ 2,4}

¢) A 6 lany kozott 5 hely van L_L_L_L_L_L, ahov4 a fitk iilhetnek. A négy

fianak a ,helye” ezédltal (Z) -féleképpen ,,valaszthatd ki”. A lanyok egymadshoz viszo-
nyitva 6! = 720, mig a fiik 4! = 24 kiilsnboz8 sorrendben iilhetnek le a székekre.
Igy az Osszes lehet6ség szama:

(i) -6!-4!'=5-720- 25 = 86 400.

8. Adott a NoSelejt cég dltal gydrtott valamely termék K(x) = 23 — 1222 +
+ 48x kéltségfiigguénye és a B(x) = 300x bevételfiigguénye, ahol x az elddllitott
mennyiséget jelenti (szdz darabban), mig a K(x) és a B(x) értékei millid forintban
értenddk. A nyereséget a bevételek és a kiltségek kiilonbsége adja.

a) Hatdrozzuk meg azt a termékmennyiséget, amely esetén a cég nyeresége
mazimalis. (5 pont)

144 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/3



ﬁ} 2022.3.4 — 17:21 — 145. oldal — 17. lap KoMalL, 2022. mércius ﬁ}

—e

b) Hatdrozzuk meg a K(x) figgvény grafikonja és a grafikon x = 3 abszcisszdji
pontjihoz tartozé érintd dltal hatdrolt korldtos, zdrt sikidom teriiletének mérdszd-
mdt. (9 pont)

¢) Adjunk példdt olyan egyvdltozds valds f figgvényre (ha létezik), amely diffe-
rencidlhatd a valds szamok halmazdn, és f'(3) =0, de az x = 3 nem szélséértékhelye
f-nek. (2 pont)

Megoldés. a) Jelolje N(z) a nyereségfiiggvényt, ekkor:
N(z) = B(z) — K(z) = 300z — (2® — 1227 + 48z) = —2® + 1222 + 252z (x> 0).

A kapott N(x) fiiggvény maximumhelyét kell megkeresniink. A szélséértéket (az el-
s6rendl) derivélt segitségével hatdrozzuk meg:

N'(z) = —32% + 242 + 252.
Megoldjuk az N'(x) = 0 egyenletet: —3x2 + 24x + 252 = 0, ahonnan az egyenlet

megolddsai 1 = —6 (nem j6 az x > 0 feltétel miatt), az x5 = 14 teljesiti a feltételt.
Az eredményeket” tdbldzatba foglalva: x 10; 14] 14 | ]14;00[
N'(z) + 0 -
N(z) v max. N

Az x = 14 (globélis) maximumbhelye az N(z) fiiggvénynek.

Tehat 1400 darab termék értékesitése utan lesz a cég nyeresége maximalis.
(Ekkor a maximalis nyereség: Npyax = N(14) = —14% + 12 142 + 252 - 14 = 3136
millié Ft.)

b) K(3) =3%—12-3%+48-3 = 63, tehdt a pont, ahovd az érint6t hizzuk,
a P(3;63).

Az érint6 meredekségét a derivaltfiiggvény adott pontbeli helyettesitési értéke
adja meg. Mivel K'(x) = 322 — 24x + 48, ezért az érinté meredeksége:

m=K'(3)=3-3>-24-3+48 = 3.

Igy az érinté egyenlete: y — 63 = 3(z — 3), ahonnan y = 3z + 54.

A tovdbbiakban el8szor hatdrozzuk meg, hogy hol metszi (még) egymést
az érint6 és a fiiggvény grafikonja. Ehhez meg kell oldanunk az x3 — 1222 + 48z =
= 3z + 54 (harmadfoki) egyenletet. A megolddsban ,segitségiinkre lesz”, hogy tud-
juk, az x = 3 megolddsa az egyenletnek (hiszen az x = 3 abszcisszdju pontjdban
érinti az érintd a fiiggvény grafikonjat).

2® —122% + 48z = 3z 4+ 54 = 2° —122° + 452 — 54 = 0.
Megfelel6 csoportositassal szorzatta alakithatunk:

22 — 1322 + 452 — 54 = 2® — 322 —92% + 272 +18z — 54 =
N—_——

=2 (r-3)—-92-(x—3)+18 - (—3)=(z—3)(z — 3)(x — 6) =

= (z—3)%*(z —6).
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Tehat: (z — 3)*(z —6) =0 = x =6 (lesz a mésik metszéspont abszcisszdja).

A szorzattd alakitds megtorténhet a polinomok osztasanak, a maéasodfoku
egyenletek megoldasanak, majd a polinomok gyoktényezos alakjanak a felhaszné-
lasaval is.

Figyelembe véve, hogy a [3; 6] intervallumon (x — 3)2(33 —6) < 0, kénnyen be-
lathatd, hogy ezen az intervallumon a K (z) fiiggvény grafikonja mindvégig az érinté
alatt halad, hiszen:

2® —122% + 452 — 54 = (2 — 3)*(z — 6) <0 = z° —122° + 48z < 3z + H4.

Igy a kérdéses korlatos, zart sikidom teriiletének mérészamas:

6 6
/ (2 — 122% + 452 — 54)] :/ —2® 4+ 1222 — 452 + 54) dz =
3 3
4 3 22 6
S S D PR 2 +5a| =
4 3 .

64 34 32
=<—4+4-63 45 . —+54 6) (—4+4-33 45 . —+54 3)

81 405 189 27
=(—324+864—-810+324) — (— +108 — — +162 | =54 — — = —.
4 2 4 4
Y | ¢) Olyan f* fiiggvényt ,kell keres-
) ; | niink”, amely (példdul) szigorian novek-
| s7igj mon. nd | v6, és (f*)" nulldval egyenld egyes pon-
: / tokban.
) Van ilyen fiiggvény, pl. az
f'@B)=0
-5 —4 -3 —2 —170 4 z ff:R=R, f*(m)zajg'
. y=(z-3)° , e .
=2 / Ebbdl egyszeriu fliggvénytranszforméci-
353 / - - oval megkaphat6 a feladat feltételeinek
i I Splg) mpn. 1o megfeleld fiiggvény:
! J@) = (@ = 3)".

Megjegyzés. Bar a feladat nem kér részletes indoklast, de ellendrizhetjiik, megfelel-e
a feltételeknek az f(x):

fl@)=(z-3)" = [(2)=3@z-3)" = [(3)=0.

Tovabba f'(x) > 0 minden x # 3 esetén, igy f(x) szigorian monoton névekvé minden
x € R-re, tehdt nem lesz szélséértéke az x = 3 helyen, annak ellenére, hogy f'(3) = 0.
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9. Peches Pdl nagyon szereti a kapards sorsjegyeket. Kedvence a Lutri sors-
jegy, melynek dra 500 Ft, és a sorsjegyek 25%-a nyerd. Pdlnak (most csak) négy
darab 500 forintosa van. Bemegy egy lottézdba, és elhatdrozza, hogy addig vdsdrolja
kedvenc sorsjegyét, amig nem nyer, vagy ameddig a pénze el nem fogy.

a) Hatdrozzuk meg a Pdl dltal a sorsjegy(ek)re elkiltdtt 500 forintosok szamd-
nak vdrhato értékét és szordsdt. (7 pont)

Padl hdaromféle tomegkizlekedési eszkozzel tudja munkahelyét megkdzeliteni, és-
pedig busszal, metrdval, illetve villamossal, ezért (is) kombindlt bérlettel rendelkezik.
Az esetek 25%-dban busszal megy, a metrdt pedig négyszer olyan gyakran haszndl-
ja, mint a villamost. A buszon dtlagosan minden negyedik, a villamoson dtlagosan
minden tizedik alkalommal ellendrzik a bérletét, mig annak a valdszinisége, hogy
a metron kap ellendrzést, 0,85.

b) Egyik alkalommal ellendrizték a bérletét. Mennyi annak a valdszindisége,
hogy villamossal utazott? (6 pont)

Egyik nap (a munkanap végén) Pdl egy 6tfds bardti tdrsasdg tagjaként busszal
utazott haza. Az egyik megdlléban ellendrik szdlltak fel, és a buszon (aktudlisan)
tartdzkodd 48 utasbdl taldlomra kivdlasztott tiz embernek a bérletét (vagy jegyét)
ellendrizték.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az itfés bardti tdrsasdgbdl legaldbb két
fét ellendriztek? (3 pont)

Megoldés. a) A £ valdszintiségi valtozo jelentse a sorsjegyért elkoltott 500 fo-
rintosok szamat. Annak a valdsziniisége, hogy egy sorsjegy nyero, %1, mig annak,
hogy nem nyerd, % A ¢ valészintliségi valtozo6 lehetséges értékei: 1; 2; 3;4 (a £ =4
eset ,magaban foglalja” azt az esetet is, amikor az utolsd vasarolt sorsjegy nyero,
illetve azt is, amikor nem nyerd).

1 16
PE¢=1)=- (— ) (mér az elsé megvasdrolt sorsjegy nyerd).

4\ 64
PE=2)= g . i = % (: éi) (az elsd megvéasarolt sorsjegy nem nyerd, de
a mdsodik igen).
P=3)= 3.3.1 = 9 (az els6 két sorsjegy nem nyerd, de a harmadik
4 4 4 64
nyer§).

1 1 2
P(§:4):Z~Z'Z~E+Z~%ozoz:%:6—1(azelséhéromsorsjegynem

nyerd, de a negyedik nyerd, illetve egyik vésdrolt sorsjegy sem nyer6).

A £ valdszinliségi valtozoé eloszlasa:

o |1 ]2]3]4|%

s [z
PE=wx)| 65 | 61|61 | o6a| !
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A ¢ valdszintiségi valtozd varhaté értéke:
4
16 12 9 27 175
M) = i Pl=x2)=1"—+4+2-—4+3- —+4- — = — = 273,
(©) ;x E=z) =l G+ g 3 uat a=
A széréshoz sziikséges (a € valdsziniiségi valtozé mésodik momentuma):
4
16 12 9 27 577
M(£2) = 2. P =) =12 — 422 2432, L g2 20 200902,
) ;x (€ =) IR TR VR VI T
A ¢ valdszintiségi valtozd szérédsa:
577 (175Y
D(E) = VDE(E) = VME) ~ 26 = | ot — () =
64 64
_ /6303 V6303 194
V4096 64 T 7T
b) Jelolje B azt az eseményt, hogy busszal, M azt, hogy metréval, illetve V
azt, hogy villamossal kozeliti meg Pal a munkahelyét. A feladat feltételei alapjan:
P(B) =0,25, P(V) =x, PM) = 4z (x € RT).
Mivel a B, M és V események teljes eseményrendszert alkotnak, igy:
PB)+ P(M)+P(V)=1 = 025+4z+2x+1=1=52=0,75 = = =0,15.
Ebbdl kovetkezik, hogy: P(B) = 0,25, P(M) = 0,60, P(V) = 0,15.
Jelolje E azt az eseményt, hogy Pal ellenérzést kap valamelyik (dltala hasznglt)
kozlekedési eszkozon. Igy (feltételes valdszintiségekkel van dolgunk):
1 1
P(E|B) = 1= 0,25, P(E|M)=085 PE|V)= 0= 0,10.
A feladat ,kérdése”: P(V | E) =7. Figyelembe véve, hogy P(V |E) = PI(D\(IEI;:)’
a megadott és kiszdmitott adatok alapjan (alkalmazva a teljes valdsziniiség tételét):
PE)=PE|B)-PB)+PE|M)-PM)+PE|V)-P(V)=
=0,25-0,25+0,85- 0,60 4+ 0,10 - 0,15 = 0,5875.
Mindezek alapjan:
P(VIE) PE|V)-P(V) 010-0,15 0,0150 6
P(V|E)= = = = = — = 0,0255.
(VIE) P(E) P(E) 0,5875 0,5875 235 ’
Tehat annak a valdszintisége, hogy Peches Pal villamossal utazott:
P(V | E) =~ 0,0255.
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c) Jelolje C' azt az eseményt, hogy legaldbb két fot ellendriztek. Ekkor a C:
az Otf6s bardti tdrsasdghol ketténél kevesebb {6t (azaz 0-t vagy 1-et) ellendriztek.

A nem ellendriztek senkit a bardti tarsasdgbdl (esemény) valészintisége:

5 43
(0) ] (10) ~
W ~ 0,2931.
10
Az egy {6t ellendriztek esemény valdsziniisége:
5 43
(1) i (9) ~
W ~ 074311.
10
Az 6tf6s barati tarsasagbol ketténél kevesebb 6t (azaz 0-t vagy 1-et) ellendriztek
valészintisége:
5 43 5 43
O 0O
48 48 = :
(10) (10)
Mindezek alapjan: P(C) =1 — P(C) =~ 0,2758. Tehéat annak a val6szintisége, hogy
az Otf6s barati tarsasagbdl legalabb két {6t ellendriztek:

_|_

P(C) ~ 0,2758.

Marczis Gydrgy (Gyula)
Molnéar Istvan (Gyula)
Molnar Judit (Gyula)

Rékané Rézsa Aniké (Békéscsaba)

C gyakorlat megoldasa

C. 1685. Egy kirdlyi csaldd nyolc gyermeke kézil a legiddsebb uralkodik. A test-
vérek mindegyike pontosan akkor uralkodik, amikor & a legidésebb még €l6 személy
koziliik. Viszont ezen a kirdlyi csalddon dtok 4l: ha hdrom testvér, kik korban egy-
mast kovetik, mind tronra kerilnek, akkor a rakévetkezd testvérik meghal remény-
telenségében. Hanyféleképpen uralkodhatnak, ha csak arra vagyunk tekintettel, hogy
kik kertilnek tronra a testvérek kozil?

I. megoldas. Ha nem iilne atok a kiralyi csalddon, azaz uralkodhatndnak a kor-
ban egyméast koveto testvérek koziil 3-nél tobben is egymés utan, akkor az els6 kivé-
telével minden gyermek vagy trénra keriil, vagy nem (az els6 uralkodik éppen, ezért

6 biztosan trénra keriil). fgy ekkor 27 = 128-féleképp keriilhetnének trénra. Viszont
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azokat az eseteket ebbol ki kell vonnunk, amikor 3-nél t6bb, korban egymast kovetd
testvér keriil tronra, hiszen a csalddon atok iil, igy ezek nem lehetségesek. Ezeket
a kivonandé lehetoségeket esetekre bontottam aszerint, hogy mennyi a legnagyobb
m szama azon testvéreknek, akik korban egymast kovetik, és egymas utan uralkod-
nak. Ezek a testvérek megkapjdk az M cimkét is. A tablazatokban az z-szel jelolt
testvérek uralkodnak, mig a tobbiek nem.

213141516718 Az els6 esetben m = 8, tehat mindenki
x|l xlxlxlx|x!|x|x tronra keriil, ami 1-féleképp torténhet meg.
m=8 A maésodik esetben m = 7, ami csak dgy

lehetséges, hogy az utolsét kivéve mindenki
uralkodik (hiszen az els6 biztosan uralkodik). Ez szintén 1 lehet6ség.

415 8 11213145678
X | X | X |x|x|x|X X | X | X |x|Xx
m=7 X | X |xX|x|X X
X | X | x| x|x X
1 31415161718 X | X | x| x| x X | x
X X | X | x|x X X | X | X X
X X | X | xX|x X X | X X
X X | X | x| x|x X | X X | X X
m =6 m=>5

A harmadik esetben m = 6. Ekkor vagy az els6 6 M cimkéjii, vagy az utolsé 6,
hiszen ha a kozépso 6 lenne M, akkor koziiliik az els6 a legidGsebb gyermek melletti,
ezért m = 7 lenne. Ha az els6 6 M cimkéji, akkor az utolsé gyermek vagy uralkodik,
vagy nem, ami 2 lehet&ség, mig ha az utolsé 6 az M cimkéji, csak egy lehetdség
van, mivel az els6 gyermek biztosan uralkodik. Ez 6sszesen 3 lehet6ség.

A kovetkez6 esetben m = 5. Ekkor M cimkéjli lehet az elsé 5, ekkor az utolsd
kettd vagy uralkodik, vagy nem, ami 22 = 4 lehetdség; a 3.-tél a 7. gyermek, ekkor
(az els6n kivill) mas nem uralkodhat; vagy az utolsé 5, amikor a 2. vagy uralkodik,
vagy nem (2 lehetéség). Ez Gsszesen 4 + 1 + 2 = 7 lehet8ség.

415

2

X

718 Az utolsé esetben m = 4. Ekkor ha az el-
x | x s6 4 M cimkéjii, az utolsé 3 vagy uralkodik,
vagy nem, ami 23 = 8-féle lehet8ség (ezekbdl
csak egyet tiintettem fel a tdbldzatban). Ha
a 3.-tol a 6.-ig M cimkéjliek, az utolsé vagy
uralkodik, vagy nem, ami 2-féleképp tortén-
het. Ha M cimkés a 4.-t6l a 7., akkor a 2.
vagy uralkodik, vagy nem, ez szintén 2 lehet6-
ség. Ha pedig az utolso6 4 uralkodik, akkor a 2.
és a 3. vagy uralkodik, vagy nem, ami 22 = 4-
féleképp valésulhat meg. Azaz m = 4 Gsszesen
8 + 2+ 2 4+ 4 = 16-féleképp lehetséges.

Mo\ w

S R e

ST I T A B R B R i e
»

ST I T A I B B e B i i =

I T e R i

S Rl ]

S T I B T A B R

3
[
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Tehat Osszesen 14143+ 7+ 16 = 28-féleképp lehet m > 3. fgy valéjaban
a testvérek 128 — 28 = 100-féleképp keriilhetnek trénra.

Egyhdzi Hanna (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)

IT. megoldas. Jeloljiik a 8 gyereket betiikkel életkor szerint csokkend sorrend-
ben: A, B, C, D, E, F, G, H. Tudjuk, hogy a legidésebb, azaz A uralkodik el6szor.

Bontsuk csoportokra azokat az eseteket, ahol kiilonb6z6 szamu gyerek uralko-
dik. Helyes uralkodé kivalasztds alatt olyan kivalasztast értek, ahol maximum 3,
életkorban egymast kovet6 személy van kivélasztva.

Ha helyesen kivélasztjuk az uralkodékat, akkor egyértelmiien meghataroztuk
az esetet, mert a kivédlasztott emberek életkor szerint csokkend sorrendben fognak
uralkodni. Ezért minden kiilonboz6 kivalasztéds kiilonb6zo esetet fog jelenteni.

— Ha pontosan 1 6 uralkodott a 8 f6 koziil: Mivel A biztosan elészor uralkodott,
ezért itt csak 1 lehetséges helyes kivalasztas van.

— Ha pontosan 2 {6 uralkodott a 8 f6 koziil: Az els6 uralkodé biztosan A,
a masodik pedig béarki lehet a tobbi 7 gyerek koziil. Ezért ez 7 lehetséges helyes

kivalasztas.
— Ha pontosan 3 f6 uralkodott a 8 f6 koziil: Az elsé uralkodd biztosan A,
a masodik és a harmadik uralkodot pedig (;) = % = 21-féleképpen valaszthat-

juk ki. (Az A-n kiviili 7 f6b6l 2-t kell kivdlasztani Ggy, hogy a kivélasztds sorrendje
nem szdmit). Ezek koziil az esetek koziil mindegyik kivélasztds helyes, mert egyik
esetben sem volt 4, életkorban egymast kévetd uralkodé. 21 lehetséges helyes kiva-
lasztés van.

— Ha pontosan 4 {6 uralkodott a 8 f6 koziil: Az els6 uralkodé biztosan A.

A masik 3 uralkodét (;) = % = 35-féleképpen valaszthatjuk ki. Mivel A biztosan
a kivéalasztottak kozott van, ezért pontosan 1 eset lesz helytelen kivalasztas, amikor
a 4 kivalasztott {6 A, B, C' és D. A t6bbi 34 esetben nem lesz 3-nal t&bb, életkorban

egymadst kovetd személy a kivalasztottak kozott. Azaz 34 helyes kivédlasztas van.
— Ha pontosan 5 f6 uralkodott a 8 f6 koziil: Az elsé uralkodé biztosan A.

A misik 4 uralkodot (Z) = 7'64'!5'4 = 35-féleképpen valaszthatjuk ki. A helytelen
kivélasztasok, amikor az A-n kiviili 4 uralkodé életkorban egymést koveti, ebbdél
4 eset van (B-C-D-FE,C-D-E-F,D-E-F-G, E-F—-G-H); illetve, ami-
kor A miatt létezik egy 4 f6bél életkorban egymaést kovet6 személyekbol 4116 uralko-
dé négyes, ebbdl 3 eset van (A-B-C-D-F, A-B-C-D-G,A-B-C—-D—-H).
(44 3 =)7 helytelen kivélasztds van. Vonjuk ki az dsszes kivdlasztdsbdl a helytelen
kivalasztasokat, és megkapjuk a helyeseket: 35 — 7 = 28 helyes kivalasztas van.

— Ha pontosan 6 f6 uralkodott a 8 f6 koziil: Ekkor pontosan 2 f6 nem fog
uralkodni. Ha 6ket meghatarozzuk, akkor egyben az uralkodo 6 f6t is meghatarozuk.
A két £6 lehet: B-FE, B-F,C-E,C-F,C-G,D-FE, D-F, D-G, D-H. Ez
9 eset, 9 helyes kivalasztas van.

Egymast kovetd életkorid 3 gyerek esetén meghal az életkorban csokkend sor-
rendben rakovetkezd személy, igy elmondhatd, hogy barmely 4 egymést kovetd
gyerek koziil legfeljebb 3 uralkodhat.
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Ez alapjan, ha kivédlasztjuk az A— B—C — D négy f6bél 4116 csoportot, tudjuk,
hogy koziilitkk legfeljebb 3 fog uralkodni. Ugyanez elmondhaté az E-F-G-H
csoportra is, ezért legfeljebb (3 + 3 =) 6 6 uralkodhat a 8 gyerek koziil.

Adjuk Gssze a kapott lehetséges eseteket:
1+7+21+34+28+9 = 100.

A kirdlyi csaldd 8 gyermeke 100-féleképpen uralkodhatott.
Nagy Korina (Kecskeméti Banyai Julia Gimn., 9. évf.)
Megjegyzés. A honlapon ezektdl kiilonb6z6 megolddasok olvashatdk, azonban a ver-

senyzOk zome a két fenti megolddsmenet egyikét vélasztotta.

159 dolgozat érkezett. 5 pontos 77 versenyz6. 4 pontos 22, 3 pontos 15, 2 pontos 8,
1 pontos 8, 0 pontos 9 dolgozat. Nem versenyszeri 1 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe
a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

H B. 5114. Az ABCDEFGH egységkockdt elmetszettiik
EG eqy stkkal gy, hogy az AB és AD éleket az A-tél azonos,
x tdvolsagra levd P és @ belsd pontjaikban, a BF €t pedig
az R pontban metszi. Mekkora a BR tdvolsdg, ha QPR< =

= 120°7

4 (4 pont)
B

I. megoldas. A feladatban egységkocka szerepel, ezért a BP szakasz 1 —x
hosszusagu. Hosszabbitsuk meg a kocka C'B élét a B csticson til az 1 — x hosszisagi
szakasszal, legyen ez a pont S (1. dbra).

A szakaszok egyenlésége alapjan QAP és PBS egyenld szart derékszogli ha-
romszogek, APQ<t = BPS< = 45°. Tehat a @, P és az S pontok egy egyenesbe
esnek. Ehhez hozzdvéve az R pontot, azt is latjuk, hogy a @, P, S és R pontok
egy sikban vannak. A PS szakasz felezbmeréleges sikjara illeszkedik a BF' él, igy
PR = SR. A PSR egyenl$ szaru hdromszog alapon fekvé RPS szogének kiils6 szo-
ge a feladat feltétele alapjan 120°; vagyis az alapon fekvé szogek 60°-osak, a PSR
haromszog szabalyos.

Végiil tekintsiik a BPS és BPR derékszogli haromszogeket. A BP befogéjuk
kozos, atfogdik egyenld hossziak, tehat a két haromszog egybevago. Ezzel belattuk,
hogy a BR szakasz BR = BS = 1 — x hosszusigu.

Varga Boldizsdr (Ver6ce, Géza Fejedelem Ref. Alt. Isk., 8. évt.)
dolgozata alapjan
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b A
Cgp S
1. dbra 2. abra

II. megoldas. Ismert, hogy az AB, AD, DH, HG, GF és I'B oldalak felezo-
pontjai egy szabdlyos hatszoget hatdroznak meg (hiszen egyenld hossziak, a hatszog
szemkoztes oldalai parhuzamosak és 120°-ra forgdsszimmetrikus).

Ez a hatszog megkaphaté tgy is, ha vessziik a kocka felszinének és a kozép-
pontjan dthaladd, C'E f8atléjara merdleges sikjanak a metszetét (2. dbra).

Konnyen lathaté, hogy a kozéppont helyett méds pontot véve a CE atlon
szintén olyan hatszog lesz a metszet (persze csak olyan esetben, ha az igy kapott
stk metszi az oldalakat), melynek minden belsé szoge 120°-0s. Ez amiatt van igy,
mert az oldalai paronként parhuzamosak lesznek azzal az esettel 6sszevetve, amikor
a kozéppontot valasztjuk ki, és a hatszog szabalyos.

s

Vegyiik fel tehat azt a hatszoget ilyen médon, melynek AB és AD oldalon 16v§
P és @ csucsal x tavolsagra vannak az A ponttdl. Ekkor a parhuzamos eltolas miatt
RPB< = 45°, PBR egyenld szart derékszogli haromszog, vagyis

BR=1-—zx.

Misik R pontra tudjuk, hogy nem lesz igaz, hogy QP R<t = 120°, hiszen ahogy
az R pont tavolodik B-t6l, ugy a QP R< szbg szigorian monoton csokken, ezért
csak egy olyan helyzet lehet, melyre éppen 120° a szog és a korabbiak miatt ez
pontosan az, amikor

BR=BP=1-z.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés: A feladat rovid szdmoldssal is megoldhaté. BR hosszat, mint valtozdt
bevezetve, Pitagorasz-tétellel BR-boOl és x-bdl kifejezheté a PQ, PR és R(Q) szakaszok
hossza, majd a PQR haromszogre felirt koszinusztételben a QPR szog koszinusza —0,5.
Kapunk egy paraméteres masodfoki egyenletet BR-re, melynek egyetlen 0 és 1 kozotti
megoldésa 1 — x.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)

Osszesen 106 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 84 versenyzd, 3 pontos 10, 2 pontos 3,
1 pontos 3 tanul6 dolgozata. 0 pontot kapott 1 tanulé. Nem versenyszerii 5 dolgozat.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/3 153



ﬁ} 2022.3.4 — 17:21 — 154. oldal — 26. lap KoMalL, 2022. mércius ﬁ}

—e

B. 5207. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 természetes szamra léteznek olyan

2<x <zo <23 <...<TYH poZitiv €gész szamok, amelyekre
LI LR 2 I |
négyzetszam.
(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)
Megoldas.

2

Lemma. Minden 1-nél nagyobb pozitiv egész a-ra (a® — 1)! - a®! négyzetszam.

A lemma bizonyitésa. Mivel a?! = a? - (a? — 1)!, ezért

(@ —=1Da®=(a®=1)-a* (> = 1) =a® ((&®> = 1))° = (a- (a® = 1)1)".

Most ratériink a feladat allitasanak bizonyitaséra.

1. eset: Ha n péros, akkor az 1 < xo < x3 < ... < x, szamokat parokba rende-
zem Ugy, hogy minden oy az xop_1-gyel all parban, ahol zox a (k + 1)-edik pozitiv
négyzetszam és xar—1 a (k+ 1)-edik pozitiv négyzetszamnédl 1-gyel kisebb szdm. Mi-
vel végtelen sok négyzetszam van, ezért mindig ki tudunk k darab négyzetszamot
valasztani.

Ekkor a lemma szerint mindegyik xor_1!- 20! szorzat négyzetszam, ezért a pa-
rok szorzata is négyzetszam.

2. eset: Ha n paratlan, akkor legyen 1 =4, x5 = 5, 3 = 6. Ezek faktoriali-
sainak szorzata:
41.5!. 6! =210.3%. 52,

amelynek primtényezos felbontdsaban az 0sszes kitevo paros, igy négyzetszam, ez-
zel n = 3-ra készen vagyunk. Ha n > 5, akkor legyen tovabbra is z; =4, x5 =5,
r3 = 6, és x4-t0l x,-ig szintén parba rendezziik a szamokat az eléz6 esetben mu-
tatott moddszerrel, az x4 =8, x5 =9 parral kezdve, utdna pedig minden zgx41
a (k 4 1)-edik pozitiv négyzetszdm, minden xop pedig 1-gyel kisebb xox41-nél, igy
az x1!-xa! - xg!- ... x,! szorzat ebben az esetben is négyzetszam.

Ezzel a feladat allitasat mindkét esetben belattuk.

Andai Mdrk (Tata, E6tvos J. Gimn., 10. évf.)
Osszesen 131 dolgozat érkezett. 4 pontos 99, 3 pontos 17, 2 pontos 8 dolgozat. 1 pontot

3 versenyzd kapott. Nem versenyszerii: 4 dolgozat.

B. 5212. Igazoljuk, hogy létezik olyan pozitiv egész szam, amely legaldbb 2021-
Jéleképpen dllithatoé eld gy, hogy egy (tizes szamrendszerben felirt) pozitiv egész
szdmhoz hozzdadjuk a szamjegyeinek 0sszegét.

(6 pont) Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)

Megoldas. Teljes indukciéval fogunk bizonyitani. A legnagyobb szam, ami n-
féleképpen eléall, mindig 10* + 1 alaki lesz, a legnagyobb szambdl valé eléallitasa
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pedig az, ha 10*-hoz adjuk hozzd szdmjegyeinek Gsszegét, ami 1 (ennél nagyobb
szamhoz a szamjegyei Gsszegét adva biztos nagyobbat kapunk, ezért mondhatjuk,
hogy ez a legnagyobb szambdl val eléallités).

n=2re10?+1=100+1=91+9+1 a két eldallitas.

Tegyiik fel, hogy van egy 10¥ 4 1 szdm, ami n kiilonb6z6 szambdl el6allithato,
amelyek koziil a legnagyobb 10*. Azt akarjuk tehdt most beldtni, hogy van egy
olyan 10X + 1 szdm, ami (n + 1)-féleképpen is elé4ll.

Minden eddigi szdmhoz, ami a 10¥ + 1 kiilonbozé eldéllitasaiban szerepelt,
adjuk hozza a

91051 +9. 1052 4 9. 10F+3 1. 4 9. 10F+10" = 1l0"+k+1 _ qpk+1

szamot. Mivel a 10% + 1 eléllitdsaiban szereplé legnagyobb szam a 10F volt, igy
ezekkel a szdmokkal annyi tortént, hogy a szamok elé a 10¥T1-es helyiértéktsl

kezdve a 105+10" eg helyiértékig 9-eseket frtunk (és utdnuk esetleg valahdny 0-t), ez

10* darab 9-es. fgy az 0sszes eddigi n szdm és szamjegyeinek Osszege a hozzdadott
szammal és annak szamjegyeinek 6sszegével, 9 - 10F-nal nétt, igy minden kapott 1j
szam és szamjegyeinek Osszege

(10% 4 1) + (101" +F+1 _10F+1) 9. 10% = 1010°FF+1 _ 10741 410105 +1 =

= 1010 AL g

Ez a szam pedig gy is elall, ha a 1019 +5+1 sz4mhoz hozzdadjuk szdmjegye-
inek Gsszegét, 1-et. Vagyis a keresett 10X 4 1 szdm, ami (n + 1)-féleképpen eldall:

1010 +k+1 4 1.
fgy minden pozitiv egész n-re létezik olyan szam, ami n-féleképpen el6éll egy
szam és a szamjegyosszegének Osszeadasaval, vagyis n = 2021-re is.
Janosik Mdté (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)
42 dolgozat érkezett. 6 pontos 34, 5 pontos 1, 4 pontos 3, 3 pontos 1, 0 pontos

1 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidanya
miatt: 2 dolgozat.

A K pontversenyben Kkitiizétt gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak
(724-728.)

K. 724. Juli felvagott egy pizzat egyforma szeletekre. Ezutan néhany szeletet
megevett, 3 szelet viszont megmaradt. Kicsit szamolgatva azt vette észre, hogy
az egész pizza 3/4 részét plusz egy szelet 3/4 részét ette meg. Hény szeletre vigta
a pizzat?

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/3 155



ﬁ} 2022.3.4 — 17:21 — 156. oldal — 28. lap KoMalL, 2022. mércius ﬁ}

—e

K. 725. Egy 3 x 3-as tablazat kilenc mezGjére valamilyen sorrendben egy-egy
szamot frunk a kovetkez6 szabaly szerint: minden mezore azt a szamot irjuk, amely
megmutatja, hogy annak a mezének hany olyan oldalszomszédja van, amire méar
irtunk szamot. Milyen sorrendben toltottiik ki a tdbldzat mez6it? Hany lehet&ség
van? (A mezéket al,a2,...,c2,c3 kédokkal jeloljiik.)

31 0 1 3
20 2 1 2
1l 2 1 1

a) a c b) a

N | =D

S ==
| O IN |
WO

c

K. 726. Rendezziik el az 1,2,3,4,...,31,32 szdmokat egy kor mentén ugy,
hogy barmely két szomszédos szam Osszege négyzetszam legyen. Irjuk le azt is,
hogy hogyan gondolkoztunk.

K/C. 727. Egy n x n-es tdbldzat mezdire egy-egy pénzérmét helyeziink el dgy,
hogy mindegyik érmén a ,fej” van feliil. Egy 1épésben barmelyik sorban vagy
oszlopban pontosan harom érmét fordithatunk meg, igy azokon a fejbdl iréds lesz,
az irasbol pedig fej. Elérhetjiik-e igy valahdny 1épésben, hogy minden érmén iras
legyen feliil, ha n > 27 Valaszunkat indokoljuk.

K/C. 728. Van 10 darab széamkértyank, rajtuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
szamok. A szadmkértydkat letessziik egy sorba az asztalra és rajuk irjuk a sorszamu-
kat, azaz 1-t6l 10-ig beszamozzuk a lapokat. fgy minden lapon két szam szerepel.
Minden lapon 6sszeszorozzuk a két szamot, majd a szorzatokat 6sszeadjuk. Mennyi
lesz a kapott érték,

a) ha ez a lehetd legkisebb,
b) ha ez a lehetd legnagyobb?

Bekiildési hatarid6: 2022. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(727-728., 1709-1713.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 727. A szovegét lasd a K feladatokndl.

K/C. 728. A szovegét lasd a K feladatoknél.
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Feladatok mindenkinek

C. 1709. Az a és b egész szamok osztdi a 720-nak, ab pedig nem osztdja 720-
nak. Hény ilyen rendezett (a;b) szdmpdar van?

Javasolta: Réka Sdndor Nyiregyhdza)

C. 1710. Egy egységnyi oldali négyzetbe négy \
kort rajzolunk az dbrdn lathaté médon. A két nagyob-
bik kor egyforma méretii és érintik egymast és a négy-

zet oldalait is. A két kisebbik egybevagd, ezek szintén

érintik a négyzet oldalait és a nagy koroket is. Mekko-
ra a korok kozéppontjai dltal meghatarozott rombusz

teriilete? /

C. 1711. Oldjuk meg az

1
v — 1801

Va — 1801 + /y — 1860 = 2 —
egyenletet, ha = és y valds szamok.

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1712. Mekkorak lehetnek annak az 6tszognek az ismeretlen szogei, melynek
minden oldala egyforma hosszisagi és van két derékszoge?

Javasolta: Kdrolyi Gergely (Budajend)

C. 1713. Az x és a olyan valds szdmok, amelyekre teljesiil, hogy = + % =a.

Hatdrozzuk meg a fiiggvényében az z'3 + x% értékét.

Bekiildési hatarid6: 2022. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5230-5237.)

B. 5230. Az AB atméréja félkoriven kijeloltiik a C' és D pontokat. Az A és
B pontbdl a CD egyenesre allitott merélegesek talppontjat jelslje A’, illetve B'.
Bizonyitsuk be, hogy az A’'C és B’'D szakaszok hossza egyenld.

(3 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)
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B. 5231. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre teljesiil, hogy

Zn:k okl = ZH:Q"—’“ (28 —1).
k=1 k=1

(4 pont)

B. 5232. Az ABC hegyesszogli hdromszog belsejében, a C-bél indulé silyvona-
lon vegyiik fel a P pontot gy, hogy APB< = 180° — AC B< teljesiiljon. Igazoljuk,
hogy az AB egyenes érinti az APC' kort.

(4 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

B. 5233. Egy szabalyos hatszog csucsaira véletlenszerti sorrendben felirjuk
az 1,2,...,6 szamokat. Ezutan a hatsz6g minden oldalara rairjuk a két végpontjan
szerepld szamok kiilonbségének abszolutértékét. Hatarozzuk meg az oldalakra irt
hat szam Osszegének varhato értékét.

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jézsef (Budapest)

B. 5234. Az n pozitiv egész szdmot nevezziik mitikusnak, ha minden osztdja
2-vel kisebb egy primszamnal. Példaul a 15 mitikus szam. Legfeljebb hany osztéja
lehet egy mitikus szamnak? Adjuk meg az Gsszes olyan mitikus szdmot, amelynek
maximadlis szdmu osztdja van.

(5 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhéza)

B. 5235. Mutassuk meg, hogy a Fibonacci-sorozatban minden 3-nal nagyobb
primszam 4k + 1 alakd.

(5 pont)
B. 5236. Legyen a, b, ¢ harom pozitiv valés szam gy, hogy abc = 1. Mutassuk
meg, hogy
a+a®+ad+b+0+b3 et cd+ < (a2 + b2 +c2)%
(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest) és Michael Rozenberg (Izrael)

B. 5237. Egy hiaromszogben r a beirt kor sugarat, R a koré irt kor sugarat,
s pedig a haromszog félkeriiletét jeloli. Mutassuk meg, hogy ha r + 2R = s, akkor
a haromszog derékszog.

(6 pont) Javasolta: Fridrik Richdrd Szeged)

*

Bekiildési hatarid6: 2022. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(821-823.)

A. 821. a) Létezik-e olyan f: N? — N fiiggvény, melyre minden g: N — N
fiiggvény és m pozitiv egész esetén létezik n € N, melyre a {k € N: f(n,k) = g(k)}
halmaz elemszama legaldbb m?

b) Létezik-e olyan f: N? — N fiiggvény, melyre minden g : N — N fiiggvény
esetén létezik n € N, melyre a {k € N: f(n,k) = g(k)} halmaz elemszdma végtelen?

A. 822. Léteznek-e p, ¢, r raciondlis szamok, melyekre p+ g+7 = 0 és pgr = 17
Javasolta: Weisz Mdté (Cambridge)

A. 823. Legyen n pozitiv egész, és tekintsiik az S, = {(z,y,2): 1 <z < n,
1<y<n, 1<z<n, z,y,2 € N} kockaracsot. Létezik-e olyan n pozitiv egész,
melyre ki lehet vdlasztani S, elemei koziil t6bb, mint n./n-t igy, hogy bdrmely
két kivélasztott racspont koziil az egyiknek legalabb két koordindtija szigoruan
nagyobb legyen, mint a mésik megfelel6 két koordinatédja?

Javasolta: Csdka Endre (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2022. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A matematikai logika logikusabb, mint gondolnank
IT.

Ha alaposan megfigyeljiik a cikk els6 részében kapott dbrat, egy tovabbi nye-
reséget is elkonyvelhetiink: ahogy az algebrdban, ugy a logikdban is vannak azo-
nossagok. Ezek egyike-masika kozismert, ahogy az algebrdban is vannak neveze-
tes azonossigok, példdul (a + b)2 = a? + 2ab + b%. A logikéban ilyen a ~(A A B) =
=-AV-B,vagy (A= B)AN(B—A)=A% B.

Ez utébbi kapcsan felmeriil, hogy miként lehet Gsszetettebb logikai kifejezése-
ket egyszerlibb alakra hozni. Nos, ez egyaltalan nem bonyolult. A kénnyebb megér-
tés kedvéért foglaljuk tablazatba az 6t alapmiivelet eredményének szabalyat. Elég
csak az egyik allapotot megjegyezni, a tobbi esetben mindig a tagadasa lesz az ered-
mény: az és muvelet igaz, ha mind a két részallitas igaz, a vagy mivelet hamis, ha
mind a két részallitas hamis, a kizdro vagy miivelet igaz, ha a két részallitas logi-
kai értéke kiilonboz0, az azonossdg miivelet igaz, ha a két részallitas logikai értéke
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azonos, végill a kovetkeztetés miivelet hamis, ha az, amirdl kovetkeztetiink igaz, de
az, amire kovetkeztetiink hamis. Osszefoglalva:

. az egyik | a masik B
a mivelet az eredmény
részallitas
Es (AN B) i i i
Vagy (AV B) h h h
Kizaré vagy (A® B) T Yy 7
Azonosség (A < B) x x i
Kovetkeztetés (A — B) i h h
Végezetiil a tagadasok okozta cseréket is rendszerezziik:
ANB -ANB AN-B -AN-B —\(A/\B)
ANB 4 -ANB .A AN-B _A -AAN-B 4 -(AAB) 4
i | h i | h i | h i | h i | h
D pLifnli s |nln R DD s L |l
h|lh|h h|h|h h|il|h h | hii h i
i | h h| i h|h h|h hli
h|h h|h i|h h |1 i |
ANB —\(B—>A) ﬂ(A—)B) —|(A\/B) —\(A/\B)
az eredetihez képest | oszlopcsere (OCS) sorcsere (SCS) 4tlés csere (ACS) betticsere (BCS)
amit tagadunk mozgatas
A oszlopcsere (OCS)
B sorcsere (SCS)
Aés B 4t16s csere (ACS)
a miivelet betiicsere (BCS)

Az 6sszetett allitasoktdl a szamitogépig

(AANB) ® (B— A) A formalizalds bandlisan egyszerfi,

ANB B A a szomszédos dbra a modell. A bal fels§
( : ) ( : 24 részbe a bal oldalon 1évé kifejezés (A A B),
i | h i | h a jobb fels§ részbe pedig a jobb olda-

li (B — A) logikai sakktébldaban taldlhatd
értékei keriiljenek, ezeket a kozépsé mezd
i ‘ d ‘ i h ‘ ® ‘ h négy szegmensének bal és jobb fels6 részé-
be masoljuk at, kézépre pedig a két oldal
kozotti miivelet jelét (®) illessziik be.

h ‘®‘ i|h ‘®‘ i Ezek utan szegmensenként kiilon-
kiilon értékeljiik ki a miveleti szabalyok-
ban foglaltak alapjén: i ®¢ (=h), h®@h
(=h),h®i(=1)és h®i (=1).

h | h 1|1
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Az eredményt rogzitsiik az eddig tires  Maésik magyardzé példaként alljon itt
cellékba, majd a logikai sakktabldban  az (A — B)A (B — A) = A < B neve-
keressiik ki, hogy ez melyik miivelet ér- zetes logikai azonossag igazolasa.
téktabldzata (—B).

(AANB)® (B— A) (A= B)AN(B—=A)
(AN B) (B— A) (A— B) (B—A)
i | h i | h i1 i|h
h | h 1|1 h | i i |
i|[®]i|[h[®]h i[ATi[i[A]R
h h i h
ielineli| B A |A e B
Nézziik meg egy olyan kifejezés kiérté- —(B — —=A) A (=B — —A)
kelését, ahol az el6bbieket kicsit mddositva B A
jutunk el a megoldashoz. 1
Egyszertisitsiik le a i i locs B A
1| ¢ |BCS Acs| ¢ | ¢

kifejezést. Elsére talan ijesztOnek tiinhet, de

; SN v
a tagadasokat konnyen megoldhatjuk cserék- i h e KA K

kel. hih hii
Egyszer érdemes belegondolni, hogy ez i ‘ A ‘ i h ‘ A ‘ i

mit is jelent. A cikk el6z6 részében az A alli- .

tés az volt, hogy Kedd van, a B 4llitds pedig ? h

az, hogy FEsik az esd. Ezeket felhasznélva ez AANB

a kifejezés igy szol: Nem igaz az, hogy, ha esik h ‘ A ‘ hih ‘ A ' !

az esd, akkor nem kedd van, és ha nem esik h h
az esd, akkor nem kedd van. Leegyszerusitve:
Kedd van és esik az esd.
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A vallalkozé kedviieknek ajanlok néhany feladatot:
1. (AANB)V (A® B).

2. (AVB)AN(B — A).

3.(B—A)®A.

4. (A& B) & -A.

5. (AV —B) = ~(~AV B).

6. -[A — (A® B)].

7. [-B® (AAB)| A [B— —(ANAB)].

Ideje ratérniink arra, hogy ez az egész miként kapcsolddik a szamitégépekhez.

A szamitégépek elektromos drammal miikodnek. Es nem csak energiaforras-
ként hasznaljak az elektromos energiat, az informacidt is elektromosan tovabbitjak.
Feldolgozéaskor a leggyorsabb eldontési technika a nyerd, marpedig az elektromos
technolégidban a folyik vagy nem folyik aram eldontése lényegesen gyorsabb és még
egyszeriibb is, mint az dram nagysagat megmérni. Ez két allapot megkiilonbozte-
tését jelenti, tehat a kétallapotd rendszerek hasznalata gyorsabb és egyszeriibb is.

Ilyen rendszert kett&t is ismeriink, a matematikai logika igaz/hamis rendszere
és a kettes szdmrendszer, ahol két kiilonb6z6 szamjegy, a 0 és az 1 létezik. Mar
az elektronika hajnalan képesek voltak olyan aramkoroket késziteni, amelyek mo-
dellezik a logikai miiveleteket, ezeket logikai kapuknak nevezik. A teljesség igénye
nélkiil emlitsiink meg néhdnyat. A tagadds megfeleléje az egy bemenettel és egy
kimenettel rendelkez6 NOT kapu, a kimenetén folyik dram, ha a bemenetén nem,
és a kimeneten nem folyik dram, ha a bemeneten igen. A két bemenettel és egy
kimenettel rendelkezé AND, OR, XOR kapu pedig az €s, a vagy és a kizdro vagy
miivelet szabdalya szerint mikodik.

A szamitégép neve a szamitdsra és nem a matematikai logikdra utal, hiszen
akkor taldn itélogépnek hivnank. De az allitdsok kiértékelése a mindennapokban
sokkal kisebb szerephez jut, mint a szamitdsok elvégzése. Abba azonban ritkan
gondolunk bele, hogy a kettes szdmrendszerben mennyire egyszerii a miveletek
elvégzése, ezért ehhez mondanék néhany adalékot.

A kettes szamrendszerben az Gsszeadds és a szorzds szabdlya is elég egyszeril
egy szamjegy esetén, akar egy sorban el is mondhat6: 0+0=0,0+1=1,14+0=1
és1+1=0,valamint 0-0=0,0-1=0,1-0=0és1-1=1.

Az algebra szabdlyai fiiggetlenek a szdmrendszertél: a szamrendszer alapsza-
ménak k-adik hatvanyaval szorzads k darab 0 szamjegynek a szdm végére irasat
jelenti, igy példaul kettes szamrendszerben az 101@(: 5) kétszerese, négyszere-
se, nyolcszorosa: 1010@7 10100@ és 101000@.
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A kettes szdmrendszerben a szorzéds konnyen kivalthaté osszeaddssal. Az egyik
tényezo kettes szamrendszerbeli alakja pont azt mutatja meg a kiillonb6z6 helyiér-
tékeken 4all6 1 szamjegyeivel, hogy a masik tényezének melyek azok kettéhatvany-

KoMalL, 2022. mércius ﬁ}

szorosai, amelyeket Ossze kell adnunk. Nézziik meg a 9 - 11 szorzast.

1001 - 1011@. Ebben az 1011@ szam egyszeresét és nyolcszorosat kell Gssze-
adni, hiszen 9 =1 + 8. Csak harom nullat kell a végére biggyeszteni, hogy
meglegyen a nyolcszoros, és azt az eredetivel Gsszeadni. 101000@ + 1011@.

A e Y T

¢

# 1/0/0(1|-|/1{0|1|1 nyolcszoros |1 01 1 0 0|0 = 1/0(1(1|0(0|0
( négyszeres 1101100 © 000000
$ kétszeres 10110 =] 00000

£ egyszeres 1/10(1|1 - 1/0/1(|1

:? 1100011
}\nn B T P P S W [ T S R O S L SR e e Y S EET N AT S S R

Ez valéban nagy konnyebbség, csak ki kell dolgozni azokat az aramkoroket,

amelyek kettes szdmrendszerben elvégzik az Gsszeadast. Vagy mégsem?

Nem bizony.

Elég csak szemrevételezni az alabbi dbrdt, és feltiinik, hogy az imént emlitett
AND és XOR logikai kapuk lehet6vé teszik az Osszeadast. Tehat nem kell ezeket
kidolgozni, hiszen ezek a logikai kapuk mar megvannak.

A A osszeadds:| A osszeadas:| A
ANBET AR P T A+B |1 A+B 1170
B it |h B i |h| B 1 B 1 (0

h|{h|h hlil|h 0|0 0f1]0
atvitel eredmény
és kizaré vagy binaris ¢sszeadas:
hANh=h h@h=nh 0+0=00
hANi=h h®i=1 0+1=01
iNh=nh 1Q@h=1 1+0=01
TN =1 1®@1=nh 1+1=10

Ha elég sok, elég apro és elég gyors logikai kaput tudunk 6sszedolgozni, akkor
ag- 11 szorzasnal lényegesen Osszetettebb miiveleteket is el tudunk végezni.
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Es a mikroprocesszor icipici logikai kapuk mil-
liéit hordozza, és tobbszaz millidrd miiveletre
képes masodpercenként, ezért tudnak ezek
a gépek tobbféle, az ember szdmara bonyolult
vagy unalmas munkat kivaltani.

Ezért is érdemes legalabb egy féhajtassal
tisztelegni George Boole (1815. november 2.-—
1864. december 8.) angol matematikus el6tt,
aki lerakta a matematikai logika alapjait.

Az arckép forrdsa:
https://www.sciencephoto.com/media/
223560/view/english-mathematician-
george-boole.

Téth Tamas
Budapest

H Informatikabdl kittizott feladatok

I. 559. Egy szamitogépes jatékban két haromfds csapat jatszik egymadssal.
A jétékosok a korabbi jatszmédk eredményei alapjan pontszamokkal rendelkeznek,
melyeket a gy6zelmeik és vereségeik alapjan szamit ki a jatékprogram. A kapott
pontok minden esetben pozitiv egész szamok.

A szamitégépes jatékban egy jatszméaba hat jatékos jelentkezik be. Kezdetben
az els6 harom bejelentkez6 jatékos az els6, a masik harom pedig a masodik csapatba
keriil. A program igyekszik a pontszamok alapjan egyenlo erOsségli csapatokat
létrehozni. A csapatok erGsségét a jatékosok pontszamanak Gsszegével adjuk meg.
A csapatok elosztdsat igy végzi a program, hogy legfoljebb egy jatékost az egyik
csapatbdl kicserél egy méasik jatékosra a masik csapatbdl. A jatszmaban a 6 jatékos
gy alkot két csapatot, hogy legfoljebb egy ilyen cserével a két csapat erGssége
a lehetd legkevésbé térjen el egymdstdl.

Készitsiink programot, amely a 6 jatékos pontszdma alapjan megad egy elosz-
tast. Ha tobb ilyen elosztéas lehetséges, akkor barmelyik megadhato.

A bemenet egyetlen soraban a jatékosok pontszama szerepel egy-egy szdkozzel
elvalasztva. Az i-edik szam az i-edik jatékos pontszama.

A kimenet egyetlen soraban a csapatok elosztdsa szerepel: az els§ hdrom szam
az egyik csapat, mig a masodik harom szdm a maésodik csapat tagjait jelenti.
Amennyiben nem sziikséges cserélni, akkor az 1 2 3 4 5 6 szamsorozatot kell kiir-
ni sz6kozzel elvalasztva. Ha tortént csere, akkor a megfelel helyen 1évé sorszamokat
kell cserélni.
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Bemenet Kimenet
125 68 93 77 83 119 623451

Magyardzat: az 1. jatékost cseréltiik a 6. jatékosra. fgy a 6., a 2. ésa 3. jatékos
alkotja az egyik csapatot, melynek ertssége 119 + 68 4+ 93 = 280, valamint a 4., 5.
és 1. jatékos alkotja a masik csapatot, melynek erdssége 77 + 83 + 125 = 285.

Bekiildend6 egy i559.zip tomoritett allomanyban a forrdsprogram és egy
rovid dokumentacio, amely megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben
futtathato.

I. 560. A hagyomanyos keresztrejtvényben a szavak elvédlasztdsara fekete me-
z6k szolgédlnak. A megfejtésekkel az iires mezdk vizszintesen balrdl jobbra, illetve
fiiggdlegesen feliilrél lefelé toltheték ki. A mezék szdmozasa a bal fels§ sarokbdl in-
dul. Minden olyan mez6 szamot kap, ahol vizszintesen, vagy fiiggolegesen megfejtés
kezdddik, tehat egy mez6t akkor kell szdmozni, ha iires, és teljesiil rd, hogy felette
fekete, alatta pedig iires mez6 van, vagy hogy téle balra fekete, jobbra pedig iires
mez6 taldlhatd. A keresztrejtvény egybetiis szavakat altaldban nem tartalmaz. Ha
a mez0 a keresztrejtvény szélénél van, akkor a keresztrejtvény szélét fekete mezonek
tekintjiik.

A honlapunkrdl letoltheto keresztrejtveny.txt tabulatorokkal tagolt adat-
fajlban egy 10 x 10-es keresztrejtvény héldja van leirva. A fekete mezdket ,£” az iire-
seket pedig ,,.” karakter abrazolja.

Feladatunk, hogy tablédzatkezelé program segitségével a szabalyoknak megfe-
lelen szamozzuk be a keresztrejtvény mezdit és jelenitsiik meg a mintanak megfe-

lelGen.
Minta:
| AB | AC | AD | AE | AF | AG | AH | Al | AJ | AK |

: : £ .
£ £ . f £ . fe
. . £ . -
£ £ . £ £ . e
<

Forras részlete Megoldas részlete

A megoldés soran tetszéleges oszlopokban végezhetiink segédszamitasokat, de
ezek értelmezését segitsiik el feliratokkal. A formdazast a mintanak megfeleléen
végezziik el, ugy, hogy a megjelenés kovesse a forras esetleges valtozasat. A megol-
désban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznélhato.

Bekiildendo6 egy tomoritett 1560.zip alloményban a megolddst tartalmazd
munkafiizet és a megoldas rovid leirasat bemutaté dokumentacio.

.

I. 561 (E). Egy nagy, nemzetkozi ékszerforgalmaz6 cég elérkezettnek latta
az idot, hogy Magyarorszagon is megjelenjen. Kezdetben a budapesti plazakban
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nyitottak négy boltot. Ezek négyhavi forgalmi adatai alapjan készitstink adatba-
zist ekszerboltok néven.

1. Importaljuk az adatbazisba a szovegfdjlok nevével megegyez6 tablakba a
boltok.txt, a forgalom.txt és a honap.txt szovegfijlok tartalmat. A fajlok
UTF-8 kédolastak, tabulatorral tagoltak, elsé sorukban a mezénevek szerepel-
nek. A forgalom tdbldahoz adjuk hozza a vid mez6t.

Bolt (id, irsz, cim, boltvezeto)

id A bolt azonositdja (szam), ez a kulcs.
irsz A bolt irdnyitészama (szam).
cim A Dbolt Budapesten beliili cime (szoveg).

boltvezeto A boltvezeté neve.
Forgalom (vid, boltid, datum, idopont, osszeg, kartya)

vid A vésarlds azonositéja (szamlald), ez a kulcs.
boltid A bolt azonositdja, ahol a vasdrlas tortént (szdm).
datum A vésarlds napja (ddtum).
idopont A vdsdrlds idépontja (id8).
osszeg A viésarlaskor fizetett 6sszeg (szadm).
kartya A fizetés kartydval tortént (igen/nem).
Honap (hid, hnev)
hid A hénap sorszdma (szdm), ez a kulcs.
hnev A hénap neve (szoveg).

A datum megjelenése legyen rovid datum, az idopont mez6 legyen rovid id6.
A pénzosszegeket mindenhol forint pénznem forméban, 0 tizedesjeggyel jelenitsiik
meg.

A tablak kapcsolata:

Bolt Forgalom Honap
B id % vid % hid
irsz —\— boltid hnev
cim datum
boltvezeto idopont
0sszeg
kartya

A kovetkezé feladatok megolddsanadl a lekérdezéseket és a jelentést a zardjelben
olvashaté néven mentsiik. Ugyeljiink arra, hogy a megolddsban pontosan a kivant
mezOk szerepeljenek.

2. Hatarozzuk meg az egyes boltok négyhavi Osszbevételét boltonként. Csak
a bolt cimét és az dsszbevételt frassuk ki. (2bevetel)

3. Készitsiik el a havi forgalmi jelentést a minta szerint. (3havijel)

4. Mikor, melyik boltban (elég a cim mez3) vasaroltak 500 000 Ft felett? Id6rend-
ben listdzzuk ki az adatokat a vdsarlds 6sszegével egyiitt. (4draga)

5. A boltvezetdk jutalékot kapnak a készpénzes vdsarldsok utan. A jutalék sszege
a vasédrlas Osszegének fixen rogzitett szazaléka. Adjuk meg, hogy ki az a bolt-
vetetd, aki a legtobb jutalékot kapta. (5legjobb)
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Az egyes boltok havi bevételei

Cim Honap Bevétel

1024 L6vGhaz u. 2-6.

januar 43 995 800 Ft

februar 42 624 800 Ft

marcius 52538 800 Ft

[} aprilis 40235100 Ft
1062 Vaci ut 1-3.

januar 39731900 Ft

februar 42877 100 Ft

Sy AN s mnsnnt i AT A e 8t st TN g0 s N paaten, i et} G ARO S

6. Aprilisban hisvét elétt (elsejétdl tizenhatodikdig) a boltokban akcids dron
adtak minden terméket. A cég vezetése kivancsi arra, hogy ezeken a napokon
naponta mekkora volt az egyes boltok bevétele és ez hany eladasbdl szarmazik?
Adjuk meg a vélaszt, rendezziik ddtum és azon beliil a bolt irdnyitészama
szerint. Ezeken tul a bolt cime, a napi véasarlasok osszege és szama jelenjen
meg. (6akcio)

7. Nem tanacsos éjszakara sok pénzt tartani a boltokban, Ezért egy pénzszallito
cég esténként a napi bevétel 150000 Ft feletti részét begytijti és elszéllitja
a bankba. A cég tarifija a bankba széllitott pénz 2%-a. Mennyi a pénzszallito
cég bevétele az ékszerbolthalézattdl a négy hénap alatt? (7szallitas)

8. Az alkalmazottakban felmeriilt, hogy széba johetne a hétvégi zarvatartas, ezért
a vezetOség szeretné megtudni a hétvégi, illetve hétkoznapi bevételek atlagat.
Ha a hétvégi lényegesen elmarad a hatkdznapitdl, a vezetés megfontolja az 6t-
letet. Azt, hogy egy adott nap a hét melyik napja, a WeekDay fiiggvény se-
gitségével derithetd ki. Haszndlatdnak nézziink utdna a sigéban. (8ahetvege,
8bhetkoznap)

Bekiildend6 egy tomoritett dllomanyban az ekszerboltok adatbazis és egy rovid
dokumentécid, amely tartalmazza az alkalmazott adatbazis-kezel6 program nevét
és verzioszamat.

I/S. 61. Egy tévoli orszdgban N-féle papirpénz van forgalomban, az i-edik
értéke P[i]. A P[i] értékek paronként kiilonboznek, nincs két egyenld. Egy pénz-
rendszer észszer(i, ha nem létezik olyan x és y értékii papirpénz, amelyekre teljesiil
az r <y < 2z egyenldtlenség. Tudjuk, hogy kezdetben a pénzrendszer észszerii.
Szeretnénk bevezetni egy 1j, az eddigiektdl kiilonb6z6 értékii papirpénzt ugy, hogy
a pénzrendszer tovabbra is észszerti maradjon. Tovabba az 1j papirpénz értéke le-
gyen pozitiv egész, és nem nagyobb, mint K. Adjuk meg, hogy hényféleképpen
valaszthatjuk meg az 4j papirpénz értékét.

Bemenet: az els6 soraban az N és K szamok taldlhatdk székozzel elvalasztva.
A kovetkezd sor N szémot tartalmaz: az i-edik szdm P[i|, azaz az i-edik papirpénz
értéke.
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Kimenet: egyetlen sordban egy szam szerepeljen: hanyféleképpen valaszthatjuk
meg az 1j papirpénz értékét.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
211 /25 3

Magyarazat: az 1, a 10 és a 11 értékeket valaszthatjuk.

Korldtok: 1 < N <100, 1 < K < 10%, 1 < P[i] < 10° paronként kiilénboznek.
Ido6limit: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha 1 < K < 10° esetén a program helyes
kimenetet ad.

Bekiildendd egy is61.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 160. Adam meg szeretné latogatni Evét. A kettejiik kozt 1évé utak halozata
lefrhatd egy irdnyitatlan graffal, melyben a csiicsok a keresztezodések és az élek
a koztiik 16v6 utak. Addm az egyes sorszamu keresztez6désbdl indul és a legnagyobb,
N-es sorszamiiba szeretne eljutni.

Adédm eddig mindig a két pont kozotti legrovidebb utak valamelyikén ment.
Adjuk meg, hanyféle kiillonb6z6 legrovidebb Ut van a két pont kozott.

Mivel gyakran megy latogatéba, unja mér ezeket a lehet&ségeket, igy most
egy olyan utvonalat szeretne valasztani, amelynek hossza szigortian nagyobb, mint
a legrovidebb ut hossza. Adjunk meg, hogy legaldbb mekkora lesz az 1j utvonal
hossza.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a keresztezodések N és az utak M szdmat.
A kovetkezé M sor mindegyike egy-egy utat ir le a két végpontjdval.

Kimenet: az els6 sordba a legrovidebb utak szama keriiljon. A kimenet masodik
soraba frjuk az 1j utvonal minimalis hosszat. Ha nincs a legrovidebbnél hosszabb
ut, akkor -1-et kell kiirni.

Minta:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
33/12/23/31 1/ 2
Korldtok: 2 < N < 300. Id6limit: 1 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté arra a megoldasra, amelynél a kimenet els6
sora helyes.

Bekiildendo egy s160.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathaté.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkezé cimen télthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. aprilis 15.
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Fizika gyakorlat megoldasa

G. 757. Van egy pdr kifordithato kesztyidm, mindkét darabja kivil fekete, beliil
fehér. Tudom-e ezeket felemds kesztyiiként hordani?

(3 pont) Kozli: Viaddr Karoly, Kiskunhalas

Megoldas. Altaldban nem hordhatjuk a kesztytiket tgy, hogy az egyiket ki-
forditjuk, mert a kiforditds soran a jobbkezes kesztyli balkezessé, a balkezes pedig
jobbkezessé valik. A felemds szinl kesztyiipar tehat vagy két jobbkezes, vagy két
balkezes kesztyiibol allna.

Abban az esetben, ha olyan rugalmas anyagbdl késziilt kesztytikr6l van szd,
amelyeknél nincs kiilonbség a jobb és a bal kesztyl kozott, akkor természetesen
hordhatunk felemas szin(i kesztytiket is.

Torik Hanga (Budapest, Fasori Evangélikus Gimn., 10. évf.)

47 dolgozat érkezett. Helyes 35 megoldds. Hidnyos (1 pont) 3, hibds 9 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5349. 1.5 Q belsé ellendlldasiu zsebtelep pdrhuzamosan kapcsolt R1 = 40
és ismeretlen Ro ellendllisi fogyasztokat mikdodtet. Hatdrozzuk meg az ismeretlen
ellendllds értékét, ha a zsebtelep dsszteljesitményének 60%-a jut erre a fogyasztdra.

(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

Megoldas. Legyen a telep iiresjarati fesziiltsége U, a bels6
ellendllasat pedig jeldljiikk Ry-vel. Tudjuk, hogy Ry =40 €,
Ry =1,5Q. Az U fesziiltség nagysdgat nem ismerjiik (de mint
latni fogjuk, erre az adatra nincs is sziikségiink), és keressiik
az ismeretlen ellendllas Ro nagysagat.

A parhuzamosan kapcsolt két ellendllas ereddje

1 1\'  RiR,
Rereu’)’ =\ 5 - = 5 .
! (Rl * Rz> Ri+ Ry

igy a teljes aramkorre felirhaté Ohm-torvény:

U=1 (Rb + Rcrcdé) )
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vagyis a f6ag dramerdssége

U
(1) 1+ 1 L Rk
b Ri+ R,
A telep altal leadott Gsszteljesitmény:
2
(2) P=UI= v
R, + S0t
"R+ Ry
Az R, ellenéllasu fogyasztora juto fesziiltség:
Uy =U — IRy,
tehdt az erre a fogyasztora juté teljesitmény:
(U — IRy)*

(3) Py = s

A megadott feltétel szerint P, = 0,6 P. Ebbdl (1), (2) és (3) felhasznéldsaval,
majd UZ?-tel valé egyszertisités utdn adédik, hogy

R3Ry = 0,6(Ry + Ro)(R1Ry, + RaRy, + R1Ry).

Behelyettesitva Ry és Ry, ismert értékét, az ismeretlen Ry ellendlldsra (ohm egysé-
gekben szdmolva) az aldbbi masodfokd egyenletet kapjuk:

24,9 R% — 568 Ry + 1440 = 0.

Ennek az egyenletnek két gyoke van: Ry = 2,9 és Re = 19,9. A mésodik fogyasztd
teljesitménye tehat akkor lesz az osszteljesitmény 60%-a, ha Ry ~ 3 , vagy ha

Kiss-Beck Regina (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 11. évf.)
dolgozata alapjan

69 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 21, hibds 9, nem versenyszer( 2 dolgozat.
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P. 5350. Egy dtldtszo gomb kiozepét keskeny, pdrhuzamos fénynyaldbbal megui-
lagitva a sugarak éppen a gomb feliletének dtellenes pontjin fokuszdlodnak. Mekkora
a gomb anyagdnak térésmutatdja?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

I. megoldas. Tekintsitk az dbrdan lathatd
sugdrmenetet. Az a beesési szog és a B torési
szog kozott (a Snellius—Descartes-torvény sze-
rint) fenndll, hogy

sin «

=n
sin 3 ’ @

ahol n a géomb anyaganak térésmutatdéja.

Miésrészt az dbran ldthaté ABO hiromszog kiilsd szoge (o) a mésik két belsd
szog (B) osszegével egyenld, vagyis a = 20. Ezek szerint

sin(23)  2sinfcos 3

= = = 2 S .
" sin 3 sin 3 cos

Ha a sugarnyaldb keskeny, a § sz6g nagyon kicsiny, tehdt cos 8 ~ 1 és n ~ 2.

II. megoldas. Ha a sugarnyalab keskeny, elfogadhatjuk a Gauss-féle paraxialis
kozelitést. Ha a fény egy R gorbiileti sugaru feliilleten n térésmutatdja kozegbe jut,
akkor a képalkotas egyenlete a szokésos jelolésekkel:

n—1

L
k R

S

Esetiinkben, amikor a beesd fénysugarak parhuzamosak, t = co, vagyis 1/¢ nulldnak
vehetd. A képtavolsdg a gomb dtméréje: k = 2R. A képalkotdsi torvény szerint:

n n—1
2R R’

vagyis
n
§:n—1, tehat n=2.

Nagy Imre (Marosvésédrhely, Bolyai Farkas Liceum, 10. évf.)
37 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 8, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibds 3, nem értékelhetd 1 dolgozat.

P. 5351. Vajon miért nem szabad a lézerfénybe belenézni?

Az ember szemlencséje a fényt igen kicsi feliletre, jellemzden néhdny pm-
es tartomadnyra képes fokuszdilni. A legérzékenyebb sejtek a retindban vannak, itt
a ,csap” és ,pdlcika” nevi idegsejtek mérete a pm-es tartomanyba esik. A minden-
napi életben haszndlt lézerek teljesitménye 0,1 mW és 100 mW kozott van.
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Szdamitsuk ki, hogy a legkisebb, tehdt 0,1 mW teljesitményt lézer fénye 80%-os
fényelnyelés mellett mennyi idd alatt melegit fel egy sejtet a kdrosoddst okozd
50 °C-ra, és mennyi idd alatt a biztos roncsoldst okozé 100°C-ra. Az egyszeri-
ség kedvéért tekintsink egy idegsejtet 5 pm datmérdoji és 7 um mélységi hengernek,
amelynek striiségét és fajhdjét a vizével vehetjik egyenlonek. A szem hémeérsékle-
tét vegyiik 36 °C-nak, és eqyéb hatdsokkal (elmozduldsok, hévezetés stb.) most ne
torddgiink. A kapott iddt vessiik dssze az emberi szem kb. 0,2 mdsodperces reakcio-
idejével!

(4 pont) Kozli: Vass Ldszld, Budapest

Megoldas. Tudjuk, hogy egy m tomegii test AT hémérséklettel torténé felme-

legitéséhez sziikséges h6 Q = cm AT, valamint egy P teljesitményi lézer altal ¢ id6
alatt leadott h6 n hatasfoku fényelnyelés mellett: Q) = nPt. Eszerint

cmAT = nPt,

ahonnan az idétartam:

em AT
npP

Az ismert adatok és kiszamitott mennyiségek:
— A viz fajhdje: ¢ = 4,2 kJ/(kg °C).
— Az idegsejtek karosodasanak megfeleld hémérséklet-kiilonbség:

ATy =50°C—-36°C =14 "°C.
— Az idegsejtek biztos roncsolédasanak megfelelé hémérséklet-kiilonbség:

AT, =100 °C—36 °C =64 °C.

— A fényelnyelés hatdsfoka: n = 18—(% =0,8.

— A szamitasba vett legkisebb lézerteljesitmény: P = 0,1 mW = 10~* W,
— A hengernek tekintett sejt alapkorének sugara: r = 2,5 pm.

— A hengernek tekintett sejt magassdga: h = 7 pm.

— A sejt térfogata: V = r?rh =1,4-10716 m3.

— A sejt stlirlisége: p = 1000 rl:ng.

— A sejt tomege: m = pV = 1,4-10713 kg.

Ezeknek megfeleloen a keresett idGtartamok:

_emATy (4,2 . 103) . (174- 10—13) .14 3

- - o~ Oa]- )
LT TP (0,8-10-4) W e
illetve s s
AT 4,2-10°) - (1,4-107%°) - 64 J
tzzcm 1:( ) ( ) — ~ 0,5 ms.
nP (0,8-104) W
Ezek az idotartamok mintegy 2000-szer, illetve 400-szor kisebbek, mint a szem
reakcidideje.
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Tehét valéban nem tanacsos a lézerfénybe belenézni!

) Csillingek csapat
Csilling Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)
Csilling Katalin (Budapest, Szildgyi E. Gimn., 12. évf.)

77 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 25, hidnyos
(1-2 pont) 27, hibas 2, nem versenyszer(i 9(!) dolgozat.

P. 5352. Egy R ellendlldsi, A keresztmetszetd, zdart kérvezetét B indukcidvek-
tord mdgneses térben szeretnénk forgatni a sikjaban lévd szimmetriatengelye koriil
dllando w szogsebességgel. Mekkora dtlagteljesitménnyel tudjuk ezt megtenni?

(4 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

I. megoldas. Feltételezziik, hogy a forgastengely merdleges a magneses induk-
ciovektorra. A korvezetén athaladé magneses fluxus

®(t) = BA cos(wt)

médon véltozik idében. (Az idémérés kezd8pontjdnak azt a pillanatot valasztottuk,
amikor a magneses fluxus maximalis.) Az indukélt fesziiltség:

Ut) = f% = BAwsin(wt).

(Ezt az osszefiiggést a harmonikus rezgdmozgdsnél a kitérés és a sebesség kozotti
Osszefiiggés alapjan, vagy pedig differencidlszamitdssal lathatjuk be.) Ez Upax =
= BAw nagysagu, w korfrekvenciaji valtofesziiltség, amelynek effektiv értéke:

U 7UmaxiBAw
VIR

Az R ellenélldson fejlédd atlagos hé idSegységenként

UL BRANS?
R 2R

P

Az energiamegmaradds torvénye szerint nekiink ugyanekkora atlagos teljesitményt
kell kifejteniink a korvezetd forgatasa soran.

Megjegyzés. Ugyanezt az eredményt a pillanatnyi teljesitmény, vagyis

U(t)?  B?A%W?

P(t) = R - R sin” (wt)

id6beli atlagértékeként is megkaphatjuk, ha kihasznaljuk, hogy sin?(wt) hosszi idére
vonatkozé dtlagértéke 1/2.

Budai Csanad (Budapest, Dedk Téri Evangélikus Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Tegyiik fel, hogy a magneses tér meroleges a forgastengelyre.
A maégneses mezdben forgd korvezetében fesziiltség indukalédik, ami dramot hoz
létre. Az aramjarta korvezeté magneses dipdlusként viselkedik, amire a kiils6 méag-
neses mezd forgatonyomatékot fejt ki. Ezzel a forgatonyomatékkel megegyezd nagy-
sagu, de ellentétes iranyu forgatényomatékot kell kifejteniink, hogy a korvezetét
allandé w szogsebességli mozgasban tartsuk.

Zarjon be a korvezetd sikjanak normalvektora o = wt szoget a B indukcié-
vektorral. Ekkor az indukalt fesziiltség

U = BAwsina,
a korben folyé dram erGssége
7 U BAw
=— = sin a.
R R
A koéraram dipdlnyomatéka
BA%w
m=1A= sin «,
amelyre a mégneses mezo
B2A%w
M = Bmsina = sin? a

forgatonyomatékot fejt ki.
Ismert, hogy egy tengely koriil alland6 w szgsebességgel forgd korvezetd esetén
a forgatashoz sziikséges pillanatnyi teljesitmény:

B2 A?%u?

P=Mw=""——""sin?q,
R
aminek atlagos értéke
—  B2A%.? B2A2,?
P = in2o =
7 Sinta 5R

Somldn Gellért (Pécs, LeSwey Klara Gimn., 12. évf.)
11 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldas. Hidnyos (1-2 pont) 4.
P. 5353. Mi az oka annak, hogy a kibdnydszott urdnérc aktivitdsa jelentdsen
nagyobb, mint a beldle készild urdnscé?
(4 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs
Megoldas. Az uranérc aktivitasat nem csupan az uran adja. A kibanydszott
ércben — ha az elég , 6reg” — radioaktiv egyensuly &ll fenn az urdn és a ,,lednyelemei”
kozott. Mindegyik lednyelem aktivitdsa megegyezik az urdn aktivitdsdval. A 238U

bomlasi sordban 10-nél is tobb lednyelem van, emiatt az uranérc aktivitdsa egy
nagysagrenddel nagyobb, mint a vele azonos tomegii uransé aktivitasa.

Magyar Gdbor Baldzs (Eger, Dobé Istvan Gimn., 11. évf.)

29 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibds 5, nem versenyszer(i 3 dolgozat.
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P. 5354. Motoros jdtékvonat halad R sugard, kér alaki pdlydn, dllandd nagysd-
gu v sebességgel. A kor kizéppontjdtol d < R tdvolsdgra egy dllandd, fo frekvencidji
hangot kibocsato, pontszerid hangforras helyezkedik el. A vonatra egy mikrofont rég-
zitiink. Milyen hatdrok kozott vdltozik a mikrofon dltal €szlelt hang frekvencidja?
(A hang sebessége c.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

I. megoldas. Legyen a vonat kor alaku palyajanak kozéppontja O, a rogzitett
hangforrds helye F, a vonat pillanatnyi helye pedig a korpélya P pontja (ldsd
az 1. dbrat). A, fo frekvencidja hangot kibocsaté hangforras hangjat egy mozgd
megfigyeld (esetiinkben a mikrofon) a Doppler-effektus szerint

Fon (i)

frekvencidjinak észleli, ahol u az észleld sebességének a hangforrds irdnydba mutatd
komponense.

A hangforrds helyét pl. az dbran lathaté § szoggel adhatjuk meg. Bontsuk
fel a mikrofon v nagysagu sebességvektorat egy PF-fel parhuzanos és egy arra
meroleges komponensre. A parhuzamos Osszetevot jeloljik u-val. A hangforras és
a mikrofon tavolsaga

u = wvsino

sebességgel csokken, ahol o az OPF sz6g. A legnagyobb észlelt frekvencia u legna-
gyobb értékének, vagyis o legnagyobb értékének felel meg. Mivel az OPF héarom-
szogre felirhaté szinusztétel szerint

sina = = sin 3,

1. dbra 2. abra
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ez a maximumat sin = 1, vagyis § = 90°-nél veszi fel. Ezek szerint (sin &) max = %,
Umax = %v, tehat a mikrofon &ltal észlelt legnagyobb frekvencia

v d
fmax_f0<1+cR>'

Hasonlé médon kapjuk a hangforrdstol tavolodé mikrofon altal észlelt frekven-
ciacsokkenést is. Ha tiikroézziik a P pontot az OF egyenesre, az F és P’ pontok
tdvolodasanak sebessége ugyanakkora lesz, mint F' és P kizeledésének sebessége

volt (2. dbra). Mivel u legnagyobb értéke %v, az észlelt frekvencia legkisebb értéke:

v d
fmin:.fO (10R>

Kopenczei Csandd (Bonyhad, Petéfi S. Ev. Gimn. és Koll., 11. évf.) és
Yokota Adan (Godolléi Torok Ignac Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. A hangmagassag valtozasat a Doppler-effektussal magyarazzuk.
Eszerint az fy frekvencidji, a leveg6hoz képest allé hangforras frekvenciajat egy,
a hangforrashoz u sebességgel kozeledé (vagy tdvolodd) mikrofon

f=h(1£2)

nagysagunak rogziti. A feladatunk tehat u legnagyobb értékének meghatarozasa.

Két test tavolsadga nem fiigg attdl, hogy milyen
koordinata-rendszerben szamitjuk ki azt. Valasszuk
azt a koordindta-rendszert, amelynek origéja a kor-
pélya O kozéppontjaban van, és w = % szogsebes-
séggel forog az O pont koriil a vonat kérmozgasaval
megegyezd irdnyban. A jatékvonat — ebben a for-
gb vonatkoztatasi rendszerben — mindig ugyanazon
a helyen &ll, a hangforras pedig egy d sugaru korpé-
lydn v = dw = v_]g sebességgel egyenletesen mozog
(8. dbra).

A vonat és a hangforrds tdvolsdga akkor valtozik a leggyorsabban, amikor
a hangforrdas éppen az Fj pontban van, ahol a sebessége az all6 vonat irdnyaba
mutat, vagy az F, pontban, ahol a sebessége a vonattal ellentétes iranyu. Ilyenkor
F és P kozeledésének, illetve tavolodasanak sebessége u, a megvaltozott frekvencia
legnagyobb és legkisebb értéke tehat

8. dbra

vd ) vd
fmax = fo (1 + }{C) , illetve Sfmin = fo <1 — Rc> .

Megjegyzés. A forgd koordindta-rendszerben a hangforrds mozog, az észleld (mikro-
fon) pedig all. Ennek ellenére a Doppler-effektusnak nem az f = fo € képletét alkal-

c—u
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maztuk, hanem az all6 hangforrdsra vonatkozé f = foc—%u Osszefiiggéssel szamoltunk. Ezt
azért tehettiik meg, mert a forgé vonatkoztatdsi rendszerben a levegé is mozog (forog), és
a Doppler-effektusnél mindig a kézeghez viszonyitott sebességek szamitanak.

(G. P.)

28 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 9, hidnyos
(1-3 pont) 3, hibds 1, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

P. 5362. Szinkrociklotronban az elemi részecskék tomegének a sebességtdl vald
fiiggését a gyorsito elektromos tér frekvencidjinak csokkentésével kompenzaljdak.
Példdul ha protonokat gyorsitanak, a dudnsokra (D alakd, fémbdl készilt, reges
félkorongokra) kerild fesziiltség frekvencidjdt 25 MHz-rél 18,9 MHz-ig vdltoztatjdk
ctklusonként. Hatdrozzuk meg ebben az esetben

a) a mdgneses indukcidvektor nagysdgdt;
b) a kilépd protonok kinetikus energidjat!

(5 pont) Példatari feladat nyomén

Megoldas. a) A ciklotronokban a mdgneses tér biztositja a részecskék kdrmoz-
gasahoz sziikséges erdt, igy a részecskék keringési frekvencidja megegyezik a duan-
sokra kapcsolt fesziiltség f frekvencidjaval. Az e toltésl, my tomegii protonokra,
ha azok v sebességgel r sugarid kérpdlyan mozognak, fenndll, hogy

2
v (114

evB = mp—, tovabba v = 2nrfy.
r

Ebben a képletben f; a protonok induldsakor (még biztosan nemrelativisztikus
mozgégsakor) alkalmazott frekvencia. A mégneses indukciévektor nagysdga ezek
szerint

_ 2mfom,  2m(25-10°)(1,67 - 10727) T 164 T,

B
e 1,6-10-19

b) Az egyre nagyobb sebességgel mozgd protonokndl a mozgdsegyenlet (kor-
mozgds esetén) formélisan annyiban tér el a klasszikus (newtoni) mozgdsegyenlet-
t6l, hogy a proton my, ,nyugalmi” tomege helyére a ,megnovekedett”

mp

mlv) = 1—(v?/c?)

tomeget irjuk. A méagneses indukciovektor nagysaganak allandésdga miatt

2 2 1
B = 4llands = 20 _ 2Thimp

vagyis

! _

VI @2/ i

ahol f; a gyorsitofesziiltség lecsokkentett frekvencidja.
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A kilép§ protonok relativisztikus mozgasi energidja:

MpC fo 25
Ep=—— — mpc® = mpc? <f11> =938 MeV - <18,91> ~

~ 303 MeV =~ 48 pJ.

Bencz Benedek (Budapest, Baiar-Madas Ref. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
Megjegyzések. 1. A szinkrociklotronban a magneses indukcié nagysaga a duiansokon
beliil mindenhol ugyanakkora, és a gyorsitas sordn a részecskék sebessége, valamint a pa-
lydjuk sugara fokozatosan novekszik. Nagyon nagy energidji (és emiatt nagyon nagy mére-
t11) gyorsitékban gyakorlatilag lehetetlen a magneses mezé homogenitdsat nagy térrészben
biztositani, és az egész berendezésben ultranagy vakuum fenntartdsa is technikailag meg-
oldhatatlan. Ehelyett a gyorsitas kozben a magneses tér erdsségét valtoztatjak oly médon,
hogy a részecskék palyajanak sugara mindvégig ugyanakkora maradjon. Ekkor a vakuu-
mot és a magneses teret elegendd a részecskenyalabot koriilvevs vékony csében 1étrehozni
és fenntartani.
2. A relativisztikus fizika és a klasszikus fizika torvényei kozotti kiillonbség dltalaban
nem csupan abbdl dll, hogy a nyugalmi tomeg helyére a ,megndvekedett tomeget” irjuk.
A részecskék mozgési energidja példdul a relativitdselmélet (és a tapasztalat) szerint nem

az m(v)% dsszefiiggésbdl, hanem az En = m(v)c? — moc® képlet lapjan szamithaté ki.
Szémos més esetben (példdul a homogén erétérben térténd egyenesvonald mozgdsndl)
hibas eredményt kapunk, ha csak az egyszeri ,tomegcserét” hajtjuk végre. Egyenletes
(vagy csak lassan valtozé sebességil) kormozgdsnél azonban a naiv médszer éppen a helyes

eredményt adja.
(G. P.)

15 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hidnyos
(1-3 pont) 3 dolgozat.

P. 5363. Egy vékony, magas tivegesébél homokdrdt készitettink.
e A benne lévd homok mq témege megegyezik az tivegesd és a tartétalpak
egytittes tomegével. Kezdetben a homok az alsé térfél h =5 cm hosszu
részét tolti ki, és az eszkdz megforditasa utan egyenletes tiitemben to =
= 1 perc alatt pereg le. (A felsé és az alsd térfélben lévé homok alakjdt
kozelitsiik hengerekkel.)

a) Hatdrozzuk meg, hogy hol van a homokdra témegkdzéppontja
t iddvel az dra elinditdsa utdn! (Ne foglalkozzunk a homokdra inditdsdt
kovetd, illetve a megdlldsdt kozvetlenil megelézé nagyon révid iddtar-
tamokkal, amikor a homokzuhatag még vagy mdr nem tolti ki a kifolyo-
nyilds és az alsé becsapdddsi hely kozétti teljes tdvolsdgot.)

b) Szdmitsuk ki, hogy mekkora a homokdra impulzusa (lendiilete) t idével a ho-
mokdra elinditdsa utdn!

¢) Nagyon érzékeny mérleggel megméryik a homokdra sulydt, mikiézben a ho-
mok a felsé tartdlybdl az alséba pereg. Azt taldljuk, hogy a mért sily egy kicsivel
nagyobb, mint a mdr lepergett homokdra sulya. Az el6z8 két részfeladatra adott
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vdlaszt felhaszndlva adjuk meg, hogy hdny ezrelékkel nagyobb a mikods homokdra
stlya a mar ,lejart” homokdrdéndal!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

Megoldas. a) Jeloljitk a homokoéra teljes magassdgat 2H-val. A homokdra meg-
forditasa utan t < ty id6 elteltével a fels6 térfélbél m()% tomegii homok pergett at
az alséba, igy az alsé térfélben h% magassagi homokhenger alakult ki. Hasonlé-
képp, a fels6 taroloban maradt myg (1 — %) tomegi homokoszlop teteje a homokodra
aljatol mérve H + h(l - %) magassagban lesz, az alja pedig mindvégig H magas-
sdgban marad.

Mivel a homok alakjat kozelithetjiik hengerekkel, az egyes térfelekben 1évo
homokmennyiség tomegkozéppontja (a homokdra aljdhoz viszonyitva) rendre

h t h t

- — és H+—-(1-—
2 1 * 2 ( to)

magassagban lesz. Ezek szerint a homokdra tomegkozéppontjanak helyzete t id6-

pillanatban

0 mOH"FmO%'%i+m0(1—%)(H+%[l—%])
s(t) = ,

2m0
amit a
s(t) = sg + vot + 5152
alakban is felirhatunk, ahol
h H+h , h
30=H+1, Vg = — T és a:%.

Felismerhetjiik, hogy a tomegkozéppont mozgéasa egyenletesen gyorsuldé mozgas,
amelynek pillanatnyi sebessége

h H+h

v(t)=wv+a 2 o™

A témegkozéppont mindvégig lefele mozog, hiszen v(t) < 0, de mivel a > 0, a t6-
megkozéppont fiiggblegesen felfelé gyorsul.

b) Az egész rendszer lendiilete a tomegkozéppont sebességének és az Osszto-

megnek a szorzata:
h H+h
I(t) =2 —1— .
(61 =2mo (51— ")

¢) Az érzékeny mérlegre allitott, még ,,miiksds” homokdréra fiiggblegesen lefelé
2mpg nehézségi ero, fliggdlegesen felfelé pedig a mérleg dltal kifejtett G stlyer6 hat.
A rendszer mozgasegyenlete: G — 2myg = 2mgpa, ahonnan a relativ silynévekedés
G—-2 h
Mg % o 14.1078.

2mog g  gtd
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A miikodd homokéra sulya tehdt 0,0014 ezrelékkel nagyobb, mint a mér ,lejart”
homokéraé.

Téglds Panna (Selye Janos Gimn., 12. évf.) Révkomdarom, Szlovdkia

11 dolgozat érkezett. Helyes Toronyi Andrés, Gabriel Tamés, Budai Tamas, Kertész
Baldzs és Téglds Panna megolddsa. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 2, hidnyos (2-3 pont)
4 dolgozat.

P. 5379. Idedlis poldrszirdk segitségével szeretnénk a linedrisan polarizdlt fény
polarizdcids sikjdt 45°-kal elforgatni gy, hogy az intenzitdsveszteség legfeljebb 10%
legyen. Legaldbb hdny poldrszirére van szikségiink, és hogyan kell azokat optimdli-
san elhelyezni?

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. El6szor lassuk be, hogy abban az esetben lesz maximélis az intenzi-
tds, amikor a szomszédos polarsziir6k egymadssal bezart szége ugyanakkora. (A po-
larsziirok polarizaciés irdnyanak egymaéssal bezart szogét a rovidebb széhasznélat
kedvéért egyszeriien a poldrsziirék szogének fogjuk nevezni.)

Tekintsiink elGszor két szomszédos polarszlirét, amelyek ¢y, illetve ¢o szoggel
forgatjak el a rajuk es6, Iy intenzitasu fény polarizacios sikjat, és legyen ezen két
sz0g Osszege egy adott ¢ érték. Malus torvénye szerint a két szlirén athaladé fény
végsd intenzitdsa I = Iy cos? ¢y cos? po. Ennek a kifejezésnek keressiik (a o1 + g =
= ¢ feltétel mellett) a maximumét. Ez a szélséérték ugyanott van, ahol cos s -
cos g a legnagyobb értéket veszi fel.

Differencidlszdmitds (derivélds) helyett elemi tton, trigonometrikus atalaki-
tassal is megtalalhatjuk a széls6érték helyét:

CoS ©g . cos Ay

[cos(ip1 + p2) + cos(ip1 — p2)] = .

COS (1 - COS Yo = 5 5

DN =

Mivel a két szog Osszege allandd, igy csak a két szog Ap = p1 — o kiilonbsé-
gének fiiggvényében valtozik a szorzat értéke. Ennek akkor van maximuma, ha
cos Ap =1, vagyis Ap = 0, azaz p1 = ps. Ha tehat csak két polarsziirénk van, ak-
kor adott nagysagu szogelforditdshoz a két szilirét azonos szogben kell egymashoz,
illetve a rajuk es6 fény polarizacids sikjahoz képest elforgatni, hogy az intenzitas-
csokkenés a leheto legkisebb legyen.
Mi a helyzet n darab polarszliré beiktatasa esetén? Ekkor is kivalaszthatunk
2 szlir6t. Ahhoz, hogy a rajtuk dthaladé fény intenzitdsa (a szogek Osszegének
adott értéke mellett) maximaélis legyen, a poldrsziir6ket azonos szogll elforditdssal
kell egymaés utan elhelyezni. Mivel ez minden parra igaz, igy a legkedvezSbb esetben
az Osszes polarsziiré egymashoz viszonyitott elforduldsa azonos nagysagu lesz:
45°
PrL=Y2=...=PPp = —"1.

A kérdés tehat: legalabb hany darab idedlis polarsziir6 sziikséges, hogy egy-
mashoz képest (az els6t pedig a beesd fény polarizaciés irdnyahoz képest) 45°/n

180 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/3



ﬁ} 2022.3.4 — 17:21 — 181. oldal — 53. lap KoMalL, 2022. mércius ﬁ}

—e

szdgben elforgatva az intenzitdsveszteség kevesebb legyen, mint 10%? Irjuk fel Gjra
Malus torvényét:

o]

4
Iy - (cos® 1) - (cos? pa) - ... - (cos? @,,) = Iy cos®™ <5) > 0,91,
n

azaz
45°

fn = cos®" () >0,9.

n

Numerikusan kapjuk, hogy:
fi=05; fo=0,729; f3=0,812; f4=0,856; fs=0,884; fe = 0,902 > 0,9.

Tehat legalabb 6 db polarsziirére van sziikségiink, és % = 7,5%kal kell minden
szlir6t az el6z6hoz képest elforgatni, illetve az elsét a bees, linearisan polarizalt
fény polarizaciés sikjahoz képest bedllitani.

Nemeskéri Ddniel (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. Azt, hogy optimélis esetben a polarsziir6ket egymdashoz képest ugyanak-
kora szoggel elforgatva kell bedllitani, mds mddszerrel, a Jensen-egyenlétlenség™ alkalma-
zasaval is belathatjuk.

Allgtds. Ha egy (véges vagy végtelen) I intervallumon az f fiiggvény konkdv,
a1, a2,...,an € I, p1,p2,...,Pn
pozitiv szamok, amelyekre p; 4+ p2 + ... 4+ p, = 1 teljesiil, akkor
f(prar + p2az + ...+ pnan) = p1f(ar) + p2faz) + ...+ pnf(an).

Ha f szigorian konkdv, akkor egyenléség csak az a1 = a2 = ... = a, esetben teljesiil. Ha
f konvex, akkor az allitas forditott irdnyd egyenlétlenséggel teljesiil.

Mivel a koszinuszfiiggvény a [0, E] tartoméanyon alulrél konkdv, fenndll, hogy

COS(<p1+g02—|—...—|—gpn) > COS p1 +cos<p2+...+cos<pn7
n n

tovabbd a szamtani-mértani kozepek egyenlétlensége szerint

COS Y1 + COS Y2 + ...+ COS Pn
n

> {/Ccos 1 COS P2 - ... COSPn.

Igy tehst

o
on (4 2 2 2
cos > cos” 1 ¢os” o - ... CcOS” Py,
n

ami éppen a bizonyitandé allitas.

Papp Marcell Imre (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

9 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3 dolgozat.

*Lésd pl. https://abesenyei.web.elte.hu/theses/molnar.pdf
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teld) edény higannyal van téltve. A hi-
ganyba eqy fiiggdleges, d = 0,5 mm dt-
mérdji kapillaris csé meril az abran
lathaté mddon. A higany felszine folé
h =6 mm magassdgban egqy nagy ki-
terjedést, vizszintes fémlemezt helyez-
tink. Mennyivel vdltozik meg a kapilldris csében a higanyszint, ha a fémlemez és
a higany kozé U = 20 kV egyenfesziiltséget kapcsolunk?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

l P. 5381. Egy tiveghdl késziilt (szige-
+

I. megoldas. A fesziiltség bekapcsoldsa elétt a kapillaris csében a higany vala-
mekkora x; szintkiilonbséggel alacsonyabban all, mint a csovon kiviil, mert a higany
nem nedvesiti az tiveget. Ekkor a feliileti fesziilt-
ségbOl szarmazé F' erd tart egyensulyt a kiil-
s6 és a bels6 higanyoszlop nyomaskiilonbségébdl
szérmazé erével. A felilleti fesziiltség (o) a fo-
lyadék felszinének egységnyi hosszisagu darab-

F

M7

/ APridriat. \ kajara hato er6, egy Af hosszusigu vonaldarab
mentén tehdt aAl erd hat. A kapillaris csé 2rw
alAl aAl  keriiletén hatd erdk fiiggbleges irdnyd ereddje
d— 2 2rmracos ¥, ahol ¥ a higany és az iiveg illeszke-
) dési szoge. Mivel ¥ > 90°, az F er6 fiiggblegesen

1. dbra lefelé hat (1. dbra).

Az eréegyensily feltétele:
F = A Apridrosst. s azaz 2rm o cos 9| = r’mwogxy,

ahonnan

2] cos I
= —-".
ogr

(A fenti képletben ¢ a higany sfirfisége, r = d/2 a csé belsé sugara és A = rr
a kapillaris csé bels6é keresztmetszete. Ezek mindegyike ismert, valamint « és 9
értékei tablazatokban megtalalhaté adatok, de ezekre a tovédbbiakban nem lesz
sziikségiink.)

A fesziiltség bekapcsolasa utdn a fémlemez és a higany felszine kézott — mint
egy sikkondenzator belsejében — elektromos er6tér alakul ki, amely az edény szé-
leit és a kapillaris cs6 kozvetlen kornyezetét leszamitva homogénnek tekintheto, és
a térerdsség nagysdga: E = U/h. Ez az er6tér — a sikkondenzator lemezeire haté
er6hoz hasonléan — fiiggdlegesen felfelé hizza a higany felszinét, ami miatt a higany
nyomasa kozvetleniil a felszine alatt egy kicsit kisebb lesz, mint a 1égkori nyomas.
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A higany feliiletén (Gauss torvénye szerint) feliiletegységenként o = goE t6ltés

jelenik meg, amelyre az dtlagosan F = %E nagysagu elektromos tér

o E2 U2
Apelekt, = 0F = 50? = 50@

nyomdsvaltozdst (csokkenést) idéz eld.

A kapilldris cs6 belsejében (a kiils6 higanyszint alatti térrészben) az elektromos
térersség gyakorlatilag nulla, mivel az a fémesen vezeté higany majdnem teljesen
zért részében van (Faraday-kalitka).

Azt, hogy egy vékony cs6 belsejébe nem hatol-
hat be az elektromos tér a kovetkezo moédon is be- S a0
lathatjuk: a higany minden pontjiban ugyanakko- B )L)L\\{( h
ra (®g) az elektromos potencidl, {gy a kapilldris cs6 =~ 222 | ALLLLL
belsejében is mindenhol & a potencidl (2. dbra).
(Ha nem {gy lenne, hanem az iiveg két oldala ko- Bo|0o|Po
z0tt ,,ugrdsa” lenne a potencidlnak, akkor az nagyon
nagy (vizszintes irdny1d) elektromos teret jelentene,
ami biztosan nincs jelen. Ha viszont a cs6 belsejé-
ben (annak a higanyszint alatti részében) nincs po-
tencialkiilonbség, akkor ott az elektromos térerGsség
nulla.

2. dbra

fgy a higanynak a hajszélcsd belsejében 1évo részére nem hat elektromos von-
z6erd (felfelé), 4&m a tobbi részére igen, emiatt a kapilldrisban a higanyszint sziikség-
szertien csokken. Ha az eréegyensily valamekkora zo > x; szintkiilénbségnél all be,
akkor fennall:

F= A(Ap/hidroszt. - Ap elekt.)7

azaz
2 v®
2rralcos| = rem (ggxg - EOW) )
ahonnan
2a/| cos V| U? L U?
To = € =21+ 05—
2 ogr 992h20g LT 0gp2

Leolvashatjuk, hogy a higanyszint siillyedése:

L UP L (88510712) 20000
2h%09 ~ 2.(6-10-3)% - 13546 - 9,81

Ty — 1 m ~ 0,36 mm.

Hauber Henrik (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 11. évf.) és
Téglas Panna (Révkomérom, Szlovékia, Selye Janos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan
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I1. megoldas. Az egyenstilyi dllapotot (akdr az eredeti, fesziiltségmentes eset-
ben, akdr pedig a bekapcsolt fesziiltség hatdsira megvaltozott helyzetben) a rend-
szer energidjanak minimumat keresve is meg lehet hatdrozni.

Tekintsiik el6szor a fesziiltségmentes esetet! Legyen az edény alapteriilete S,
a kapillaris csé keresztmetszete pedig A. (Nyilvan feltehetjiik, hogy S > A). Szi-
mitsuk ki a higanybdl és az iivegesébol allé rendszer E 6sszenergidjat a higanyszint
x nagysagu siillyedésének fliggvényében. Kiinduldsi dllapotnak (az energia null-
pontjdnak) valasszuk a 3.a dbrdn 14thaté helyzetet, amikor x = 0. (Ez nyilvdn nem
egyensulyi helyzet, tehdt az dsszenergia ilyenkor nem minimélis.)

éxl
S A S v

E=0
a) b)
+Q |
l h(z)
_Q -
7 L
)

3. dbra

Ha a higanyszint a cs6ben x értékkel csokken, akkor az edény tobbi részében
Ah = %x mértékben megemelkedik (3.b dbra). Ah < x miatt a szintemelkedést
a fesziiltség nélkiili esetben elhanyagolhatjuk. A rendszer 6sszenergidja két tagbdl,
a higany gravitacids helyzeti energiajabdl és a higany iiveggel érintkez6 részének
feliileti energidgjabdl tevodik Gssze.

A helyzeti energia akkora, amennyi munkaval az xA térfogatd, orA tomegl
,hidnyzé higanydarabot” a felszin magassdgdba tudjuk emelni. Mivel a higanydarab
tomegkozéppontja /2 mélységben volt, a kérdéses energia:

2
Eyi(x) = ggr%r%.

A feliileti fesziiltség nemcsak az egységnyi hosszon haté erdt, hanem az egymas-
sal érintkezd anyagok egységnyi feliiletéhez tartozo energiat is megadja. Az tivegeso,
a levego és a higany érintkezésénél haromféle feliileti fesziiltségrol is beszélhatiink:
OHg-levegs & levegével érintkezd higany egységnyi feliiletére juté energia (ezt szo-
kés szerint egyszertien a-val jel6lik), tovabba g iiveg €S Cliiveg levegs @ higany és
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az iiveg, illetve a levegd és az iiveg energidjat adja meg feliiletegységenként. (Meg-
mutathatd, hogy fenndll az iveg-levegs — QHg-iives = Hg-levegs - COS U Osszefiiggés.)

A feliileti energia ezek szerint
Es(x) = 2rma(tiveg-levegs — OHg—itveg) = —2rma| cos V| - z,

a rendszer Osszenergidja:
2
E(z) = Er(z) + Ea(x) = gg7“27r7 — 2rmal cos V| - x.

Ennek a mésodfoku kifejezésnek a minimumhelye (mint az teljes négyzetté alaki-
tassal, vagy a méasodfoku egyenlet megolddképletének alkalmazasaval, esetleg deri-
véldssal beldthatd)
_ 2alcos Y|

ogr
szintsiillyedésnél van, ennek megfeleld helyzetben lesz a higany egyenstlyban.

&

Foglalkozzunk most a fémlemezre kapcsolt fesziiltség esetével (3.c dbra). A le-
mez és az S nagysagu feliilletli higany egy olyan sikkondenzatornak tekintheto,
amelynek kapacitasa C = 0S/h, és igy U fesziiltség hatdsira

Us
Q =4+CU = iEOT
toltés jut a ,lemezeire”. Ennek a kondenzatornak az energidja:
Q*_ @
E = — = .
clekt. 2C 2505

Hogyan véltozik ez az energia, ha a kapillarisban z-et siillyed a higanyszint,

és emiatt az edény tobbi részében Ah = %x mértékben megemelkedik? Az eddigi-
ekben elhanyagolhatéan kicsinek tekintett Ah-t most nem hanyagolhatjuk el, mert
akkor — tévesen — az egész elektrosztatikus energiavaltozast figyelmen kiviil hagy-
nank. A szintemelkedés hatdsara a kondenzétor energidja igy valtozik:

2 A
Es(z) = 2?05 . (h— Sm).

Megjegyzés. Fontos, hogy a kondenzator energidjanak valtozasat olyan koriilmények
kozott vizsgaljuk, amikor nem az U fesziiltséget, hanem a @ toltés nagysiagat tartjuk
allandénak. Ezt példaul ugy valésithatjuk meg, hogy a mar feltoltott kondenzétort lekap-
csoljuk a teleprdl. Ha nem igy jarnank el, akkor a rendszer nem lenne energetikailag zart,
mert a lemezek tavolsdganak valtoztatisa kozben a telep energiit adna le, vagy venne fel.

A rendszer teljes energidja:

2 2A 2h
E(z) = E1(x) + Ea(z) + Es(z) = QgA% - (2r7ra| cos | + 2662052) x4+ ioS =
=az? +bx+ec.
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Ez is egy mésodfokid polinom, amelynek minimumbhelye:

b 2alcosd| n Q?
20 ogr 200952

Tog = —

Mivel @Q = &9S %, végiil azt kapjuk, hogy a higanyszint siillyedése
2

— =~ 0,36 .
2h20g oD T

Tg —T1 =&

Schmercz Blanka (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)
dolgozatanak felhasznaldsaval

10 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Gabriel Tamas, Hauber Henrik, Kiirti Gergely,

Nemeskéri Déniel és Téglds Panna, 5 pontos Schmercz Blanka megolddsa. Hidnyos (1-2
pont) 4 dolgozat.

Fizikabol kittizott feladatok

M. 412. Helyezziink egymésba néhany, papirbdl késziilt muffin kosarkat, majd
végezziink ejtési kisérleteket! Mérjiik meg, hogyan fligg az dllandésult esési sebesség
a kosarkak szamatol! Hatdrozzuk meg a papirkosarkak kozegellendllasi alakténye-
z06jét!

(6 pont) Kozli: Eero Uustalu, Esztorszég

G. 773. A Fold-Hold rendszer a két égitest kozos tomegkozéppontja koriil ke-
ring 27,32 napos keringési idével a tavoli allécsillagokhoz képest. Ehhez képest
tobb, mint két nappal hosszabb id6, atlagosan 29,53 nap telik el két egymast ko-
vetd holdtolte kozott. Magyarazzuk meg a kétféle periédusid6 kozotti kiillonbséget,
és egyszerlsitett szamitdssal mutassuk meg, hogy valéban nagyjabdl két nap az el-

térés!
(4 pont)
sm] | vm/s] | s[m]|v[m/s] G. T74. Az aldbbi diagramon a Du-
0 0,00 119 1,21 na felszini sebességprofilja lathaté az
17 0,41 136 1,14 Erzsébet-hidndl 2018. marcius 10-én.

A vizszintes tengelyen a bal parttél mért

34 | 100 | 153 | LIV tavolség (s) l4thaté méterben, a fiiggsle-

51 1,05 170 1,17 ges tengelyen a Duna sebessége (v) m/s-
68 1,15 187 1,10 ban. A mellékelt tdbldzatban taldlhatéak
85 1,19 | 204 | 1,07 a mért adatok.

102 1,26 221 1,02
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v [m/s]

1,4
1,2

)

0,8
0,6
0,4
0,2

s [m]

0 34 68 102 136 170 204 221

Becsiiljiik meg, hogy hany méterrel sodorna le a Duna, ha a bal parttol a partra
mindig merdlegesen 1 m/s sebességgel eveznénk dt egy, a bal partt6l 221 méterre
1évé hajoig!

(4 pont) Kozli: Csernovszky Zoltdn, Budapest

G. 775. Elhanyagolhaté hokapacitasi, hészigetel6 tartdlyban 1 kg nagyon hi-
deg jégkésa van, amire 1 kg 100 °C-os forrévizet ontiink. Milyen hémérséklet volt
a jégkdsa, ha az egyenstlyi allapotot elérve 2 liter 0 °C-os viz lesz a tartalyban?

(3 pont)

G. 776. Egy kutatélaboratériumban oraiiveget szeretnének sterilizdlni UV fény
segitségével. A sterizldshoz az éraiiveg 1 cm? nagysdgu teriiletére 150 mJ Gsszener-
gidju UV fénynek kell beérkeznie. Becsiiljiik meg, hogy mennyi ideig kell ehhez {ize-
meltetni az draiiveg felett 75 cm-re felszerelt (pontszeriinek tekinthet6) UV-lampét,
ha a gyari adatok szerint a ldmpatol 1 méter tavolsagra az UV fény intenzitdsa
125 pW /em?.

(4 pont)

P. 5391. Egy mély kutba kovet ejtiink. A csobbands hangjat 4,25 s-mal az elej-
tés utdn halljuk meg. Milyen mélynek taldljuk a kutat, ha g = 10 m/s>-tel és Uhang =
= 320 m/s-mal szdmolunk? Mekkordnak adédik a kit mélysége, ha g = 9,81 m/s?-
tel és Uhang = 340 m/s-mal szdmolunk? (A kozegellenallds hatdsat hanyagoljuk el.)

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5392. Egy szokokut kozépso nyilasan fiiggdlegesen kiaramlo vékony vizsugar
H magassigig jut el. A vizsugar ,vizhozama’, azaz az idéegységenként kidramld
viz térfogata: ¢ = AA—‘; Milyen h magassagban lebeg egy m tomegii labda, ha
a vizsugarba helyezziik? (Feltételezhetjiik, hogy a vizsugdr teljes keresztmetszete
eléri a labdét, és arrdl vizszintes irdnyban spriccel szét.)

(5 pont) A Kvant nyoman
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P. 5393. Egy m tomegi és egy M =
L 73 = 3m tomegi, kicsiny golydhoz fonala-
kat er6sitiink, melyek masik végét a bal
oldali dbra szerint azonos magassagbhan
rogzitjitk. A golydk kozéppontja ekkor
a felfiiggesztés alatt L mélységben van.
A kisebb tomegii golydt felemeljiik tgy,
hogy a hozza kapcsolédo fonél vizszintes
Oo @) legyen (jobb oldali dbra), majd a golydt
M elengedjiik. A két goly6 tokéletesen ru-
galmasan és egyenesen titkozik.

a) Az iitkozés el6tti pillanatban mekkora egyiittes erével terheli a két fonél
a felfliggesztést?

b) Mekkora a terhelés az iitk6zés uténi pillanatban?

¢) Az els6 és a mdsodik iitkozés kozott mekkora a két fondl altal bezart
legnagyobb szog?

d) A c¢) esetben mekkora nagysdgi, és milyen irdnyu az egyiittes terhelés?

e) Mekkora szoget zdrnak be a fonalak a fligg6legessel, amikor bekdvetkezik
a masodik {itkozés?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5394. Egy m tomegli, homogén tomegeloszlasi, ellipszis alaku lemez félten-
gelyeinek hossza a és b. Mekkora a test tehetetlenségi nyomatéka a 2a hosszisagi
nagytengely végpontjin atmend, a lemez sikjara meroleges tengelyre vonatkoztat-
va? (A feladat elemi dton is megoldhatd.)

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5395. Egy éve, 2021 marciusaban megérkezett az elsé hangiizenet a Perseve-
rance marsjarétol (go.nasa.gov/31y20E4). Mekkora lehet a hangsebesség a Mars
légkorében?

(4 pont) Ujséghir alapjan

P. 5396. Egy fiiggbleges, hészigeteld tartalyban 1é-
O O v6 Ty hémérsékletli kétatomos idedlis gazt szabadon
------------------- mozgd hészigeteld dugattyi zér el kornyezetétdl. A gézt
lassan melegitjiik, melynek kévetkeztében térfogata no-
vekedni kezd. Melegités kozben, amikor a géz térfogata
| éppen megduplazédott, a dugattyu a hengerben talal-

I haté szikité perem miatt megakadt. Hatarozzuk meg
a gaz végs6 T hémérsékletetét, ha ismert, hogy a gazzal
kozolt hé 80%-a forditédott a belsd energia novelésére.

71

> (4 pont) Példatéri feladat nyoméan
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P. 5397. Egy Q = 107? C toltésii kicsiny testet egy nagy méretii, foldelt fém-
lemeztdl d = 10 cm tavolsagban szigeteld allvanyon rogzitettiink.

a) Mekkora a fémlemez feliileti toltéssiirtisége a kicsiny testhez legkozelebb esd
P pontjaban?

b) Milyen messze van P-t8l az a pont, ahol a fémlemez feliileti t6ltéssiirlisége
a maximalis értéknek egyharmada?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 5398. Digitélis fényképezogépen 35 mm gyujtétavolsagu objektiv talalhato,
melynek kozelpontja 25 cm. A kozelpont az a szenzortél mért legkisebb tavolsag,
ahonnan az objektiv még képes fékuszalni.

a) Hogyan valtozik meg a kozelpont tdvolsdga, ha az objektiv és a fényké-
pezogép kozé egy kozgylrut helyeziink, melynek hatdsara az objektiv 12 mm-rel
messzebbre keriil a szenzortol?

b) Készitsiink egy kozelpontba helyezett targyrdl felvételt kozgyliriivel és anél-
kiil. Hogyan aranylik egymashoz ezen két kép nagysdga?

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdabor, Budapest

P. 5399. Egy vékony, § vastagsdgu fémlemez-
bol nagy, kup alaku feliiletet hegesztettiink Ossze.
A kip A-val jelolt cstucsdba I erdsségii aramot veze-
tiink, majd az egyik alkotén 1évé B pontbdl elvezet-
jiik azt. Hatarozzuk meg a B-vel dtellenes C' pontban
az aramsiriség-vektor iranyat és nagysigat! Ismert,
hogy az AB téavolsag értéke 3R, mig a B és C pon-
tok tavolsaga 2R.

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbany

*

Bekiildési hatarid6: 2022. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 72. No. 3. March 2022)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 155): K. 724. Julie cut a pizza into
identical slices. Then she ate a few slices, but 3 slices remained. With a little calculation,
she observed that she had eaten 3/4 of the whole pizza, plus 3/4 of a slice. How many
slices were there? K. 725. We filled in the nine fields of a 3 x 3 table one by one, according
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to the following rule: in each field, we entered the number of adjacent fields (i.e. fields
sharing a common side with it) that had been filled in before. What was the order of
the fields filled in? How many orders are possible? (Use the notation al,a2,...,c2,¢3
to refer to individual fields.) K. 726. Arrange the numbers 1,2,3,4,...,31,32 along the
circumference of a circle such that the sum of any pair of adjacent numbers should be
a perfect square. Explain your reasoning. K/C. 727. On each field of an n X n table there
is a coin, on all of them “heads” showing on top. In each move, we can turn over exactly
three coins in any row or column, changing heads to tails and tails to heads. If n > 2, is
it possible to achieve with a sufficient number of moves that tails should show on top of
each coin? Explain your answer. K/C. 728. We have 10 cards, with the numbers 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 10 written on them. The cards are laid on the table in a random order in
a row, and then we write the number of its position on each card (that is, the cards are
numbered from 1 to 10). Thus there will be two numbers on each card. The two numbers
on each card are multiplied together, and the products are all added up. a) What is the
smallest possible value of the final sum? b) What is the largest possible value of the final
sum?

New exercises for practice — competition C (see page 156): Exercises up to grade 10:
K/C. 727. See the text at Exercises K. K/C. 728. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1709. The integers a and b are factors of 720, but ab is not a factor of 720. How
many such ordered pairs (a;b) are there? (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) C. 1710.
Four circles are drawn in a unit square as shown in the figure. The two larger circles have
the same size, and they are tangent to each other as well as to the sides of the square.
The two smaller circles are also congruent, and they are also tangent to the sides of the
square and to the larger circles. What is the area of the rhombus formed by the centres

of the four circles? C. 1711. Solve the equation v/z — 1801 + /y — 1860 = 2 — \/#W’

where x and y denote real numbers. Exercises upwards of grade 11: C. 1712. The sides of
a pentagon are all equal in length, and two of its angles are right angles. What may be
the measures of the other three angles? (Proposed by G. Kdrolyi, Budajend) C. 1713. Let

z and a denote real numbers such that x + % = a. Determine the value of z'3 + :B_%?) as
a function of a.

New exercises — competition B (see page 157): B. 5230. Points C' and D lie on
a semicircular arc of diameter AB. Let A’ and B’ denote the feet of the perpendiculars
dropped to the line C'D from the points A and B, respectively. Prove that the line segments
A’C and B'D are equal in length. (3 points) (Proposed by L. Surdnyi, Budapest) B. 5231.

Prove that 3 k-2¥"! = 7 2"=%. (2% — 1) for all positive integers n. (4 points) B. 5232.
k=1 k=1
P is an interior point lying on the median drawn from vertex C of an acute-angled

triangle ABC' such that ZAPB = 180° — ZACB. Show that the line AB is tangent to
the circle APC'. (4 points) (Proposed by Sz. Kocsis, Budapest) B. 5233. The vertices
of a regular hexagon are labelled 1,2,...,6 in a random order. Then the absolute value
of the difference of the labels of the adjacent endpoints is written on each side of the
hexagon. Find the expected value of the sum of the six numbers written on the sides.
(4 points) (Proposed by J. Szoldatics, Budapest) B. 5234. A positive integer n is defined
to be a mythical number if each of its divisors is 2 smaller than a prime number. For
example, 15 is a mythical number. What is the largest possible number of divisors that
a mythical number may have? Find all mythical numbers that have the maximum number
of divisors. (5 points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 5235. Show that all prime
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numbers greater than 3 that occur in the Fibonacci sequence are of the form 4k + 1.
(5 points) B. 5236. Let a, b, ¢ denote positive real numbers such that abc = 1. Show that
a+a®+aP+o+P 4+ 4+ P+ < (@ + 02+ 62)2. (6 points) (Proposed by M. Lovas,
Budapest and M. Rozenberg, Israel) B. 5237. In a triangle, r denotes the inradius, R is the
circumradius, and s denotes the semiperimeter. Prove that if r + 2R = s then the triangle
is right angled. (6 points) (Proposed by R. Fridrik, Szeged)

New problems — competition A (see page 159): A. 821. a) Is it possible to find
a function f: N? — N such that for every function ¢g: N — N and positive integer m
there exists n € N such that set {k € N: f(n,k) = g(k)} has at least m elements? b) Is it
possible to find a function f : N2 — N such that for every function g : N — N there exists
n € N such that set {k € N: f(n,k) = g(k)} has an infinite number of elements? A. 822.
Is it possible to find rational numbers p, ¢ and r such that p+qg+r =0 and pgr = 17
(Proposed by Mdté Weisz, Cambridge) A. 823. For positive integers n consider the lattice
points S, = {(z,y,2) : 1<z <n,1<y<n,1<2<n, z,y,2 €N} Is it possible to find
a positive integer n for which it is possible to choose more than n./n lattice points from
Sn such that for any two chosen lattice points at least two of the coordinates of one
is strictly greater than the corresponding coordinates of the other? (Proposed by Endre
Csdka, Budapest)

Problems in Physics
(see page 186)

M. 412. Place several muffin cupcake paper cases into each other and carry out drop
experiments. Measure how the terminal speed of the cases depends on the number of
cases. Determine the drag coefficient of the cases.

G. 773. The Earth-Moon system revolves about the centre of mass of the two
celestial bodies with a period of 27.32 days, relative to the distant fixed stars. However,
in comparison, more than two days more time elapses between two full Moons, namely
an average of 29.53 days. Explain the difference between the two period values, and with
a simplified calculation show that the difference between them is indeed about two days.
G. 774. The diagram on page 187 shows the sur-

face flow velocity profile for the river Danube sm] | vm/s] | sm] | vm/g]
at bridge Erzsébet on 10 Marc 2018. On the 0 0.00 119 1.21
horizontal axis the distance s in metres mea- 17 0.41 136 1.14

sured from the left riverbank, and on the ver-

tical axis the speed of the water v in m/s can 34 1.00 153 L17
be seen. The attached table shows the recorded 51 1.05 170 1.17
data. Estimate the distance at which the river 68 1.15 187 1.10
would drift our boat down, if we were to row at ]5 1.19 204 1.07

a constant velocity of 1 m/s, perpendicularly to
the riverbank, to a ship which is at a distance
of 221 metres from the left riverbank. G. 775.
In a thermally insulated flask of negligible heat capacity, there is 1 kg very cold crushed
ice, to which 1 kg hot water of temperature 100 °C is poured. What was the temperature of
the ice originally if finally there are 2 litres of water at a temperature of 0 °C in the flask?
G. 776. Watch glasses are to be sterilized in a research laboratory by using UV light. In
the sterilization process UV light of total energy of 150 mJ should fall onto a 1 cm? surface
area of the watch glass. Estimate how long should the UV lamp be operated for this, if

102 1.26 221 1.02

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/3 191



2022.3.4 — 17:21 — 192. oldal — 64. lap KoMalL, 2022. mércius

—e

the lamp is point-like and it is 75 cm above the watch glass. According to the factory
data, the intensity of the UV light at a distance of 1 m from the lamp is 125 yW/cm?.

P. 5391. A stone is dropped into a deep well. The sound of the splash is heard 4.25 s
after the drop. How deep is the well if we carry out the calculation with g = 10 m/s?
and Vsound = 320 m/s? What is the depth of the well if instead we use the values of
g =9.81 m/s? and vsouna = 340 m/s? (We neglect air resistance.) P. 5392. A thin water

jet ejected vertically out of the central nozzle of a fountain reaches a height of H. The

“flow rate” of the water jet, i.e. the volume of water flowing out per unit time is ¢ = %

At what height h does a ball of mass m float when it is placed into the water jet? (We cén
assume that the total cross-section of the water jet reaches the ball, and that the water
splashes off from the ball in horizontal direction.) P. 5393. Threads are attached to two
small balls of masses m and M = 3m such that the other ends of the threads are fixed at
the same height, as it is shown in the figure on the left. The centres of the balls are then at
a depth of L below the suspension. Then the ball with the smaller mass is raised such that
the thread attached to it becomes horizontal (right figure), and then this ball is released.
The two balls collide head-on and totally elastically. a) Right before the collision what is
the total force exerted on the suspension by the two threads? b) What is this total force
right after the collision? ¢) Between the first and the second collisions of the balls what is
the greatest angle enclosed by the two threads? d) In the case of ¢) what is the direction
and the magnitude of the total force exerted by the threads on the suspension? ¢) What
is the angle enclosed by the threads and the vertical when the second collision occurs?
P. 5394. The semi-major and semi-minor axes of an ellipse-shaped uniform-density plate
of mass m are a and b, respectively. What is the rotational inertia of the plate with respect
to an axis which is perpendicular to the plane of the plate and goes through one end of the
major axis of length 2a? (The problem can also be solved by elementary considerations
not requiring higher mathematics.) P. 5395. One year ago, in March 2021, the first voice
message arrived from the Mars Perseverance Rover (go.nasa.gov/31y20E4). What might
the speed of sound in the atmosphere of the Mars be? P. 5§396. A sample of diatomic ideal
gas at a temperature T is enclosed in a vertical, thermally insulated container by an easily
moveable and thermally insulated piston. The gas is slowly heated, thus its volume begins
to increase. During heating, when the volume of the gas has just doubled, the piston
in the cylinder got stuck in the rim which narrowed the cylinder. Determine the final
temperature of the gas T, if it is known that 80% of the heat added to the gas was used
to increase the internal energy. P. 5397. A small object of charge Q@ = 107° C is fixed on
an insulated stand, which is at a distance of d = 10 cm from a big grounded metal plate.
a) What is the surface charge density of the metal plate at its point P, which is the closest
to the small object? b) What is the distance between P and that point of the plate at
which the surface charge density of the plate is one-third of the maximum surface charge
density value? P. 5398. A digital camera has an objective lens of focal length of 35 mm,
and its near point is at a distance of 25 cm. The near point is that smallest distance from
the sensor from which the objective can still focus. a) How does the distance of the near
point change if a ring is placed between the lens and the camera, such that the lens gets
12 mm further away from the sensor? b) Take a picture of an object at the near point,
with and without using the ring. What is the ratio of the sizes of the two images? P. 5399.
From a thin metal plate of width § a large conical surface was welded. A current of I
flows from the vertex of the cone A to a point B which lies on a slant height of the cone.
Determine both the magnitude and the direction of the current density vector at point C
on the surface of the cone, if C' opposite to B. It is known that the distance of AB is
equal to 3R and the distance between points B and C' is 2R.
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