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1. Amikor az érkezd goly6 vele azonos tomegii golyéval iitkozik, vagyis
m1 = me, akkor v; = 0 és vy = v. Tehat ha két azonos toémegi golyo iitkozik, azok
sebességet cserélnek. A folyamat els6 4 {itkozése ilyen lesz.

2. Ha a kisebb (m) témegi goly? iitkozik egy nagyobb (M) tomeglivel, akkor
(v >0 esetén) v; negativ lesz, tehat a kisebb témegili golyé balra fog visszapat-
tanni, a nagyobb tomegii goly6 pedig az iitkozés utan jobbra halad, hiszen annak
pozitiv lesz a sebessége. A balra haladé kis goly6 (az 1. esetnek megfelelden) sorra
sebességet cserél a téle balra 1évo golyokkal, ezért a bal oldali legszéls6 golyé végiil
balra fog mozogni, a tobbi kis golyd pedig megall. Ha két, egyenként M tomegi
goly iitkozik, akkor azok is csak sebességet cserélnek (1. eset).

3. Amikor a jobb oldali utolsé nagy golyé iitkozik a sor végén allo kis golyéval,
akkor my = M és mg = m, tehat my > mo. Ebben az esetben vy is és vy is pozitiv
lesz, azaz mindkét golyd jobbra fog mozogni az iitkozés utdan, és természetesen
v1 < vy is teljesiil.

Az {itkozéssorozat utén a bal oldali legszélsé (m tomegill) goly6 balra, a sor
jobb oldali szélén 1évé (M és m tomegill) két golyd jobbra fog mozogni, a tobbi
goly6 pedig egyhelyben marad.

Beke Botond (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

34 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1 pont) 7, hibds 7, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

10 mm - P. 5338. A bal oldali dbrén ldthaté modon
=== : eqy domindpdrt helyeziink el egy harmadikon.
59 mm a) Hatdrozzuk meg x lehetséges értékeit,
hogy a domindk egyensulyban legyenek.

b) Ezt kivetden tovabbi domindpdrokat he-
ip kL lyeziink el a jobb oldali abranak megfelelden.
Legfeljebb hdny domindt helyezhetink el a legal-
sora, hogy az egyensilyi dllapot fennmaradjon?

(5 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

Megoldas. a) Az aldtdmasztds bal oldalan kilégd rész x hosszat tigy kell meg-
valasztanunk, hogy a dominépar tomegkozéppontja a fliggbleges ,tartéhasab” folé
essen. A két felsé dominé S tomegkozéppontjanak elegendd a ,vizszintes” xg ko-
ordindtajat kiszamitanunk, hiszen a stabilitds feltételében csak ez szerepel. A do-
mindkat egyforma, homogén tomegeloszldsi hasaboknak tekintjiik. Az 1. dbrardl
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leolvashaté, hogy x4 = % =26, x5 = % =5és

rA+2xB
2

A tévolsdgokat milliméter egységekben mérjiik, és ezt a dimenzidt a tovdbbiakban
nem jelezziik.

Tg = = 15,5 mm.

B B B
N N
S S S
A SA | A
>
Zmin Tmax
1. abra 2. dbra

A 2. abran 14tszik, hogy @y, = zg — 10 = 5,5 é8 Tpa = x5 = 15,5. A domi-
nopar egyensulyanak feltétele ezek szerint:

5.5 < < 15,5.
(A két sz€1s6 helyzet labilis (instabil) egyenstilynak felel meg.)

k= n—2 darab

—2
k= 2 darab

3. abra

b) Helyezziik el elészor a domindpérokat a vizszintes asztallapra a 3. db-
rdan lathaté moédon. Ha a domindk n szdma meghalad egy nma.x értéket, akkor
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a3,4,5,6,...,n—1,n jelzésli (halvanysziirke) domindkbdl 4116 épitmény lebillen,
elfordul az 1 jeli dominé jobb fels6 éle koriil. Ez mindaddig nem kovetkezik be,
ameddig az épitmény tomegkozéppontjanak xp koordindtaja nem haladja meg
az alatamaszté feliillet 42 milliméteres hosszat. (Az x koordinatakat most a 4-es
jelit domind bal oldali lapjatél mérjiik.)

A 3-4 dominépar tomegkozéppontja — mint lattuk — az xp = 15,5 adattal adha-
t6 meg. A tovabbi domindparok tomegkozéppontja vizszintesen 10-10 milliméterrel
tolédik el jobbra, tehat az (n — 1)-edik és az n-edik dominéra

g =zp+(k—1)-10 =55+ 10k,

ahol k = "772 a halvénysziirke dominéparok szama. A stabilitds szempontjabol
fontos T tomegkozéppontra fenndll, hogy

- w — 10,5+ 5k = 5,5+ 2.5n.

Az xp < 42 feltétel akkor teljesiil, ha n < 14,6, vagyis a természetes szamok korében
n < 14. A vizszintes asztalon tehét legfeljebb 14 domindt (7 parat) helyezhetiink el
ugy, hogy stabil egyenstilyban legyenek. (Amennyiben még egy tovabbi vizszintes
dominét rakunk fel, a tomegkodzéppont 2 mm-rel tilnyulik a megengedett hataron.
Konnyen belathato, hogy ha az épitmény nem billen le a legalsé dominérol, akkor
mashol sem billenhet le.)

TR [1a Vajon raallithaté-e  (rdemelhet6-¢) ez
12 a 14 dominé egyetlen, a legkisebb lapjan allé
10 (0-val jelolt) dominéra? Ez akkor tehetd meg,
8 ha a 14 dominébdl all6 rendszer R tomegkozép-
6 pontja nincs messzebb az 1-es jelii dominé bal
4 13 oldali lapjatél, mint a dominé 52 milliméteres
hossza. A fenti képletekbél kiszamithatjuk, hogy
rr = 45,5 < 52, tehat a 4. dbrdn lathaté allapot
3] megvalosithato.

3| Megjegyzés. Amennyiben a 14 dominét nem
1 az asztalon rakjuk egymadsra, hanem a 0-val jelolt
elemre egyesével pakoljuk ra a tébbi dominét, akkor
az épitkezés kozben — dtmenetileg — stabilizalnunk
kell az ingatag szerkezetet. Ezt példaul a 4. abran
lathaté, szaggatott vonallal jelolt dominéval oldhat-
0 juk meg. Az ,allvanyt” az épitmény elkésziilte utan
ovatosan eltavolithatjuk.

. ab
4. dbra Szabo Mdrton (Szeghalom, Péter Andras Gimn.

és Kollégium, 11. évf.)
dolgozata alapjan

55 dolgozat érkezett. Helyes Szabdé Mdarton megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 14,
hidnyos (1-3 pont) 34, hibds 6 dolgozat.
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P. 5354. Motoros jdtékvonat halad R sugari, koér alaki pdlydn, dllandd nagysd-
gu v sebességgel. A kor kozéppontjdtol d < R tdvolsdgra egy dllandd, fo frekvencidji
hangot kibocsato, pontszeri hangforras helyezkedik el. A vonatra eqy mikrofont rég-
zitink. Milyen hatdrok kozott vdltozik a mikrofon dltal €szlelt hang frekvencidja?
(A hang sebessége c.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdaté, Biatorbagy

I. megoldas. Legyen a vonat kor alaku palyajanak kozéppontja O, a rogzitett
hangforrds helye F, a vonat pillanatnyi helye pedig a korpélya P pontja (lasd
az 1. dbrat). Ale, fo frekvencidji hangot kibocsaté hangforras hangjat egy mozgd
megfigyeld (esetiinkben a mikrofon) a Doppler-effektus szerint

Fea(e?)

frekvencigjunak észleli, ahol u az észleld sebességének a hangforrds irdnydba mutatd
komponense.

A hangforras helyét pl. az abran lathaté § szoggel adhatjuk meg. Bontsuk
fel a mikrofon v nagysagu sebességvektorat egy PF-fel parhuzamos és egy arra
merdleges komponensre. A parhuzamos sszetevot jeloljitk u-val. A hangforras és
a mikrofon tavolsidga u = vsin a sebességgel csikken, ahol o az OPF szog. A leg-
nagyobb észlelt frekvencia u legnagyobb értékének, vagyis a legnagyobb értékének
felel meg. Mivel az OPF haromszogre felirhato szinusztétel szerint

sina = = sin 3,

ez a maximumét sin 8 = 1, vagyis § = 90°-nél veszi fel. Ezek szerint (sin &) pmax = }%,
Umax = %v, tehdt a mikrofon &ltal észlelt legnagyobb frekvencia

v d
fmax:f0(1+cR>-

1. dabra 2. dbra
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Hasonlé médon kapjuk a hangforrdstoél tavolodé mikrofon altal észlelt frekven-
ciacsokkenést is. Ha tiikrozziik a P pontot az OF egyenesre, az F és P’ pontok
tavolodasdanak sebessége ugyanakkora lesz, mint F' és P kozeledésének sebessége
volt (2. dbra). Mivel u legnagyobb értéke %u az észlelt frekvencia legkisebb értéke:

v d
fmin:fo (I—CR>

Kopenczei Csandd (Bonyhad, Petéfi S. Ev. Gimn. és Koll., 11. évf.) és
Yokota Adan (G6dollsi Torsk Igndc Gimn., 12. évf.) dolgozata alapjin

II. megoldas. A hangmagassag valtozasat a Doppler-effektussal magyarazzuk.
Eszerint az fy frekvencidju, a levegéhoz képest allé hangforras frekvenciajat egy,
a hangforrashoz u sebességgel kozeledé (vagy tdvolodd) mikrofon

(=)

nagysagunak rogziti. A feladatunk tehat u legnagyobb értékének meghatarozasa.

Két test tavolsadga nem fiigg attdél, hogy milyen
koordinata-rendszerben szamitjuk ki azt. Valasszuk
azt a koordinata-rendszert, amelynek origdja a kor-
pélya O kozéppontjaban van, és w = % szogsebes-
séggel forog az O pont koriil a vonat krmozgédsaval
megegyezd iranyban. A jatékvonat — ebben a for-
g6 vonatkoztatasi rendszerben — mindig ugyanazon
a helyen &ll, a hangforras pedig egy d sugaru korpa-

3. dbra lyan u = dw = U—Rd sebességgel egyenletesen mozog

(3. dbra).
A vonat és a hangforras tavolsdga akkor valtozik a leggyorsabban, amikor
a hangforrds éppen az F} pontban van, ahol a sebessége az all6 vonat irdnyaba
mutat, vagy az F, pontban, ahol a sebessége a vonattal ellentétes iranyu. Ilyenkor
F és P kozeledésének, illetve tavolodasanak sebessége u, a megvaltozott frekvencia
legnagyobb és legkisebb értéke tehdt

vd vd

fmax = fO (1 + ]‘EC) s illetve fmin = fO (1 — }%) .

Megjegyzés. A forgé koordindta-rendszerben a hangforrds mozog, az észleld (mikro-
fon) pedig 4ll. Ennck ellenére a Doppler-effektusnak nem az f = fo—— képletét alkal-

c—u
maztuk, hanem az all6 hangforrasra vonatkozé f = fo Ctu Osszefiiggéssel szamoltunk. Ezt

azért tehettitk meg, mert a forgé vonatkoztatdsi rendszerben a levegé is mozog (forog), és
a Doppler-effektusnél mindig a kézeghez viszonyitott sebességek szamitanak.

(G. P.)

28 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 9, hidnyos
(1-3 pont) 3, hibds 1, nem versenyszer( 1 dolgozat.
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P. 5356. Vizszintes talajon fekszik eqy téglalap keresztmetszetd gerenda. A tég-
lalap vizszintes oldala L, fliggdleges oldala H hosszusdgu. Elhanyagolva a kézegel-
lendlldst, honnan és hogyan kell elugrania eqy szocskének, hogy a lehetd legkisebb
energiardforditassal sikeriljon datugrania ezt a gerenddt? Hol lesz az ugrdsi parabola
fokuszpontja ebben az esetben?

(5 pont) Radnai Gyula (1939-2021) feladata

Megoldas. A szocske az elugrasa utan parabolapalyan fog mozogni. Ez a pa-
rabola nyilvan a gerenda leghosszabb oldalélére meréleges sikban fekszik, elegendd
tehét ezt a sfkot vizsgdlni. (Ha a szdcskének lenne ,hosszanti” irdnyu sebessége,
akkor ennek nulldra csokkentésével csokkenthetné az energiaraforditést.)

Ha a szocske palyagorbéje a gerenda felsd éleit6l véges tavolsagra haladna,
akkor az elugréas helyének és iranyanak valtozatlanul tartasa mellett kisebb kezdo-
sebesség (kisebb energiardforditds) is elegendé lenne (1. dbra). A szaggatott vonal-
lal jelolt parabolapélyanal kedvezébb a folytonos vonallal jelolt palyahoz tartozo
mozgas. A palyagorbének tehat legalabb az egyik fels6 élet ,érintenie” kell, an-
nak kozvetlen kozelében kell elhaladnia. Ha ugyanekkor nem érintené a gerenda
masik fels6 élét, akkor (a kezddsebességet és az elugras szogét valtozatlannak tart-
va) az elugrés helyének megvaltoztatdsdaval olyan paraboldhoz juthatndnk, amelyik
a gerenda felett, attol véges tavolsagban halad, tehédt ez sem lehet a legkedvez&bb
elrendezés (2. dbra).

L R
H| \
a \
d
1. dbra 2. dbra

Optimalis esetben a parabola szimmetriatengelye a gerenda téglalap alaku
keresztmetszetének fiiggéleges kozépvonalanal taldlhatd, és a parabola illeszkedik
a téglalap mindkét fels csucsara. A 3. dbra jeloléseit hasznélva felirhatjuk, hogy

L
vitcos o = 3 valamint vy sina = gt,

ahol t azt az id6t jeloli, amennyi alatt a szdcske a D pontbdl a palyagorbe legma-
gasabb (M-mel jelslt) pontjdba keriil. Ebbél a két egyenletbdl ¢ kikiiszobolése utan
kapjuk, hogy
2 gL
vy = — .
sin(2a)

Irjuk fel most az energiamegmaradds torvényét a K és D pontok kozotti

mozgasra:
1 1
—muvy = —mv] +mgH,
2 2
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Yy
M
U1
D/« P C
L
Vo H
3 x
K A B
3. abra

vagyis
gL
sin(2a)

v8:29H+v%:29H+

Innen leolvashatjuk, hogy vy akkor minimalis (akkor legkisebb a szdcske energiara-
forditdsa az elugraskor), amikor sin (2a) = 1, vagyis a = 45°.

Hatarozzuk meg a parabola
f(z) = az® + bz +c
alakban keresett egyenletét a 3. dbran lathaté koordindta-rendszerben. Mivel a C' =

= (%, H) ésa D= ( — %, H) pontok rajta vannak a parabolan, teljesiil, hogy

LY L LV L
H=qalZ= Z i1l H=a|l-=) —b= +c.
a<2>+b2—|—c, illetve a( 2) b2+c

2
Ezekbdl kovetkezik, hogy b=0és c= H — aLT, vagyis a parabola egyenlete:

fz)=ua <x2 — Lj) + H.

Lattuk, hogy a parabola meredeksége a D pontban tga = tg45° = 1. A pa-
rabola ismert tulajdonsaga szerint ez a meredekség éppen kétszerese a DM szeld

meredekségének:
—al?/4 1
1= 2(2/2/, ahonnan a=-7,
tehat a palyagorbe egyenlete:
L 22
=H+—-——.
fa)=H+T -

Megjegyzés. Ugyanezt az Osszefiiggést differencidlszamitdssal is megkaphatjuk.
f'(z) = 2ax, ami az xp = —L/2 helyen —2aL/2 = 1, vagyis a = —1/L.
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A szocske elugrdasénak xx < 0 koordinatajat az f(xx) = 0 feltételbdl kapjuk

meg:
/ L2

vagyis az elugrasi hely és a gerenda szélének K A tavolsaga

L2
d=\[HL+ -

2|

Az elugras szogét a vizszintes irdnyu sebesség allanddésagat kifejezé vgcosf =
= v cos 45° Osszefiiggésbdl kaphatjuk meg:

cos B = o L
C V2u |\ 2(L+2H)

4H
tgB=4/1+ —=.
gpB +7

amit igy is kifejezhetiink:

Megjegyzés. Ezt az Osszefiiggést differencidlszamitdssal is megkaphatjuk. Az f(z)

fiiggvény derivaltja az xx = —/HL + (L?/4) helyen:

4H
tgB = f(zrrx) = 20z = /1 + -

Hétra van még a legkisebb energiaraforditashoz tartozé parabolapalya fékusz-
pontjanak meghatdrozdsa. A szimmetria miatt ez a pont a gerenda M P szim-
metriatengelyén, vagyis az y tengelyen talalhaté. Egy optikai analdgia segitségével
konnyen belathatjuk, hogy a fokuszpont éppen a DC' szakasz felez6pontja, vagy-
is a gerenda fels6 lapjanak P pontja. Képzeljiik el, hogy a szocske palyagorbéje
egy parabolatiikérnek (forgdsparaboloidnak) a szimmetriatengelyére illeszkedd sik-
kal val6 metszete. Ha erre a tiikorre az AD egyenes mentén haladé fénysugar esik,
az (o = 45° miatt) vizszintesen halad tovabb. Mésrészt a tiikor szimmetriatengelyé-
vel parhuzamos fénysugarak a fokuszpont irdnydba verédnek vissza, a fékuszpont
tehat csakis a P pont lehet. (Ennél a megfontoldsndl hallgatdlagosan felhasznél-
tuk azt a tényt is, hogy a parabola geometriai értelemben vett fékuszpontja és
a parabolatiikor fizikai értelemben vett fékuszpontja egybeesik.)

Gdbriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) és
Seprddi Barnabds Bendegiz (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

43 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 6, hidnyos
(1-3 pont) 18, hibas 6 dolgozat.
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