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II. dijban és 50000 Ft pénzjutalomban részesiil

Seres-Szabé Marton, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium 11. osztalyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Addm Réka és Fazakas
Tiinde).

III1. dijban és 40000 Ft pénzjutalomban részesiil

Fleiner Zsigmond, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és
Gimnézium 12. osztdlyos tanuléja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn, Dobos
Sdndor és Juhdsz Péter), aki javithaté hibétdl eltekintve helyesen oldotta meg
az elso feladatot és kis hianyossaggal oldotta meg a masodik feladatot,

Varkonyi Zsombor, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuldja (tandrai Fazakas Tiinde, Kocsis Szilveszter, Pdsa
Lajos és Dobos Sdandor), aki lényegében helyesen oldotta meg az elsé feladatot és
helyes megoldast adott a masodik feladatra.

Dicséretben és 20000 Ft pénzjutalomban részesiil

Csaplar Viktor, a Budapesti Fazekas Mihély Gyakorlo Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium érettségizett tanuldja (tandrai Fazakas Tiinde és Kocsis Szilveszter), aki
apro hidnyossagtdl eltekintve helyesen oldotta meg az elsé feladatot és részeredmé-
nyeket ért el a harmadik feladatban.

A versenybizottsag eziton készoni meg minden versenyzo, felkészité tanar és
a lebonyolitasban koézremiik6do kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

A 2021. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak megoldasa

1. A sikbeli derékszogi koordindtarendszer P; = (a;,b;) (i = 0,1,2) pontjai dl-
tal alkotott hdromszégnek az O = (0,0) origd belsé pontja. Mutassuk meg, hogy
a PhOPy, PhOPy, PLOP, hdaromszigek teriiletei (ebben a sorrendben) akkor és csak
akkor alkotnak mértani sorozatot, ha az

aox® + a1z + ag = boz® + bz + by =0
egyenletrendszernek van valos x megolddsa.

1. megoldas. Legyenek to, t1, to a feladatbeli teriiletek (ezeket pozitiv szdmok-
nak tekintjiik a hdromszogek koriiljardsi irdnyatdl fiiggetleniil). Legyen v; = (a;, b;).
A tovp + t1vy + tavy vektor mindegyik v;-vel parhuzamos (pl. vo-lal azért, mert
a vi és vy vektorok vg-ra meréleges komponensének aranya a —t, :¢; ardnnyal
egyezik meg), ezért nullvektor.

Vegyiik észre, hogy a feladatbeli egyenletrendszer ekvivalens az z2vg + xvy +
+ vy = 0 vektoregyenlettel. Ha to, t1, tg mértani sorozat, akkor a kvociens meg-
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oldasa a feladatbeli egyenletrendszernek. Forditva, ha = megoldasa a feladatbeli
egyenletrendszernek, akkor

0=0—-1t,0= (tQVO +t1vy + tQVQ) — tg(ﬂ?QVO +axvy + Vg) =
= (to — tQSCQ)VO =+ (tl — tga?)vl,

ahonnan, mivel vy és v; nem parhuzamos, to = 22ty és t; = xto, tehdt to, t1, to
mértani sorozat.

2. megoldés (vézlat). Vegyiik észre, hogy a P; pontokat az origd koriil tetszé-
leges szoggel elforgatva a kérdéses teriiletek nem valtoznak, mésrészt a két régi
egyenlet linearis kombindci6jaként eléallithaté mindkét 4j egyenlet, és forditva.
Ez azt jelenti, hogy elegendd az elforgatott pontokra beldtni a feladatbeli ekvi-
valenciat. Hasonléan, minden pont x koordinatajat megszorozhatjuk ugyanazzal
a pozitiv valés szammal.

Konnyen lathato, hogy ilyen transzforméciék egymasutanjdaval minden esetben
eljuthatunk egy olyan ponthdrmashoz, amelynél Py = (1,0), P, = (0,1), valamint
Py = (—a, —b) valamely pozitiv a, b valds szamokra. Ekkor a teriiletek:

to=a/2, t;1=0/2, ta=1/2
a két egyenlet pedig a kovetkezo:
> —a=0, z—-b=0,
mely esetben a kérdéses ekvivalencia nyilvanvalo.

2. Csodaorszdg n vdrosa kozitt n légitdrsasdg tizemeltet jaratokat. Minden
egyes légitdrsasdghoz pdratlan sok wvdros tartozik, mondjuk vi,vs,...,v;, amelyek
kozdtt korjdratot tizemeltet mindkét irdnyban: a vjvjyy, illetve a vj41v; jdratokra
lehet jegyet vdltani 1 < j < i esetén, ahol v;y1 = v1. Igazoljuk, hogy taldlhato pa-
ratlan sok vdros, mondjuk uy, us, ..., ur Ugy, hogy az uits, UsUs, . . ., Ug—1Uk, Uk U]
jaratokra lehet jegyet vdltani csupa kilonbozo légitarsasdgndl.

Megoldéds. Minden lépésben vilasszunk egy 1j légitdrsasidgot (amit kordbbi
lépésekben még nem vilasztottunk) és ennek a tdrsasidgnak egy jaratat (azaz két
vérost, amik kozott kozlekedik) arra iigyelve, hogy a kivdlasztott jéaratokkal ne
lehessen korutazéast csindlni. Ezt addig csinaljuk, ameddig tudjuk. Legfeljebb n — 1
1épés lehetséges, hiszen n csicsi kormentes grafnak maximum n — 1 éle lehet. Tehat
mindenképp lesz olyan légitarsasdg, amit egyik 1épésben sem vélasztottunk.

Vegyiik azt az allapotot, amikor elakadunk. A kivalasztott jaratok altal meg-
hatarozott graf kormentes, igy szitkségképpen paros graf, ami azt jelenti, hogy
a varosok megszinezhetck piros és kék szinnel igy, hogy minden kivalasztott ja-
rat egy piros és egy kék varos kozott megy. Most vegyiink egy légitarsasagot, amit
egyik 1épésben sem valasztottunk. Az ehhez tartozé paratlan kornek biztosan van
olyan éle, ami két egyszinli varost kot ossze. Mivel mar nem tudtunk tébb 1épést
tenni, ez az él biztosan kort alkot néhany kivalasztott éllel. Ennek a kérnek minden
jarata més légitarsasdghoz tartozik, és biztosan paratlan hosszi, mert két egyszinii
varost kivalasztott éleknek csak paros hosszu utja kothet ssze, végeztiink.
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3. Adott az A1 B3 Ay By A3 Bs hirhatszog, amelynek A1By, As B és A3 Bs atldi
egy ponton mennek dt. Minden i =1,2,3 esetén az A;B; és az A;4+1Ai42 dtlok
metszéspontja C;, tovabba D; olyan, a B;-tdl kiilonbozd pont a hatszog koré irt
kiron, amelyre a B;C;D; kir érinti az A;11Ai+2 egyenest. (A pontokat modulo 3
szamozzuk, tehdt Ay = Ay és Ay = As.) Igazoljuk, hogy az A1 Dy, AsDy és A3Ds
szakaszok egy ponton mennek dt.

Megoldas. Mivel az A; 1 A;42 egyenes érinti a B;C; D; kort, a D; pont a koriilirt
kornek ugyanazon az A;41 4,12 ivén van, mint a B;, tehat az A;-vel szemkozt; az Aq,
D3, As, Dy, Az, Dy ebben a sorrendben kovetik egymédst a koron.

Lemma. Bdrmely P) P, P3P, P5Ps hurhatszégben a Py Py, PoPs és P3Ps dtlok
akkor €s csak akkor mennek dt egy ponton, ha

PPy - P3P, - PsPs = PPy - P,Ps - PsP,.

Bizonyitis. A Lemma &llitdsa valdjaban a Ceva-tétel trigonometrikus alakja-
nak atfogalmazasa. Ha a koriilirt kor sugara r, kozéppontja O, akkor a keriileti és
kozépponti szogek tételébol

(1a) PP, 2 sin% _ sin P Ps Po<

Py Py B 2Tsin% sin Py Ps Py<t’

és hasonldéan

(1b) P3Py sin P3P Pyt Ps Py sin Ps P3 Py <t
e es = .
P4P5 SiIlP4P1P5<I P6P1 sinP6P3P1<I

A Ceva-tételt a Py P3Ps hiaromszogre alkalmazva, a Py Py, P3Ps és PsP» sza-
kaszok akkor és csak akkor mennek at egy ponton, ha
sinP1P5P2<i sin P3P1P4<f sin P5P3P6<I .
sin PyP;P3<t sin PyPyPs<t sin PgPsPi<t
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ami (la) és (1b) szerint azzal ekvivalens, hogy

PP, P3P, P;Ps .
PyPy PyPs PsP,

Kozvetlen bizonyitas a Lemma allitasara. Ha a harom atlé egy kozos (Q ponton
megy at, akkor az egyenl6 keriileti szogek miatt QP Po/A ~ QPs Py, QP3Py/\ ~
~ QP1P6A és QP5P6A ~ QP3P2A, ezért

P1P2.P3P4.P5P6:QP1.QPB.QP5:1
PyPs PPy PPz QPs QP QF3

Megfordftva, ha P1P2 : P3P4 . P5P6 =
= P2P3 . P4P5 . P6P17 akkor legyen Q =
=P PyNP,Ps, és legyen Pi a koriil-
irt kor és a P3() egyenes metszéspontja.
Az el8bbiek szerint Py Py - P3Py - PsPi =
= PyPs - PyPs - PiPy; a kettét osszevetve
P5P6 : P6P1 = P5Pé : P6/P1, mérpedlg €z
az arany egyértelmiien meghatarozza a Py
pontot, ezért P = Ps. (Nincs sziikség 14,
de az altaldanossag csorbitasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy a PsPgP; koriv félkornél
rovidebb, és akkor még vilagosabban lat-
szik az egyértelmiiség.)

A feladat megoldasa. A feltétel és a lemma szerint A;Bs - As By - A3By =
= B3As - B1 A3 - Bo Ay, és azt kell igazolnunk, hogy

A1D3 . A2D1 . A3D2 = D3A2 . D1A3 . DgAl.

Eloszor vizsgdljuk azt az esetet,

D,
B
. amikor a D1 pont az As-t nem tartal-
maz6é BiAs koriven van. Legyen a ko-
A A, riilirt kor és a D;C; félegyenes metszés-
pontja Fy, ez az As-at nem tartalmazd
A1 As koriven fekszik.
A keriileti szogek tételébol
AC1Bi<t = C1D1Bi<« = E1D1B1< =
= 1 A1 B4,
llgy AlEl || A2A3; az A1E1A2A3 Hégy—
sz0g szimmetrikus trapéz, amelyben
Al E1

AgEl == A1A3 és A3E1 = A1A2.
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A 01A3A1A ~ ClBlAQA és OlAlAgA ~ 01A3B1A hasonléségokbél

ABy Az és B4z A1 Ay ABy  AzAr C1Ay
CiB;  Ci43 CiB1  Ci14y’ BiAs  A1Asy CiAs

Hasonlbéan, a C1 AzFE1 /A ~ C1 D1 As /A és C1E1As/\ ~ C1 A3 D1 A hasonlésagokbdl

A Dy - A3k - A1 A és D1 As - E1 Ay - AzAy
C1Dy  CiAs  ChAs C1D; Ch4y  Ci1As’

tehat

tehat
AaDy  AjAy CiA;

DiA;  AsA, O A5

FEzekbdl azt kapjuk, hogy

A2D1 o A2B1 AlA%
D1As  BiAs AzAY

(2)

Ha a D; pont az Asz-at nem tartalmazé As B iven van, akkor az As és As
szerepének felcserélésével, ugyanezekkel a lépésekkel juthatunk el a (2) képlethez.

Az indexelést ciklikusan elforgatva, az (2) megfelel6i
AsDo A3 By AQA% , Ai1Ds A1 B3 AgA%

— és —

DyAy — ByAy A A2 DsA;  BsAy, AyA2

Végiil

D1A; DyA, DsA;  \B1A; AzA? ByA; A A2 BsA, Ay A2

_ A3By A3By A1Bz
n B1A3 By A, BgAQ o

Megjegyzés. A (2) képletet hasonlésdgok helyett projektiv geometriai eszkdzokkel,
kettdsviszonyokkal is bizonyithatjuk.

Legyen I az AsAs irdnyud idedlis pont. A kériilirt kort az A; pontbdl az AsAs
egyenesre, majd a D; pontbdl visszavetitve,

(A2, Az; B1, E1) = (A2, A3;C1, 1) = (Aa, A3; Dy, Av);

kibontva
A2B1 . E1A3 _ A2D1 . A1A3
B1A3 . AgEl - D1A3 . 1421417
AsDy  A3By E1As-A1Ay  AsBr A1A3
D1A3 B B1A3 AQEl -A1A3 o BlA3 AlAg
Pach Péter Pal
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