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Jelentés a 2021. évi Kiirschak Jozsef Matematikai
Tanul6versenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2021. évi Kiirschak J6zsef Matematikai
Tanuléversenyt oktober 8-dn 14 6rai kezdettel rendezte meg. A kovetkezd nyolce
helyszinen irtdk meg a versenydolgozatot a résztvevok: Budapest, Debrecen, Gyor,
Kecskemét, Miskolc (két helyszinen), Pécs és Szeged.

A Tarsulat elncksége a verseny lebonyolitasara az alabbi bizottsdgot kérte fel:
Biré Andrds, Frenkel Péter, Harangi Viktor, Kés Géza, Maga Péter (titkdr), Pach
Péter Pdl (elnok), Toth Géza. A bizottsdg szeptember 1-jei iilésén a kovetkezd
feladatokat tiizte ki:

1. A sikbeli derékszigii koordindtarendszer P; = (a;,b;) (i = 0,1,2) pontjai dl-
tal alkotott hdromszognek az O = (0,0) origd belsd pontja. Mutassuk meg, hogy
a PyOPy, PhOP,, PLOP, hdromszigek teriiletei (ebben a sorrendben) akkor és csak
akkor alkotnak mértani sorozatot, ha az

a0x2 +a1x +ay = b0x2 +biz+by=0
egyenletrendszernek van valds x megolddsa.

2. Csodaorszdg n vdrosa kozitt n légitdrsasdg izemeltet jaratokat. Minden
egyes légitdrsasdghoz pdratlan sok wvdros tartozik, mondjuk vi,vs,...,v;, amelyek
kozott korjdratot tzemeltet mindkét iranyban: a vjvjy1, illetve a vjy1v; jdratokra
lehet jegyet valtani 1 < j < i esetén, ahol viy1 = v1. Igazoljuk, hogy taldlhato pd-
ratlan sok vdros, mondjuk uy, us, ..., ur Ugy, hogy az uits, UsUs, . . ., Ug—_1Uk, UpU]
jaratokra lehet jegyet vdltani csupa kiilonbozé légitdrsasdgndl.

3. Adott az A1 B3As By A3Bs hirhatszig, amelynek A1 By, As By és A3Bs dtloi
eqy ponton mennek dt. Minden i =1,2,3 esetén az A;B; és az Aj11A;40 dtlok
metszéspontja C;, tovabbd D; olyan, a B;-tdl kilonbozd pont a hatszog koré irt
kirdon, amelyre a B;C;D; kor érinti az A;x1Aive egyenest. (A pontokat modulo 3
szdmozzuk, tehdt Ay = Ay és A5 = Ay.) Igazoljuk, hogy az A1Dy, AsDs és A3Ds
szakaszok egy ponton mennek dt.

A bizottsag a beérkezett dolgozatok atnézése utan, november 16-ai iilésén
a kovetkezo jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le: a 78 regisztralt versenyzd
koziil 73-an vettek részt a versenyen, és t6liikk Osszesen 64 dolgozat érkezett be.

Az idei versenyen az els6 feladatot 21-en, a masodik feladatot 5-en, a har-
madik feladatot pedig 3-an oldottdk meg helyesen vagy lényegében helyesen. Bar
mindegyik feladatra sziilettek helyes megoldédsok, két feladatnal tobbet egyetlen
versenyzo sem oldott meg, igy a versenybizottsiag idén nem ad ki I. dijat.

Egy versenyzo helyesen oldotta meg az elsd és a harmadik feladatot. Ezért
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II. dijban és 50000 Ft pénzjutalomban részesiil

Seres-Szabé Marton, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium 11. osztalyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Addm Réka és Fazakas
Tiinde).

III1. dijban és 40000 Ft pénzjutalomban részesiil

Fleiner Zsigmond, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és
Gimnézium 12. osztdlyos tanuléja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn, Dobos
Sdndor és Juhdsz Péter), aki javithaté hibétdl eltekintve helyesen oldotta meg
az elso feladatot és kis hianyossaggal oldotta meg a masodik feladatot,

Varkonyi Zsombor, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuldja (tandrai Fazakas Tiinde, Kocsis Szilveszter, Pdsa
Lajos és Dobos Sdandor), aki lényegében helyesen oldotta meg az elsé feladatot és
helyes megoldast adott a masodik feladatra.

Dicséretben és 20000 Ft pénzjutalomban részesiil

Csaplar Viktor, a Budapesti Fazekas Mihély Gyakorlo Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium érettségizett tanuldja (tandrai Fazakas Tiinde és Kocsis Szilveszter), aki
apro hidnyossagtdl eltekintve helyesen oldotta meg az elsé feladatot és részeredmé-
nyeket ért el a harmadik feladatban.

A versenybizottsag eziton készoni meg minden versenyzo, felkészité tanar és
a lebonyolitasban koézremiik6do kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

A 2021. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak megoldasa

1. A sikbeli derékszogi koordindtarendszer P; = (a;,b;) (i = 0,1,2) pontjai dl-
tal alkotott hdromszégnek az O = (0,0) origd belsé pontja. Mutassuk meg, hogy
a PhOPy, PhOPy, PLOP, hdaromszigek teriiletei (ebben a sorrendben) akkor és csak
akkor alkotnak mértani sorozatot, ha az

aox® + a1z + ag = boz® + bz + by =0
egyenletrendszernek van valos x megolddsa.

1. megoldas. Legyenek to, t1, to a feladatbeli teriiletek (ezeket pozitiv szdmok-
nak tekintjiik a hdromszogek koriiljardsi irdnyatdl fiiggetleniil). Legyen v; = (a;, b;).
A tovp + t1vy + tavy vektor mindegyik v;-vel parhuzamos (pl. vo-lal azért, mert
a vi és vy vektorok vg-ra meréleges komponensének aranya a —t, :¢; ardnnyal
egyezik meg), ezért nullvektor.

Vegyiik észre, hogy a feladatbeli egyenletrendszer ekvivalens az z2vg + xvy +
+ vy = 0 vektoregyenlettel. Ha to, t1, tg mértani sorozat, akkor a kvociens meg-
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oldasa a feladatbeli egyenletrendszernek. Forditva, ha = megoldasa a feladatbeli
egyenletrendszernek, akkor

0=0—-1t,0= (tQVO +t1vy + tQVQ) — tg(ﬂ?QVO +axvy + Vg) =
= (to — tQSCQ)VO =+ (tl — tga?)vl,

ahonnan, mivel vy és v; nem parhuzamos, to = 22ty és t; = xto, tehdt to, t1, to
mértani sorozat.

2. megoldés (vézlat). Vegyiik észre, hogy a P; pontokat az origd koriil tetszé-
leges szoggel elforgatva a kérdéses teriiletek nem valtoznak, mésrészt a két régi
egyenlet linearis kombindci6jaként eléallithaté mindkét 4j egyenlet, és forditva.
Ez azt jelenti, hogy elegendd az elforgatott pontokra beldtni a feladatbeli ekvi-
valenciat. Hasonléan, minden pont x koordinatajat megszorozhatjuk ugyanazzal
a pozitiv valés szammal.

Konnyen lathato, hogy ilyen transzforméciék egymasutanjdaval minden esetben
eljuthatunk egy olyan ponthdrmashoz, amelynél Py = (1,0), P, = (0,1), valamint
Py = (—a, —b) valamely pozitiv a, b valds szamokra. Ekkor a teriiletek:

to=a/2, t;1=0/2, ta=1/2
a két egyenlet pedig a kovetkezo:
> —a=0, z—-b=0,
mely esetben a kérdéses ekvivalencia nyilvanvalo.

2. Csodaorszdg n vdrosa kozitt n légitdrsasdg tizemeltet jaratokat. Minden
egyes légitdrsasdghoz pdratlan sok wvdros tartozik, mondjuk vi,vs,...,v;, amelyek
kozdtt korjdratot tizemeltet mindkét irdnyban: a vjvjyy, illetve a vj41v; jdratokra
lehet jegyet vdltani 1 < j < i esetén, ahol v;y1 = v1. Igazoljuk, hogy taldlhato pa-
ratlan sok vdros, mondjuk uy, us, ..., ur Ugy, hogy az uits, UsUs, . . ., Ug—1Uk, Uk U]
jaratokra lehet jegyet vdltani csupa kilonbozo légitarsasdgndl.

Megoldéds. Minden lépésben vilasszunk egy 1j légitdrsasidgot (amit kordbbi
lépésekben még nem vilasztottunk) és ennek a tdrsasidgnak egy jaratat (azaz két
vérost, amik kozott kozlekedik) arra iigyelve, hogy a kivdlasztott jéaratokkal ne
lehessen korutazéast csindlni. Ezt addig csinaljuk, ameddig tudjuk. Legfeljebb n — 1
1épés lehetséges, hiszen n csicsi kormentes grafnak maximum n — 1 éle lehet. Tehat
mindenképp lesz olyan légitarsasdg, amit egyik 1épésben sem vélasztottunk.

Vegyiik azt az allapotot, amikor elakadunk. A kivalasztott jaratok altal meg-
hatarozott graf kormentes, igy szitkségképpen paros graf, ami azt jelenti, hogy
a varosok megszinezhetck piros és kék szinnel igy, hogy minden kivalasztott ja-
rat egy piros és egy kék varos kozott megy. Most vegyiink egy légitarsasagot, amit
egyik 1épésben sem valasztottunk. Az ehhez tartozé paratlan kornek biztosan van
olyan éle, ami két egyszinli varost kot ossze. Mivel mar nem tudtunk tébb 1épést
tenni, ez az él biztosan kort alkot néhany kivalasztott éllel. Ennek a kérnek minden
jarata més légitarsasdghoz tartozik, és biztosan paratlan hosszi, mert két egyszinii
varost kivalasztott éleknek csak paros hosszu utja kothet ssze, végeztiink.
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3. Adott az A1 B3 Ay By A3 Bs hirhatszog, amelynek A1By, As B és A3 Bs atldi
egy ponton mennek dt. Minden i =1,2,3 esetén az A;B; és az A;4+1Ai42 dtlok
metszéspontja C;, tovabba D; olyan, a B;-tdl kiilonbozd pont a hatszog koré irt
kiron, amelyre a B;C;D; kir érinti az A;11Ai+2 egyenest. (A pontokat modulo 3
szamozzuk, tehdt Ay = Ay és Ay = As.) Igazoljuk, hogy az A1 Dy, AsDy és A3Ds
szakaszok egy ponton mennek dt.

Megoldas. Mivel az A; 1 A;42 egyenes érinti a B;C; D; kort, a D; pont a koriilirt
kornek ugyanazon az A;41 4,12 ivén van, mint a B;, tehat az A;-vel szemkozt; az Aq,
D3, As, Dy, Az, Dy ebben a sorrendben kovetik egymédst a koron.

Lemma. Bdrmely P) P, P3P, P5Ps hurhatszégben a Py Py, PoPs és P3Ps dtlok
akkor €s csak akkor mennek dt egy ponton, ha

PPy - P3P, - PsPs = PPy - P,Ps - PsP,.

Bizonyitis. A Lemma &llitdsa valdjaban a Ceva-tétel trigonometrikus alakja-
nak atfogalmazasa. Ha a koriilirt kor sugara r, kozéppontja O, akkor a keriileti és
kozépponti szogek tételébol

(1a) PP, 2 sin% _ sin P Ps Po<

Py Py B 2Tsin% sin Py Ps Py<t’

és hasonldéan

(1b) P3Py sin P3P Pyt Ps Py sin Ps P3 Py <t
e es = .
P4P5 SiIlP4P1P5<I P6P1 sinP6P3P1<I

A Ceva-tételt a Py P3Ps hiaromszogre alkalmazva, a Py Py, P3Ps és PsP» sza-
kaszok akkor és csak akkor mennek at egy ponton, ha
sinP1P5P2<i sin P3P1P4<f sin P5P3P6<I .
sin PyP;P3<t sin PyPyPs<t sin PgPsPi<t
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ami (la) és (1b) szerint azzal ekvivalens, hogy

PP, P3P, P;Ps .
PyPy PyPs PsP,

Kozvetlen bizonyitas a Lemma allitasara. Ha a harom atlé egy kozos (Q ponton
megy at, akkor az egyenl6 keriileti szogek miatt QP Po/A ~ QPs Py, QP3Py/\ ~
~ QP1P6A és QP5P6A ~ QP3P2A, ezért

P1P2.P3P4.P5P6:QP1.QPB.QP5:1
PyPs PPy PPz QPs QP QF3

Megfordftva, ha P1P2 : P3P4 . P5P6 =
= P2P3 . P4P5 . P6P17 akkor legyen Q =
=P PyNP,Ps, és legyen Pi a koriil-
irt kor és a P3() egyenes metszéspontja.
Az el8bbiek szerint Py Py - P3Py - PsPi =
= PyPs - PyPs - PiPy; a kettét osszevetve
P5P6 : P6P1 = P5Pé : P6/P1, mérpedlg €z
az arany egyértelmiien meghatarozza a Py
pontot, ezért P = Ps. (Nincs sziikség 14,
de az altaldanossag csorbitasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy a PsPgP; koriv félkornél
rovidebb, és akkor még vilagosabban lat-
szik az egyértelmiiség.)

A feladat megoldasa. A feltétel és a lemma szerint A;Bs - As By - A3By =
= B3As - B1 A3 - Bo Ay, és azt kell igazolnunk, hogy

A1D3 . A2D1 . A3D2 = D3A2 . D1A3 . DgAl.

Eloszor vizsgdljuk azt az esetet,

D,
B
. amikor a D1 pont az As-t nem tartal-
maz6é BiAs koriven van. Legyen a ko-
A A, riilirt kor és a D;C; félegyenes metszés-
pontja Fy, ez az As-at nem tartalmazd
A1 As koriven fekszik.
A keriileti szogek tételébol
AC1Bi<t = C1D1Bi<« = E1D1B1< =
= 1 A1 B4,
llgy AlEl || A2A3; az A1E1A2A3 Hégy—
sz0g szimmetrikus trapéz, amelyben
Al E1

AgEl == A1A3 és A3E1 = A1A2.
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A 01A3A1A ~ ClBlAQA és OlAlAgA ~ 01A3B1A hasonléségokbél

ABy Az és B4z A1 Ay ABy  AzAr C1Ay
CiB;  Ci43 CiB1  Ci14y’ BiAs  A1Asy CiAs

Hasonlbéan, a C1 AzFE1 /A ~ C1 D1 As /A és C1E1As/\ ~ C1 A3 D1 A hasonlésagokbdl

A Dy - A3k - A1 A és D1 As - E1 Ay - AzAy
C1Dy  CiAs  ChAs C1D; Ch4y  Ci1As’

tehat

tehat
AaDy  AjAy CiA;

DiA;  AsA, O A5

FEzekbdl azt kapjuk, hogy

A2D1 o A2B1 AlA%
D1As  BiAs AzAY

(2)

Ha a D; pont az Asz-at nem tartalmazé As B iven van, akkor az As és As
szerepének felcserélésével, ugyanezekkel a lépésekkel juthatunk el a (2) képlethez.

Az indexelést ciklikusan elforgatva, az (2) megfelel6i
AsDo A3 By AQA% , Ai1Ds A1 B3 AgA%

— és —

DyAy — ByAy A A2 DsA;  BsAy, AyA2

Végiil

D1A; DyA, DsA;  \B1A; AzA? ByA; A A2 BsA, Ay A2

_ A3By A3By A1Bz
n B1A3 By A, BgAQ o

Megjegyzés. A (2) képletet hasonlésdgok helyett projektiv geometriai eszkdzokkel,
kettdsviszonyokkal is bizonyithatjuk.

Legyen I az AsAs irdnyud idedlis pont. A kériilirt kort az A; pontbdl az AsAs
egyenesre, majd a D; pontbdl visszavetitve,

(A2, Az; B1, E1) = (A2, A3;C1, 1) = (Aa, A3; Dy, Av);

kibontva
A2B1 . E1A3 _ A2D1 . A1A3
B1A3 . AgEl - D1A3 . 1421417
AsDy  A3By E1As-A1Ay  AsBr A1A3
D1A3 B B1A3 AQEl -A1A3 o BlA3 AlAg
Pach Péter Pal
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Gyakorl6 feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Hatdrozzuk meg a kovetkezd kifejezés el6jelét, ha n tetszdleges természe-

tes szam: o1 S
ony1  ontly1 (6 pont)
b) Hany valés megoldédsa van a
sin (a: + I) = cos (290 - z)
3 3
trigonometrikus egyenletnek a ]0; 7[ intervallumon? (7 pont)

2. A 12. évfolyam tanuldi koziil 25-en matematikabdl, 40-en pedig torténelem-
bol tettek emelt szinti érettségi vizsgat. Az érdemjegyek eloszlasat a kovetkezd
kordiagramokon latjuk:

Matematika Torténelem

3-as
50%

a) A kordiagramok alapjan toltsiik ki az alabbi gyakorisdgi tabldzatot. (4 pont)

Tantdrgy \ jegyek 3 4 5
Matematika

Torténelem

b) Hatérozzuk meg a torténelem eredmények atlagat, medidnjdt és szordsdt.
(3 pont)
¢) A matematikabdl 3-ast szerzék koziil legaldbb hdny tanulénak kellett volna
4-est kapnia, hogy a tobbiek valtozatlan teljesitménye mellett a matematika atlag
legalabb 3,8 legyen? (6 pont)

3. Az Andréssy gimnazium gélyatdboranak egy sportversenyéhez a kovetkezo
palya késziilt el az udvar betonjan: egy korben az egy pontbdl kiindulé 10 m és 15 m
hosszd hirok egyméssal 35°-o0s szoget zdrnak be. A jatékosoknak a hurok (nem
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kozos) végpontjabdl indulva kell megszerezni a kor kozéppontjaban 1évé labdat,
majd visszafutni a kiindulasi helytiikre.

a) Készitsiink a szovegnek megfeleld dbrat a lényeges adatok feltiintetésével.
(2 pont)
b) Legaldbb mekkora utat kell megtenni egy-egy jatékosnak? (4 pont)

¢) Kata azt allitja, hogy a jatékosok kiinduldsi helye és a labda alkotta harom-
szog teriilete legfeljebb 25 m?. Igaza van-e Katanak? (6 pont)

4. Adott az 22 + y? — 142 — 12y + 65 = 0 egyenletii kor és a P(3;9) pont.

a) A jrajta”, Jkiviil”, ,beliil” szavak koziil {rjuk a pontozott vonalra azt, ame-
lyikkel az alédbbi éllitds igaz lesz. Szdmoldssal is igazoljuk a vélaszt. (3 pont)

APpont ............ van a fent megadott egyenleti korvonalon.

b) Hatérozzuk meg az origén és a P ponton dtmend g egyenesnek az x tengely
pozitiv felével bezart szogét. A szog értékét egy tizedesjegy pontossdggal adjuk
meg. (3 pont)

c) frjuk fel a megadott kor azon érintGjének egyenletét, amelynek nincs kozos
pontja a III. siknegyeddel, nem megy &t az origdén, és ami az y tengelyt az origo-
tol kétszer olyan tavolsdgban metszi, mint az x tengelyt, tovabba a tengelyekkel
alkotott haromszog teriilete a legkisebb. (7 pont)

II. rész

5. a) Egy {a,} szémtani sorozat differencidja 4, az elsé n tag dsszege 1825,
és az elsd tag megegyezik ezen osszeadott tagok szémdval. Tagja-e ennek az {a, }
sorozatnak a 81157 (6 pont)

Julesi 2018. januér 1-jén betett a bankba egy bizonyos 6sszeget, évi 5%-os ka-
matra igy, hogy a bankszamldjan a minden év végén esedékes kamatokat tokésitette
(nem vette ki). Harom év elteltekor megemelte a megtakaritott pénzét az éppen
bent 1évének a 20%-4val. Ett6] kezdve méar csak 4%-os évi kamatot kapott a bankin-
tézettol. A kovetkez6 év els6 napjan pedig kivette az addig megtakaritott pénzének
a 10%-4t. 2025. januar 1-jén szeretné felvenni az Osszes pénzét. Testvére, Anna
egyszerre kezdett vele takarékoskodni ugyanakkora Gsszeggel.

b) Hany %-os, alland6 évi kamatot kellene kapnia ahhoz Anndnak betét és
kivét nélkiili takarékossag esetén, hogy a két testvérnek ugyanannyi megtakaritott
pénze legyen 2025 elsé napjan? A kamatlab értékét egy tizedes pontossaggal adjuk
meg. (4 pont)

Karacsonyra Franci az dbrdn lathatd, négy cikkbol allo,
tengelyesen szimmetrikus feny6fa diszt kezdte el rajzolni egy
papirra. Egy 5 cm sugaru félkorbdl indult ki, eggyel feljebb
lépve, a korcikk sugarat a felére, kozépponti sz6gét 3 részére
valtoztatta, mikozben a korcikk kozéppontjat a felette 1évo
koriv felezési pontjaba tette. Elgondolkodott azon, ha ezt
az eljarast végtelen sokdig tudna folytatni, lenne-e a mintanak
véges teriilete.
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¢) Ha igen, pontosan mekkora lenne, és az hédny %-a annak a minimélis terii-
letti téglalap teriiletének, amelynek két oldala parhuzamos a feny6fa tengelyével?
(6 pont)

6. a) AJ ATEK Kft. 1j homokozé vodre csonkakip alakid. Ha a vodorbe
beletesziink egy 14 cm atmérojt labdat, akkor az érinti a vodor aljat, és egy korben
a vodor oldalét is. A vodor aljanak atmérdje 12 cm, felsé nyilasanak dtmérdje 18 cm.
A vodrot kiviil is, beliil is vizallé réteggel festik be. Hany liter festékre van sziikség
1000 darab vodor elkészitésekor, ha 1 négyzetméternyi feliilet festéséhez 0,5 dl
festéket hasznalnak, és a vodor falvastagsaga elhanyagolhat6? (8 pont)

b) Panni és Peti koktélos poharakbdl bodzaszorpot iszik. A po-
har fels6 része forgaskup alakid, melynek magassaga 8 cm, alkotéja
10 cm, és 7 cm ,magasan all benne” az {idit6. Hany milliméterrel
emelkedik meg a bodzaszorp ,,szintje”, ha a poharba hiarom darab,
2 cm élu jégkockat tesziink, és azok mar teljesen elolvadtak? A va-
laszt egészre kerekitve adjuk meg. (Tekintsiink el a jég olvaddsakor
kozismerten bekovetkezd térfogatvéltozastol.) (8 pont)

7. Adott két teljes graf. Az els grafnak 4-gyel tobb csicsa és 62-vel tobb éle
van, mint a masodiknak.

a) Hany csicsa van annak a teljes grafnak, amelynek annyi éle van, mint
az adott két teljes graf élei és csticsai szaméanak Osszege? (6 pont)

Legyen az A halmaz az f(x) = v/ —222 + 5x + 3 fiiggvény értelmezési tartoma-
nya, a B halmaz pedig a log 3 (4x — 3) > log s (2z 4 7) egyenl6tlenség megolddshal-
maza. T T

b) Hatarozzuk meg az AN B, az AU B és az A\ B halmazokat. (6 pont)

Tiz barat, Anna, Bea, Cili, Déri, Emese, Fruzsi, Gabor, Huba, Istvan és Jédnos
moziba megy. A jegyek az els sorba egymds mellé szélnak.

¢) Hényféleképpen iilhetnek le, ha a négy fii azt kérte, hogy mindegyikiik
kozvetleniil két lany kozott iilhessen? (4 pont)

8. Adott a NoSelejt cég altal gydrtott valamely termék K(z) = 2% — 1222 +
+ 48z koltségfiiggvénye és a B(xz) = 300z bevételfiiggvénye, ahol z az eléallitott
mennyiséget jelenti (széz darabban), mig a K () és a B(x) értékei millié forintban
értend8k. A nyereséget a bevételek és a koltségek kiilonbsége adja.

a) Hatdrozzuk meg azt a termékmennyiséget, amely esetén a cég nyeresége
maximalis. (5 pont)

b) Hatarozzuk meg a K (x) fiiggvény grafikonja és a grafikon x = 3 abszcissz4ju
pontjahoz tartozo érinté altal hatarolt korlatos, zart sikidom teriiletének mérdsza-
mat. (9 pont)

¢) Adjunk példat olyan egyvéltozds valds f fiiggvényre (ha létezik), amely diffe-
rencidlhat6 a valds szdmok halmazén, és f/(3) = 0, de az x = 3 nem szélséértékhelye
f-nek. (2 pont)
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9. Peches Pal nagyon szereti a kapards sorsjegyeket. Kedvence a Lutri sorsjegy,
melynek ara 500 Ft, és a sorsjegyek 25%-a nyerd. Palnak (most csak) négy darab
500 forintosa van. Bemegy egy lottézdéba, és elhatdrozza, hogy addig vésdrolja
kedvenc sorsjegyét, amig nem nyer, vagy ameddig a pénze el nem fogy.

a) Hatdrozzuk meg a P4l dltal a sorsjegy(ek)re elksltott 500 forintosok szama-
nak varhaté értékét és szdérasat. (7 pont)

Pal haromféle tomegkozlekedési eszkozzel tudja munkahelyét megkozeliteni,
éspedig busszal, metréval, illetve villamossal, ezért (is) kombindlt bérlettel rendel-
kezik. Az esetek 25%-dban busszal megy, a metrét pedig négyszer olyan gyakran
hasznalja, mint a villamost. A buszon atlagosan minden negyedik, a villamoson &t-
lagosan minden tizedik alkalommal ellenérzik a bérletét, mig annak a valészintisége,
hogy a metrén kap ellenérzést, 0,85.

b) Egyik alkalommal ellenérizték a bérletét. Mennyi annak a valdsziniisége,
hogy villamossal utazott? (6 pont)

Egyik nap (a munkanap végén) Pal egy 6tfés barati tdrsasdg tagjaként busszal
utazott haza. Az egyik megalléban ellendrok szdlltak fel, és a buszon (aktudlisan)
tartozkodd 48 utasbdl taldlomra kivélasztott tiz embernek a bérletét (vagy jegyét)
ellenérizték.

¢) Mennyi annak a valészin(isége, hogy az 6tfés bardti tarsasigbdl legalabb két
{6t ellendriztek? (3 pont)

Marczis Gyérgy (Gyula)
Molnar Istvan (Gyula)
Molnar Judit (Gyula)

Rékéané Rézsa Aniké (Békéscsaba)

Megoldasvazlatok a 2022/1. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Hdrom pénzvdlto vdllalkozds aktudlis forint-eurd drfolyamait ismerjik:

Vétel | Eladas | Illeték
Els6 348,50 | 352,90 | nincs

a tranzakcié osszegének 0,3%-a,
de maximum 1500 Ft

Harmadik | 350,00 | 352,50 | 400 Ft

Miésodik | 351,00 | 352,00

A vételi darfolyam adja meg, hogy a valutavdlte hany Ft-ért vesz meg az tgy-
féltél 1 eurdt. Az eladasi drfolyam adja meg, hogy a valutavdlté hdny Ft-ért ad
el az dgyfélnek 1 eurdt. Végil az illeték adja meg, hogy minden egyes pénzvaltasi
tranzakcio utdn mekkora dijat kell pluszban kifizetni.
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a) Anndnak 250 eurdra volt sziiksége. Mennyit kellene ezért fizetnie az egyes
pénzvdltokndl? (3 pont)
b) Baldzs 600000 Ft-ért vett eurdt az Elsé Pénzvdltdndl. Késébb kideriilt, hogy
nem lesz rd sziiksége, ezért visszavdltotta a pénzt forintra a Mdsodik Pénzvdltondl.
Hdny forint vesztesége keletkezett? (4 pont)
¢) Hatdrozzuk meg, hdny eurd vdsdridsa esetén lesz a Harmadik Pénzvdltdé
a legkedvezébb dtvdltasi ajinlat. (7 pont)

Megoldas. a) Els6nél: 250 - 352,90 = 88225 Ft.

Mésodiknal: 250 - 352 = 88000 Ft, plusz ennek a 0,3%-a, ami 264 Ft, tehét
Osszesen 88264 F't.

Harmadiknal: 250 - 352,50 + 400 = 88 525 Ft.

b) A 600 ezer Ft-ért % ~ 1700 eurét kapott. A pénz visszavaltdsakor
1700351 = 596 700 Ft-ot kapna vissza, de ki kell fizetnie az illetéket. Az 596 700 Ft
0,3%-a 1790,10 Ft, de ez meghaladja az illeték maximadlis 6sszegét, tehat 1500 Ft

illeték terheli a tranzakciot.

fgy 596 700 — 1500 = 595200 Ft-ot kap kézhez, tehat 4800 Ft vesztesége kelet-
kezik a két tranzakcion.

¢) Ha n eurdt valtunk, akkor a Harmadik Pénzvélté ajanlata abban az eset-
ben kedvez6bb az Els6é Pénzvalté ajanlatandl, ha 352,5n + 400 < 352,9n. Ebbdl
400 < 0,4n, azaz 1000 < n.

A Harmadik Pénzvalté ajanlata abban az esetben kedvez6bb a Masodik Pénz-
valté ajanlatandl, ha 352,5n + 400 < 352n - 1,003 és 352,5n + 400 < 352n + 1500.
Innen egyrészt 352,5n + 400 < 353,056n, azaz 400 < 0,556n, azaz 719,42 < n, mas-
részt 0,5n < 1100, azaz n < 2200.

Ezeket sszevetve tehat 1000 és 2200 kozotti mennyiségii eurd valtasa esetén
lesz a Harmadik Pénzvalté ajanlata a legkedvezSbb.

2. a) Melyik az a legkisebb olyan TT-tel oszthatd négyjeqyl pozitiv egész szdm,
amelyik pontosan hdrom kiilonbozé szamgjegyet tartalmaz? (4 pont)

b) Hdny olyan négyjegytl pozitiv egész szdm wvan, amelyik pontosan hdrom
kiilonbozd szdmjegyet tartalmaz? (4 pont)
¢) Hany olyan négyjeqyt pozitiv egész szdm van, amely a7 és a 11 kizil legaldbb
az eqyikkel oszthatd? (4 pont)

Megoldas. a) A legkisebb 77-tel oszthatd négyjegyti pozitiv egész szdm az 1001.
Ez nem jé, mert csak két kiillonbozé szamjegyet tartalmaz.

A kovetkez6 az 1078, ez sem jé, mert ez pedig négyet.
A kovetkez6 az 1155, ez sem jé, mert ez megint csak kettot.

A kovetkezd az 1232, ez pontosan hdrom kiillonb6z6 szamjegyet tartalmaz,
ezért ez a keresett szam.

b) A hérom kiilonbozé szdmjegy koziil az egyik kétszer, a masik kett8 egyszer
fordul elé a szamban.
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Ha az ismétlédé szamjegyek egyikével kezdddik a szam, akkor a parja 3-féle he-
lyen dllhat. Ez a szdmjegy (mivel 0-val nem kezd6dhet szdm) 9-féleképpen, a mésik
két szamjegy 9, illetve 8-féleképpen valaszthatd ki. Ez 3-9-9-8 (= 1944) lehet6ség.

Ha nem az ismétl6do szamjegyek egyikével kezdddik a szdm, akkor a két ismét-
16d8 szémjegy 3-féle helyen allhat. Az els§ szamjegy (mivel 0-val nem kezdédhet
szam) 9-féleképpen, a masik két szdmjegy 9, illetve 8-féleképpen valaszthaté ki. Ez
ismét 3-9-9-8 (= 1944) lehetdség.

Azaz Gsszesen 3888 a feltételeknek megfelelé négyjegyii szam van.

¢) 1001 és 9996 kozott 22201000 11 = 1286 darab 7-tel oszthaté szam van.

1001 és 9999 kozott w + 1 =819 darab 11-gyel oszthaté szam van. Ezek

koziil 7-tel és 11-gyel (tehdt 77-tel) is oszthato w + 1 =117 darab.

Ezeket a 7-tel és a 11-gyel oszthatdak kozott is megszamoltuk, tehat 7 és
11 koziil legaldbb az egyikkel oszthaté (1286 4+ 819 — 117 =)1988 darab négyjegyii
Szam.

3. a) Egy szdmtani sorozat elsé 10 tagjdnak dsszege megegyezik az ezt kivetd
5 tag dsszegével. A sorozat 19-edik tagja a T77. Hatdrozzuk meg a sorozat elsd tagjdat
és differencidjdt. (7 pont)
b) Egy mértani sorozat elsd 2 tagjanak dsszege hatszorosa a sorozat harmadik
tagjinak. A sorozat 4-edik tagja az 1. Hatdrozzuk meg a sorozat elsd tagjat €és
hdnyadosat. (6 pont)

Megoldas. a) Jelolje a szdmtani sorozat n-edik tagjat a,,, differencidjat pedig d.
A szamtani sorozat Osszegképletével:

(a1 + alo) -10 _ (a11 + CL15) -5
2 2 '

A 10., 11. és 15. tagot az elso tag és a differencia segitségével atirva:

(20,1 + 9d) -10 . (2(11 + 24d) -5
2 B 2 ’

2a1 4+ 9d = a1 + 12d,
ap = 3d

Ezt felhasznalva a19 = a1 + 18d = 21d = 777, ahonnan d = 37, tehat a; = 111.

Ellendrzés: a1g = 444, a1 = 481, a15 = 629, az els6 10, és az ezt koveto 5 tag
Osszege valéban egyenl6 (2775).

b) Jelolje a mértani sorozat n-edik tagjat a,, hdnyadosat pedig g.
a1 +a1q = 6a1q2.

A nemnulla a;-gyel osztva és rendezve: 0 = 6¢*> — ¢ — 1. Az egyenlet gyokei (tehdt
a hédnyados lehetséges értékei) 1/2 és —1/3.

(o7} 1
a’l = — = —
3 37
q q
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innen az elsé tag 8 és a hdnyados 1/2, vagy pedig az els6 tag —27 és a hdnyados
—1/3.

Ellendérzés: 8+4 =6-2, illetve =27+ 9 = 6- (—3), és a 4. tag mindkét esetben
valéban 1.

4. a) Igaz-e a kévetkezd dllitas?

Ha x = 3, akkor f(x) = 222 — 10z + 14 értéke pozitiv primszdmmal egyenlé.

Fogalmazzuk meg az dllitas megforditdsat. Igaz-e az dllitas megforditisa? A va-
laszt indokoljuk. (5 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazdin:
|2sin? z + 3sinx — 1] = 1. (7 pont)

Megoldas. a) Igaz, hiszen f(3) = 2, ami valéban prim.
Az 4llitds megforditdsa: Ha f(z) = 222 — 10z + 14 értéke pozitiv primszam,
akkor x = 3. A megforditott allitds hamis.

Példaul f(z) = 22? — 10z + 14 = 2 esetén nulldra rendezés utén z; = 3 vagy
x9 = 2 adodik, tehat nem biztos, hogy x = 3.

b) Az abszolutérték jelet elhagyva:
2sin®xz 4+ 3sinz —1 =1 vagy 2sin’z+3sinz—1=—1,
tehét
2sin’x 4+ 3sinz —2=0 vagy 2sin’z+ 3sinz = 0.
Az egyenletek sin z-ben mésodfokiak, gyokeik 1/2 és —2, illetve 0 és —1,5, melyek
kozil (sinz értékkészlete miatt) csak sinz = 1/2 és sinax = 0 lehetséges. Ekkor
x = ¢ +2km vagy © = %ﬂ + 2w vagy © = mn (k,l,m € Z).

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

II. rész

5. Nagyi a 31,5 cm x 30 cm (belsé) méretd tepsijében siitott siiteményt az uno-
kdinak. A sitemény 4 cm magas lett. Nagyi a stitemény négy oldaldt és a tetejél be
szeretné vonni csokikrémmel.

a) Hdany dkg csokikrémre lesz ehhez sziiksége, ha 1 dm? feliilet bevondsdhoz
2 dkg csokikrém elegendé? A wvdlaszt egészre kerekitve adjuk meg. (3 pont)

Az unokdi kézil ugyanannyian szeretik a siitemény ,szélét”, mint a ,kézepét”.
Ezért Nagyi szeretne a stitemény szélébol mind a négy oldalon eqy azonos szélesséqgii
cstkot levagni ugy, hogy a levdgott részek alapterilete és a siitemény kiozepének
alapteriilete egyenld legyen.

b) Hatdrozzuk meg a levigandd csik szélességét. (7 pont)
Nagyi minden unokdjinak ugyanannyi szeletet szeretne adni a stiteménybol.

Ha 10-5 szeletre vagnd a stiteményt, akkor az osztds utin 2 szelet megmaradna.
Ha 9 -5 szeletre vagnd, akkor 3 szelet, ha pedig 10 - 4 szeletre vdgnd, akkor 4 szelet
maradna meg az osztds utdn.

¢) Hany unokdja van Nagyinak? (6 pont)
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Megoldas. a) A bevonandé feliilet 6t téglalapbdl &ll; ezek teriiletosszege:
A=315-30+2-(31,5-4+30-4) = 1437 cm? = 14,37 dm*.

FEnnek bevonasahoz 14,37 - 2 =~ 29 dkg csokikrémre lesz sziiksége.

b) A levéagott csik szélességét jelolje x. Ekkor a kozépen megmaradé téglalap
méretei: 31,5 — 2z, illetve 30 — 2x. Ennek a téglalapnak a teriilete fele a teljes
slitemény alapteriiletének:

31,5 - 30
(31,5 — 22)(30 — 2x) = ’T

Rendezés utén: 422 — 123z + 472,5 = 0. Ennek az egyenletnek a gyokei 26,25 (mely
nyilvdn nem megolddsa a feladatnak) és 4,5.

Tehat 4,5 cm szélességii csikot kell Nagyinak levagnia.

Ellendrzés: a 22,5 x 21-es rész teriilete (472,5) valéban fele a teljes siiti alap-
teriiletének (945).

¢) 50 szeletbdl 2 megmarad, tehdt a 48 oszthaté az unokdk szdméval.
45 szeletbdl 3 megmarad, tehat a 42 oszthaté az unokak széamaval.
40 szeletbdl 4 megmarad, tehat a 36 oszthaté az unokak szdmaval.

Az unokak szdma ezért csak a 36, 42 és a 48 kozos osztdi koziil keriilhet ki,
ezek: 2, 3 és 6.

2 és 3 azonban nem lehet az unokdk szama, mert akkor vagy az 50 vagy a 45
szeletbol nem maradt volna az osztas utéan, tehat Nagyinak 6 unokéja van.

6. Egy szabdlyos 10-szdg alaki asztal egy oldald- As
nak hossza 50 cm. Erre az asztalra egy olyan kor ala-

ki teritot készitenek, amely sehol nem log le az asz-

A

talrol. Ao A,
a) Hatdrozzuk meg a legnagyobb ilyen teritd te-

riiletét. (8 pont) Ag As
b) Legfeljebb hany szdzalékdt tudja lefedni ez

a teritd az asztal teriletének? (3 pont) Ag

Az

Jelolje Fy az A1Ag és Fy az AsAy szakaszok felezdpontjat. Az asztallapot
az Agly és az A1gFs egyenesekkel négy részre osztjak. Jelolje M a két egyenes
metszéspontjdt.

¢) Igazoljuk, hogy az A1gAgAsM négyszig és az FoAsAsFy M étszdqg teriilete
eqyenld. (4 pont)

Egy szabdlyos 10-sz0g cstucsai kozil véletlenszerien kivalasztunk hdrmat, igy
egy hdromszog csucsait kapjuk.

d) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a hdromszig tompaszégit? (6 pont)

Megoldas. a) A lehetséges legnagyobb kor alaki terité a szabdlyos 10-szigbe
irhat6é kornek felel meg, melynek kozéppontjat jeloljitk O-val. A szabélyos 10-
szog felbonthat6 10 darab egybevdgd, 36°-o0s szarszogli egyenld szari haromszogre.
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A beirhaté kor r sugara egyben az A1 0 As egyenld szari hdromszog alaphoz tartozoé
magassaga:
r=25-tg72° = 76,94 cm.

A kor alaki teritd teriilete Tierses = 27 = 18600 cm? = 1,86 m?.

b) Az asztal teriiletét a 10 darab egyenld szari haromszog teriiletének ssze-
geként hatarozzuk meg:

50 - 76,94
Tasatal = 10 - ———— ~— =19235 cm?.
Ha sehol nem 16g le az asztalrdl a terito, akkor az asztal teriiletének % <100 =~
~ 96,7%-4t fedi le.
A F1 A2 C) Az AgAgAloAlFl és A10A1A2A3F2 Otsz06-
. gek egybevagdk, mert a megfelel oldalaik hossza
P és a kozbezdrt szogeik is megegyeznek (vagy egy
Ao A, —az O pont koriili — 72°-0s forgatds a két alakza-
tot egymadsba viszi).
Ag As Mindkét 6tszogb6l elhagyva a kozos AygAy Fy1 M
négyszoget, a maradék teriileteknek is meg kell
A egyeznitik.

Az

d) Elészor osszeszamoljuk, hany olyan tompaszogli hdromszog van, melynek
tompaszogii csticsa A;. Tompaszogii haromszog esetén a koriilirt kor O kdzéppontja
a haromszogon kiviil van.

Ha a mdsodik csics Ag, 3 lehetdség van (Ag-t6l Aqp-ig).

Ha a mésodik csics Az, 2 lehetdség (Ag-t8l Ajp-ig).

Ha a méasodik csics Ay, 1 lehetdség (Aqp).

Ha a tompaszogii csics Ap, akkor tehdt 6 haromszog van.

Barmelyik cstucsndl lehet a tompaszog, igy a tompaszogii haromszogek szama

10 -6 = 60. A 10 cstics kozill harmat (130) = 120-féleképpen tudunk kivélasztani.

A keresett valdszintiség %% =0,5.

7. Az egyetemen 220 didk irt meg eqy dolgozatot, az dtlag szdzadokra kerekitve
3,82 lett. (Csak az 1, 2, 3, 4, 5 egész értéki osztdlyzatok lehettek az eredmények.)

a) Legaldbb és legfeljebb hany 5-6s dolgozat sziiletett, ha nem volt 1-es?
(7 pont)
Egy szabdlyos dobokockdval hdromszor eqgymds utdn dobunk.

b) Hatdrozzuk meg annak a valdszinidségét, hogy valamelyik dobott szdm a mdsik
két dobott szamnak szamtani vagy mértani kozepe lesz. (6 pont)

¢) Hatdrozzuk meg annak a valdszindségét, hogy a dobott szdmok kozétt van
6-0s, feltéve, hogy valamelyik dobott szam a mdsik két dobott szamnak a szamtani
vagy mértani kozepe. (3 pont)
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Megoldas. a) A dolgozatok pontos x dtlagéra 3,815 < x < 3,825. A pontszdmok
S Osszegére 3,815 -220 < S < 3,825 - 220, azaz 839,3 < S < 841,5, tehat S = 840
vagy S = 841.

Legtobb 5-6s akkor lehetséges, ha a 2-esek (a gyenge osztdlyzatok) szdma minél
nagyobb. Ha z darab 5-6s volt, akkor legfeljebb 220 — z lehet a 2-esek szama. Ebbdl
S > (220 — 2) -2+ 2 -5 = 3z + 440. Innen » < 540
z egész szam) z < 133 adddik.

Ha z = 133, akkor az 5-6s0k Osszege S5 =5 - 133 = 665, a maradék 175 vagy
176 Osszeget 220 — 133 = 87 darab jegybdl kell elérni. Ez lehetséges, pl. 86 darab
2-es és egy darab 3-as vagy egy 4-es segitségével.

, azaz (figyelembe véve, hogy

Az 5-6s0k szama tehdt legfeljebb 133. Az 5-6s6k minimalis szama 0. Ez meg-
valosulhat példdaul 180 darab 4-es és 40 darab 3-as esetén.

b) Teljesiil a feltétel, ha a hdrom dobott szdm egyforma. Ez 6 lehetdség.

Ha az a értékii dobas a mésik két (nem a értékii) dobas szamtani kozepe, akkor
a masik két dobds a — d és a + d, valamilyen alkalmas d-re.

d =1 esetén a lehetséges értékei 2, 3, 4 vagy 5.
d = 2 esetén a lehetséges értékei 3 vagy 4.
d > 2 nem lehetséges.

Ha az a értékii dobds a mdsik két (a-val nem egyenld) b és ¢ értékii dobds
mértani kozepe, akkor a? = be, tehdt az egyik dobés értékének négyzete egyenld
a masik kettének a szorzatdval. A dobdsok lehetséges értékeit figyelembe véve csak
22 = 1 - 4 lehetséges, tehat a harom dobés 1, 2 és 4.

Mind a hét felsorolt esetben a harom kiilénb6z6 értéket 3! = 6-féle sorrendben
dobhatjuk, ez tehat Gsszesen 42 lehet6séget jelent. Osszesen 6 + 42 = 48 a felté-
teleknek megfeleld dobassorozat van. Az Osszes lehetséges dobdssorozatok szama
62 = 216, a keresett val6szintiség tehat % = % ~ 0,222.

¢) A b) feladatban osszeszamolt 48 megfeleld dobdssorozat (e feladat tekin-
tetében az Osszes eset) koziil a kedvezd esetek azok, amelyekben van 6-os. Ezek:
2-4-6 (6-féle lehetséges sorrend), 4-5-6 (6-féle lehetséges sorrend) és 6-6-6 (1-féle
lehetséges sorrend). Ez Osszesen 13 dobdssorozat. A keresett valdsziniiség tehat
B~ 0271

8.a) Azy = %x — gazz egyenleti gorbe €s az x-tengely dltal hatdrolt zart tar-

tomanyt két részre osztja az y = %;E egyenleti eqyenes. Hatdrozzuk meg a két rész
tertletének ardnydt. (8 pont)

b) Egy hdromszig cstcsai a koordindta-rendszerben A(0;0), B(3;0) és C(3;4).
A hdromszoget megforgatjuk a leghosszabb oldala koril. Hatdrozzuk meg az igy
kapott forgdstest felszinét és térfogatdt. (8 pont)

Megoldas. a) Megkeressiik a gorbe és az z-tengely metszéspontjait:
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ahonnan = = 0 vagy = = 6. A gorbe és az z-tengely altal hatarolt teriiletet tehat
(a Newton-Leibniz-szabdly felhasznaldséval) az

6
8 4
/ <3x — 9332) dx
0
integral adja meg.

6
4 4 4 1°
/ <8x . x2> do = [xQ = :c?’} = 48 — 32 = 16 teriiletegység.

egyenlet megoldasabdl kapjuk.

4 1

ahonnan x = 0 vagy = = 3, a kozos pontok tehat (0;0) és (3;4).
A gorbe alatti teriiletet az = 3 egyenes két szimmetrikus részre vagja, melyek
teriilete 8-8 teriiletegység.

A (0;0), (3;0) és a (3;4) pontok altal meghatdrozott hdromszog teriilete
6 teriiletegység. Az egyenes tehat egy 2 és egy 14 egység teriiletil részre végja
a megadott tartomanyt, ezek ardnya igy 1: 7.

b) Az ABC héromszog derékszogli, leghosszabb oldala az 5 egység hosszi AC
atfogd. Ha a hdromszoget megforgatjuk az AC oldal koriil, a keletkezett forgastest
egy kettéskip (két, kozos alaplappal rendelkez6 kiip) lesz. A kipok kozos alaplap-
janak sugara a haromszog atfogéjahoz tartozé m magassaga. A hdromszog teriiletét
kétféleképpen felirva:

AC-m  AB-BC
2 2 7

Innen m = 2,4.

A Pitagorasz-tétellel kapjuk, hogy ez a magassig egy 1,8 és egy 3,2 egység
hosszusagu részekre osztja a haromszog atfogdjat. A kettéskup térfogata:

_2,42-77-3,2+2,42-7r-1,8_2,42-7r-5

|4
3 3 3

= 9,6m ~ 30,2 térfogategység.

A forgastest felszine a két kippaldst teriiletének 6sszege. A kipok alkotdi a derék-
szogl haromszog befogdi, tehat 3, illetve 4 egység hosszuak.

A=24-7-34+24 -71-4=16,87 ~ 52,8 teriiletegység.
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9. Egy épitdipari vdllalkozonak a lequtobbi épitkezés utdn megmaradt 200 kg
cementje, és ugy dontott, hogy egyenld tomegi részekre osztva értékesiti.

A kereskedelemben szokdsos mddon nagyobb kiszerelésti csomag esetén alacso-
nyabb a cement kilogrammonkénti dra (egységdra): ha egy csomag cement témege
m kg, akkor (40 — 1%) pengds eqységdaron kindlja eladdsra. A cement becsomago-
lasanak is van koltsége, mégpedig m kg-os csomag esetén (25 + lﬂo) pengd csoma-
gonként.

a) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora lesz a vdllalkozénak az eladdsdbdl (a cso-
magolds kéltségének levondsa utdn) szdrmazd bevétele, ha a cementet 10 egyenld
tomegili részre osztva értékesiti. (5 pont)

b) Hatdrozzuk meg, hdny egyenld tomegl részre kell osztani a cementet ahhoz,
hogy — azt a tervek szerint értékesitve — az eladdsbdl szdarmazd (a csomagoldsi
kiltségek levondsa utdani) bevétel mazimdlis legyen. (11 pont)

Megoldas. a) 10 részre osztva az eladandé cementet, egy csomag tomege 20 kg.
Ekkor a cement egységdra 38 peng0, az Osszes cement eladdsabdl szarmazé bevétel
(a csomagolasi koltségek nélkiil) 200 - 38 = 7600 pengd.

Egy csomag csomagoldsi koltsége 27 peng0, az Osszes csomagolasi koltség
10 - 27 = 270 peng6.

A bevétel tehat 7600 — 270 = 7330 pengé.

b) Tegyiik fel, hogy a véllalkoz6 n egyenld tomegii részre osztva értékesiti
200

a cementet (n € Z). Ekkor egy csomag témege <= kg.
A cement egységara (40 — %) pengo, az Osszes cement eladasabol szarmazd

bevétel 50 1000
200 - (40 — ) = 8000 — —— pengo.
n n
Egy csomag csomagolési koltsége (25 + %) pengd, az Osszes csomag csomagolasi

koltsége n(25 + %) = 25n + 20 pengd. Az eladasbdl szarmazé haszon igy

4000 4000
(8000 — n) — (251 4 20) = 7980 — 250 — ——.
Tekintsiik a pozitiv valés szamok halmazéan értelmezett

4000
T

£ x> 7980 — 252 —

fliggvényt, és keressiik ennek maximumhelyét. Az f derivaltfiiggvénye:

4000

z2

f(x)=-25+

Az f-nek ott lehet maximumbhelye, ahol f'(x) =0, azaz —25+ 42% = 0. Ebbdl

(z > 0 miatt) x = /160 ~ 12,65. Mivel itt a derivaltfiiggvény eljelet vélt (pozi-
tivbdl negativba), az f(x) figgvény = < /160 esetén szigortian monoton novekvé,
x > /160 esetén pedig szigorian monoton csokkeno.
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Mivel n értéke csak egész lehet, {gy meg kell vizsgdlni f(12)-t és f(13)-at.
f(13) =~ 73473 > f(12) =~ 7346,7,
tehat 13 egyenld részre osztva lesz a legmagasabb az eladasbdl szarmazd bevétel.

Koncz Levente
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5150. Igazoljuk, hogy csak véges sok olyan pozitiv egész szdm van, amelyet
nem lehet megkapni gy, hogy egy kisebb szamhoz hozzdaadjuk annak valamelyik
szamgjegyét. Melyik a legnagyobb ezek kozil?

(4 pont)

Megoldas. Minden harom-, vagy anndl tobbjegyl szamot meg lehet kapni
egyik szamjegyének és egy kisebb szamnak az Osszegeként a kovetkezé mddon:
a szdmbdl kivonjuk a legelsd szdmjegyét (ez biztosan nagyobb, mint 0), az igy kapott
kiilonbség lesz a megfelelé szam, hiszen ha ehhez hozzdadjuk az elsé szamjegyét,
akkor szinte minden esetben visszakapjuk az eredeti szamot.

A fenti médszer akkor nem miikodik, ha a kivonds soran valtozik az els6
szamjegy. Mivel legalabb haromjegyl szamokat vizsgalunk, ez csak akkor fordulhat
el6, ha a tizes helyiértéken 16vé szamjegy 0, és az elsé szamjegy nagyobb, mint
az utolsé. Ebben az esetben mas moddszerrel allitjuk el6 a szamot. Ha kivonunk
a szambol 9-et, akkor a tizes helyiértéken 1évé 0-bdl 9-es lesz, mert az utolsd
szamjegynél nagyobbat vontunk ki. Az igy kapott szdmhoz hozzdadva az utolso
elotti szamjegyét, amely 9, megkapjuk az eredetit szamot.

Altalzinosségban, ha egy pozitiv egész szam T, ...zax; alakd, ahol xo # 0,
akkor a megfelel szam: T, ...Z2&] — T,, amelyhez x,-t hozzdadva megkapjuk
az eredeti szamot.

Ha egy porzitiv egész szam x,, . .. Oxy alakd, ahol 9 > z,, > x;,akkor a megfelelo
szam: T, ...0x; — 9, amelynek utolsé el6tti szdmjegye biztosan 9, igy hozzdadva
9-et, megkapjuk az eredeti pozitiv egész szamot. Ezzel belattuk, hogy minden
legaldbb haromjegyii szam eléallithatéd a feladatban megadott médon.

Most megvizsgaljuk a 100-nél kisebb szamokat. Koziilitk azokat a paros szamo-
kat, amelyek nem 0O-ra végzédnek, megkaphatjuk gy, hogy az utolsé szamjegyének
a felét kivonjuk beldle, mert akkor a kapott szamhoz az utolsé szamjegyét hozzaad-
va megkapjuk az eredeti szamot. Ha pedig 0-ra végzodik a szam, akkor 5-6t vonunk
ki, igy a kiilonbség utolsé szamjegye 5 lesz.
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Most a kétjegyli paratlan szamok kovetkeznek:

99 = 90 + 9,
97 = 89 + 8,
95 = 87 + 8,
93 = 85 + 8,
91 = 83 + 8,
89 = 81 + 8.

Azt allitom, hogy 87-et nem lehet igy eléallitani, hiszen 8z alaki nem lehet jo,
mert ha 8-at adunk hozzd, akkor az Osszeg legalabb 88 lesz. Ha x-et adunk hozz4,
akkor pedig paros szamot kapunk.

Prébaljuk meg a 79-bol eléallitani a 87-et:

79+ 7 # 87,
79+ 9 £ 87.

Széba johet még a 78 is:

78 + 8 + 87,
T8 4+ 7  87.

78-n4l kisebb szambol pedig biztosan nem lehet a 87-et egy szamjegy hozza-
adasaval eldallitani, hiszen kiilénbségiik nagyobb 9-nél.

Belattuk, hogy a 87-et nem lehet ezzel a mddszerrel megkapni, de az Gsszes
néla nagyobbat igen, igy 87 a legnagyobb ilyen szam. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy
véges sok ilyen pozitiv egész szam van.

Csizmadia Miklos (Budapest XIV. Ker. Szent Istvan Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 110 dolgozat érkezett. 4 pontos 89, 3 pontos 5, 2 pontos 7 dolgozat. 1 pon-
tot 1, 0 pontot 7 versenyz6 kapott. Nem versenyszeri: 1 dolgozat.

B. 5201. Legyenek az n pozitiv egész szam pozitiv osztoi 1 =dy < ds < ... <
< dy = n. Hatdrozzuk meg azokat az dsszetett n szamokat, amelyekre dy, dy + ds,
di+dy+ds, ..., dy +do+ ...+ di_1 szdmok mind osztoi n-nek.

(4 pont) Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)

Megoldas. Az n Osszetett szam, amelynek ds a legkisebb primosztédja.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy ds # 2. Ekkor dy 4+ de = ds + 1, ami dy parat-
lan volta miatt paros. Ezzel ellentmondaésra jutottunk, mivel ekkor 2 osztdja n-nek,
amibol do = 2 kovetkezik, hiszen a legkisebb primoszté ebben az esetben a 2 lenne.

Ha tehat van Osszetett n megoldas, akkor dy = 2, amib6l d; +ds =1+2 =3
kovetkezik. Mivel a 3 kozvetleniil a 2 utdan kovetkezd egész, igy ds = 3 adddik.
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A 3 prim és nem oszthaté 2-vel, tehdt nem azonos dp = n-nel. A fentiek alapjan
vilagos, hogy amennyiben n Osszetett szam, akkor oszthaté 2-vel és 3-mal is, tehat
oszthaté 6-tal.

Azt éllitjuk, hogy az n = 6 megoldésa a feladatnak, hiszen ekkor n = d4 = 6.
d; =1, ami osztéja a 6-nak, dy =2, dy +ds =d3 =3, ami ugyancsak osztéja
a 6-nak; végil dy +dy +d3 = dy +do + di_1 = 6, ami osztdja a 6-nak. A 6-nak
onmagan kiviil kizarolag az 1, a 2 és a 3 a pozitiv osztdja, tehat mas osszeg, illetve
oszt6 nem 4ll eld, azaz a 6-ra a feladat minden feltétele teljestil.

Ezek utdn megvizsgaljuk, hogy van-e mas megoldésa a feladatnak. Mivel a 6
osztdja m-nek, ezért %, % és % is osztéja n-nek. Figyelembe véve, hogy ennek
a harom osztonak az Osszege

n n n n n

a0y

2 3 6 ’
tovabbi valédi osztdja mar nem is lehet n-nek, hiszen a feladat feltétele szerint
di +do+ ...+ dr_1 is osztdja n-nek, ahol di = n; ezért az egyetlen megoldas
az n = 6.

Baski Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

Osszesen 132 dolgozat érkezett. 4 pontos 73, 3 pontos 40, 2 pontos 12 dolgozat.
1 pontot 6, 0 pontot 1 versenyz6 kapott.

4 N
. ’ ' Ifja olvaséinkhoz régen és most

1894 (de akar ma is irhattuk volna)

Az ezideig hozzank bekiildott és megoldott feladatok szerkezete és kiilalakja
koriil szerzett tapasztalataink alapjan fordulunk jelen sorainkkal ifji olvaséinkhoz
és a kovetkezo kérelmet intézziik hozzdjuk:

Sziveskedjenek bekiildott dolgozataikat lehetSleg gondosan szerkeszteni, nem
hasznalvan semmiféle roviditést; targyaljanak minden feladatot kiilon lapon és
annak csak egyik oldalara irva, lassdk el minden megolddsukat névalairdasukkal.

Sokkal érdekesebbnek és tanulsdgosabbnak tartjuk, ha olvaséink dolgozatait
valtozatlanul és kijavitatlanul kézolhetjiik, mintha tokéletesen atidomitott mésola~
tot kell nytjtanunk, melyekben szerzé nem taldl meg semmit tulajdonabdl, hacsak
nem a megoldas ald biggyesztett nevét.

De hogy ezt elérhessiik, okvetetleniil sziikségesnek tartjuk, hogy olvaséink jé-
indulata segitségiinkre legyen és Ohajtva reméljiik, hogy ezentil nem magyarazé
szoveg nélkiili képletsorozatokat, hanem gondosan elkészitett és szerkesztett meg-
oldasokat fogunk kapni.

Minden oldalrdl halljuk a tandrok panaszat az iskolai és hazi dolgozatok kiil-
alakjanak és szerkezetének pongyola és elhanyagolt volta felett. Midén tehat ifju
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olvasdinkat kérjiik, hogy gondozzdk toliik telhetéleg bekiildott megoldasaikat, csak
arra hivjuk fel 6ket, hogy haladasuknak esélyeit az iskoldban és az életben nagyobb
mértékben noveljék, semmint azt 6k maguk hinni hajlandék volnanak.

Gyorott, 1894. évi deczember havaban.

ARANY DANIEL
mint a ,K. M. L.” szerkesztGje.

2021-2022, a fentiekhez néhdny hasznos megjegyzést hozzitéve (érdemes
a honlapon taldlhaté megolddsokat is elolvasni)

K. 696. Ellenérzés és valasz hidnya vagy hidnyos vilasz (csak az egyik zseb-
ben 16v6 osszeget adja meg). Néhdnyan sziikségteleniil sok véltozéval dolgoztak,
bonyolultabb egyenletrendszerekkel nehezitve a sajat dolgukat.

K/C. 698. Nagyon sok indoklds nélkiili vagy minimalis indokldssal elldtott
megolddst kiildtek be (ez szerintem a sok 9-es miatt van, akik nem olyan rutinos
megolddk).

Kifejezett tipushiba nem volt, par megoldasra volt jellemzé, hogy valamelyik
kérdést / kritériumot nem vették figyelembe, ezért sziiletett rossz eredményiik.

K. 704. Jellemz6 hibék:

— megkapja a végsé pontszamsorozatot, de nem ellenérzi, hogy ilyen pontsza-
mok valéban kialakulhatnak-e;

— keveset, esetleg csak eredménytablazattal indokol;

— szertedgazd, nehezen értelmezhetd, javitasokkal és satirozasokkal teli grafok-
kal szemlélteti a megoldasat (ha tudtam értelmezni, ezért nem vontam le pontot).

C. 1682. A feladat alapvetéen nem volt nehéz, de sok versenyz6 extra nehe-
zitésként ugy probalta az ABDE tetraéder térfogatat szamolni, hogy a szabalyos
haromszoget vették alapteriiletnek. Ezt a mddszert sokan elrontottak szamolasi hi-
ba miatt, vagy pedig a tetraéder magassdganak szamolasandl elvi hibat vétettek.

C. 1683. Viszonylag kevés versenyzé — 86-bdl kb. 13 — ismerte fel, hogy az ese-
mények fiiggetlensége sziikséges ahhoz, hogy a két részeredményt Gsszeszorozhas-
suk, a legtobb 4 pontos dolgozatnal csak ez hidnyzott. Viszonylag sok olyan dolgo-
zat volt — a 3 pontosok tulnyomo része —, ahol latszott, hogy a feladat megoldésa
nem okozott problémét, azonban mégse végezték el a végsé szorzast, azaz nem
valaszoltak meg a kérdést a versenyzok.

C. 1690. Jellemzd hibak:

— nem bizonyitja, hogy a C' pont valéban a DB szakaszra esik;
— gyenge vagy kevés indoklas;

— hasonléségra hivatkozik, de nem indokol.

B. 5185. Jellemz6 hibéak:

— értelmezési tartomdny és / vagy ellendrzés hidnya,;

— ismeretlennel vald osztés, igy két megoldas elvesztése;

— rossz értelmezési tartomany (a kobgyok alatti kifejezést nemnegativként
értelmezték);

— j6 megoldasok, de a rossz ellenOrzés miatt elvesztettek egy megoldaspart;
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— grafikus dbrézolds (valdszinfileg Geogebraval) és a megolddsok leolvasdsa,
tobbszor rosszul és indoklas nélkiil.

B. 5188. A versenyzok jellemz&en az alabbi hibdkat kovették el:

— az alapok szamtani kozepét vették, nem a mértanit;

— nem vették figyelembe, hogy a csicsbdl szerkesztett magassdg talppontja
eshet az alapon kiviil is;

— akik segédszerkesztéssel vagy szabdlyosabb alakzatra vald visszavezetéssel
prébalkoztak, jellemzden kihagytak eseteket (pl. szdrak metszéspontja nem létezik
rombusz esetén).

B. 5189. Altaldnos hibdk:

— abra hidnya;

— specialis eset megoldésa;

— tételekre vald hivatkozds hidnya / hibds kimonddsa;

— nem hivatkoztak a gula szabalyos alapjara, egyenes mivoltara, de a bel6liik
kovetkezd tulajdonsiagokat, specialis helyzeteket felhasznaltak.

B. 5191. Javitasi tapasztalatok: A versenyz6k nagy része nem vette figyelembe
a feladat azon részét, hogy nem két tetszoleges, hanem két elég kozel levd pontot
tudunk csak 6sszekotni — tehat elég kis méretli korre tokéletes megoldast adtak,
azonban nem kezelték azt az esetet, ha a kor tdl nagy. A masik érdekesség az volt,
amikor ugy értelmezték, hogy adott kiilsé pontbdl is tudnak merolegest bocsajtani
adott szakaszra, mely a megengedett 1épések kozt nem volt ott.

Egy érdekesség az, hogy viszonylag kevés versenyz6 (max. 10 db) gondolta
agy, hogy a feladat nem megoldhato, ekkor édltaldban a kreativitds hianya miatt
nem vették észre, hogy hogyan lehet a korz6 hidnya és a vonalzd végessége adta
limitacidék keretében mozogva felezGmerdlegest szerkeszteni.

Végso — és kissé szomoru — tapasztalatom a géppel szerkesztett abréak nehezen
atlathatésaga, vagy nem konzekvens jelolésmod, fogalmazds, ami miatt a gondo-
latmenet nehezebben értelmezhetd. Ennél szomoribb volt az dbrak hidnya, mely
sokszor megnehezitette a szerkesztésmaod értelmezését.

B. 5193. Jellemz6 hibéak:

— elirdsok (pl. F és F Osszecserélése, mert az dbran hasonlitanak, parhuzamos
és merdleges felcserélése stb.);

— 1épések kifelejtése pl. hasonlésag megéllapitdsandl, hosszok definidlasandl;

— AF és FB felcserélése (és igy az allitds hamissdgdnak belatasa);

— abra hidnya.

B. 5196. A  Hany elemii lehet az A halmaz?” kérdésre adott vdlaszban ,,tobben
csak a maximumot hataroztak meg”.

B. 5203. Jellemz6 hibak:

— csak az egyik irdny bizonyitdsa, nem az ,akkor és csak akkor” allitdsé (paran
megemlitették a mésik irdnyt is a megoldds elején, aztdn végiil kihagytak);

— nagy ugrasok a bizonyitasban, allitasokat t6bbszér nem bizonyitottak, vagy
osszekevertek dolgokat (pl.: 3 pont egy egyenesen fekvését prébalték bizonyitani,
de a szogeket igy szdmoltdk, mintha a 3 pont egy egyenesen lenne).
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B. 5213. T6bbszor is el6fordult, hogy a versenyzo gyonyoriien belatta az egyen-
16tlenséget — akar sajat modon, akar a Ptolemaiosz tétel hasznalataval, akar izombdl
kialgebrazva —, de elfelejtett az egyenléségre feltételt adni.

A. 809. Jellemz6 hibak:
— nem egyértelmi jelolések;
— a szamolas le nem irdsa vagy egy —1-es szorzé elhagyésa;
— hibds becslések (egyenl6tlenség irdnyét elnézve);
— 4bra hidnya.
Javiték
2021. 6sz—2022. tél

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak
(719-723.)

K. 719. Kiszinezziik a szdmegyenesen az egész szamokat jelzé pontok mind-
egyikét kék vagy piros szinnel. Igaz-e barmilyen, a feltételnek megfelelo szinezés
esetén, hogy

a) biztosan lesz két azonos szinii pont, melyek tévolsaga 3;

b) biztosan lesz két azonos szinli pont, melyek tavolsiga 3 vagy 47

K. 720. Vagjunk fel hdrom egyenld teriiletli részre egy szabdlyos hatszoget
az egyik csicsan atmend két egyenessel.

K. 721. Sanyi egész cm hosszusagu palcikakat készitett, méghozza olyanokat,
hogy koziiliik semelyik harombdl nem lehet haromszoget 6sszedllitani. Tudjuk, hogy
Sanyi 1 és 10 hosszusagu palcikat is készitett, a leghosszabb pélcika pedig 100 cm
hosszi. Maximalisan hany palcikat készithetett Sanyi?

K/C. 722. Két haromjegy(i szdm dtlaga pont annyi, mintha a két szdm kozé
tizedesvessz6t téve egymas mellé irjuk azokat. Mi lehet a két szadm?

K/C. 723. A tokidi olimpidra a Magyar Kézilabda Szovetség 17 néi kézilabda-
z0t nevezett: 3 kapust, 1 jobbszélsot, 4 jobbatlovot, 2 irdnyitot, 3 beallét, 2 bal-
atlovot és 2 balszélsét. Hanyféleképpen allhatnak fel a himnuszhoz, ha az ugyan-
olyan posztokon szerepl§ jatékosok mindenképpen egyméds mellett dllnak? (A him-
nusz alatt a jatékosok egymads mellett, egy sorban dllnak.)

Javasolta: Réka Bdlint (Budapest)
%

Bekiildési hataridé: 2022. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A C pontversenyben kittizott gyakorlatok
(722-723., 1704-1708.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 722. A szovegét lasd a K feladatokndl.

K/C. 723. A szovegét lasd a K feladatokndl.

Feladatok mindenkinek

C. 1704. Mely a valés szamok esetén lesz a [0; 2] intervallumon értelmezett
f(z) = 42* — daz + a® — 2a + 2

fliggvény minimumhelyén a fiiggvény értéke 37
(MCHIC)
C. 1705. Egy deltoidrdl tudjuk, hogy hurnégyszog, oldalainak hossza 42 és

56 hosszusdgegység. Milyen messze van egymastél a beirt és a koréirt korének
kozéppontja?

Javasolta: Siposs Andrds (Budapest)

C. 1706. Bizonyitsuk be, hogy 2022 darab pozitiv egész szam kozott biztosan
van 2 olyan, amelyek kiilonbsége vagy Osszege oszthaté 4040-nel.

Javasolta: Sdfdr Lajos (Réckeve)

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1707. Az ABC haromszogben a szokdasos jelolésekkel b =6, a =2 és
~v = 120°. Hatdrozzuk meg a vy sz6g C'D bels6 szogfelez6jének pontos hosszat.

(MCHIC)

C. 1708. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valds szamparok halmazan:
log3(x +y) + logj(wy) + 1 = 2log,(« +y).

(MC&IC)

*

Bekiildési hataridé: 2022. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5222-5229.)

B. 5222. Legyenek az A halmaz elemei azok a paros pozitiv egészek, amelyeket
2-vel osztva a szamjegyek Osszege 2-vel csokken, a B halmaz elemei pedig azok
a pozitiv egészek, melyeket 5-tel szorozva a szamjegyek Osszege 5-tel nd. Adjuk
meg az AN B és a B\ A halmazok elemszamat.

(3 pont) Javasolta: Kdspdri Tamds (Paks)
B. 5223. Definidljuk az {a, } sorozatot a kovetkez8képpen:
ap = —3, nt1 =4+ an, +4va, +4.

Hatarozzuk meg asgos értékét.

(3 pont) Javasolta: Kdspdri Tamds (Paks)

B. 5224. Az ABCD egységnégyzet BC' oldalan gy vessziik fel a P pontot,
tovabba a C'D oldaldn a @) pontot, hogy PAQ< = 45°. A P és ) pontok melyik
helyzetében lesz BP + PQ + QD minimalis?

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

B. 5225. Az ABC héromszdg A-val szemkozti oldala a, beirt korének koézép-
pontja I, sugara g, a koriilirt kor sugara R. Bizonyitsuk be, hogy ha Al = R, akkor
az ABC hiromszog teriilete %% +0-a.

(4 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

B. 5226. Egy haromszog mindharom oldaldnak hossza legfeljebb 2 egység.
Minden cstcspart 6sszekotiink egy-egy olyan korivvel, amely egy-egy egységsugari
kornek a félkornél nem hosszabb ive. Igazoljuk, hogy

a +b >2d/3,
ahol ', V', ¢ a korivek hosszdt jeloli.
(5 pont)
B. 5227. Adjunk példéat olyan k pozitiv egészre és legalabb k csicsi F véges

fagrafra, amelyben minden cstcs legfeljebb harmadfoku, és F-nek tetszoleges k csu-
csu Osszefiiggd részgrafjat elhagyva a megmaradd graf legaldbb 2022 komponensre

esik szét.
(6 pont) (Monthly feladat nyomén)
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B. 5228. Egy parabola az ABC haromszog AB oldalat a Cy és Co, BC oldalat
az Ay és Ao, mig C'A oldaldt a By és Bs belsé pontokban metszi. Igazoljuk, hogy
ha ACl = C2B és BA1 = AQC, akkor CBl = BQA

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

B. 5229. Az a # 0 valés szamra és az f: R — R fiiggvényre

fla+ f(y) = f(@) + fly) +ay
teljesiil minden z,y € R esetén. Bizonyitsuk be, hogy f additiv, vagyis f(z +y) =
= f(z) 4+ f(y) minden z,y € R esetén.
(6 pont) Javasolta: George Stoica (Saint John, New Brunswick, Kanada)

*

Bekiildési hatarid6: 2022. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Az A pontversenyben Kkitiiz6tt
nehezebb feladatok
(818-820.)

A. 818. Hatdrozzuk meg mindazokat az m, n pozitiv egész szamokbdl allo
parokat, amelyekre 9™~ 4+ 3Im=nl 11 oszthaté m-mel és n-nel is.

Javasolta: Kds Géza (Budapest)

A. 819. Legyen G egy tetszOlegesen vialasztott véges egyszerii graf. A gréf
cstucsaira olyan médon frunk nemnegativ egész szamokat, hogy minden csiicson
az a szam szerepeljen, ahany olyan szomszédja van az adott csticsnak, melyre paros
szamot irtunk. Bizonyitsuk be, hogy az ilyen kitoltések szama kettOhatvany.

A. 820. Legyen ABC' egy tetszOleges haromszog. A héromszog a oldaldhoz
hozzairt kor az AB, BC és C' A egyeneseket rendre a Cy, A, és B, pontokban érinti.
Hasonléan, a haromszog b oldalahoz hozzairt kor az AB, BC és C'A egyeneseket
rendre a Cy, Ay és By pontokban érinti. Végiil a haromszog ¢ oldaldhoz hozzéirt kor
az AB, BC és C'A egyeneseket rendre a C,., A, és B,. pontokban érinti. Legyen A’
az ACy és A.B,. egyenesek metszéspontja. Hasonléan, legyen B’ a B,C, és A.B.
egyenesek, C’ pedig az A,Cy és B,C, egyenesek metszéspontja. Végiil legyen T,,
Ty és T, a beirt kor érintési pontja rendre az a, b és ¢ oldalon.

a) Bizonyitsuk be, hogy az A’A,, B'By és C'C. egyenesek egy ponton men-
nek &t.
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b) Bizonyitsuk be, hogy az A'T,, B'T), és C'T. egyenesek is egy ponton men-
nek at, és ez a pont rajta van az ABC hdromszog magassagpontja és beirt korének
kozéppontja altal alkotott egyenesen.

Javasolta: Csapldr Viktor (Bétorkeszi) és Hegediis Ddniel (Gyongyos)

Bekiildési hatarid6: 2022. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A matematikai logika logikusabb, mint gondolnank
I.

Mar jé egy évtizedes informatikatandari gyakorlat alatt foglalkoztatott, hogy
a vagy, az €s, a kizdro vagy, a kovetkeztetés és az azonossag muveletek nem fedik
le az Osszes kimeneti lehet6séget a két allitas logikai kapcsolata terén.

A két részallitds (nevezzitk A-nak és B-nek) egy &l-

litassa Osszevondsa négy alapesetet jelent, hisz egymastél A
fliggetleniil mindkettd lehet igaz és hamis. Mivel a négy a mivelet (—
eredménymezében a két-két kimenet barmelyike eléfor- i h
dulhat, tehdt 2% = 16 kimenet lehetséges, ebbdl az elébb i i|h
emlitettek csak Ot esetet fednek le. Mi van a mésik tizen- holiln

egy lehet6séggel? Ebben a cikkben ennek jarunk a végére.

El6szor — a késobbi félreértések elkeriilése miatt — tisztdzzuk a jeloléseket.
Az allitdsokat latin nagybetiikkel jeloljiik (A, B,...,Z). Van két kitiintetett be-
tli: I az azonosan igaz allitast jeloli, ami a koriilményektdl fiiggetleniil mindig igaz
logikai értékii, tovabba H az azonosan hamis allitast, ami az I allitds tagadasa,
ellentéte. A kétféle logikai érték jelolésére az i (igaz) és a h (hamis) betiliket hasz-
naljuk.

A logikai miveletek jelolésére a matematikdban hasznalatos jeloléseket fogjuk
hasznalni, a tagadds jele -, az és muveleté A, a vagy miveleté V, a kizdré vagy
miiveleté ®, az azonossdgé <, végill a kovetkeztetésé —.

A teljesség kedvéért vegyiik at a fent emlitett miiveletek szabdlyédt.

e A TAGADAS miivelet ellentétére valtoztatja az eredeti allitas logikai értékét
(olvasata: A = nem A).

e Az ES mfivelet pontosan akkor IGAZ, ha mindkét részéllitasunk IGAZ (olva-
sata: AN B = A és B).

e A VAGY miivelet pontosan akkor HAMIS, ha mindkét részallitasunk HAMIS
(olvasata: AV B = A vagy B).
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o A KIZARO VAGY miivelet pontosan akkor 1IGAZ, ha a két részallitasunk
ELLENTETES LOGIKAI ERTEKU (olvasata: A ® B = A kizdré vagy B).

e Az AZONOSSAG miivelet pontosan akkor IGAZ, ha a két részéllitds AZONOS
LOGIKAI ERTEKU (olvasata: A < B = A azonos B-vel).

e A KOVETKEZTETES miivelet pontosan akkor HAMIS, ha az az allitas,
amirdl kovetkeztetiink IGAZ, de az, amire kovetkeztetiink HAMIS (olvasata:
A — B = A-bdl kovetkezik B).

FEzek utan nézziik is meg a kétallitdsos miveletek értéktablazatat. Hagyoma-
nyosan az aldbbi médon adjak meg ezeket:
Ez a leirds preciz, de a fent mutatottnak

AV B tobb az informécidtartalma:
A igaz, B igaz igaz A
A igaz, B hamis igaz AV B i h
A hamis, B igaz igaz R
A hamis, B hamis | hamis B -
hli|h

Nem jarunk messze az igazsagtol, ha ennek lattan esziinkbe jut a szorzotabla,
de arrél majd késobb ejtiink szét.

Ahhoz, hogy ezt az \j elrendezést megszokjuk, nézziik meg az alapmiiveletek
atirasat ebbe a formaba.

A A A
ANB AV B A® B
i | h i | h i | h
Bzzh Bzzz Bzhz
hlh|h h|i|h hlilh
A A
As B A— B
i | h i | h
i | 1| h I
B B
h | h|: h | h|i

Igy egymas mellé rakva dket, sokkal jobban ldtszik a szabalyszerfiség, és meg-
figyelheto, hogy az igazi lényeg a vastagon keretezett részekben, azok kiilonboz6sé-
gében rejlik, ezért rejtsiik el a kevésbé fontos elemeket.

ANB AV B A® B As B A— B
i | h 1| 4 h | i | h i | h
h|h i | h i | h h |1 h|h

Tehat az ilyen 2 x 2 értéktablazatbdl van tizenhat, amelyekbdl eddig 6tot
nevesitettiink.
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Ideje ratérniink arra, hogy mit is jelent az az informaciéhidany, amelyet em-
litettem. Némi toprengés utan észrevehetd, hogy az elsé négy tdbla szimmetri-
kus a foatléra, ahogy a szorzéd- és Osszeadotabla is. Ez a logikai miiveleteknél is
azt jelenti, mint a szdmokndl: az elsé négy miivelet kommutativ (AA B = B A A,
AVB=BVA A®B=B®A, A& B=B<x A), akovetkeztetés azonban nem
az (A — B # B — A). Ezt persze eddig is tudtuk, de pont a tiikrozés adja a ke-
ziinkbe a hatodik miiveletet, ami — bizonyara sejtjik — a B — A, értéktdblazata
a masik iranyu kovetkeztetés féatlora tiikrozésével adodik:

B— A A
i | h

B i li|h
h || 4

Ez igy még mindig csak 6 lehet6ség, még 10 hatravan. A lehetséges 16 tablabel-
sot elhelyezni egy 4 x 4-es, négyzet alaku tablazatba érdemes, ami 8 x 8 bettt fog

tartalmazni. Ezt mar csak tigyesen fel kell toltentink £, @ bettikkel, hogy el6allitsuk
mind a 16 lehetséges eredményt.

Igy néz ki iiresen, mivel 8 x 8-as, a sakktdbldra emlékeztet, el is neveztem
logikai sakktdblanak.

Lassuk a feltoltési modszert.

e Az els6 sorba irjunk csupa h betiit.
e A harmadikba hi parokat.
e Az 6todikbe ih pérokat.

e A hetedik sorba pedig keriiljén csupa i be-
1.

e Az els6 oszloppart toltsiik fel h betiikkel.
e A maésodikat hi parokkal.
e A harmadikat ih parokkal.

e Végiil az tires cellakba irjunk ¢ bettiket.

fgy a tébldzat minden 2 x 2-es celldja eltér
a tobbitol. Erdekes jaték a tablazatban megke-

hih|h|h|h|h|h|h
resni a mar megismert hat miivelet helyét (lasd Wl nh 3
a hatsé belsd borité 1. dbrdjdt). i Ll
Helyezziink el egy kis pottyot a sakktabla hlilhlilhli]h]i
kozéppontjaba. A konstrukciébdl kovetkezden hlh|h|i|i|h]|i]:
az erre a pontra szimmetrikusan elhelyezked6 -
TR . L . , i lhli|h|le|h]|i]|h
eredménytdbldk egymds tagaddsai (amit a hat- —— -
$6 belsé borité 2. dbrdjdn ki-ki ellenbrizhet is: hih|hlifi]h]il]:
ha a tabla egyik mez&jén ¢ vagy h betli van, ak- ilalalilililiali

kor a tiikkorképének ugyanazon mezojén h vagy
1 taldlhatd), ezért ezt a pontot a tabla tagadd-
pontjanak nevezziik.
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Az el6z6 rész utolsé dbrajan is megfigyelhetd, hogy —(A < B) = A® B.

Azért hasznalunk két szint, hogy minden miivelet és a tagaddsa eltérd szinnel
latszodjon.

Ezek szerint, ha a tdbla valamelyik felét fel tudjuk tolteni, akkor kész is
lesziink, a tiikrozés tagadd voltat kihasznalva addodik a tobbi. Erre a tabla alsé
fele az esélyesebb, mar csak harom eredménytabla nincs nevesitve, vegyiik ezeket

szemiugyre.
A A A
i | h i | h il h
B il 1| h B A A B N
hli]|h h|l h|h hliliq

Az els6 tabla igaz eredményt ad, ha A igaz, és hamisat, ha A hamis. Ez nem
lett més, mint A.

Hasonl6é megfontoldsok alapjan a masodikban B-t és a harmadikban az azono-
san igazat, I-t azonosithatjuk. Ezeket és tagaddsukat (—A, =B és H) is feljegyezve,
a logikai sakktablank kinézete a hatso belso boritd 3. dbrdjan lathaté.

A maradék négy helyre az és, és a wvagy miveletek, tovabba a két iranyu
kévetkeztetés tagadésa (—(A A B), =(AV B), ~(A — B) és ~(B — A)) keriil.

Szemrevételezve a munkdnkat megnyugodhatunk, mind a 16 lehetséges kime-
netet nevesitettiitk. Nem hanyagsaghdl vagy tudatlansiaghbdl hasznaljuk csak az és,
a vagy, a kizdrd vagy, az azonossdg és a kovetkeztetés miiveleteket, tovabba a ta-
gaddst, hanem azért, mert egyszerfien nincs t6bb. (Ldsd a hatsé belsd borité 4. db-
rdjdt.)

Na de itt alljunk csak meg egy pillanatra. Lehet, hogy buzgalmunkban tull6t-
tiink a célon?

Mire is gondolok?

A tagadéasra. Egy adott miivelet, mondjuk az és esetén tobbféle médon alkal-
mazhatjuk a tagadast. Tagadhatjuk az elso, vagy akdr a masodik részallitast, netan
mindkettét kiilon-killon, vagy az egész miivelet eredményét.

FEzek persze mind mast jelentenek, hogy jobban érthetévé véljon, legyen az A
allitas az, hogy Kedd van, a B éallitas pedig az, hogy FEsik az esd. Ekkor:

ANB Kedd van és esik az esé.
-ANB Nem kedd van és esik az eso.

AN-B Kedd van és nem esik az esé.

- A AN -B | Nem kedd van és nem esik az esd.

—(A A B) | Nem igaz az, hogy kedd van és esik az esé.

Az értéktablazatok elkészitését az olvaséra bizom, azt azonban szogezziik le,
hogy a kapott értékek mind a mar tablan 1évok valamelyikével azonosak.
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ANB -AANB AN-B -AA-B -(AAB)
A A A A
ANB —“ANB — AN-B — -AN-B -(AAB) A
i | h i|h i | h i | h i | h
B il i|h B ) h| i B i h|h B i h|h B i} h|i
h|lh|h h|h|h h|il|h h | hii h )
i|h h|i h|h h|h h|i
h | h h|h i|h h | i
ANANB -(B — A) -(A — B) -(AV B) -(AAB)
az eredetihez képest | oszlopcsere (OCS) sorcsere (SCS) 4tlés csere (ACS) betticsere (BCS)

Konnyen belathatjuk, hogy barmely miiveletb6l indulunk is ki, az eredmény-
tablaban az elsé részallitds tagaddsa oszlopeserét (OCS), a masodik tagaddsa sor-
cserét (SCS), mindkettd tagaddsa &tlés cserét (ACS), az egész miivelet tagaddsa
pedig az i és h értékek cseréjét, vagyis betlicserét (BCS) jelent.

A logikai kifejezések egyszeriisitése, formalizaldsa és annak a megfejtése, hogy
ennek az egésznek milyen szoros a kapcsolata a szamitogépekkel, a cikk kovetkezo
részébdl deriil majd ki.

Téth Tamas
Budapest

Informatikabdl kittuzott feladatok

I. 556. Egy varosnegyedbe N lakéhazat terveztek, melyek mindegyikében egy-
egy szinten azonos szamu lakds van. A hdzakban a lakdsok értéke a szintek szamaval
csokken. A lakasokat jellemezhetjiik egy olyan P pontszammal, ami azt mutatja
meg, hogy hényadik szinten van a hdzban (példaul egy harmadik szinten 1évé
lakds pontszdma 3). A tervben szereplé hdzak magassdgat varosrendezési okokbdl
csOkkenteni kell 6sszesen K darab szinttel. A csokkentés soran eléfordulhat, hogy
a tervezettnél kevesebb szamu lakéhazat épitenek a varosnegyedbe.

Készitsiink programot 1556 néven, amely a tervben szerepl6 hazak K darab
szinttel valé csokkentését elvégzi gy, hogy kozben a tervben szereplé hazak 6ssz-
értéke a legkisebb mértékben csokken.

A program standard bemenetének elsé sordban a lakéhdzak N (2 < N < 10000)
szadma és K (2 < K < 10000) értéke taldlhatd, a kovetkezd N sorban pedig az, hogy
egy-egy hdz hany szintes (2 < M; < 25). A program standard kimenetére az elérhetd
maximaélis pontszdamot irjuk ki.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
45/7/5/6/8 85
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Magyardzat: az eredetileg 100 Osszpontszammal rendelkezd lakonegyedben
az 5 szintes hazat nem épitjiik meg, igy a csokkentés utan a pontszamok Ossze-
ge 28 + 21 4 36 = 85.

Bekiildend6 egy tomoritett 1556.zip allomanyban a program forraskodja és
dokumentécidja, amely tartalmazza a megoldds rovid leirdsat, és megadja, hogy
a forrdsallomany melyik fejleszté kornyezetben fordithato.

I. 557 (E) Egy kiskereskedelmi bolthalézat modernizalasba kezdett, onmiiko-
do kasszakat allitottak be a nagyobb boltjaikba. Nem tul stirtin, de vak és gyengén
lat6é véasarlok is megfordulnak a boltban. Nekik egy szovegfelolvasé programot ké-
szittettek. A programnak egy ismert hidnyossiga van: a szamjegyekkel szerepld
szamokat karakterenként olvassa fel, tehat az ,1500 forint” szoveget ,Eqy 6t nulla
nulla forint” formaban. Mennyivel érthetobb lenne az ,Ezerdtszdz forint” hangala-
kot hallani, de ehhez a szamot szoveggé kell alakitani.

Tablazatkezelo program segitségével oldjuk meg az alabbi feladatokat.

1. Hozzuk létre a tablazatkezelében a pénztar nevii dlloményt a program alap-
értelmezett formatumaban, ebben legyen hdrom munkalap alap, pénztar és
nagy szamok néven.

2. Tegyiik lehetévé, hogy az alap munkalap Al cellajaba egy legfeljebb tizenot
szamjegybdl allé pozitiv egész szamot lehessen bevinni.

3. Amennyiben az Al értéke a feltételeknek megfelels, akkor az A3 cellaban
jelenjen meg a szdm karakterenkénti szoveges valtozata. A szamjegyek kozott
pontosan egy szokoz legyen, de a szdveg végén ne legyen folosleges szdkoz.
Példaul ha Al tartalma 23710346, akkor A3-ban jelenjen meg a ,kettd hdrom
hét egy nulla hdrom négy hat” sztveg.

4. Tegyiik lehetové, hogy a pénztar munkalap Al celldjaba az ,0sszeg” szét,
a Bl cellaba pedig egy legfeljebb kilenc szamjegybol allo pozitiv egész szamot
lehessen bevinni.

5. A munkalap D1, D3 és D5 celldjaba rendre keriiljon a ,Fizetési méd”, az ,,Euro
arfolyam” és a , Fizetendd:” szveg.

6. A D2 cella legyen legordithetd lista, az aldbbi négy listaelemmel: ,, 7 (iires
szoveg), ,,Forint kdrtyaval”,  Forint készpénzzel”, ,Euro”.

7. Amennyiben Bl értéke a feltételeknek megfelel6, igy a D6 cellaban jelenjen
meg a helyesirasi szabdalyok szerint Bl értéke az aldbbiak szerint:
a. Ha a D2 cella tartalma ,,Forint kartydval”, akkor a pontos 6sszeg a pénznem-
mel megtoldva, példaul: 503 118 esetén az ,,0tszazhdromezer-szaztizennyolc
forint”.

b. Ha a D2 cella tartalma , Forint készpénzzel”, akkor az Gsszeg Gtosre kere-
kitve, hiszen a lekisebb értékli pénzérme az Gtforintos, és a pénznemmel

megtoldva, példaul: 503 118 esetén az ,,6tszazharomezer-szazhdsz forint”.

c. Ha a D2 cella tartalma ,,Euro” és a D4 celldban szerepel az arfolyam, akkor
az Osszeg atvéltva eurora és centekre, példaul: 503 118 és az euro arfolyam
360, akkor az ,ezerhdromszazkilencvenhét euro otvendt cent”.
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d. A szédmok szovegé alakitdsa feleljen meg az aldbbi nyelvtani szabdlyoknak:
2000-ig egybe kell irni a szamot, {6lotte balrél harmasaval csoportositva

kotojellel.
Szam leiréds szam leiras
110 | széaztiz 1051 | ezerttvenegy
315 | haromszaztizenot 1895 | ezernyolcszazkilencvenot
503 | otszazharom 3420 | haromezer-négyszazhisz
824 | nyolcszazhuszonnégy | 45000403 | negyventtmillio-négyszazharom

8. Tegyiik lehetévé, hogy a nagy szamok munkalap Al celldjaba egy legfeljebb
tizenhat szdmjegybol allo pozitiv egész szamot lehessen bevinni.

9. Amennyiben az Al értéke a feltételeknek megfeleld, az A3 celldban jelen-
jen meg az Al-be irt szdm szdveges véltozata, pontosan gy, mint a pénztar
munkalapnél, csak nem kell a cimlet megnevezése. Példaul, ha Al tartalma
5742568 741225, akkor A3-ban jelenjen meg a ,,0tbillié-hétszaznegyvenketto-
millidrd-6tszdzhatvannyolcmillié-hétszdznegyvenegyezer-kétszdzhuszonot” szoveg.

4| A | B Tg
1 35471 1
2 ¢
3 |hdrom 6t négy hét egy }
4

BN SR TP TN N N So Sy

Minta az alap munkalaphoz

4 A | B | €| D | E | F &
1 |Osszeg 503 118 Fizetési m6d *
2 | Euro

3 | Euro arfolyam: {
4| 360 F)
5 | Fizetends:

6 | ezerharomszazkilencvenhét Euro 6tvenst Cent

7 |

8"\,-.‘-“._“—»- . P A Y L Ny WGP SN

Minta a pénztar munkalaphoz

4 B LU €e b |G | _F [ @ I W [ U J J [ & | L |l I

.
1| 2544489349890 660 }
2

4 4
i R P T i T W W VR e

Minta o nagy szamok munkalaphoz

Segédszamitasokat mindharom munkalapon a K oszloptél jobbra végezhetiink.
A megoldashoz makré vagy méas program nem hasznédlhaté, csak a tablazatkezel$
beépitett fliggvényei.
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Bekiildendo egy 1557 .zip tomoritett allomanyban a munkafiizet és egy rovid
dokumentécid, amely megadja, hogy a megoldas milyen téblazatkezel6 program
melyik verziéjaban késziilt.

I. 558. A 2022. januari szdmban megjelent B. 5214. feladatban egy olyan
1-esekbol és 0-kbdl all6 szdmsorozatot kerestek, amely minden pozitiv alapi szam-
rendszerben értelmezve harommal oszthatd szdmot jelent.

A feladat altaldnositasaként készitsiink programot, amely megvizsgalja a leg-
foljebb 8 jegyl, csupa 0 és 1 jegyekbdl 4116 szamokat egy adott R szamrendszerben
értelmezve, és megadja, hogy koziiliikk hany oszthaté egy adott K szammal.

A program a standard bemenet elsé sorabdl olvassa be a szamrendszer R alap-
szémat (2 < R < 1000), és a K (2 < K < 1000) osztét, majd adja meg, hogy hany
olyan vizsgdlt szam van, amely a megadott szamrendszerben értelmezve K-val oszt-
haté.

Bemenet Kimenet
29 7 8

Bekiildendo egy tomoritett 1556.zip allomanyban a program forrdaskodja és
dokumentécidja, amely tartalmazza a megoldds rovid leirasat, és megadja, hogy
a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

I/S. 60. Egy érdekes tény a virdgokrdl, hogy szirmaik széma gyakran Fibonacci-
szam. Egy nap taldltunk N virdgot a réten, az i-ediknek T'[i] virdgszirma van.

Adjuk meg azt a minimélis sziromszdmot, amennyit el kell tdvolitani a vira-
gokrol 6sszesen, hogy mindegyiken Fibonacci-szam legyen a szirmok szama.

A bemenet elsé soraban az N szam taldlhatd. A kovetkezd sor N szdmot
tartalmaz, az i-edik szdm TVi], az i-edik virdg sziromszéma. A kimenet egyetlen
sordban egy szam szerepeljen, hogy minimélisan mennyi szirmot kell eltavolitani
az N virdgrol osszesen, hogy a fentieknek megfeleljen.

Bemenet Kimenet

4 6
4 10 5 11

Magyardzat: tavolitsunk el az 1. virdgrél egy szirmot, a 2. viragrol két szirmot
és a 4. viragrol harom szirmot, tehdt 6sszesen hatot.

Korldtok: 1 < N < 10000, 1 < T[i] < 10°. Id8limit: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha 1 < N < 100 és 1 < T'[i] < 100 esetén
helyesen miikédik a program.

Bekiildendo egy 1s60.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt

és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

S. 159. Egy kalandjaték IV x M téglalap alaku teriiletbdl all. Minden teriileten
egy proba talalhatd, melynek nehézsége pozitiv egész szam. Van egy hosiink, aki
kezdetben a bal fels§ sarokban &ll és egyes szintli. A hés akkor léphet ra egy,
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a jelenlegi helyével oldalszomszédos teriiletre, ha a szintje legaldbb akkora, mint
az ott taldlhatd proba nehézsége. A teriileten taldlhaté préba teljesitése utan a hés
szintje eggyel nagyobb lesz.

A hés tetszblegesen lépkedhet a tédbla mar meglétogatott (teljesitett) mezdin,
de csak egyszer — az elso ralépéskor — emelkedik a szintje. Teljesiteni tudja-e a hos
a jatékot, azaz el tud-e jutni a jobb alsé tertiletre?

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a sorok N és az oszlopok M szamét. A ko-
vetkez6 N sor mindegyike M szamot tartalmaz, az adott teriileten 1év6 préba
nehézségét. A bal felsé sarokban nincs préba, igy az az érték mindig 0.

Kimenet: az els6 sorban az ,,IGEN” sz szerepeljen, ha a jaték teljesitheto, és
a ,NEM” sz6 kiilonben. Ha a jaték teljesithetd, adjuk meg a legkisebb szintet, amivel
teljesiteni lehet. Ha az els6 sor ,NEM” volt, adjuk meg a szabdlyos 1épésekkel elérhetd
legnagyobb szintet.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
33/012/356/442 IGEN / 7

Magyardzat: az 5-06s és 6-os prébak kivételével mindet teljesiteni kell. Ezek
utan a hés 7-es szinti lesz.

Korldatok: 2 < N, M < 100, egy proba nehézsége legfeljebb 20000. Id6limit:
0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a kimenet els6 sora helyes.

Bekiildendd egy s159.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt

és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. marcius 15.

%

R4tz Tanar Ur Eletmﬁdijak atadasa
2021 decemberében

Huszonegyedik alkalommal adtédk 4t a Ratz Tanar Ur Eletmﬁdijat azon alta-
ldnos és kozépiskolaban oktatd pedagdgusoknak, akik matematika-, fizika-, kémia-,
biolégiaoktatas teriiletén kimagaslé teljesitményt nyijtanak a tantargyak népsze-
risitésében és a tehetséggondozdsban.
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A Magyar Tudoményos Akadémia disztermében megrendezett dijatadén kilenc
tandr vehette 4t az Alapitvany a Magyar Természettudomanyos Oktatasért Réatz
Laszlérdl elnevezett dijat. A kitiintetést az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft és
a Richter Gedeon altal 1étrehozott alapitvany kuratériuma itéli oda minden évben,
Osszesen 12 milli6 forint értékben.

A vildgban, amelyben éliink a technolégia gyors iitemii fejlédésének koszonhe-
téen az informacié elképesztd sebességgel terjed és barki szaméara pillanatok alatt
elérheto. Nagy kérdés azonban, hogy a gyerekek, akik bar ebben az 1j vilagban di-
gitalis bennsziilottként élnek, mit kezdenek ezzel a rengeteg informéacioval, hogyan
valasztjak ki ezek koziil, mi a valodi és mi a megbizhaté — hogy mik a tények, hogy
mit mond a tudomany.

Ezt a tudast, amire alapozva késébb dontéseket hoznak a fiatalok, az iskolaban
a pedagégusoktdl kapjék meg. A Ratz Tanér Ur Eletmﬁdij immér 21. éve azon ki-
emelkedd természettudomanyos targyakat tanité pedagégusok munkajara hivja fel
a figyelmet, akik a tudasukkal és pedagodgiai érzékiikkel széles latokort felnottekké
nevelik didkjaikat. A 1,5 milli6 forinttal jaré kitiintetést az Ericsson Magyarorszag,
a Graphisoft és a Richter Gedeon altal 1étrehozott alapitvany kuratériuma itéli oda
minden évben.

»A mi feladatunk az, hogy megmutassuk és elismerjitkk azokat a természet-
tudoményos targyakat oktaté pedagogusokat, akik hivatastudatukkal generdciok
jovéjére vannak pozitiv hatassal. Szeretnénk egyuttal példat mutatni a gazdasagi
szereploknek is, hogy lehetdségeikhez mérten tamogassak az oktatast, hiszen az iga-
zi befektetés a magyar gazdasig szamara a tudasban rejlik, a tudas atadasanak

kulesa pedig a pedagdgusainkban.” — mondta el Kro6é Norbert, professzor, akadé-
mikus, az Alapitvany a Magyar Természettudomanyos Oktatasért kuratériumanak
elndke.

A Rétz Tandr Ur Eletmidijat az orszdg barmely altaldnos vagy kozépiskold-
jaban tanité vagy korabban ott tevékenykedd pedagdgus megkaphatja. A dijazott
pedagdgusok valamennyien a real tantargyak oktatdsi szinvonalanak emeléséért dol-
goznak, didkjaik sikeresen szerepelnek orszigos tudomanyos versenyeken, az okta-
tas mellett rendszeresen tovabbképzik magukat, tdjékozottak az adott tudomany
tertiletén elért eredményekrol, gyakran tankonyvek és szakmai folydiratok szerzoi.

Az idei évben a kiovetkez6 pedagogusoknak itélte oda a dijat a kuratérium:

Kémiabol Fodor Erika (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyakorlé Gimnazium)
és Sarka Lajos (Nyiregyhdzi Egyetem Eotvos Jozsef Gyakorlé Altaldnos Iskola és
Gimndzium);

Biol6giabél Dr. Molnar Katalin (Budapest, ELTE Radnéti Miklés Gyakorld Altals-
nos Iskola és Gyakorlé Gimnazium) és Horvath Zsolt (Godollsi Reformatus Liceum
Gimndzium);

Matematikabdl Csahécezi Erzsébet (Budapest, ELTE Gyertyanfly Istvan Gyakorld
Altaldnos Iskola) és Kovacs Istvan (Szegedi Tudomdnyegyetem Gyakorlé Gimna-
zium és Altaldnos Iskola):;
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Fizikébol Dr. Vanké Péter (Budapest, BME Fizikai Tanszék) és Papai Gyulané és
Papai Gyula (Fertéd, Babos Jozsef Altaldnos Iskola /Soproni Szakképzési Centrum,
Vas- és Villamosipari Technikum).

Idéziink a matematika, illetve a fizika teriiletén dijazott tanarokrdl készitett
rovidfilmekbol.

Matematika

Csahéczi Erzsébet (Budapest): A délutdnjaim azzal teltek, hogy korrepetdltam
és tehetséget gondoztam, versenyre készitettem a gyerekeket. Egyébként nagyon
szerettem, mert j6 volt ldtni, amikor eqy gyerek elkezdett kinyilni és elkezdte elhinni
magdrol, hogy oneki ez menni fog. Ez egy nagyon fontos dolog. A gyerek érezze
azt, hogy most megint eldreléptem eqy picit, megint, megint; ez is kivildgosodott, ez
is kivildgosodott. Van egy pont, ahol aztan oridsi gyors fejlédés kovetkezik. Az egy
boldogito pillanat, latni eqy gyereket, amikor mdr érzi azt, hogy: ,Megvan! Megvan!
En is tudom.”

A tandrn6rél sz6lé rovidfilm itt tekinthetd meg:

https://www.youtube.com/watch?v=sWhhxNbY4Sw.

Kovécs Istvan (Szeged): Ilyen tanitvanyom is volt, aki jétt és mondta, hogy:
SLandr dr, ne haragudjon, de madr anydnak se ment a matematika.” Ez nem 6rok-
16dik! Es minél kisebb a matematika irdnti motivdcidja a gyereknek, anndl tobbet
kell gyakorolni. Es tiirelemmel. Es hdt sok-sok dicsérettel. ... Sokkal jobban dtldt-
jak a bonyolult dolgokat is. Elég sok bonyolult dologgal taldlkoznak itt az ordkon. . ..
Az emelt szinti éretségi tananyag folott is vannak bizonyos anyagrészek, amiket ta-
nitunk, tehdt nem csak azt probaljuk elérni, hogy konnyedén bejussanak kilonbozo
egyetemekre, hanem azt is, hogy ott jo eredménnyel bent is maradjanak. Jo hangulat
legyen oran. Nem nagyon érzem jol magam eqy ilyen feszélyezett, kotott tdrsasdg-
ban. Mikor kijovok az ordrol, akkor van egy olyan jo érzése az embernek, hogy ezt
most klasszul megesindltam. Merthogy tudom, hogy mit akartam, és eljutottak oddig
a didkok, amit én szerettem volna, meg is értették — ez eqy jo €rzés. Es szerintem
szamukra is jo €rzés.

A tanar urrdl szol6 rovidfilm itt tekinthetoé meg:

https://www.youtube.com/watch?v=mth-sSzouGY.

Ki volt Ratz tanar ur és mit jelent ma nekiink pedagégiai munkassaga?:

https://www.youtube.com/watch?v=y2gHM5d1n5M.
Fizika

Dr. Vanké Péter (Budapest): Az igazdn mély, lényeges tapasztalatokat tulag-
donképpen mi is csak sejtjik, és nehéz megosztani. De végiil is az egész életink arrol

sz0l, hogy az ember ezt szereti datadni. ... Az dltaldnos iskoldaban meg a gimndzium-
ban is nagyon jo matematikatandrom volt, és akkor én matekkal kezdtem foglalkozni.
Fizikatandrral nem volt szerencsém, ... de ott volt a KéMalL, és elkezdtem nézeget-

ni a feladatokat, és konyvekbdl hozzd magam tanultam meg. Es aztdn egy 1dd utdn ez
jobban ment, mint a matek. 91-ben keriltem az Arpdd Gimndziumba, akkor 18 ora
volt a kdtelezd oraszdm. Ebben az iskolaban specidlis matematika tagozatos osztdly
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volt, és a fizikdat minden osztdlyban bontva tanitottuk. 18 vagy 36 gyerek, az nem
eqy 2-es szorzo €s egy ilyen szambeli kilonbség, hanem eqy mindségileg mds dolog.
Tehdt 18 gyerek kozott szavak nélkil uralni lehet a helyzetet. 92-ben osztdlyféndk let-
tem. Borzaszto szerencsém volt, mert kaptam egy olyan osztdlyt, ahol az osztdalynak
a nagyobbik fele nyitott volt a dolgokra, ... €és ott tényleg eqy ilyen négy év flow
volt, €és jottek az eredmények, ... Belevetettem magam, vittem a tanitvanyaimat
kirandulni, biciklizni, tdjfuto szakosztdlyt csindltam az iskoldban. Kézépiskoldsok,
az olimpidra készildk, hdat 6k pedig eqy hihetetlen érdeklédd és nyitott tdarsasdg, €s
tényleg az orszdgunknak a legtehetségesebb gyerekei. Eqy ilyen olimpiai szakkdron
van, hogy a didkok mondjak el a megolddst és olyan megolddst mondanak el, ams
nekem nem jutott volna az eszembe. Ezek szintén klassz élmények.

A tandr urrdl szol6 rovidfilm itt tekintheté meg:
https://www.youtube.com/watch?v=FfmKoGCTA9Q.

Pipai Gyuldné és Pépai Gyula (Fertdd és Sopron):

~ En azt gondolom, hogy a pedagogus személyisége és a szakmai tuddsa kozdott
nem tennék kiilonbséget. S6t, ha helyezhetném, akkor tan a pedagogus személyiségét
helyezném elébbre. (P. Gy.-né)

— Mikor kérdezik télem, hogy ki a jo pedagogus, azt szoktam mondani, hogy azt
nem tudom, de utdlag mindig tudni lehet: az a jo pedagogus, akirdl hisz év milva
is dgy emlékeznek a tanitvanyai. (P. Gy.)

— Az ismeretségiink majd hatvan évre nyulik vissza. Pécsre keriltink mind
a ketten a Pedagdgiai Féiskoldra matematika—fizika—miszaki szakra. Es ott elészor
munkakapcsolatunk volt. (P. Gy.-né)

— Azért, mert engem vdlasztottak meg csoportvezetének, 6t meg csoportvezets-
helyettesnek. Nagyon ragaszkodtam hozzd, mert pont egy ilyen agilis csoportvezetd-
helyettesre volt szikségem. (P.Gy.)

— Es hdt ez tartott kérilbelil hdrom és fél évig. Aztdn jott a pdlyavdlasztds.
(P. Gy.-né)

— Egyszer csak észrevettiik, hogy mi egyiitt akarunk elhelyezkedni. A lényeg
az, hogy idekeriltink Fertddre, az elsé kiiszobok dtlépése utdan. De amikor igy
betévedtiink a fizika szertdrba, akkor arra jottink rd, hogy ez egy romhalmaz. Na,
hajra! Ugyis energidnk van, azzal jottink ki, nekidllunk eszkozoket gydrtani. (P. Gy.)

— Ha a gyerek eszkizhoz nyulhat és tevékenykedhet, akkor mdsképp dll a tan-
tdrgyhoz. Tehdt megszereti azt a tdrgyat. Az volt a véleményiink, hogy az alapvetd
fizikai jelenséget tapasztalds utjdn lehet eredményesen tanitani. (P. Gy.-né)

— A fizika konnyebben megmagyardzhato. Benne élink egqy természetben. Ha
azt akarom, hogy a természettel jo legyen a kapcsolatom, akkor legaldbb valamit
ismerjek meg belble, ... Es ez lelkesttette is a gyerekeket. (P. Gy.)

~ En azt hiszem, hogy a mi ketténk sikere meg eredménye ... abban rejlett,
hogy tudtunk megfeleld kontaktust teremteni a gyerekekkel. (P. Gy.-né)

A tanar hazasparrdl szolé rovidfilm itt tekintheté meg:
https://www.youtube.com/watch?v=6GTHs9wvJIo.
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Beszamolo a 2021. évi Eotvos-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat 2021. évi Eotvos-versenye oktéber 15-én
délutdn 3 érai kezdettel tiz magyarorszagi helyszinen® keriilt megrendezésre. Ezért
kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigyelettel
a segitségiinkre voltak. A versenyen a hérom feladat megolddsara 300 perc all
rendelkezésre, barmely {rott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznilhatd, de (nem
programozhatd) zsebszdmoldgépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznédlata
tilos. Az Eotvis-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 69 versenyzé
adott be dolgozatot, 14 egyetemista és 55 kozépiskolas.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldasat.

*

1. feladat. Egy hdszigetelt, hengeres tartdlyt eqy jo hdvezetd, rogzitett fal oszt
két egyforma henger alaki térrészre. Az eqyik térfélben héliumgdz, a mdsikban azzal
megegyezd anyagmennyiséql oxigéngdz taldlhato, mindkét gaz kezdeti homérsékle-
te Ty, kezdeli térfogata pedig V. A tartdly eqyik végét konnyen mozgd, hdszigeteld
dugattyd zdrja le, amellyel a héliummal toltott térrész térfogata valtoztathato. Ha-
tdrozzuk meg a hengerben lévé gdzok végsé hémérsékletét, miutdn a dugattyu lassi
mozgatdsdval a héliumgdz térfogatdat Vi /2-re csokkentettiik!

(Vigh Mdté)

Megoldas. Az 1. dbra a kezdeti allapotot és a végallapotot mutatja.

n Vo f ™ Vo
Po
Po T, Ty
— hélium oxigén
=3 =5
Vo Vo
2
— »
T T
n n
1. dbra

'Részletek a verseny honlapjén: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm.
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Feladatunk a T hémérséklet meghatarozasa. Ezt tobbféle mddszerrel is meg-
tehetjiik.

I. megoldas. Legyen a héliumgaz lassan valtozé pillanatnyi hémérséklete T,
térfogata V. Az elvalaszté fal j6 hévezetése miatt az oxigéngaz hémérséklete is T'.
Ha a dugattyu elmozduldsa miatt a homérséklet AT értékkel né, a héliumgaz
térfogata pedig AV értékkel véltozik meg (AV < 0), akkor az egész rendszer belsd
energiajanak valtozasa

3 5
(1) AE = §nR AT + inR AT = 4nRAT.
A héliumgédz nyomasa:
T
=nRkR—.
p=n Vv
Az egész rendszerre alkalmazott elsé fététel szerint
—pAV = AE,
vagyis
AV AT
2 —_— 47 = U.
(2) - HA =0

Szorozzuk meg (2)-t T4V -vel, és hasznaljuk ki, hogy a megvaltozasok kicsik (ezért
a négyzetiiket és a magasabb hatvényaikat elhanyagolhatjuk):

T* AV + 4T3V AT = A(T*V) =0,

tehat T4V a folyamat sordn &llandé marad. A héliumgéz kezdeti és végallapotat
Osszehasonlitva kapjuk, hogy

\%

TV, = T{‘?O, vagyis Ty = V2T, ~12T,.
Ugyanezt az eredményt az (1)-ben szerepld Kicsiny valtozdsok dsszegzésével (integ-
rélassal) is megkaphatjuk:
Vo/2

T
/ S dV 44 —dT——ln2+4ln—:0,
To

vagyis

T, = V2T,

IT. megoldds. Az (1) egyenlet szerint a folyamat tekinthetd egy f = 8 szabad-

sagi foku gaz adiabatikus Osszenyomasanak. Erre a folyamatra a fajhéhanyados

=1 —}_2 , tehat az adiabatikus allapotvaltozas egyenlete:

TVH 1 =TVY* = 4llandd,
ahonnan T} = %Tg.
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III. megoldas. Kézikonyvekben? és képletgytijteményekben megtaldlhatd, hogy
n mol anyagmennyiségt, f szabadsdgi fokt molekulakbdl &ll6, T hémérsékletii és
V térfogati idedlis gdz entréopidja

S(T,V) = iannz —|—annK
2 Vo

Az entrépia nullpontja 6nkényesen védlaszthatd, a fenti képletben példaul
S(To, Vo) =0

(ahol Ty és Vp lehet a feladatban szerepld kezdeti hémérséklet és térfogat).

A vizsgalt folyamatban nincs hicsere a rendszer és a kornyezete kozott, to-
vébbé (a dugattyi lassi mozgatdsa esetén) a folyamat reverzibilis, igy a rendszer
entropidja valtozatlan marad:

fHe Vo/2 fo Vo
nRln — +nRln 2nRIn— +nRln =0
( 9 + Vo + VO ,

vagyis (tudva, hogy fue =3 és fo, =)

41— In-=0
TO+ ’

azaz a 11 = \f 2Ty eredmény addodik.

Megjegyzés. Ha a héliumgaz térfogatat olyan gyorsan csokkentjiik a felére, hogy az oxi-
géngdz nem tud azonnal felmelegedni, akkor a folyamat irreverzibilissé valik, vagyis az ent-
répia néni fog. Mivel adott térfogat esetén a magasabb hémérséklethez tartozik nagyobb
entrépia, a dugattyu hirtelen elmozditdsa utdn a két gdz végiil (a hémérséklet kiegyenli-
tédése utdn) jobban felmelegszik, mint a feladatban szerepld lassu dsszenyomdsnél.

2. feladat. Egy henger alaki, ¢ hosszusdgi és R < £ sugari, légmagos szolenoid
meneteinek szima N. A tekercs belsejébe egy r < R sugarid, a szolenoid szimmetria-
tengelyére merdleges siki, L induktivitdsi szupravezetd gylrit helyeziink (a gydrd
és a szolenoid kozéppontja egybeesik).

a) Novekszik vagy csikken a szolenoid induktivitdsa a gydri behelyezése kivet-
keztében?

b) Hatdrozzuk meg az induktivitds megudltozdsdnak nagysdgdt!
(Széchenyi Gdbor)

Megoldés. a) A szupravezetd fazisban 1évé anyagoknak az az egyik kiilonleges
tulajdonsaguk, hogy az elektromos ellenallasuk nulla. Ha egy szupravezetd gytiri-
ben fesziiltség indukédlédna, akkor az Ohm-torvény alapjan végtelen nagy aramnak
kellene benne folynia. Ennek a fizikai képtelenségnek a felolddsa az, hogy a szup-
ravezetd gylriiben nem indukalédhat fesziiltség, azaz a gytiriin athaladé méagneses
fluxus értéke nem valtozhat meg.

2Léasd pl. a 333+ Furfangos Feladat Fizikdbdl 194. feladatdnak megoldasét.
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Az egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy kezdetben, amikor a szolenoidban
nulla az dramerdsség, akkor a szupravezetd gytriiben sem folyik aram, igy a rajta
athaladé mégneses fluxus értéke nulla. Ez az érték akkor sem véltozhat meg, ha
a tekercsben dram folyik. Hogyan lehetséges ez, hiszen a szolenoid magneses tere
miatt meg kellene jelennie egy véges fluxusnak a gytritiben. I,ng, hogy a gytiriben
olyan dram indukaldédik, mely azonos nagysagu, de ellentétes el6jeli fluxust hoz
létre a gytirtin. Ennek az aramnak a hataséara a tekercsen athaladé magneses fluxus
értéke és igy a tekercs induktivitasa is kisebb lesz, mint a szupravezeto gytiri nélkiili
esetben.

b) Vizsgéljuk az el6bb leirt jelenséget kvantitativan. Legyen a szolenoid dra-
ma I. A szolenoid kdzepén elhelyezett szupravezetd gylriin dthaladé méagneses flu-

xus értéke
Coyites =L -1+ M-I,

ahol L a gytrii 6ninduktivitasa, i a gylirt arama, M a szolenoid és a gytri kolesonos
indukcids egyliitthatdja, ami megadja, hogy az egyikben foly6 egységnyi erdsségii
dram hatdsdra mekkora magneses fluxus jon létre a mdsikban. (Beldthatd, hogy
M nagysaga a szereplok felcserélésekor nem valtozik, tehat mindegy, hogy a gytri
arama altal a szolenoidban keltett magneses fluxust szamitjuk ki, vagy a szoleno-
id drama altal a gytriben keltett fluxust vizsgaljuk. Ez utobbi nyilvan kénnyebb
feladat.) M értékét a feladatban megadott geometridra konnyen kiszdmolhatjuk.
Az I er6sségli arammal atjart szolenoidban a homogén mégneses tér indukciévek-

p . NI . N P . s e s,
toranak nagysiga £ OE . Mivel a gytirii sitkja merdleges a magneses tér irdnyara,

a gylirin athaladé magneses fluxus %Nlrgw. Innen kiolvashatjuk a kolcsonos in-
dukcids egyiitthatd értékét:
= Mrzﬂ

7 .

A gytri fluxusa nem valtozik meg, ha a szolenoid araméat nullardl I-re novel-
juk, igy ®gyrq = 0, ahonnan a gytir{iben folyé dram értéke

M
—.

M

1=
A szolenoidon dthaladé magneses fluxus értéke:
(I)szolenoid = LO I+ M- ia

ahol Lj a szolenoid oninduktivitdsa. Behelyettesitve a gylirti aramat, a kovetkezét

kapjuk:
M2
(bszolenoid = <LO - L) I

Lathatjuk, hogy a szolenoidon athaladé méagneses fluxus ardnyos a szolenoid ara-
méval. Az ardnyossagi tényezo a szupravezetd gylirit tartalmazoé szolenoid induk-
tivitasa, mely
M2 2N2’I"47T2
ALy= — = HoN T T
L 2L

értékkel kisebb, mint a gytliri nélkiili szolenoid 6ninduktivitasa.
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Ugyanezt az eredményt kaptuk volna, ha a szdmolds soran nem tételezziik
fel, hogy kezdetben a szupravezet6 gytiriiben nulla dram folyik. A leirt levezetés
kis médositassal hasznalhatd a szupravezetd tetszoleges el6élete esetén is. Ekkor i,
Doyiirts €5 Pyrolencia 2zt adja meg, hogy mennyivel valtozott meg a gytirli drama,
valamint a gylrin és a szolenoidon athaladé magneses fluxus értéke, mikozben
a tekercs aramat nullardl I-re noveltiik.

3. feladat. Egy felfujhato strandlabda kénnyt, vékony, igen hajlékony, de nem
nyujthato midanyagbdl készilt. Felfujt dllapotaban a labda majdnem pontosan gomb
alaki, sugara 20 cm. Egy kisérletben a labddt trtartalmdnak feléig felfujjuk levegd-
vel, majd eqy vizszintesen tartott, nagy kiterjedést siklap segitségével fokozatosan
viz ald nyomjuk, mig az teljesen el nem meril a vizben. Vazoljuk fel, milyen ala-
kot vesz fel a viz ald nyomott labda! Ha tudjuk, hatdarozzuk meg az alak relevdns
méreteinek szamszerid értékeit is!

(Vigh Maté)

Megoldas. A feladat szovege szerint a labda anyaga ,igen hajlékony, de nem
nyujthatd”. Ezért az egyetlen lehetséges médszer a labda térfogatanak csokkenté-
sére, ha a labdat ,behorpasztjuk” (elsd rajz a 2. dbrdn), ekkor a feliilet két (ugyan-
olyan r sugari) gombfeliiletdarabbdl 4ll. A behorpadt gombfeliileten azonban tjabb
horpadas is lehetséges — ezuttal kifele —, ahogy az dbra mdsodik rajzan latszik. Ezt
tetszOleges szamban megismételhetjiik, igy akar kozel siklapot is kialakithatunk,
amely azonban a valésagban egy kicsit ,,rdancos”, vékony, ki-behajlé gombfelszinda-
rabokbdl all (kizépsd rajz).

Latni fogjuk, hogy fizikai feltételek miatt a labda alsé és felso része is igy
fog deformalédni (negyedik rajz). A ,rdancokat” (amelyek elvileg tetszdlegesen fino-
mak lehetnek, de egy valddi kisérletben azért latszanak) méar nem dbrézolva egy
gombovet kapunk (utolsd rajz a 2. dbran).

2. abra

Eddig csak a geometria altal lehetséges deformaciokrdl beszéltiink. Ezutan
meg kell vizsgalnunk, hogy az adott kisérletben a fizikai feltételek kovetkeztében
milyen alak jon létre. A labda tetejét a siklap nyomja le a viz ala, igy ott a labda
résimul a feliiletre. Erdekesebb kérdés a labda aljanak alakja: mivel a labda ,igen
hajlékony”; a gytrt feliileten olyan alakot vesz fel, hogy a belso és a kiils6 nyomas
mindenhol azonos legyen. A labddn beliil mindenhol azonos a légnyomads (a levegd
csekély aerosztatikus nyomdsét elhanyagoljuk), a viz nyomésa viszont a mélységgel
véaltozik (p = po + ogh), igy a labda aljdnak is vizszintes siklapnak kell lennie
(3. dbra).

A labda alakja tehat egy vizszintes siklapokkal hatéarolt gombowv.
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Po

h p=po+ogh

3. abra

A feladat mésodik részében meg kell haté-
roznunk a gombov méreteit. A jelolések a 4. db-
ran lathatok.

Vizsgaljuk elGszor a geometriai feltételt:
a gombov térfogata a gomb térfogatanak fele.
(A gombov térfogata képletgytijteményekbél ki-

________

=20 cm kereshet6, vagy integralassal konnyen kiszamit-
hatd.)
. 2
4. dbra 712 (hy + hs) — g(Iﬁ +h3) = gr?’.

h1

A numerikus megolddshoz érdemes bevezetni az x; = —és o= 72 dimenziétlan

valtozokat, igy attekinthet6bbé valik az egyenlet.
(3) 345 —3(xy +a0) +2=0.

Ez egy kétismeretlenes (harmadfokii) egyenlet. A mésik egyenletet a fizikai feltétel
matematikai megfogalmazasdval kapjuk meg. Erre két lehetséges utat mutatunk
meg.

I. megoldas. Az erdegyensily alapjan: a lapra kifejtett nyomderé megegyezik
a labdara haté felhajtéerével.

23
3
ahol p a labdaban 1évé nyomads, pg a kiilsé légnyomas, r1 a gémbov felsé lapjanak

sugara, o pedig a viz stri{isége.

(p—po)rim = 09,

Ahogy a 3. dbrdn is lathatd, a labda belsejében a leveg nyomaésa a kiilsé 16g-
nyomas és a h magassagu vizoszlop hidrosztatikai nyomésanak 6sszegével egyenld:

P = po + 0gh = po + 0g(h1 + ha).

Ezt befrva az el6z8 egyenletbe, és kihasznalva, hogy r? = r? — h?, megkapjuk a fi-
zikai feltételt:

2r3m
2 2
0g(h1 + ha) (r* = hi)m = ——og,
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amelyet a kordbban bevezetett dimenziétlan valtozokkal ismét attekinthetobb alak-
ra hozhatunk:

(4) (z1+22)(1—2f) = %

Ezutan a kétismeretlenes (3)—(4) egyenletrendszert kell megoldanunk.

Az egyenletrendszert legegyszer(ibb numerikusan, , prébalgatassal” megoldani.
x1 és xo értéke 0 és 1 kozott lehet, értékiiket durvan megbecsiilve behelyettesithet-
jik az egyenletekbe, majd az értékeket uigy finomitjuk, hogy az egyenletek minél
inkabb teljesiiljenek. Az egyenletrendszer megoldésa (itt 3 értékes jegyre, de termé-
szetesen a versenyen kevésbé pontos megoldés is elég lett volna) és az dsszenyomott
labda 4. abran lathaté geometriai paraméterei:

21 = 0,235, x5 = 0,470,
h1 = 4,7 cim, h2 = 9,4 cm,
h=hy+ hy =14,1 cm,

ry =194 cm, 7ro = 17,6 cm.

II. megoldas. Energetikai megfontolas alapjan: a kiszoritott viz témegkdzép-
pontja a lehet6 legmagasabban legyen.

A gombov tomegkozéppontjdnak tavolsidga a laptdl (a gombov tomegkdzép-
pontjanak helye képletgylijteményekbdl kikereshet6, vagy integralassal konnyen
meghatarozhato):

3(h3 —ht) _ 3(h3—hi)

d= — - ,
4r 83

a korabbi médon dimenziétlanitva

Ezutdn § minimumét keressiik, figyelembe véve a korabban felirt
3.3 _
)+ a5 —3(x +22)+2=0

geometriai feltételt is.

Legegyszeriibben ismét ,,prébédlgatassal” oldhatjuk meg a feladatot. Eszerint
Omin = 0,343, ha x;=0,235 és a9 = 0,470,

az el6z6 megoldéssal 6sszhangban.
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A tomegkozéppont minimélis tavolsdga a laptol
dmin = T0min = 6,9 cm.

Megjegyzés. Tobb versenyzd is észrevette, hogy a feladat
ekvivalens azzal, hogy a labdat félig megtoltjiik vizzel, és egy
sima, vizszintes feliiletre helyezziik. Ilyenkor értelemszertien
a viz tomegkdzéppontjanak a lehetd legalacsonyabban kell len-
nie.

%

5. abra

Az tinnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2021. november 26-dn dél-
utan keriilt sor az ELTE TTK E6tvos-termében. Meghivast kaptak az 50 és 25 évvel
ezelOtti Eotvos-verseny nyertesei is. A 25 évvel ezel6tti dijazottak koziil Tdoth Gabor
Zsolt jott el — 6 par mondatban beszélt a palyafutasardl.

Ezutan kovetkezett a 2021. évi verseny feladatainak és megoldasainak bemu-
tatdsa. Az 1. feladat megolddsat Gnddig Péter, a 2. feladatét Széchenyi Gdabor,
a 3. feladatét Vanks Péter ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Ormos Pal,
az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat elndke adta at.

Egyetlen versenyzé sem oldotta meg mindharom feladatot, igy a versenybi-
zottsag nem adott ki elsé dijat.

Az elso feladat helyes megolddsaért, valamint a mésodik és harmadik feladat-
ban elért lényeges eredményekért masodik dijat nyert Téth Abel, az ELTE fizika
BSc szakos hallgatdja, aki a Budapesti Fazekas Mihédly Gyakorld Altalanos Iskola
és Gimnaziumban érettségizett Schramek Aniko tanitvanyaként.

Az els6 feladat helyes, vagy lényegében helyes megoldaséért, valamint a maso-
dik vagy a harmadik feladatban elért lényeges eredményekért harmadik dijat nyert
Kertész Balazs Zoltan, a Debreceni Reformatus Kollégium Déczy Gimnaziumanak
12. osztalyos tanuléja, Tofalusi Péter tanitvanya; Szépvolgyi Gergely, a Békasme-
gyeri Veres Péter Gimnazium 12. osztélyos tanuldja, Székely Gydrgy és Rakovszky
Andords tanitvanya, valamint Takacs Bendegiz, a Budapesti Fazekas Mihdly Gya-
korl Altaldnos Iskola és Gimndzium 12. osztalyos tanuléja, Nagy Piroska Maria
és Csefko Zoltan tanitvanya.

Az els6 feladat helyes, vagy lényegében helyes megolddséért, valamint a maso-
dik feladatban elért részeredményekért dicséretet kapott Bonifert Balazs, az ELTE
fizika BSc szakos hallgatdja, aki a Badr-Madas Reformétus Gimnazium, Altalanos
Iskola és Didkotthonban érettségizett Horvdth Norbert tanitvanyaként; Csordas
Kevin, a Bajai I11. Béla Gimnazium 12. osztédlyos tanuléja, Lakner Attila és Pdlfal-
vi Ldszlo tanitvanya; Dékany Csaba, a gy6ri Révai Miklés Gimnazium és Kollégium
12. osztalyos tanuléja, Juhdsz Zoltan tanitvanya; Fonyi Maté Sandor, a BME fizika
BSc szakos hallgatdja, aki a szolnoki Verseghy Ferenc Gimnaziumban érettségizett
Veres Dénes tanitvanyaként; Gurzé Jozsef, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld
Altaldnos Iskola és Gimnézium 12. osztalyos tanuléja, Nagy Piroska Mdria tanit-
vanya, valamint Toronyi Andras, a Badr-Madas Reformatus Gimnazium, Altaldnos
Iskola és Didkotthon 12. osztalyos tanuléja, Horvdth Norbert tanitvanya.
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A maésodik dijjal Zimdnyi Gergely adomanydbdl 60 ezer, a harmadik dijjal
40 ezer, a dicsérettel 25 ezer forint pénzjutalom jart. A dijazottak tandrai a Haza-
latogatott Wigner Jend, illetve az Az Edtvis kisérlet torténelmi keretben cimii kony-
veket kaptak az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat ajandékaként. Koszonjitk az ado-
manyozok onzetlen tamogatasdt!

Gnidig Péter, Széchenyi Gabor, Vanké Péter, Vigh Maté

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 759. Egy vizszintes, surlodasmentes, régzitett pdalcara felfiizve négy darab
m témegl, négy darab M tomegi (m < M), majd ismét eqgy m tomegd, tikéletesen
rugalmas golyo dll kézel egymdshoz az dbran ldthato elrendezésben. Balrol egy
m tomegii, szintén tokéletesen rugalmas golyo érkezik v sebesséqgel, és titkozik
a golyosor elsd tagjaval.

A tovabbi ttkozések lezajlasa utdn mely golyck maradnak nyugalomban, €és
a tobbiek milyen irdnyban fognak mozogni?

(4 pont)

Megoldas. A megoldasban a palca menti sebességeket eléjelesen értjiik, és
a jobbra halado testek sebességét tekintjiik pozitivnak. Minden rugalmas {itkdzésnél
teljesiil a lendiiletmegmaradéds és az energiamegmaradas torvénye. Ezek szerint
ha egy my tomegl test v sebességgel iitkozik egy mo tomegl all6 testtel, akkor
az itkozés utani vy és vy sebességekre fenndll, hogy

miv = myv1; + Mmova, valamint m1v2 = mlvf + mgvg.
Ennek az egyenletrendszernek 2 megoldasa van:
v =, vy =0,
valamint
mi1 — Mo le
v = ———, Vg = ————.
mi 4+ ma mi 4+ ma

Az elsé megoldds fizikailag elfogadhatatlan (ekkor az elsé golyd iitkozés nélkiil
menne &t a mdsodikon), ezért a mdsodik adja meg helyesen az iitkozés utdni
sebességeket.

Esetiinkben haromféle iitkozés képzelhetd el, és mindegyik meg is torténik.
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1. Amikor az érkezd goly6 vele azonos tomegii golyéval iitkozik, vagyis
m1 = me, akkor v; = 0 és vy = v. Tehat ha két azonos toémegi golyo iitkozik, azok
sebességet cserélnek. A folyamat els6 4 {itkozése ilyen lesz.

2. Ha a kisebb (m) témegi goly? iitkozik egy nagyobb (M) tomeglivel, akkor
(v >0 esetén) v; negativ lesz, tehat a kisebb témegili golyé balra fog visszapat-
tanni, a nagyobb tomegii goly6 pedig az iitkozés utan jobbra halad, hiszen annak
pozitiv lesz a sebessége. A balra haladé kis goly6 (az 1. esetnek megfelelden) sorra
sebességet cserél a téle balra 1évo golyokkal, ezért a bal oldali legszéls6 golyé végiil
balra fog mozogni, a tobbi kis golyd pedig megall. Ha két, egyenként M tomegi
goly iitkozik, akkor azok is csak sebességet cserélnek (1. eset).

3. Amikor a jobb oldali utolsé nagy golyé iitkozik a sor végén allo kis golyéval,
akkor my = M és mg = m, tehat my > mo. Ebben az esetben vy is és vy is pozitiv
lesz, azaz mindkét golyd jobbra fog mozogni az iitkozés utdan, és természetesen
v1 < vy is teljesiil.

Az {itkozéssorozat utén a bal oldali legszélsé (m tomegill) goly6 balra, a sor
jobb oldali szélén 1évé (M és m tomegill) két golyd jobbra fog mozogni, a tobbi
goly6 pedig egyhelyben marad.

Beke Botond (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

34 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1 pont) 7, hibds 7, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

10 mm - P. 5338. A bal oldali dbrén ldthaté modon
=== : eqy domindpdrt helyeziink el egy harmadikon.
59 mm a) Hatdrozzuk meg x lehetséges értékeit,
hogy a domindk egyensulyban legyenek.

b) Ezt kivetden tovabbi domindpdrokat he-
ip kL lyeziink el a jobb oldali abranak megfelelden.
Legfeljebb hdny domindt helyezhetink el a legal-
sora, hogy az egyensilyi dllapot fennmaradjon?

(5 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

Megoldas. a) Az aldtdmasztds bal oldalan kilégd rész x hosszat tigy kell meg-
valasztanunk, hogy a dominépar tomegkozéppontja a fliggbleges ,tartéhasab” folé
essen. A két felsé dominé S tomegkozéppontjanak elegendd a ,vizszintes” xg ko-
ordindtajat kiszamitanunk, hiszen a stabilitds feltételében csak ez szerepel. A do-
mindkat egyforma, homogén tomegeloszldsi hasaboknak tekintjiik. Az 1. dbrardl
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leolvashaté, hogy x4 = % =26, x5 = % =5és

rA+2xB
2

A tévolsdgokat milliméter egységekben mérjiik, és ezt a dimenzidt a tovdbbiakban
nem jelezziik.

Tg = = 15,5 mm.

B B B
N N
S S S
A SA | A
>
Zmin Tmax
1. abra 2. dbra

A 2. abran 14tszik, hogy @y, = zg — 10 = 5,5 é8 Tpa = x5 = 15,5. A domi-
nopar egyensulyanak feltétele ezek szerint:

5.5 < < 15,5.
(A két sz€1s6 helyzet labilis (instabil) egyenstilynak felel meg.)

k= n—2 darab

—2
k= 2 darab

3. abra

b) Helyezziik el elészor a domindpérokat a vizszintes asztallapra a 3. db-
rdan lathaté moédon. Ha a domindk n szdma meghalad egy nma.x értéket, akkor
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a3,4,5,6,...,n—1,n jelzésli (halvanysziirke) domindkbdl 4116 épitmény lebillen,
elfordul az 1 jeli dominé jobb fels6 éle koriil. Ez mindaddig nem kovetkezik be,
ameddig az épitmény tomegkozéppontjanak xp koordindtaja nem haladja meg
az alatamaszté feliillet 42 milliméteres hosszat. (Az x koordinatakat most a 4-es
jelit domind bal oldali lapjatél mérjiik.)

A 3-4 dominépar tomegkozéppontja — mint lattuk — az xp = 15,5 adattal adha-
t6 meg. A tovabbi domindparok tomegkozéppontja vizszintesen 10-10 milliméterrel
tolédik el jobbra, tehat az (n — 1)-edik és az n-edik dominéra

g =zp+(k—1)-10 =55+ 10k,

ahol k = "772 a halvénysziirke dominéparok szama. A stabilitds szempontjabol
fontos T tomegkozéppontra fenndll, hogy

- w — 10,5+ 5k = 5,5+ 2.5n.

Az xp < 42 feltétel akkor teljesiil, ha n < 14,6, vagyis a természetes szamok korében
n < 14. A vizszintes asztalon tehét legfeljebb 14 domindt (7 parat) helyezhetiink el
ugy, hogy stabil egyenstilyban legyenek. (Amennyiben még egy tovabbi vizszintes
dominét rakunk fel, a tomegkodzéppont 2 mm-rel tilnyulik a megengedett hataron.
Konnyen belathato, hogy ha az épitmény nem billen le a legalsé dominérol, akkor
mashol sem billenhet le.)

TR [1a Vajon raallithaté-e  (rdemelhet6-¢) ez
12 a 14 dominé egyetlen, a legkisebb lapjan allé
10 (0-val jelolt) dominéra? Ez akkor tehetd meg,
8 ha a 14 dominébdl all6 rendszer R tomegkozép-
6 pontja nincs messzebb az 1-es jelii dominé bal
4 13 oldali lapjatél, mint a dominé 52 milliméteres
hossza. A fenti képletekbél kiszamithatjuk, hogy
rr = 45,5 < 52, tehat a 4. dbrdn lathaté allapot
3] megvalosithato.

3| Megjegyzés. Amennyiben a 14 dominét nem
1 az asztalon rakjuk egymadsra, hanem a 0-val jelolt
elemre egyesével pakoljuk ra a tébbi dominét, akkor
az épitkezés kozben — dtmenetileg — stabilizalnunk
kell az ingatag szerkezetet. Ezt példaul a 4. abran
lathaté, szaggatott vonallal jelolt dominéval oldhat-
0 juk meg. Az ,allvanyt” az épitmény elkésziilte utan
ovatosan eltavolithatjuk.

. ab
4. dbra Szabo Mdrton (Szeghalom, Péter Andras Gimn.

és Kollégium, 11. évf.)
dolgozata alapjan

55 dolgozat érkezett. Helyes Szabdé Mdarton megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 14,
hidnyos (1-3 pont) 34, hibds 6 dolgozat.
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P. 5354. Motoros jdtékvonat halad R sugari, koér alaki pdlydn, dllandd nagysd-
gu v sebességgel. A kor kozéppontjdtol d < R tdvolsdgra egy dllandd, fo frekvencidji
hangot kibocsato, pontszeri hangforras helyezkedik el. A vonatra eqy mikrofont rég-
zitink. Milyen hatdrok kozott vdltozik a mikrofon dltal €szlelt hang frekvencidja?
(A hang sebessége c.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdaté, Biatorbagy

I. megoldas. Legyen a vonat kor alaku palyajanak kozéppontja O, a rogzitett
hangforrds helye F, a vonat pillanatnyi helye pedig a korpélya P pontja (lasd
az 1. dbrat). Ale, fo frekvencidji hangot kibocsaté hangforras hangjat egy mozgd
megfigyeld (esetiinkben a mikrofon) a Doppler-effektus szerint

Fea(e?)

frekvencigjunak észleli, ahol u az észleld sebességének a hangforrds irdnydba mutatd
komponense.

A hangforras helyét pl. az abran lathaté § szoggel adhatjuk meg. Bontsuk
fel a mikrofon v nagysagu sebességvektorat egy PF-fel parhuzamos és egy arra
merdleges komponensre. A parhuzamos sszetevot jeloljitk u-val. A hangforras és
a mikrofon tavolsidga u = vsin a sebességgel csikken, ahol o az OPF szog. A leg-
nagyobb észlelt frekvencia u legnagyobb értékének, vagyis a legnagyobb értékének
felel meg. Mivel az OPF haromszogre felirhato szinusztétel szerint

sina = = sin 3,

ez a maximumét sin 8 = 1, vagyis § = 90°-nél veszi fel. Ezek szerint (sin &) pmax = }%,
Umax = %v, tehdt a mikrofon &ltal észlelt legnagyobb frekvencia

v d
fmax:f0(1+cR>-

1. dabra 2. dbra
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Hasonlé médon kapjuk a hangforrdstoél tavolodé mikrofon altal észlelt frekven-
ciacsokkenést is. Ha tiikrozziik a P pontot az OF egyenesre, az F és P’ pontok
tavolodasdanak sebessége ugyanakkora lesz, mint F' és P kozeledésének sebessége
volt (2. dbra). Mivel u legnagyobb értéke %u az észlelt frekvencia legkisebb értéke:

v d
fmin:fo (I—CR>

Kopenczei Csandd (Bonyhad, Petéfi S. Ev. Gimn. és Koll., 11. évf.) és
Yokota Adan (G6dollsi Torsk Igndc Gimn., 12. évf.) dolgozata alapjin

II. megoldas. A hangmagassag valtozasat a Doppler-effektussal magyarazzuk.
Eszerint az fy frekvencidju, a levegéhoz képest allé hangforras frekvenciajat egy,
a hangforrashoz u sebességgel kozeledé (vagy tdvolodd) mikrofon

(=)

nagysagunak rogziti. A feladatunk tehat u legnagyobb értékének meghatarozasa.

Két test tavolsadga nem fiigg attdél, hogy milyen
koordinata-rendszerben szamitjuk ki azt. Valasszuk
azt a koordinata-rendszert, amelynek origdja a kor-
pélya O kozéppontjaban van, és w = % szogsebes-
séggel forog az O pont koriil a vonat krmozgédsaval
megegyezd iranyban. A jatékvonat — ebben a for-
g6 vonatkoztatasi rendszerben — mindig ugyanazon
a helyen &ll, a hangforras pedig egy d sugaru korpa-

3. dbra lyan u = dw = U—Rd sebességgel egyenletesen mozog

(3. dbra).
A vonat és a hangforras tavolsdga akkor valtozik a leggyorsabban, amikor
a hangforrds éppen az F} pontban van, ahol a sebessége az all6 vonat irdnyaba
mutat, vagy az F, pontban, ahol a sebessége a vonattal ellentétes iranyu. Ilyenkor
F és P kozeledésének, illetve tavolodasanak sebessége u, a megvaltozott frekvencia
legnagyobb és legkisebb értéke tehdt

vd vd

fmax = fO (1 + ]‘EC) s illetve fmin = fO (1 — }%) .

Megjegyzés. A forgé koordindta-rendszerben a hangforrds mozog, az észleld (mikro-
fon) pedig 4ll. Ennck ellenére a Doppler-effektusnak nem az f = fo—— képletét alkal-

c—u
maztuk, hanem az all6 hangforrasra vonatkozé f = fo Ctu Osszefiiggéssel szamoltunk. Ezt

azért tehettitk meg, mert a forgé vonatkoztatdsi rendszerben a levegé is mozog (forog), és
a Doppler-effektusnél mindig a kézeghez viszonyitott sebességek szamitanak.

(G. P.)

28 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 9, hidnyos
(1-3 pont) 3, hibds 1, nem versenyszer( 1 dolgozat.
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P. 5356. Vizszintes talajon fekszik eqy téglalap keresztmetszetd gerenda. A tég-
lalap vizszintes oldala L, fliggdleges oldala H hosszusdgu. Elhanyagolva a kézegel-
lendlldst, honnan és hogyan kell elugrania eqy szocskének, hogy a lehetd legkisebb
energiardforditassal sikeriljon datugrania ezt a gerenddt? Hol lesz az ugrdsi parabola
fokuszpontja ebben az esetben?

(5 pont) Radnai Gyula (1939-2021) feladata

Megoldas. A szocske az elugrasa utan parabolapalyan fog mozogni. Ez a pa-
rabola nyilvan a gerenda leghosszabb oldalélére meréleges sikban fekszik, elegendd
tehét ezt a sfkot vizsgdlni. (Ha a szdcskének lenne ,hosszanti” irdnyu sebessége,
akkor ennek nulldra csokkentésével csokkenthetné az energiaraforditést.)

Ha a szocske palyagorbéje a gerenda felsd éleit6l véges tavolsagra haladna,
akkor az elugréas helyének és iranyanak valtozatlanul tartasa mellett kisebb kezdo-
sebesség (kisebb energiardforditds) is elegendé lenne (1. dbra). A szaggatott vonal-
lal jelolt parabolapélyanal kedvezébb a folytonos vonallal jelolt palyahoz tartozo
mozgas. A palyagorbének tehat legalabb az egyik fels6 élet ,érintenie” kell, an-
nak kozvetlen kozelében kell elhaladnia. Ha ugyanekkor nem érintené a gerenda
masik fels6 élét, akkor (a kezddsebességet és az elugras szogét valtozatlannak tart-
va) az elugrés helyének megvaltoztatdsdaval olyan paraboldhoz juthatndnk, amelyik
a gerenda felett, attol véges tavolsagban halad, tehédt ez sem lehet a legkedvez&bb
elrendezés (2. dbra).

L R
H| \
a \
d
1. dbra 2. dbra

Optimalis esetben a parabola szimmetriatengelye a gerenda téglalap alaku
keresztmetszetének fiiggéleges kozépvonalanal taldlhatd, és a parabola illeszkedik
a téglalap mindkét fels csucsara. A 3. dbra jeloléseit hasznélva felirhatjuk, hogy

L
vitcos o = 3 valamint vy sina = gt,

ahol t azt az id6t jeloli, amennyi alatt a szdcske a D pontbdl a palyagorbe legma-
gasabb (M-mel jelslt) pontjdba keriil. Ebbél a két egyenletbdl ¢ kikiiszobolése utan
kapjuk, hogy
2 gL
vy = — .
sin(2a)

Irjuk fel most az energiamegmaradds torvényét a K és D pontok kozotti

mozgasra:
1 1
—muvy = —mv] +mgH,
2 2
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Yy
M
U1
D/« P C
L
Vo H
3 x
K A B
3. abra

vagyis
gL
sin(2a)

v8:29H+v%:29H+

Innen leolvashatjuk, hogy vy akkor minimalis (akkor legkisebb a szdcske energiara-
forditdsa az elugraskor), amikor sin (2a) = 1, vagyis a = 45°.

Hatarozzuk meg a parabola
f(z) = az® + bz +c
alakban keresett egyenletét a 3. dbran lathaté koordindta-rendszerben. Mivel a C' =

= (%, H) ésa D= ( — %, H) pontok rajta vannak a parabolan, teljesiil, hogy

LY L LV L
H=qalZ= Z i1l H=a|l-=) —b= +c.
a<2>+b2—|—c, illetve a( 2) b2+c

2
Ezekbdl kovetkezik, hogy b=0és c= H — aLT, vagyis a parabola egyenlete:

fz)=ua <x2 — Lj) + H.

Lattuk, hogy a parabola meredeksége a D pontban tga = tg45° = 1. A pa-
rabola ismert tulajdonsaga szerint ez a meredekség éppen kétszerese a DM szeld

meredekségének:
—al?/4 1
1= 2(2/2/, ahonnan a=-7,
tehat a palyagorbe egyenlete:
L 22
=H+—-——.
fa)=H+T -

Megjegyzés. Ugyanezt az Osszefiiggést differencidlszamitdssal is megkaphatjuk.
f'(z) = 2ax, ami az xp = —L/2 helyen —2aL/2 = 1, vagyis a = —1/L.

120 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/2



éf 2022.2.6 — 19:38 — 121. oldal — 57. lap KoMalL, 2022. februar ?

— P

A szocske elugrdasénak xx < 0 koordinatajat az f(xx) = 0 feltételbdl kapjuk

meg:
/ L2

vagyis az elugrasi hely és a gerenda szélének K A tavolsaga

L2
d=\[HL+ -

2|

Az elugras szogét a vizszintes irdnyu sebesség allanddésagat kifejezé vgcosf =
= v cos 45° Osszefiiggésbdl kaphatjuk meg:

cos B = o L
C V2u |\ 2(L+2H)

4H
tgB=4/1+ —=.
gpB +7

amit igy is kifejezhetiink:

Megjegyzés. Ezt az Osszefiiggést differencidlszamitdssal is megkaphatjuk. Az f(z)

fiiggvény derivaltja az xx = —/HL + (L?/4) helyen:

4H
tgB = f(zrrx) = 20z = /1 + -

Hétra van még a legkisebb energiaraforditashoz tartozé parabolapalya fékusz-
pontjanak meghatdrozdsa. A szimmetria miatt ez a pont a gerenda M P szim-
metriatengelyén, vagyis az y tengelyen talalhaté. Egy optikai analdgia segitségével
konnyen belathatjuk, hogy a fokuszpont éppen a DC' szakasz felez6pontja, vagy-
is a gerenda fels6 lapjanak P pontja. Képzeljiik el, hogy a szocske palyagorbéje
egy parabolatiikérnek (forgdsparaboloidnak) a szimmetriatengelyére illeszkedd sik-
kal val6 metszete. Ha erre a tiikorre az AD egyenes mentén haladé fénysugar esik,
az (o = 45° miatt) vizszintesen halad tovabb. Mésrészt a tiikor szimmetriatengelyé-
vel parhuzamos fénysugarak a fokuszpont irdnydba verédnek vissza, a fékuszpont
tehat csakis a P pont lehet. (Ennél a megfontoldsndl hallgatdlagosan felhasznél-
tuk azt a tényt is, hogy a parabola geometriai értelemben vett fékuszpontja és
a parabolatiikor fizikai értelemben vett fékuszpontja egybeesik.)

Gdbriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) és
Seprddi Barnabds Bendegiz (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

43 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 6, hidnyos
(1-3 pont) 18, hibas 6 dolgozat.
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Felhivas a Kunfalvi Rezs6 Olimpiai
Valogatoversenyre

A Nemzetkozi Fizikai Didkolimpian (IPhO) és az Eurdpai Fizikai Didkolimpidn
(EuPhO) szereplé magyar csapat tagjait minden évben a Kunfalvi Rezs6 Olimpiai
Vélogatoverseny keretében valasztjuk ki a budapesti és vidéki diakolimpiai szakko-
rokre jaré didkok koziil. A jarvanyhelyzet miatt a Kunfalvi-verseny elsé (elméleti)
forduldjat idén is online szervezziik meg.

A verseny teljesen nyitott: részt vehet barki, aki jelenleg kozépiskolai tanuld.
A feladatsor 2022. mdrcius 21-én (hétfén), 15:00 O6ratél lesz elérhetd
a http://ipho.elte.hu honlap féoldaldn. A versenyre elézetesen jelentkezni nem
kell, elég a feladatsoron talalhaté szabalyzatnak megfelelGen elkésziteni a dol-
gozatot, és annak szkennelt valtozatat legkésébb méarcius 21. 18:30-ig elkiildeni
az iphoteamhun@gmail.com cimre.

A feladatok tematikéja azonos az IPhO hivatalos tematikéjavall. A versenyen
zsebszdmolégépen kivill semmilyen segédeszkoz sem hasznalhaté (tehat fiiggvény-
tablazat, konyvek, fiizetek és internet se). Felkésziiléshez javasoljuk a kordbbi évek
feladatsorait és a budapesti szakkor YouTube-csatorndjan (IPhO Hungary) taldl-

haté videdkat.
A versenybizottsag

Fizikabdl kitiizott feladatok

M. 411. Mérjiik meg egy iires sorosiivegnek a szimmetriatengelyére vonatkozta-
tott tehetetlenségi nyomatékat! A mérés pontositasa érdekében végezziik el a mérést
legaldbb kétféle mdédon! Hasonlitsuk Gssze az alkalmazott médszerek pontossagat!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

G. 769. Vizszintes uton egyenletesen haladé auté fogyasztasmérdje
5 liter /100 km értéket mutat. Ha ugyanez az auté ugyanezen az iton gyorsulva mo-
zog, akkor a fogyasztasméré 10 liter/100 km-t mutat abban a pillanatban, amikor
a kocsi eléri az egyenletes haladéds sebességét. Ha az auté ugyanekkora sebességgel
egy emelked6n halad, akkor a fogyasztésa 12 liter/100 km. Mit mutat a fogyasztds-
méro, ha az autdé ugyanezen az emelkedon az elézdekben leirt gyorsulassal mozog
felfelé, és a sebessége is éppen megegyezik az el6zéekben leirtakkal?

(3 pont)

'Lésd a https://www.ipho-new.org/statutes-syllabus weboldalt.
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G. 770. A legelterjedtebb fiitési energiahordozé a foldgaz. A gézszolgaltatd
a kovetkezd médszerrel hatarozza meg a havonta fizetend6 dijat, amit a gazszamlan
tiintet fel: az elfogyasztott gdz mennyiségét megszorozza egy ugynevezett korrek-
ciés tényezovel, majd kiszamitja az igy kapott gazmennyiség flit6értékét MJ mér-
tékegységben, és végiil a flitoérték szerint szamitjak ki a fizetendd osszeget. Ehhez
még hozzdadjak a havi haztartasi alapdijat is. Keressiink egy nem tilsagosan régi
gézszémlat és villanyszdmldt, és vélaszoljunk az aldbbi kérdésekre! (A valaszban
mindig a brutté értékeket tiintessiik fel!)

a) Miért van sziikség korrekeids tényezdre?
b) Mennyibe keriil 1 m® normdl allapotd gdz?

¢) Mennyibe keriil 1 MJ energia, ha géz-, illetve ha elektromos energia forma-
jaban érkezik a lakdsunkba?

(4 pont) Tarjan Imre emlékverseny nyomdn, Szolnok

G. 771. Az dbrdn lathat6 kapcsolasban a fogyaszték azonos R ellendllastak,
és U fesziiltség esetén a teljesitményiik P.

Mekkora az egyes fogyaszték teljesitményfelvétele a kapcsoldk nyitott (ny),
illetve zart (z) dllasandl? Toltsiik ki a tédblazatot!

1 2 A|B|C
ny | ny
ny | z
z | ny
z | z
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

G. 772. A gyerekek korjatékot jatszanak a mezdn. Szerencsétlen médon a kor
kozepén all6 tarsuk darazsfészekbe 1ép, és a mérges darazsak szétrepiilnek. A mezén
keleti irdnybdl 4,5 m /s sebességii szél 1], a gyerekek 6 m/s nagysdgu sebességgel su-
gariranyban menekiilnek. A tuddsok vizsgélata szerint ezek a darazsak szélcsendben
8 m/s sebességgel tudnak repiilni. Becsiiljiik meg, hogy a gyerekek hdny szazaléka
menekiil meg biztosan a dardzscsipésektél! A valasz megaddsdhoz hasznalhatunk
akar vonalzot, korzét és szogmérot is.

(4 pont)

P. 5382. Egy régi szalagos magnetofon gyors attekercseléskor a szedGorsot al-
land6 fordulatszammal forgatja. A két orsé belsé atméréje 5 cm, a kiils§ atmérsjik

117 0.

lagot az {ires orsora tekercselik at. Inditastol szamitva mennyi id6é mulva lesz a két
orsén éppen egyenld hosszisdgi magndszalag?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszldé, Budapest
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P. 5383. Mekkoranak kellene lennie — valtozatlan tengelyforgas és atmérd mel-
lett — a Fold tomegének ahhoz, hogy Budapesten ne lehessen parabolaantennaval
miiholdas tévéadasokat fogni?

(5 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

P. 5384. Egy vékony, homogén, fiiggéleges pélca tetején kicsiny golyd helyez-
kedik el. A péalca tomegéhez képest a golyd tomege elhanyagolhatd, és a palca
surlédasmentesnek tekinthetd asztalon all. A palca egyszer csak eldél. Mikor csa~
podik a goly6 nagyobb sebességgel az asztallapra, ha a pélca tetejére van ragasztva,
vagy ha egyszertien csak ratettiik a palcdra, ahonnan nagyon kénnyen lebillenhet?

(A merev testek forgémozgdsardl révid cikk olvashaté a KéMal honlapjan.t)

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5385. Hanyadrészére csokken az ablakon kiszokd héaram, ha az egyrétegi,
diwveg = 3 mm vastag {ivegbdl késziilt ablakot ugyanilyen {ivegtabldbdl késziilt,
kétrétegli ablakra cseréljiik, melynek iivegei kozott dievegs = 7 mm-es levegérés
van? A leveg és az liveg hévezetési tényezdje Kievegs = 0,025 W/(mK) és Kiveg =
=12 W/(mK).

(4 pont) Példatari feladat nyoman

P. 5386. Egy oo = 30°-0s lejtésti, d = 2 méter hossz1, szigetel6 anyagbdl késziilt
valyu aljahoz @ = 5,55 pC toltési kis golyot rogzitiink. A valyu tetejérél m = 100 g
tomegti, ¢ = 10 pC t6ltésti kis goly6t engediink el. Milyen messzire jut el ez a golyd,
ha tisztan gordiil? (A mozgdsa sordn a golyd toltése nem véltozik meg.)

(3 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros

P. 5387. Egy U, tiresjarasi fesziiltségli, Ry, belso ellendllasu telepre kiilonbozé
R nagysagu kiilso ellenalldsokat kapcsolunk.

a) Mekkora maximadlis ,,hasznos” (a kiils6 ellendlldsra jutd) teljesitményt nytjt-
hat ez a telep? Milyen R esetén érhetjiik el a legnagyobb P.x teljesitményt?

b) Mutassuk meg, hogy barmely, Py.-ndl kisebb P hasznos teljesitmény két
kiillonb6z6, R1 # R nagysigu kiilsé ellendllas esetén is megvaldsulhat. Mekkora
az Ry és Ry szamtani, illetve mértani kozépértéke?

¢) Mekkora a fenti két esetben mérhetd kapocsfesziiltségek tsszege?

d) Mekkora az Ry, illetve Ry ellendlldson folyé dramok osszege?

e) Az energialeadds hatdsfokdt a hasznos teljesitmény és a telep dltal leadott
Osszes teljesitmény hanyadosaként értelmezziik. Mekkora a fenti két eset hatas-
fokanak Osszege?

(4 pont) Kozli: Siposs Andrds, Budapest

P. 5388. Egy 15 mW-os lézer A = 632,8 nm hulldmhossz1, linearisan polarizalt
fénye egy 2 mm atmérdji korkoros apertiran 1ép ki a lézer dobozabdl.

a) Mekkora az elektromos térerdsség maximalis értéke a lézernyaldbban?

b) Mekkora az impulzusa a lézernyaldb 1 méter hosszi darabjdnak?
(4 pont) Példatéri feladat nyomén

"https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.
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P. 5389. Egy (pontszertinek tekinthetd) légy repiil dlland6 v sebességgel az f
fokusztavolsdgu lencse optikai tengelyével parhuzamosan, attol d tavolsdgra. Leg-
aldbb mekkora nagysagu a légy és a légy képének relativ sebessége?

(5 pont) Esztorszigi versenyfeladat nyoman

P. 5390. Az dbrdn lathaté R sugard, vékony
falu, toltetlen fémgombhéj kozéppontjaban egy
kicsiny, p dipélmomentumu elektromos dipdlus
helyezkedik el. Hatarozzuk meg a gémbhéj bel-
s6 feliiletén 1év6 A és B pontokban a feliileti
toltésstirtiséget! Adjuk meg a fémgombhéj kiilsé
feliiletén 1évo toltésstirtiséget is!

(Utmutata’s: Alkalmazhatjuk a goémbi tii-
kortoltés mddszerét. Hasznos lehet még a dipo-
lus elektromos terének ismerete az in. Gauss-
féle féhelyzetekben.)

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

*

Bekiildési hatarid6: 2022. marcius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 72. No. 2. February 2022)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 89): K. 719. Each integer on
the number line is coloured either red or blue. Is it certain for all possible colourings that
a) there will be two numbers of the same colour separated by a distance of 3; b) there
will be two numbers of the same colour separated by a distance of 3 or 47 K. 720. Divide
the area of a regular hexagon into three equal parts with two lines passing through the
same vertex. K. 721. Alex made some wooden sticks of integer lengths such that no three
of them could be used to form a triangle. Given that there were sticks of lengths 1 and
10 and that the longest stick was 100 units long, what is the maximum possible number
of sticks that Alex may have made? K/C. 722. The arithmetic mean of two three-digit
numbers equals the number obtained by writing them next to each other, separated by
a decimal point. What may be the two numbers? K/C. 723. The Hungarian Handball
Federation nominated 17 players for women’s handball in the Tokyo Olympic Games:
3 goalkeepers, 1 right winger, 4 right backs, 2 playmakers, 3 pivots, 2 left backs and 2 left
wingers. In how many different ways may the players line up for the anthem if players of
the same position must stand together? (During the anthem, players line up next to each
other in a single line.) (Proposed by B. Rdéka Budapest)

New exercises for practice — competition C (see page 90): Exercises up to grade 10:
K/C. 722. See the text at Exercises K. K/C. 723. See the text at Exercises K. Exercises

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/2 125



éf 2022.2.6 — 19:38 — 126. oldal — 62. lap KoMalL, 2022. februar ?

— P

for everyone: C. 1704. For which real numbers a will the minimum of the function f(z) =
42? — 4ax + a® — 2a + 2 defined on the segment [0;2] be equal to 37 (MC&IC) C. 1705.
Given that a certain quadrilateral is a kite, it is cyclic and its sides are 42 and 56 units
long, what is the distance between the centres of the inscribed and circumscribed circles?
(Proposed by A. Siposs, Budapest) C. 1706. Prove that in every set of 2022 positive
integers there exist two numbers such that their difference or sum is divisible by 4040.
(Proposed by L. Sdfdr, Rackeve) Exercises upwards of grade 11: C. 1707. In a triangle ABC
(with the usual notations) b = 6, a = 2 and they enclose an angle of v = 120°. Find the
exact length of the interior angle bisector of angle v. (MC&IC') C. 1708. Solve the following
equation over the set of real number pairs: logs(x 4 y) + log3(xy) + 1 = 2log, (z + y).
(MCHEIC)

New exercises — competition B (see page 91): B. 5222. Let A denote the set of even
positive integers for which the sum of the digits decreases by 2 if the number is halved.
Let B denote the set of positive integers for which the sum of the digits increases by 5 if
the number is multiplied by 5. What is the number of elements in the set AN B and in the
set B\ A? (8 points) (Proposed by T. Kdspdri, Paks) B. 5223. Define the sequence {a, }
as follows: a1 = —3, ant1 =4+ an + 4V an + 4. Determine the value of azo22. (3 points)
(Proposed by T. Kdspdri, Paks) B. 5224. P is a point on side BC of a unit square ABC'D,
and Q is a point on side C'D, such that /PAQ = 45°. For which positions of points P
and @ will the sum BP + PQ + QD be minimal? (4 points) (Proposed by J. Szoldatics,
Budapest) B. 5225. The inscribed circle of triangle ABC' is centred at I and has a radius g,
the radius of the circumscribed circle is R. Prove that if AT = R, then the area of the

triangle ABC' is % + 0 - a, where a denotes the length of the side opposite to vertex A.
(4 points) (Proposed by Sz. Kocsis, Budapest) B. 5226. The length of each side of a triangle
is at most 2 units. Each pair of vertices is joined with an arc of a unit circle, not longer
than a semicircle. Prove that a’ +b" > 2¢'/3, where a’, b’, ¢’ denote the lengths of the arcs.
(5 points) B. 5227. Give an example of a positive integer k, along with a finite tree graph F’
of at least k vertices in which the degree of each vertex is at most 3, and F' will fall apart
into at least 2022 components if an arbitrary connected subgraph of k vertices is deleted
from F'. (6 points) (Based on a Monthly problem) B. 5228. A parabola intersects side AB of
a triangle ABC at interior points C7 and Cs, side BC' at interior points A1 and Az, and it
intersects side C'A at interior points By and Bsz. Prove that if AC; = C2B and BA; = AxC
then C By = B2 A. (5 points) (Proposed by G. Holld, Budapest) B. 5229. Let a # 0 be a real
number, and let f : R — R be a function, such that f(z+ f(y)) = f(x) + f(y) + ay for all
z,y € R. Prove that f is additive, that is, f(x +vy) = f(z) + f(y) for all z,y € R. (6 points)
(Proposed by G. Stoica, Saint John, New Brunswick, Canada)

New problems — competition A (see page 92): A. 818. Find all pairs of positive integers
m, n such that 9™ " 4+ 3/™="l 4 1 is divisible by m and n simultaneously. (Submitted
by Géza Kds, Budapest) A. 819. Let G be an arbitrarily chosen finite simple graph. We
write non-negative integers on the vertices of the graph such that for each vertex v in G
the number written on v is equal to the number of vertices adjacent to v where an even
number is written. Prove that the number of ways to achieve this is a power of 2. A. 820.
Let ABC be an arbitrary triangle. Let the excircle tangent to side a be tangent to lines
AB, BC and CA at points C,, A, and B,, respectively. Similarly, let the excircle tangent
to side b be tangent to lines AB, BC and C'A at points B., B, and By, respectively.
Finally, let the excircle tangent to side ¢ be tangent to lines AB, BC and C'A at points
C., A; and B., respectively. Let A" be the intersection of lines A,C and A.B.. Similarly,
let B’ be the intersection of lines B,C, and A.B., and let C’ be the intersection of lines
B.C, and ApCy. Finally, let the incircle be tangent to sides a, b and ¢ at points Ty, Ty
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and T., respectively. a) Prove that lines A’A,, B'B;, and C’'C. are concurrent. b) Prove
that lines A’T, and B'T, and C'T. are also concurrent, and their point of intersection is
on the line defined by the orthocentre and the incentre of triangle ABC. (Submitted by
Viktor Csapldr, Bétorkeszi and Ddniel Hegedis, Gyongyos)

Problems in Physics
(see page 122)

M. 411. Measure the rotational inertia of an empty beer bottle about its symmetry
axis. In order to make the measurement more accurate, carry out the measurement in two
different ways. Compare the accuracy of the two measurements.

G. 769. The fuel consumption meter of a car, moving uniformly along a level road,
reads 5 litres/100 km. If the same car is moving along the same road, and accelerates
uniformly, then the reading on the fuel consumption meter at the moment when the car
reaches the speed of the uniform motion is 10 litres/100 km. When the car goes at the
same speed on a hill the fuel consumption is 12 litres/100 km. What does the meter
read when the car is driving up the same hill at the acceleration as described before at
the moment when its speed also reaches the value described above? G. 770. The most
common heating fuel is natural gas. The gas utility company uses the following method to
determine the monthly price to be paid, which is shown on the gas bill (in Hungarian): the
amount of consumed gas is multiplied by a so-called correction factor, then the heating
value of the gas in MJ is calculated, and finally the heating value is used to calculate the
amount of money to be paid. To this, a basic monthly household charge is added. Find
a recent gas bill and a recent electricity bill and answer the following questions (in your
answers always give the gross values!) a) Why is it necessary to use the correction factor?
b) What is the price of 1 m® natural gas at standard conditions? ¢) How much does 1 MJ
of energy cost if it comes into your home as gas or as electricity? G. 771. In the connection
shown in the figure, the resistors have the same resistance R,
and at a voltage U the their power is P. What is the power
dissipated in each resistor with the switches open (O) or
closed (C)? Fill in the table! G. 772. Children play a circle
game in the field. Unfortunately, the child in the middle
of the circle steps in a wasps’ nest and the angry wasps
fly away. The wind is blowing from the east at a speed of
4.5 m/s in the field, and the children are running radially
outward at a speed of 6 m/s. According to the measurements of scientists these wasps in
calm conditions can fly at a speed of 8 m/s. Estimate the percentage of children who are
surely safe from wasp stings! You can also use a ruler, a pair of compasses and a protractor
to find out the answer.

A|B|C

Qoo™
Qo|Q|o|N

P. 5382. An old tape magnetophone spins the takeup reel at a constant speed during
a fast rewind. The inner diameter of both reels is 5 cm and their outer diameter is 15 cm.
From the fully loaded feed reel, the rewinding time of the tape is 3 minutes. The tape is
wound onto the initially empty takeup reel. How much time elapses from the start until
the two reels have equal lengths of tape wound on them? P. 5383. What would the mass
of the Earth have to be — with unchanged rotation and diameter — so that we would not
be able to receive the satellite TV broadcast with a parabolic dish in Budapest. P. 5384.
There is a small ball placed on top of a thin, uniform, vertical stick. Compared to the
mass of the stick, the mass of the ball is negligible and the stick stands on a table which
can be considered frictionless. Suddenly the stick falls over. In which case will the ball
strike the tabletop at a higher speed, if it is glued to the top of the stick, or if it is simply
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put on the stick, from where it can fall off very easily? P. 5385. To what fraction does the
heat flux released through a window, which has a single glass layer in it, decreases if the
window is replaced by a double pane one? The thickness of each glass layer in both cases
is dglass = 3 mm, and in the case of the double pane window there is a dai; = 7 mm air gap
between the two glass layers. The thermal conductivity of air is kair = 0.025 W/(m K) and
the thermal conductivity of glass is Kglass = 1.2 W/(m K). P. 5386. There is a small ball
of charge Q = 5.55 uC fixed at the bottom of a 2 m long trough made of some insulating
material. The trough makes an angle of elevation of & = 30° with the horizontal. From the
top of the trough another small ball of mass m = 100 g with charge ¢ = 10 uC is released
from rest. How far does this ball can move if it rolls without slipping? (The charge of the
ball does not change during its motion.) P. 5387. Different resistors of resistances R are
connected to a battery of electromotive force Up and of internal resistance Ry. a) What
is the maximum “useful” power (dissipated in the external resistor) that this battery can
deliver? At what external resistance value R can we achieve this maximum power Ppax?
b) Show that for any other power P which is smaller than Pyax, there are two external
resistors of resistances R1 # Rs at which the dissipated power is P. What is the arithmetic
and the geometric mean of Ry and R2? ¢) What is the sum of the terminal voltages across
the battery in the above two cases? d) What is the sum of the currents through Ry and Ry?
e) The efficiency of the delivered energy is defined as the ratio of the useful power to the
total power delivered by the battery. What is the sum of the efficiencies in the above
two cases? P. 5388. Linearly polarized light from a 15 mW laser having a wavelength
of A =632.8 nm is emitted from the 2 mm diameter circular aperture of the laser box.
a) What is the maximum value of the electric field in the laser beam? b) What is the total
linear momentum of a one metre long piece of the laser beam? P. 5389. A (point-like) fly
flies at a constant speed of v parallel to the principal axis of a lens, having a focal length
of f, at a distance of d from it. What is the least speed of the fly with respect to its image?
P. 5390. There is a small electric dipole of dipole moment p at the centre of the thin-walled
uncharged metal spherical shell of radius R, shown in the figure. Determine the surface
charge density at points A and B, which are interior points of the shell. Determine the
surface density of the charge on the outer surface of the shell as well. (Hint: Use the
method of image charges applied for a sphere. It might be also useful to know the electric
field due to a dipole at a point on the axial and equatorial lines.)

Problems of the 2021 Kiirschak competition

1. In the Cartesian coordinate system of the plane, the triangle determined by the
points P; = (ai,b;) (i =0, 1,2) contains the origin O = (0,0) in its interior. Show that the
areas of the triangles PoOPy, PyOP,, PiOP> (in this order) form a geometric sequence
if and only if the system of equations aox? + a1z + az = box? + bix + be = 0 has a real
solution x.

2. In Wonderland, n airlines operate flights between n cities. For each airline, there
are an odd number of cities, say, v1,v2,...,v; such that the airline operates the following
flights: v;vj41 and vj41v; for 1 < j <4, where v;41 = v;. Prove that we may choose an
odd number of cities, say, u1,uz, ..., u, in such a way that it is possible to buy tickets for
the flights wiug, ugus, . .., ur—1uk, upur from pairwise different airlines.

3. In the cyclic hexagon A; B3 Az B1AsBs, the diagonals A1 By, A2Bs and A3 Bs are
concurrent. For ¢ = 1,2, 3, let C; be the intersection of the diagonals A; B; and A;+1A;42,
and let D; be a point on the circumscribed circle, different from B;, such that the circle
B;C;D; is tangent to the line A;11A;+2. (The points are indexed modulo 3, that is,
Ay = Ay and As = As.) Prove that the segments A1 D1, A2D> and Az D3 are concurrent.

72. évfolyam 2. szam KoMaL Budapest, 2022. februar



