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b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a 7 nap alatt legfeljebb egyszer fordul
elé az, hogy lesz helyesen megoldott feladata Szonjanak? Valaszunkat 4 tizedes-
jegyre kerekitve adjuk meg. (5 pont)

¢) Legaldbb hdny napon keresztiil kell Lujzédnak dtnéznie a feladatokat az &
sajatos modszerével, hogy legaldbb 99,99%-o0s valdsziniiséggel legyen olyan nap,
amikor van helyesen megoldott feladata Szonjanak? (7 pont)

8. a) Egy szdmtani sorozat elsé 9 tagjanak osszege 198. Mekkora a sorozat els§
tagja és differencidja, ha az els6 18 tagjanak osszege 6397 (4 pont)

b) Egy mértani sorozat hanyadosa 2. A sorozat n-edik tagja 16 és az elsé n tag
Osszege 31,75. Hatarozzuk meg n értékét. (5 pont)

¢) Igazoljuk, hogy az a,, = HLH + %ﬁ +...+ ﬁ sorozat szigoriian monoton
novekedd. (5 pont)
1

gz Tt % sorozat legkisebb tagjét. (2 pont)

d) Adjuk meg az a,, = n+_1 +

9. Adott az 3; 4; 5; x + 7; 11 — x 6t elembdl all6 minta.

2_ . s
a) Mutassuk meg, hogy a minta szérdsnégyzete %M. (A minta szérés-

négyzete a minta szérdsdnak a négyzete.) (5 pont)

, 2
b) Irjuk fel az f(x) = w fiiggvénynek az xog = 7 abszcisszaju pontjdba
hiizhaté érintdjének az egyenletét. (Abszcissza: a pont elsd koordindtaja.) (& pont)

¢) Mekkora terilletet zar kozre az x tengely, az x =0; x =6 egyenes és

2
az f(x) = %7;& fiiggvény? (6 pont)

Fridrik Richard
Szeged

Megoldasvazlatok a 2021/7. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. A kardt egy viszonyszam, amely megmutatja, hogy mekkora az aranydtvi-
zetben az arany toémegarinya.

a) Hiny gramm ezistot tartalmaz egy 10 kardtos 0,06 kg tomegi nyakldnc,
amely csak aranyal €s ezistot tartalmaz, ha a szinarany 24 kardtos? (2 pont)

b) Hdny gramm aranyat olvasszon a nyaklinchoz az dtvds, ha 18 kardtos dtvé-
zetet szeretne létrehozni? (4 pont)

¢) Az dtvdsmester pontosan 25 éve hordja az egyik aranygydrijét, és megdlla-
pitotta, hogy iddkozben a gyird aranytartalmdnak tomege 0,012 milligrammal csok-
kent. Szamitsuk ki, hogy naponta hany aranyatom vdlt le a gytirirsl, ha 197 gramm
arany hozzdvetélegesen 6 - 1023 darab aranyatomot tartalmaz. (Feltételezziik, hogy
a kopds egyenletesen ment végbe, és tudjuk, hogy ezen iddészakban 5 székdéév volt.)
(6 pont)
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Megoldas. a) A tizkardtos 6tvizet tomegének % része arany, % része eziist,
tehdt a nyaklanc eziisttartalma 60 - % = 35 gramm.
b) 1. megoldds. Ha x gramm aranyat olvasztunk hozzd, akkor a teljes tomeg
60 + x gramm, az arany tomege pedig 25 + x grammra né, amely az Ossztomeg
% része. Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezo egyenletet:
18
60+z) — =25+

Rendezés és ekvivalens atalakitasok utan x = 80, az Otvosnek 80 g aranyat kell
hozzaolvasztani a nyaklanchoz.

2. megoldds. Ha aranyat olvasztunk hozza, akkor az eziisttartalom tomege
valtozatlanul 35 g. 18 kardtos 6tvozet esetén ez a teljes tomeg % = % része, tehat
az 6tvozet tomege 35 -4 = 140 g. Eredetileg 60 g volt, igy 140 — 60 = 80 gramm
aranyat kell hozzdolvasztani.

¢) Az adott idGszakban 20 szokdsos és 5 szokéév volt, igy dsszesen 20 - 365 +
+ 5366 = 9130 nap telt el.

Osszesen a gyfirtirél

0,012-1073
197
darab aranyatom valt le, amelyet a napok szaméval elosztva megkapjuk, hogy

egyenletes kopas esetén naponta 4 - 1012 (négyezer-millidrd, azaz négybillié) darab
aranyatom tavozott az ékszerrol.

-6-10% = 3,65 -10'6

2. Egy derékszdgil hdromszdg egyik befogdjanak hossza egyenld a masik két
oldalhossz szamtani kozepével, keriilete 276 egység.

a) Mekkora a hdromszdg koréirt kérének o terilete? (8 pont)

b) Mekkora a hdaromszdg beirt korének a keriilete? (4 pont)

Megoldas. a) A derékszogli haromszog nem egyenlé szard, mert akkor a két
befogé ugyanolyan hosszi lenne, igy nem teljesiilne a feladat elsé feltétele. Ekkor
a két befogd hosszat a-val, illetve b-vel, az atfogd hosszat c-vel jelolve, feltehetjiik,
hogy 0 <a <b<c Az els6 feltétel alapjan felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:
b= ¢ amelybsl 2b = a + c.

A héromszog keriilete: K = a+ b+ ¢ = 276, amelybe a + ¢ helyére (2b)-t helyet-
tesitve azt kapjuk, hogy 3b = 276, azaz b = 92 egység. a+c = 2b alapjan a+c = 184,
amelybol kifejezziik az egyik ismeretlent: o = 184 — c.

Pitagorasz tétele alapjan felithatjuk az a® 4+ b? = c? egyenletet, amelybe a fen-
tieket behelyettesitve: (184 — ¢)? 4922 = ¢2, majd a zéréjelet felbontva és rendezve
azt kapjuk, hogy

1842 + 922
T T30
A koréirt kor sugardnak hossza R = g = 57,5 egység.

A héromszog koréirhaté korének teriilete: Tis, = R*m = 57,52 - m ~ 10 386,9

teriiletegység.

= 115 egység.
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b) 1. megoldds. A haromszog teriilete: T' = %b = 3174 teriiletegység, félkeriilete

K .
s = 5 = 138 egység.

Most a hdromszog teriiletére vonatkozé T = r - s képletbél kifejezziik a harom-
szogbe irt kor sugardanak hosszat:

T
s 138 o eveE

A héromszog beirt korének sugara 23 egység hosszisagi. A beirt kor keriilete:
Kysr = 2rm = 467 egység ~ 144.5 egység.

2. megoldds. Ismert, hogy a derékszogli haromszogbe irhaté kor sugardanak
hossza kiszamithat6 a haromszog oldalhosszainak segitségével a kovetkezdképpen:

a+b—c 69+92—115
2 B 2

= 23 egység.

A beirt kor keriilete: Ky, = 2rm = 467 &~ 144.,5 egység.

3. a) Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek négyzete oszthats 504-
gyel? (3 pont)
b) Az elséd 504 természetes szam kézil véletlenszeriien kivdlasztunk egyszerre
négy kilonbozdé szdamot. Mekkora a valdsziniisége, hogy legaldbb az egyik nagyobb

400-nal? (5 pont)
¢) Melyik szamrendszerben irtuk fel a hdromjegy( 352 szdmot, ha értéke egyenld
lett a hatos szdmrendszerben felirt 504 értékével? (6 pont)

Megoldas. a) A szdm primtényezés felbontdsa: 504 = 23 - 3% -7, amelyben
szerepelnek paratlan kitevok, igy ez nem négyzetszam. A paratlan kitevéket a ndluk
nagyobb péros szamok koziil a legkisebbre cserélve olyan négyzetszamot kapunk,
amely oszthaté 504-gyel, és az ilyen négyzetszamok koziil a legkisebb: 24 - 32 . 72,
Ez a szam a 22 - 3 - 7 = 84 négyzete.

Megmutattuk, hogy a 84 a legkisebb olyan pozitiv egész szdm, amelynek négy-
zete oszthaté 504-gyel.

b) 504 kiilonbozd elembdl kivélasztunk egyszerre négyet, gy Osszesen (524)
eset van.

Az elsé természetes szamnak a nullat tekintve, az 6tszdznegyedik természetes
szam az 503 lesz. Ezek koziil 103 darab szam nagyobb, 401 darab szam pedig
nem nagyobb 400-nal. Szamitsuk ki a komplementer esemény bekovetkezésének
valdszintiségét! Ez azt jelenti, hogy a kivalasztott szamok egyike sem nagyobb 400-
nél, azaz mind a négy kisebb vagy egyenld, mint 400, igy az esetek szama (401).

Ekkor L0l !
/ ( 4 ) ~ 074’

ami a komplementer eseményre vonatkozik.
A keresett valdszintiség: p =1 —p’ = 0,6.
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c¢) A feladat feltételei alapjan felirhatjuk a kévetkezd egyenletet: 352, = 504,
ahol x > b egész szam.

Az egyenlet mindkét oldaldn a helyiértékek segitségével felirjuk a szamjegyek
valédi értékét, melyek Osszege az adott szdm értékével egyenld: 3 -z2 +5- ! +
+2-2% =5-62+0-6'+4-6° amelybdl a kijelolt miiveletek elvégése, majd rendezés
utan a 322 + 5z — 182 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk.

Ennek gyokei 1 = 7, illetve zo = f%, ezek koziil csak az els6 megoldas elégiti
ki a feltételeket, tehat a kérdéses szamot a hetes szamrendszerben irtuk fel.

4. A KoMalL Facebook oldaldn minden bejegyzésnél pontosan 2 vagy pontosan
3 (kiilonbozb) szerepel az eldre meghatdrozott 10-féle hashtagbdl, melyek kizdtt meg-
taldlhato a #ankét és a #koémalpdlé is. Az adminisztrdtorok megdllapodtak, hogy
amennyiben egy bejegyzésnél szerepel a #ankét, akkor szerepel a #kdémalpdls ¢s.

a) Hdny poszt jelenhet meg oktéberben gy, hogy barmely kettében kiilonbozzin
a hashtagek halmaza, ha dsszel minden posztban szerepel a #kdmalp6lé? (3 pont)

b) Az adminisztrdtorok eredeti megdllapoddsanak betartdsdval hdny poszt je-
lenhet meg gy, hogy bdrmely kettében kiilonbozzon a hashtagek halmaza, ha mds
megdllapodds nincs? (4 pont)

¢) A két adminisztrdtort megkérdezték, hogy dsszesen hdanyan kedvelték a szep-
temberi bejegyzéseket. Az eqyik igy vdlaszolt: ,Minden szeptemberi bejegyzést ugyan-
annyian ldjkoltak. Ha 2-vel kevesebb bejegyzés lett volna és mindegyiket 42-vel tobben
kedvelték volna, akkor T44-gyel tobb lajkot gyijtottink volna.” A mdsik adminiszt-
rator vdlasza igy hangzott: ,Ha 3-mal tobbszor posztoltunk volna, de mindegyiket
félszdzzal kevesebben kedvelték volna, akkor 976-tal kevesebb ldajkunk lett volna.”
Osszesen hdny ldjkot gyiijtottek szeptemberben? (6 pont)

Megoldas. a) A #kémalp61é mellé a masik 9 darab hashtagbdl kell vélasztani
még egyet, illetve kettdt, igy Osszesen (?) + (g) =9+ 36 = 45 kiilénbozo eset van,
igy legfeljebb 45 poszt jelenhet meg oktéberben, amely megfelel a feltételeknek.

b) 1. eset. Ha szerepel a #ankét, akkor a #k8malp6lé is ott van, ezért a maradék
8 hashtaghdl mar nem kell egy sem, vagy egy kell koziiliik, igy ekkor (g) + (?) =
=14 8 = 9 kiilonboz6 eset van.

2. eset. Ha nem szerepel a #ankét, akkor a masik 9 darab hashtaghdl kell

mindkett6t, illetve mindharmat kivalasztani, ezért ekkor (g) + (2) =36+84 =120

kiilonboz6 eset van.

Osszesen 9 + 120 = 129 poszt jelenhet meg tigy, hogy barmely kettében kiilon-
bozzon a hashtagek halmaza, ha méas megallapodés nincs.

¢) A szeptemberi bejegyzések szamét z-szel, az egy-egy bejegyzést kedvel6k
szamat y-nal jelolve, a szeptemberi kedvelések szama Osszesen x -y, ekkor a fel-
adatban megadott adatok alapjan felirhatjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

(x—2)(y+42) =x -y + 744,
(z+3)(y — 50) =z -y — 976,
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amelybdl a muveletek elvégzése és rendezés utan azt kapjuk, hogy
42z — 2y = 828,
—50z + 3y = —826.
Ezt tobbféleképpen megoldhatjuk, példaul az egyenld egyiitthatok modszerével gy,
hogy az els6 egyenletet 3-mal, a masodikat 2-vel megszorozzuk, majd a kapott

egyenleteket Osszeadva a 26z = 832 egyenlethez jutunk. Ebb&l xz = 32, amelyet
behelyettesitve az eredeti egyenletek barmelyikébe, kiszamoljuk, hogy y = 258.

Szeptemberben Gsszesen 32 - 258 = 8256 lajkot kaptak.

Ellendrzés: Ha 32 — 2 = 30 bejegyzés lett volna, és minden bejegyzésre 258 +
+ 42 = 300 kedvelés érkezett volna, akkor 30 -300 = 9000 lajk gyiilt volna Gssze,
ami valéban 744-gyel tobb, mint a 8256.

Ha pedig 32 4+ 3 = 35 bejegyzés lett volna, és mindegyiket 258 — 50 = 208 {6
ldjkolta volna, akkor 35 - 208 = 7280 1ajk jott volna Gsszesen, ami tényleg 976-tal
kevesebb, mint a 8256.

II. rész

5. Adott a k kér, amelynek egyenlete x2 + 3% = 20z — 21y és a P( - %;p) pont,
ahol p valds paraméter.

a) Hatdrozzuk meg a p valds paraméter dsszes értékét, amelyre P a k korén

kiviil helyezkedik el. (5 pont)
Legyen az AB szakasz a k kor azon dtmérdje, amelyre illeszkedik a Q(5; —5,25)
pont.
b) Szdmitsuk ki az A és a B pont koordindtdit! (5 pont)

A k koron belil véletlenszeriien rabokink egy pontra.
¢) Adjuk meg annak a valdszindiségét, hogy a kivdlasztott pont nincs messzebb
a k kor kézéppontjdtsl, mint a QQ pont! (6 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet valéban egy kor egyenlete. Ezt az egyenlet teljes
négyzetté alakitasaval igazolhatjuk:

21\’ 841

2) 47

A P pont akkor és csak akkor van a koron kiviil, ha a kor koézéppontjatol mért
tavolsaga nagyobb, mint a kor sugara, azaz koordinatai kielégitik az alabbi egyen-
16tlenséget:

(z —10)* + <y+

21\’ 8
2 4
Ezt dtrendezve az 22 + y? > 20x — 21y egyenlétlenséghez jutunk.

(z —10)% + (y—I—

A P pont koordinatait behelyettesitjiik az egyenlotlenség megfeleld valtozoinak

helyére:
1y, 1
— 20-—=- ) —21
(o) o () o
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majd elvégezziik a kijelolt miiveleteket és nulldra redukalunk:
9 41
pe+21p+ T > 0.

A kapott egyenlotlenség megoldasa: p < —% vagy p > —%, ezen értékek meg-

felelnek a feltételeknek, igy a megoldashalmaz a kovetkezo:
. RIS
p w7 2 2 ) oo .

b) A kor kozéppontja illeszkedik az dtmérdre, ezért a kor kozépponti egyenle-
tébol kiolvassuk a K kozéppont koordinatait és a sugar hosszat: K (10; —%),

841 29

r=\T =3 egység.

Az AB atmérore illeszkedik a @ és a K pont is, igy egyenesének egyenlete
felirhato a két pont koordinatainak segitségével:

d: (10 =5)(y — (=5,25)) = (— 10,5 — (=5,25)) (z — ),

amelybdl ekvivalens atalakitasok utén a d: y = —g—éx egyenletet kapjuk.

Az A és a B pont egyarant illeszkedik a k korre és a d egyenesre, igy koordi-
natdikat az alabbi egyenletrendszer megoldasaiként kapjuk meg:

2 4 9% = 20z — 21y,

21
="
Az els6 egyenletben y helyett (f g—éx)—et irva, majd rendezve, a
841 , 841
bl A
100" " 20"

hianyos masodfoki egyenlethez jutunk, amelyet szorzatta alakitva az x; =0 és
xo = 20 gyokoket kapjuk.

A kapott értékeket visszahelyettesitve a maésodik egyenletbe: y; =0 és
y2 = 21, igy a keresett két pont az A(0;0) és a B(20; —21).

¢) A keresett valésziniliség megegyezik a K kozépponti, KQ sugard kor terii-
letének és a k kor teriiletének hanyadosdval, ami éppen a megfelelé sugarhosszak

ardnyanak négyzetével egyenld: r, = 14,5 egység, |KQ| = /52 + 5,252 = 7,25 egy-
ség,
_(725) 1
P=\1as5) ~ 1
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6. Nevesincs szigeten felmérést végeztek az idén érettségizé 152 didk megkér-
dezésével. Az elsd kérdés arra vonatkozott, hogy ki hdany targybdl vizsgazik kozép-,
illetve emelt szinten. A valaszokat az aldbbi tablazat mutatja:

kozépszintii vizsgak szama

0| 1|2 |3]|4]G5
.| 00|83 |5 2]|25
EE]1]1|2|3[10]20] 2
S8 |2 |34 |7 |22[6]|0
=5 [3]1]3]10 1] o
S8 4afol1[2]1]0]o0
"5 1200 0|0

Példaul 20 olyan didk van, aki 4 tdrgybol kozépszinti, 1 tdrgybdl pedig emelt
szinttl vizsgdra jelentkezett, ugyanakkor 5 tanuld 3 tdrgybol kézépszinten vizsgazik,
emelt szinti vizsgdt pedig idén nem tesz.

a) Osszesen hdny emelt szintii vizsgdt terveznek a didkok? (3 pont)
b) Hdnyan érettségiznek pontosan 5 tdargybdl? (3 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a legfeljebb 4 tdargybdl vizsqdzok kozitt a kizépszintd vizsgdk
szamdnak leggyakoribb értékét, illetve medidngjdt! (5 pont)
d) Szamitsuk ki az egy fére jutd dtlagos vizsgaszamot! (5 pont)

Megoldas. a) Az emelt szintii vizsgdk szdma:

0-8+3+5+2+25)+1-(1+2+34+104+20+2)+2-(34+4+7+22+6)+
+3-1+3+104+8+1)+4-(1+2+1)+5-2=0+38+84+69+ 16+ 10 =
= 217 darab.

b) Pontosan 5 targybol vizsgdzik, aki
e 5 kozépszintli vizsgét tesz, és nem vizsgdzik emelt szinten (a téblazat utolsé
oszlopdnak a legfels6 soraban szerepel): 25 {6,

o 4 kozépszintil és 1 emelt szintli vizsgdt tesz (utolsé elétti oszlop mdsodik
soraban): 20 {6,

o 3 kozépszintli és 2 emelt szintil vizsgdt tesz (negyedik oszlop harmadik sord-
ban): 22 {6,

o 2 kozépszintli és 3 emelt szintil vizsgdt tesz (harmadik oszlop negyedik sord-
ban): 10 {6,

o 1 kozépszintii és 4 emelt szint{i vizsgdt tesz (masodik oszlop 6tédik sordban):
1 6,

e 5 emelt szintil vizsgat tesz, és nem tesz kozépszintii érettségit (elsé oszlop
utolsé sordban): 2 £6.

Osszesen: 80 f6 tesz pontosan 6t targybdl érettségit idén.
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¢) A legfeljebb négy tantargybol vizsgdzok a tdblazatban éppen a b) részben
szerepld (pontosan 5 tantargybol vizsgdzdk) f6lott vannak, tehat az 1. oszlop fels6
5 sordban, a 2. oszlop fels6 4 sordban, és igy tovabb, mindig 1-gyel kevesebb
sorban, amig eljutunk az uolsé oszlopba, ahol nincs ilyen tanuld. Oszloponként
Osszeadva a létszamot, megkapjuk, hogy kozépszinten hédnyan tesznek egy adott
szamu vizsgat. Tablazatba foglalva:

kozépszinti vizsgak szdma 0121|314

vizsgdzok szama (a legfeljebb 4 targybdl vizsgazok koziil) | 5 | 17 | 13 | 15 | 2

Az igy kapott adathalmaz mddusza az 1, medidnja pedig a 2, tehat a legfeljebb
4 targybol vizsgazok kozott a kozépszintll vizsgdk szamanak leggyakoribb értéke
az 1 (darab) vizsga, medidnja pedig a 2 (darab) vizsga.

d) Az egy f6re juté étlagos vizsgaszdmot gy szamitjuk ki, hogy a vizsgak
szamat elosztjuk a létszammal.

A b) feladatrészben lattuk, hogy a pontosan egy adott szdmu vizsgdt tevd did-
kok a tablazatban atlésan talalhatéak, igy 6sszeadjuk a szamokat és megszorozzuk
a vizsgak szamdval. Az igy kapott szorzatokat tsszeadva kapjuk a vizsgdk szamat:

7-(1+1)4+6-(2+6+8+2)+5-80+4-(24+10+7+3+0)+
+3-54+3+4+1)+2-(3+2+3)+1-(8+1)=0674

Atlagosan % = 4,43 darab vizsgéat tesznek fejenként a tanuldk.

7. Olaszorszagi kiranduldsa sordn Zéta méréssel meghatdrozta
a pisai ferde torony épiiletének hosszdt. A torony talpatdl eldszor
kimért 48 métert abba az irdnyba, amerre a torony dél, és innen
a torony teteje 54,7 fokos szdgben latszott. Ezutdn ugyanabban
az irdnyban még 24 métert ment, ahonnan a torony teteje mdr
csak 42 fokos szdgben latszott.

a) Hatdrozzuk meg a torony hosszat Zéta mérési eredményei
alapjdn, majd adjuk meg annak szdzalékos eltérését a torony valodi
hosszusagdtol, amely 56,3 méter. (6 pont)

b) Mekkora széget zdr be az épiilet a vizszintes talagjal?

(3 pont)

¢) Zéta édecse, Zétény felment a toronyba és kizben megszamolta a lépcsdket.
Felérve megdllapitotta, hogy a lépcséfokok szama egy olyan mértani sorozat harma-
dik eleme, amelyhez hozzdadva a mdsodik elemet 336-ot kapunk osszegként. Ugyan-
ezen sorozat 6tddik elemébdl kivonva a harmadik elemet, a kiilonbség 14112. Hdny
lépesdfok van a pisai ferde toronyban? (7 pont)

Megoldas. a) Az dbra jeloléseit haszndlva:

o =180° — 54,7° = 125,3° és S = 180° — 125,3° — 42° = 12,7°.
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A BCD héromszogben alkalmazva a szi-
nusztételt, felirhatjuk a

24 BD

sin12,7°  sin42°

egyenletet, amelybdl BD =~ 73 méter.

Most alkalmazzuk a koszinusztételt az
ABD haromszogben az AD oldalhossz meghata-
rozdsara: AD? = 482 + 732 — 248 - 73 - cos 54,7° = 3583,37, ebbdl AD =~ 59,9 mé-

59,9

ter. =55 ~ 1,064, tehat a mérések alapjan meghatdrozott érték 6,4%-kal nagyobb

a torony valédi hosszanal.
b) A koszinusztételt felhasznélhatjuk az ABD haromszogben a délésszog nagy-
saganak meghatarozasara is:
59,92 + 487 — 732
2-59,9-48

A torony a vizszintes talajjal hozzavetélegesen 84,4° nagysagu szoget zar be.

cosy = , lgy v =84,4°.

¢) Legyen ¢(# 0) a mértani sorozat hdnyadosa, a,(# 0) pedig a sorozat n-edik
tagja. Ekkor a feladat szovege alapjan felirhatjuk a kdvetkezd egyenletrendszert:

as + as = 336,

as — az — 14112.
Az elsé egyenletben két egymast kovetd tag pozitiv dsszeget ad, igy a hényados
nem lehet —1 sem.

Az a,, = a1 - ¢" ! képlet tobbszori alkalmazasaval dtalakitjuk az egyenletrend-

szert:
aq -q2+a1 -q = 336,
ar - ¢t —ay - g% =14112.
Az elsé egyenletbél (ay - q)-t, a masodikbdl (a; - ¢?)-t kiemelve, majd a megfelels
(nemnulla) oldalakat elosztva egymadssal, a bal oldalon (a; - ¢)-val, mig a jobb
2_

oldalon 336-tal egyszertsitiink: % =42, ahol ¢ # —1. Tudjuk, hogy ¢> — 1 =
=(g—1)(¢+1), {gy (¢+1)-gyel is egyszeriisithetiink, igy a ¢(¢ — 1) = 42 egyenlethez
jutunk, amelynek gyckei ¢ =7 és ¢ = —6. A kapott értékeket az a; - ¢> + ay -
q = 336 egyenletbe helyettesitve a;, =6 és aj, = 11,2, ebbdl az, = 6- 7% = 294,
ugyanakkor az, = 11,2 - (—6)2 = 403,2, az utdbbi nem egész szam, ezért nem felel
meg a feladat feltételeinek.

A pisai ferde toronyban 294 1épcsé van.
8. Adott a valds szamok lehetd legbbvebb részhalmazdn értelmezett

flz)=logiz és g(z)=3x+1
3

fiigguény.
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a) frjuk fel azu= fog és a v=gof figguények hozzdrendelési szabdlydt,
hatdrozzuk meg értelmezési tartomanyukat és értékkészletiiket. (8 pont)
b) Adjuk meg az f(x), illetve a g(x) fiigguény egy-egy olyan lesziikitését, amely-
nek értékkészlete
o |-3;5];
e a természetes szdmok halmaza;

e a raciondlis szamok halmaza. (8 pont)

Megoldas. a) u(z) = f(g(z)) =logi (3z + 1), ahol 3z +1 >0, z > —%, ezért

1
3

1 ’
D, = ]— §§OO[7 R,=R. v(z)=g(f(z)) =3- log%(:c) +1, ahol x>0, ezért
D, =R*, R, = R.

b) Az f(x) figgvény folytonossiga és szigort monoton csokkenése miatt elegen-
d6 a megadott értékkészlet végpontjainak megfeleléen vizsgalatokat végezni, azaz
megoldani a kévetkezo két egyenlétlenséget: log1 x > —3, amelybdl x < 27; illetve

3

log1 o < 5, amelybdl x > ﬁ, igy a megfeleld lesziikités a kovetkezo:
3

243’

A masik két lesziikitésnél a logaritmus alapjanak megfelelé hatvanyai alkotjak
az értelmezési tartomanyt, igy a kérdezett lesziikitések rendre:

flx)a: {sc ’ T = (;)"7 n e N} — N; illetve

f(@)s : {xﬂx(i)q qe@}%@.

A g(x) fiiggvény lesziikitéseit a fentiekhez hasonléan hatdrozhatjuk meg. Ezek
rendre:

F@) - {1-27%]—3;5].

g(@): }—g;g] —]-3;5];

g(x)a : {x ‘ x = %(n— 1); ne N} = N; illetve g(z);: Q — Q.

9. Egy 7 dm hosszusdgu szakaszt felosztunk két részre.

a) Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott egyik szakaszhossz kobének és a mdsik
szakaszhossz négyzetének szorzata akkor a legnagyobb, ha az egyik szakasz hossza
42 cm. (8 pont)

b) Hdny olyan kiilonbdzé hdromszég van, amelynek két oldala az a) részben
kapott két szakasz, és a harmadik oldaldnak hossza is centiméterben mérve egész
szdm? (3 pont)

¢) Mekkora lehet a legnagyobb belsd szége annak a hdromsziognek a fentiek
kozil, amelynek oldalhosszai szamtani sorozatot alkotnak? (5 pont)
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Megoldas. a) Legyen az eredeti szakasz egyik részének hossza x cm (0 < z <
< 70), ekkor a mésik rész hossza 70 — x cm.

Keressiik az f(z) = 2 - (70 — x)? fiiggvény lokalis maximumét az adott inter-
vallumon.
f(z) = x° — 1402* + 490023,
ennek derivaltfiiggvénye
f'(x) = 5a* — 5602° 4 147002°.

A fiiggvénynek ott lehet lokdlis szélséértéke, ahol a derivaltja nulla: 52% — 56023 +
+ 1470022 = 0. A kapott egyenlet mindkét oldaldt elosztva az x? pozitiv értéki
kifejezéssel masodfokii egyenletet kapunk: 522 — 560z + 14 700 = 0, amelynek gyokei
T = 70 és Ty — 42.

Az els6 megoldds nem eleme az értelmezési tartomanynak, a masodik megoldas
eleme. Ellenérizziik, hogy z = 42-nél valéban lokélis maximuma van a fiiggvénynek.
Ezt tobbféleképpen is megtehetjiik, példaul a masodik derivélt segitségével:

f(42) = 20 - 42% — 1680 - 42% + 29400 - 42 = —246 960,

azaz itt a mésodik derivéltfiiggvény értéke negativ, tehat valéban lokalis maxi-
mumbhelyet taldltunk, igy a feladat allitasat belattuk.

b) A hdromszog két oldaldnak hossza 28 és 42 cm, a harmadiké legyen z cm
(z € ZT). A haromszog-egyenlStlenséget alkalmazva: 28 + z > 42 és 42 + 28 > z,
amibdl 14 < z < 70. 55 ilyen egész szam van, tehat 55 kiilonb6zé haromszog 1étezik,
amely megfelel a feltételeknek.

¢) Harom esetet kell megvizsgdlnunk aszerint, hogy z oldal 1) a legrovidebb,
2) a leghosszabb, vagy 3) 28 és 42 cm kozott van.

1. eset. z;28;42 szamtani sorozat egymast koveto elemeiként igaz, hogy
28 = #; ebbdl z =14, ami a haromszog-egyenlGtlenség miatt nem lehet, igy
nincs ilyen haromszog.

2. eset. 28;42; z, ekkor 42 = 28;'2; ebbél z = 56 cm. A haromszog oldalai 28;
42 és 56 centiméteresek, a legnagyobb belso szog a leghosszabb oldallal szemben
fekszik. A koszinusztételt alkalmazva, a keresett szoget ¢-vel jelolve:
282 + 422 — 567 1

COS@:W:71; @%104,5 .

3. eset. 28;z;42, ekkor z = 28;242 = 35 cm, igy a legnagyobb bels6 szog a 42
centiméteres oldallal szemkozt taldlhatd, jeloljiik w-val. A 2. esetben latott médon
meghatarozzuk w nagysagat,

282 2422 1
:—8 35 =—; w~82,8°
2-28-35 8

A feltételeknek megfelel6 haromszog legnagyobb belsé szogének nagysaga 82,8°

vagy 104,5° lehet.

Kozma Katalin Abigél
Gyér
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