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| [\/\ A 62. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

feladatainak megoldasa II.

Masodik nap*

4. Legyen I' egy I kozépponti kor, és legyen ABCD olyan konver négyszig,
hogy az AB, BC, CD és DA szakaszok mindegyike érinti I'-t. Legyen Q az AIC
hdaromsziog korilirt kore. A BA szakasz A-n tuli meghosszabbitdasa -t X -ben metszi,
és a BC szakasz C-n tuli meghosszabbitasa Q2-t Z-ben metszi. Az AD, illetve a C'D
szakasz D-n tuli meghosszabbitasa Q-t Y -ban, illetve T-ben metszi. Bizonyitando,

hogy

AD+ DT +TX+XA=CD+DY +YZ+ ZC.

Velich Néra megoldéasa. Legyen DAI<t = BAI< =« és BCI< = DCI< =
=~. Az Q koron YAI< = a az 1Y irdnyitott ivhez! tartozé keriileti szog. Az IX
irdnyitott ivhez tartozd keriileti szog pedig X AI< = 180° — «v, gy az X1 és IY

* Az els6 nap feladatainak megolddsdt az oktoberi szémban kozoltiik.
YAz AB irdnyitott (kor)iv az A és B végponti, az Sramutaté jardsdval megegyezd
irdnyitasu ivet jelenti.
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irdnyitott koriv egyenlé. Hasonléan a T'I és ZI iranyitott ivhez tartozo keriileti
sz0g is 7, illetve 180° — v, igy a T'I és IZ iranyitott korivek is egyenléek. Ekkor
a TIX és ZIY héaromszogek egybevagoak, hiszen azonos a koriilirt koriik, és két-
két oldalukhoz tartozé koriv egyenlé hosszi. fgy az XT és ZY iranyitott korivek
is egyenléek, tehat TX =Y Z.

~ Mér csak azt sziikséges bizonyitani, hogy AD + DT+ XA =CD+ DY + ZC.
Erintse a I' kort az AD, AB, BC és C'D szakasz rendre az E, F, G és H pontokban.
Ekkor

AD+ DT + XA=AE+ED+ DI+ XA=AF+DH+ DI+ XA =
=XF+TH.

Hasonléan

CD+DY +2C=CH+HD+DY +7ZC=CG+DE+DY +7ZC =
=ZG+YE.

Mivel X ésY egyenld tavolsagra van I-t6l, igy a beldliik hiizott érinték az I kozép-
ponti I' korhoz egyenldek, azaz X F' = Y E. Hasonléan ZG = T'H. Ezzel az allitast
bizonyitottuk.

5. Két mokus, Bozontos és Ugralds, 2021 diot gyigtott a télre. Ugrdlos megsza-
mozta a diokat 1-t6l 2021-ig, és dsott 2021 kis lyukat a talajba kiralaki elrendezés-
ben a kedvenc fdjuk koril. Mdsnap reggel Ugradlds ldtta, hogy Bozontos mindegyik
lyukba elhelyezett egy diot, de nem tordédott a sorszamozassal. Ugrdlos elégedetlen-
sé€gében elhatdrozta, hogy dtrendezi a dickat 2021 egymast kovetd lépésben. A k-adik
lépésben Ugrdlos felcseréli a k sorszami didval szomszédos két dionak a helyzetét.
Bizonyitando, hogy létezik olyan k érték, hogy a k-adik lépésben Ugrdlos olyan a és
b sorszami dickat cserél fel, amelyekre a < k < b.

Fleiner Zsigmond megoldéasa. Indirekten bizonyitsuk a feladatot. A k-adik
lépésben megjeloljiik a k-adik diét és azt a lyukat, amiben éppen van.

Megfigyelés. Amennyiben nem teljesiil a bizonyitandé allitas, minden meg-
jelolt dié megjelslt lyukban marad (és viszont, azaz a nem-megjelslt didk nem-
megjelolt lyukban maradnak).

Bizonyitds. Indirekten vizsgaljuk az elsé esetet, amikor megjelolt di6 nem-
megjelolt lyukba keriil. Legyen ez a k-adik 1épés. A megjelolt dié kisebb, mint &,
hiszen meg van jelolve. A nem-megjelolt lyukban eddig nem megjeldlt dié volt, igy
az nagyobb, mint k. Azaz teljesiil a bizonyitandé &llitas.

Ezek szerint a k-adik lépésben a k-adik dié mellett vagy kett6é megjelolt dio
van, vagy ketté nem-megjelolt. (Hiszen kiilonben abban a lépésben egy megjelolt
dié egy nem-megjelolt lyukba keriilne.) Ezek utdn mar csak azt vizsgaljuk, hogy
milyen sorrendben jeloljiikk meg a lyukakat. Ehhez megszamozzuk a lyukakat: legyen
1-es az a lyuk, amit el8szor megjelsltiink (azaz amiben kezdetben az els6 di6 van),
majd ettdl az dramutato jarasa szerint haladva sorrendben az 1-es lyuk uténi a 2-es,
mellette a kovetkezo a 3-as, és igy tovabb, a 2021-es lyuk utdn van az 1-es.
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Most vizsgaljuk azokat a lyukakat, amiket gy jeloltiink meg, hogy a megjelolés
pillanatdban mellettiik két nem-megjelolt lyuk volt. Az l-es lyuk nyilvan ilyen
(hiszen azt jeloltiik meg el6szor). Ezek szerint a 2-es lyukat ugy jeloltiik meg, hogy
mellette két megjelolt lyuk volt. Ebbol kovetkezik, hogy a 3-as lyuk is olyan lyuk,
amit ugy jeloltiink meg, hogy a megjel6lés pillanataban mellette két nem-megjelolt
lyuk volt. Ehhez hasonléan az 5-6s lyuk is ilyen, majd a 7-es stb., és a 2021-es lyuk
is ilyen. Ez viszont ellentmondas, hiszen amikor a 2021-es lyukat megjeloljiik, akkor
mar van mellette egy megjelolt lyuk, az 1-es.

6. Legyen m > 2 egész szdm, A egy véges halmaza egész szdmoknak (ame-
lyek nem feltétleniil pozitivak), és legyenek By, Ba, Bs, ..., By, részhalmazai A-nak.
Tegyiik fel, hogy minden k = 1,2,...,m esetén By, elemeinek dsszege m*. Bizonyi-
tandd, hogy A legaldbb m/2 elemet tartalmaz.

Fiiredi Erik megoldasa. Legyen az A halmaz elemszédma x. Legyenek
Y1, Y2, - - -, Ym €gymastdl nem feltétleniil kiillonbozo, m-nél kisebb természetes szé-
mok, mindegyik y; értéke m-féle lehet (1 < i < m, i egész szdm) és Osszesen m™
eset van. Ekkor az y1m + yam? 4 ... 4 ¥, m™ Osszeg mind az m™ esetben egy-egy
m-mel oszthaté, m™+1-nél kisebb természetes szdm felirdsa m-es szamrendszerben,
az 1-es helyiértéken 0 van, a felirds egyértelmii, igy mind az m™ esetben kiilonbozé
az Osszeg, a ,csupa 07 eset 0 Osszegén kiviil m™ — 1 kiilonb6z6 Osszegii eset van.

Barmely yim + yam? + ... + ym™ Osszeg elddll A egyes elemeinek Gssze-
geként, némely elemeket esetleg tobbszor belerakva az Osszegbe. Minden elem
annyiszor szerepel az Osszegben, amennyi az Ot tartalmazé Bj halmazokkal azo-
nos indexli yi szamok Osszege. Ez a szam a definiciobdl kovetkezéen legfeljebb
m darab m — 1-nél nem nagyobb nemnegativ egész szam Osszege, tehdat legfel-
jebb m?2 —m. lgy mind az x elem egy osszegbeli 1étszdma (m? —m + 1)-féle le-
het, ez legfeljebb (m? —m +1)" eset, a csupa 0 eseten kiviil (m? —m +1)" — 1.
Ezen esetek Osszegei kozott ott van az elobb szdamolt m™ — 1 kiilonb6z6 Osszeg, igy
(m? —=m+1)"=1>=2m"™—1.0 <m?—m+1 < m? afeladat m > 2 feltételébdl, igy
(m?)* —1>(m? —m+1)" —1>m™ — 1, mivel 2 pozitiv egész szdm (A-nak kell,
hogy legyen eleme pl. a B részhalmaz elemosszegéhez). Ebbol (m?)” —1 > m™ — 1,
igy m?* > m™. Mivel m 1-nél nagyobb egész szam, ebbdl 2z > m. Tehét = vals-
ban legaldbb m/2 (s6t nagyobb), igy A legaldbb m/2 elemet tartalmaz. A feladat
allitasat bebizonyitottuk.

A haromsziég-egyenlotlenség alkalmazasai 1.

Héromszog-egyenldtlenségnek a matematika kiilonféle teriiletein més-mas ala-
ku becsléseket értenek, amelyek azonban nem fiiggetlenek egymastdl. Ez a kozos
elnevezés oka. A tovdbbiakban csak azokat tekintjiik at, melyekkel a kozépiskolai
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