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| [\/\ A 62. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

feladatainak megoldasa II.

Masodik nap*

4. Legyen I' egy I kozépponti kor, és legyen ABCD olyan konver négyszig,
hogy az AB, BC, CD és DA szakaszok mindegyike érinti I'-t. Legyen Q az AIC
hdaromsziog korilirt kore. A BA szakasz A-n tuli meghosszabbitdasa -t X -ben metszi,
és a BC szakasz C-n tuli meghosszabbitasa Q2-t Z-ben metszi. Az AD, illetve a C'D
szakasz D-n tuli meghosszabbitasa Q-t Y -ban, illetve T-ben metszi. Bizonyitando,

hogy

AD+ DT +TX+XA=CD+DY +YZ+ ZC.

Velich Néra megoldéasa. Legyen DAI<t = BAI< =« és BCI< = DCI< =
=~. Az Q koron YAI< = a az 1Y irdnyitott ivhez! tartozé keriileti szog. Az IX
irdnyitott ivhez tartozd keriileti szog pedig X AI< = 180° — «v, gy az X1 és IY

* Az els6 nap feladatainak megolddsdt az oktoberi szémban kozoltiik.
YAz AB irdnyitott (kor)iv az A és B végponti, az Sramutaté jardsdval megegyezd
irdnyitasu ivet jelenti.
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irdnyitott koriv egyenlé. Hasonléan a T'I és ZI iranyitott ivhez tartozo keriileti
sz0g is 7, illetve 180° — v, igy a T'I és IZ iranyitott korivek is egyenléek. Ekkor
a TIX és ZIY héaromszogek egybevagoak, hiszen azonos a koriilirt koriik, és két-
két oldalukhoz tartozé koriv egyenlé hosszi. fgy az XT és ZY iranyitott korivek
is egyenléek, tehat TX =Y Z.

~ Mér csak azt sziikséges bizonyitani, hogy AD + DT+ XA =CD+ DY + ZC.
Erintse a I' kort az AD, AB, BC és C'D szakasz rendre az E, F, G és H pontokban.
Ekkor

AD+ DT + XA=AE+ED+ DI+ XA=AF+DH+ DI+ XA =
=XF+TH.

Hasonléan

CD+DY +2C=CH+HD+DY +7ZC=CG+DE+DY +7ZC =
=ZG+YE.

Mivel X ésY egyenld tavolsagra van I-t6l, igy a beldliik hiizott érinték az I kozép-
ponti I' korhoz egyenldek, azaz X F' = Y E. Hasonléan ZG = T'H. Ezzel az allitast
bizonyitottuk.

5. Két mokus, Bozontos és Ugralds, 2021 diot gyigtott a télre. Ugrdlos megsza-
mozta a diokat 1-t6l 2021-ig, és dsott 2021 kis lyukat a talajba kiralaki elrendezés-
ben a kedvenc fdjuk koril. Mdsnap reggel Ugradlds ldtta, hogy Bozontos mindegyik
lyukba elhelyezett egy diot, de nem tordédott a sorszamozassal. Ugrdlos elégedetlen-
sé€gében elhatdrozta, hogy dtrendezi a dickat 2021 egymast kovetd lépésben. A k-adik
lépésben Ugrdlos felcseréli a k sorszami didval szomszédos két dionak a helyzetét.
Bizonyitando, hogy létezik olyan k érték, hogy a k-adik lépésben Ugrdlos olyan a és
b sorszami dickat cserél fel, amelyekre a < k < b.

Fleiner Zsigmond megoldéasa. Indirekten bizonyitsuk a feladatot. A k-adik
lépésben megjeloljiik a k-adik diét és azt a lyukat, amiben éppen van.

Megfigyelés. Amennyiben nem teljesiil a bizonyitandé allitas, minden meg-
jelolt dié megjelslt lyukban marad (és viszont, azaz a nem-megjelslt didk nem-
megjelolt lyukban maradnak).

Bizonyitds. Indirekten vizsgaljuk az elsé esetet, amikor megjelolt di6 nem-
megjelolt lyukba keriil. Legyen ez a k-adik 1épés. A megjelolt dié kisebb, mint &,
hiszen meg van jelolve. A nem-megjelolt lyukban eddig nem megjeldlt dié volt, igy
az nagyobb, mint k. Azaz teljesiil a bizonyitandé &llitas.

Ezek szerint a k-adik lépésben a k-adik dié mellett vagy kett6é megjelolt dio
van, vagy ketté nem-megjelolt. (Hiszen kiilonben abban a lépésben egy megjelolt
dié egy nem-megjelolt lyukba keriilne.) Ezek utdn mar csak azt vizsgaljuk, hogy
milyen sorrendben jeloljiikk meg a lyukakat. Ehhez megszamozzuk a lyukakat: legyen
1-es az a lyuk, amit el8szor megjelsltiink (azaz amiben kezdetben az els6 di6 van),
majd ettdl az dramutato jarasa szerint haladva sorrendben az 1-es lyuk uténi a 2-es,
mellette a kovetkezo a 3-as, és igy tovabb, a 2021-es lyuk utdn van az 1-es.
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Most vizsgaljuk azokat a lyukakat, amiket gy jeloltiink meg, hogy a megjelolés
pillanatdban mellettiik két nem-megjelolt lyuk volt. Az l-es lyuk nyilvan ilyen
(hiszen azt jeloltiik meg el6szor). Ezek szerint a 2-es lyukat ugy jeloltiik meg, hogy
mellette két megjelolt lyuk volt. Ebbol kovetkezik, hogy a 3-as lyuk is olyan lyuk,
amit ugy jeloltiink meg, hogy a megjel6lés pillanataban mellette két nem-megjelolt
lyuk volt. Ehhez hasonléan az 5-6s lyuk is ilyen, majd a 7-es stb., és a 2021-es lyuk
is ilyen. Ez viszont ellentmondas, hiszen amikor a 2021-es lyukat megjeloljiik, akkor
mar van mellette egy megjelolt lyuk, az 1-es.

6. Legyen m > 2 egész szdm, A egy véges halmaza egész szdmoknak (ame-
lyek nem feltétleniil pozitivak), és legyenek By, Ba, Bs, ..., By, részhalmazai A-nak.
Tegyiik fel, hogy minden k = 1,2,...,m esetén By, elemeinek dsszege m*. Bizonyi-
tandd, hogy A legaldbb m/2 elemet tartalmaz.

Fiiredi Erik megoldasa. Legyen az A halmaz elemszédma x. Legyenek
Y1, Y2, - - -, Ym €gymastdl nem feltétleniil kiillonbozo, m-nél kisebb természetes szé-
mok, mindegyik y; értéke m-féle lehet (1 < i < m, i egész szdm) és Osszesen m™
eset van. Ekkor az y1m + yam? 4 ... 4 ¥, m™ Osszeg mind az m™ esetben egy-egy
m-mel oszthaté, m™+1-nél kisebb természetes szdm felirdsa m-es szamrendszerben,
az 1-es helyiértéken 0 van, a felirds egyértelmii, igy mind az m™ esetben kiilonbozé
az Osszeg, a ,csupa 07 eset 0 Osszegén kiviil m™ — 1 kiilonb6z6 Osszegii eset van.

Barmely yim + yam? + ... + ym™ Osszeg elddll A egyes elemeinek Gssze-
geként, némely elemeket esetleg tobbszor belerakva az Osszegbe. Minden elem
annyiszor szerepel az Osszegben, amennyi az Ot tartalmazé Bj halmazokkal azo-
nos indexli yi szamok Osszege. Ez a szam a definiciobdl kovetkezéen legfeljebb
m darab m — 1-nél nem nagyobb nemnegativ egész szam Osszege, tehdat legfel-
jebb m?2 —m. lgy mind az x elem egy osszegbeli 1étszdma (m? —m + 1)-féle le-
het, ez legfeljebb (m? —m +1)" eset, a csupa 0 eseten kiviil (m? —m +1)" — 1.
Ezen esetek Osszegei kozott ott van az elobb szdamolt m™ — 1 kiilonb6z6 Osszeg, igy
(m? —=m+1)"=1>=2m"™—1.0 <m?—m+1 < m? afeladat m > 2 feltételébdl, igy
(m?)* —1>(m? —m+1)" —1>m™ — 1, mivel 2 pozitiv egész szdm (A-nak kell,
hogy legyen eleme pl. a B részhalmaz elemosszegéhez). Ebbol (m?)” —1 > m™ — 1,
igy m?* > m™. Mivel m 1-nél nagyobb egész szam, ebbdl 2z > m. Tehét = vals-
ban legaldbb m/2 (s6t nagyobb), igy A legaldbb m/2 elemet tartalmaz. A feladat
allitasat bebizonyitottuk.

A haromsziég-egyenlotlenség alkalmazasai 1.

Héromszog-egyenldtlenségnek a matematika kiilonféle teriiletein més-mas ala-
ku becsléseket értenek, amelyek azonban nem fiiggetlenek egymastdl. Ez a kozos
elnevezés oka. A tovdbbiakban csak azokat tekintjiik at, melyekkel a kozépiskolai
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szint{i matematika feladatokban is taldlkozhatunk. Ezek (kiilonb6z6 mértékben)
a kovetkezo témakorckben fordulnak el6: euklideszi geometria, vektorok, valos széa-
mok, komplex szamok. A haromszog-egyenlétlenség fels6bb matematikdban hasz-
nélt dltaldnositdsaival (pl. norma) kapcsolatban az érdeklddé olvasénak az [1], [2],
[3] miiveket javasoljuk.

Az emlitett témakorok mindegyikének targyalasat ugy végezziik, hogy révid
elméleti Gsszefoglalé utan kidolgozott példak megoldasa kovetkezik. Az egysze-
riibb példak alkalmasak lehetnek a tandr kollégak szamara egy-egy ora szinesi-
tésére, gazdagitasara, a nehezebbek szakkori feladatként hasznalhatok. Didkoknak
pedig tanulmanyi versenyekre valo felkésziilésben nytjthatnak segitséget a felada-
tok. A szerzd szinte minden feladatot ,kiprobalt” az elmult évtizedekben tandrékon,
illetve szakkori foglalkozasokon. A kozolt megoldasokban is felhaszndltam tanitvé-
nyaim Otleteit. A cikk végén felsorolunk még néhdny feladatot, melyek megoldasé-
hoz jol alkalmazhaté a leirt otletek valamelyike. Az irodalomjegyzékben egyrészt
a témakor mélyebb hatterét targyald konyvek, masrészt olyan kozépiskolai szinti
anyagok talalhatok, melyek tanulmanyozéasat jo szivvel ajanlom minden didknak
és kolléganak. Végiil szeretnék koszonetet mondani Gulyds Tibor, Gydry Akos és
Kubatov Antal kollégdimnak, hogy a még nem publikalt [7], illetve [10] anyagaikat
rendelkezésemre bocsatottak.

I.

Az euklideszi geometridban egy valédi (tehdt szakasszd nem elfajuld) hérom-
sz0g két oldalanak Osszege nagyobb a harmadik oldalnal: a+b > ¢, b+ ¢ > a,
¢+ a > b. Illetve megforditva: ha adott hiarom szakasz, melyek hossza a, b és c,
tovdabba ezekre érvényes a harom egyenlGtlenség, akkor a szakaszokbdl haromszog
szerkeszthetd.

Fontos észrevétel az un. dualitdsi he-
lyettesités. Pontosan akkor léteznek olyan
x,y,z > 0 pozitiv szamok, melyekre a = x + v,
b=1vy+ 2z, ¢c=z+ x, ha van a sikon olyan ha-
romszog, melynek oldalainak hossza a, b, c.
A bizonyitds egyik irdanybdél a héromszog-
egyenl6tlenség trividlis teljesiilésén mulik.
Misik iranybdl pedig azon, hogy minden ha-
romszognek van beirt kore, tovabba a beirt
korhoz a cstcsokbdl hizott érinté szakaszok
egyenl6k. A dualitési helyettesités jelent6ségét az adja, hogy csak a hiromszog
oldalait tartalmazé becslések esetén attérhetiink a segitségével az egymastol mar
fliggetlen z, y, z pozitiv valtozdkra. fgy geometria probléméabdl algebrai problémat
kapunk.

A héromszog-egyenlGtlenség dltaldnositasaként foghaté fel az a tétel, mely sze-
rint egy torottvonal nem lehet rovidebb a kezd6 és végpontjat dsszekotd szakaszndl.
Az allitast teljes indukcioval nem nehéz bizonyitani. Javasoljuk, hogy az olvasé ezt
onalléan kisérelje meg.
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A most kovetkez6 feladatok tobbségében nem geometriai megfogalmazasiak.
Az ismertetett megoldasi médszer azonban olyan, amely geometriai modellt hasz-
nal. Tovabbi feladatokat illetéen lasd még: [6], [9], [12], [13].

1. példa. Igazoljuk, hogy hdromszogben bdarmely két oldal hosszanak eltérése
kisebb a harmadik oldalndl: |a —b| < ¢, |b—c| < a, |c —a|] <b.

Megoldas. Az abszolit érték értelmezése miatt pl.:
la—b<c & —c<a—-b<eg,

amivel ekvivalens, hogy b < c+a és a < b+ c. Ugyanigy nyerheté a harmadik
hiromszog-egyenlotlenség is.

2. példa. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ eqgy hdromszig oldalainak hosszdt
jeloli, akkor

a® +b* + ¢* < 2(ab + be + ca).

1. megoldas. Mivel barmely z és y valds szam esetén |z| < |y| < 22 < y?,
igy a haromszog-egyenlotlenségbol:

la—bl <c & (a—b)® <
b—c|<a < (b—c)’ <d?
lc—al <b & (c—a)® <b
Osszeadds utan
202 + 2b% + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca < a® + b* + 2,

a’® + b2 + ¢ < 2ab + 2be + 2ca.

2. megoldas. A dualitasi helyettesités: a =x+y, b=y+2z,c=z+x, x,y,z >
> (. Beirva az oldalak helyére:

@+y)’+y+2)°+(+2)’ <
<2x+y)ly+2)+2y+2)(z+x)+2(z+x)(x+y),
212 + 2y + 222 + 2wy + 2yz + 222 < dwy + dyz + dzx + 222 + 297 + 222,
0 < 22y + 2yz + 2zz,
ami nyilvanvalé.
A 2 helyére kisebb szdm nem irhatd, tehat a becslés éles. Ennek beldtasdhoz

tekintsiik az a = b, ¢ — 0 hatéresetet. A dualitasi helyettesités szamos alkalmazasét
tartalmazza Kubatov Antal tandr ur szakkori anyaga: [7].
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3. példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:

V22420 +1+V222 22 +1=2.

Megoldéas. Az egyenlet bal oldalan all6 kifejezés- Y

P
ben teljes négyzeteket kialakitva kapjuk, hogy
1e-- 7 _' S/
\/a:2+(x—1)2—|— 22+ (x4+1)° =2, y=zs 7
Ismeretes, hogy a derékszogli koordinata-rendszerben /
az  A(a;az) és B(bi;by) pontok tavolsdga AB = V! =
= \/(al — b1)2 + (ag — b2)2. Legyen P az y = x egyenes
valamely pontja, tovdbb4 tekintsiik a Q(0;1) és R(0; —1) i
pontokat. A tévolsdgképlet szerint R

PQ+ PR = \/x2+(x— 1)° + /22 + (z + 1)
A haromszog-egyenlétlenség miatt

tovabba egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha P pont az origéban van. fgy
az egyenlet egyetlen valds megoldasa: x = 0.

Megjegyzés. Hasonlé tipusu egyenleteket illetSen 1dsd pl.: [8].
4. példa. Az x, y, z pozitiv szamok dsszege 1. Hatdrozzuk meg az
S=V1+a2+/1T+y?+ 1+ 22

kifejezés legkisebb értékét.

Megoldaés. Tekintsiik az abrdt. A Pitagorasz-tétel alap-
jan vilagos, hogy

AQ=V1+22,
QP =1+,
PC =+/1+ a2 / 1
Tehat S éppen az AQPC torottvonal hosszat adja meg, ami

a haromszog-egyenlotlenség miatt akkor lesz minimadlis, ha /
P és (@ illeszkedik az AC egyenesre. V

, e .. / 1
Ekkor x =y =2 = %, és a kifejezés minimuma /
V12 4+ 32 =+10. Coy Yy z
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5. példa. Az a, b, c valos szamokat jelolnek. Hatdrozzuk meg az

L= a2+1+(1—b)2+\/b2+1—|—(1—c)2+\/02+1+(1—a)2
kifejezés legkisebb értékét.

Megoldas. Tekintsiik a térbeli derékszogii koordinata-rendszerben az alabbi
pontokat:

A(l =a;0;0), P(1;1-5;1), Q(2-1¢1;2), B(2;2—a;3).

A két pont tdvolsagara vonatkozo ismert képlet miatt:

AP:\/a2+(1fb)2+12, PQ:\/(1—0)2+b2+12,

QB:\/02+(1—a)2+12,

3

igy
L=AP+ PQ + QB.

A haromszog-egyenldtlenség alapjan vildgos, hogy

L}AB:\/(1+a)2+(2—a)2+32:\/2@2—2a+14:

2
1 27 _ 3v6
= 2 — — — > -
les) 5
Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a =b=c = % A kifejezés minimalis érté-
ke %6

Megjegyzés. A megoldés soran hivatkozott tavolsagképlet a kovetkez6. Ha
A(ar;az;a3) és  B(bi;ba;bs)

két adott pont a haromdimenzids euklideszi térben, akkor a két pont tavolsaga

AB = \/(al - b1)2 + (a2 - b2)2 + (CL3 - b3)2.

A bizonyitds a téglatest testatléjanak kiszdmitdsara vonatkozé tun. térbeli Pitagorasz-
tétel segitségével természetes médon elvégezhetd. Mélyebb ismeretként hivatkozhatunk
a vektorok skalaris szorzatara is.

6. példa. Igazoljuk, hogy ha ay és by valds szamok (k =1,2,...,n), akkor
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Megoldas. Ekvivalens allitashoz jutunk, ha négyzetre emeliink:

S YR o (Zk) <Zbi) >3 (a4 ).
k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

Ebbdl a mindkét oldalon eléfordulé tagok levonasa, majd 2-vel valé osztds utan:

E)EDEon

k=1

ami a jol ismert Cauchy-egyenlétlenség. Egyenléség pontosan akkor, ha ap = Aby,
ahol A\ > 0 adott valds szam.

Megjegyzés. Ha tekintjiikk az a(ai,a2,...,an) és b(b1,b2,...,bs) vektorokat az
n-dimenziés euklideszi térben, akkor a feladat &llitdsa éppen a két vektorra érvényes
héromszog-egyenlGtlenség:

|a| + [b] > [a + b].
(Részleteket illetSen 1dsd [3] 8. fejezet: Euklideszi terek.)

A feladatban szerepl6 becslés altaldnosithaté teljes indukciéval véges sok szam n-esre.

Példdul hdrom szam n-es esetén, ha azok (a1, az,...,an), (b1,b2,...,bn) és (c1,c2,...,¢n),
akkor
dai4 > bz (ax + br)*,
k=1 k=1 k=1
n n n
(ar + b)) + > (ak + bx +cx)’,
k=1 k=1 k=1
ezért
doai+ | > b+ = (ax + by + cx)’.
k=1 k=1 k=1 k=1

(Az &ltaldnositdsnal hivatkozhattunk volna a vektorokra vonatkozé haromszog-egyenlét-
lenség véges sok vektorra vonatkozd alakjara is.)

Ez utdn a megjegyzés utan méar konnyii latni, hogy az el6z6 feladatok hat-
terében ugyanaz a becslés &ll, melyet a vildghiri matematikusrél, Minkowskirél!
neveztek el. A Minkowski-egyenlStlenség diszkrét, véges valtozata azt mondja ki,

hogy ha ay és by valés szamok (k= 1,2,...,n), valamint p > 1 valés szdm, akkor
n 1/p n 1/p n 1/p
(St} 4 (S ml) = (Sarnr) -
k=1 k=1 k=1

! Hermann Minkowski (1864-1909) német matematikus, Einstein egyik tanara Ziirich-
ben. Elegdns matematikai lefrést adott a specidlis relativitaselméletre.
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A feladatban szereplé becslés az egyenlGtlenség p = 2-re vonatkozo alakja. Az altala-
nos eset bizonyitdsa nem egyszerti, dltalaban a Holder-egyenlStlenség? segitségével
végzik. Ha 0 < p < 1, akkor forditott irdnyu egyenlStlenség érvényes. (A bizonyité-
sokat ldsd pl. [9]-ben.) Komplex szdmokra is érvényes ez a nevezetes egyenl6tlenség.

7. példa. Legyenek x, y, z pozitiv szamok. Igazoljuk, hogy

a) \/x2+my+y2+\/22+zx+m2>\/y2+yz+22,

b) V2 +zy+ 12+ V2 +yz+ 22+ V22 2o+ 22 <2z +y+ 2).

Megoldas. Tekintsiik a sikon a kozos
O végponttal rendelkez6 OA =z, OB =y,
OC' = z hosszu szakaszokat, melyek paron-
ként 120°-0s szoget zarnak be. A koszinusz-
tétel miatt pl.

@ AB? = 0A%? + OB? — 20A - OB cos 120°,
B
A Ugyanigy adédik, hogy

BC=\y2+yz+22 és CA=+22+zx+22.

A héromszog-egyenltlenség szerint AB + CA > BC, ami az a) &llitdst bizonyitja.
Alkalmazva a haromszog-egyenlGtlenséget rendre az OAB, OBC és OC' A ha-
romszogekre:

Vat+azy+y? <az+y,
V2 +yz+22 <y+z,
V22 +ze+a? <z+u.

Osszeadassal nyerjiik a b) allitdst.

2A Holder-egyenl8tlenség diszkrét, véges alakja szerint, ha p, g > 1 és 1/p+1/q=1,
akkor az a; és b; nemnegativ valés szamokra

n n 1/p n 1/q
S aib < (Z ) (Z bg) |
i=1 1=1

1=1
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II.

Ha a és b tetszoleges vektorok, akkor a vek-
torok Gsszeadési szabalyabol azonnal latszik, hogy
a hosszaikra |a+ b| < |a] + |b|. Egyenléség pon-
tosan akkor teljesiil, ha a két vektor parhuzamos
és azonos irdnyba mutat. (Masképpen mondva:
egyik a madsik pozitiv szdmszorosa.) Ezt a becs-
lést a vektorokra vonatkoz6 héaromszog-egyen-
16tlenségnek hivjuk. Teljes indukcids gondolatmenettel az allitas véges sok vektorra
kiterjesztheto:

[vi4+ve+ ...+ vy <|vi|+|ve|+ ..o+ | val

8. példa. Az ABCD négyszég BC' és DA oldalainak felezési pontjai rendre E
és F'. Igazoljuk, hogy
AB+CD

FE <
2

Mikor teljesiil eqyenldség?

Megoldas. Vegyiink fel vektorokat az dbrdn

—
l4thaté médon. Vildgos, hogy FD = —FA. A vek-
torok Gsszeaddsanak paralelogramma-modszere alap-
jan

. FB4FS _FA+AB+FB+ 0
2

2

AB + DC

5 .

Alkalmazva a vektorokra érvényes haromszog-egyenlétlenséget:

|FE| = |ﬁ;ﬁ| < |A.B>|;L|Eg| = FEg%.

Egyenloség pontosan akkor teljesiil, ha zﬁ és D? parhuzamosak és egy irdnyba
mutatnak, amibél kovetkezik, hogy a négyszog trapéz. A bizonyitott allitds szerint
egy négyszog kozépvonala nem hosszabb, mint az 6t kozrefogd oldalak szamtani
kozepe, valamint pontosan akkor van egyenldség, ha a négyszog trapéz.

Egy vektorokkal kapcsolatos remek feladatgytijtemény: [10].

9. példa. Adott a sikon egy szabdlyos otszég. Hatdrozzuk meg azt a pontot
a stkon, amelynek az 6tszoq csucsaitol vett tavolsdgainak dsszege minimdlis.
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Ay Megoldas. Legyen P; a sik va-
lamely pontja, melyet kossiink 0Ossze
az A1 As A3 Ay Ay szabalyos 6tszog csu-
csaival. Forgassuk el az 6tsz6g O kozép-
pontja koriil a P; pontot 72°-kal, igy
adddik a P, pont. Megismételve az elja-
rast a Ps-re kapjuk a P3; pontot. Ugyan-
igy adédnak a P és Ps; pontok. A for-

-/
gatdsok soran az 6tszog csucsai mindig
a rakovetkezébe mennek at. Mindezek-
bél kapjuk, hogy P1A5 = PgAl, P1A4 =
= P3Ay, PlAz = P,A), PlAy = PsAy,
A

A kovetkezésképpen

AS Af;

P1A1 +P1A2 +...+P1A5 = P1A1 -|—P2A1 -|—...-|—P5A1.

Inditsunk helyvektorokat az A; csicsbdl a P; pontokba, valamint a szabélyos

Otszog kozéppontjaba. Ismeretes, hogy egy szabalyos sokszog kozéppontjaba mutatd
5

helyvektor a csticsokba mutaté helyvektorok szémtani kozepe, ezért > AP, =
i=1

=5- A123. A vektorok Osszegére vonatkozd haromszog-egyenlétlenség miatt:

5|4,0| =

i=1

5 5 5
< ZI/h—PZI = ZAIPi = ZPIAi~
i=1 i=1

i=1

Mivel 5|A123| konstans, igy a becslésbol adédik, hogy a csicsoktdl mért tavolsag-
Osszeg akkor minimalis, ha P; egybeesik a szabdlyos 6tszog kdzéppontjaval.

Megjegyzés. A megoldés tetszOleges szabalyos n-szbgre ugyanigy megy.

A feladat a [6] konyvbol szarmazik. E sorok {rdja szerint ez az egyik legjobb
elemi matematika feladatgytijtemény.

10. példa. Adott a sikban n darab vektor, ahol n tetszdleges pozitiv egész
szam. A wvektorok abszolut értékeinek dsszege 1. Bizonyitsuk, hogy ezen vektorok
halmazanak van olyan nem tres részhalmaza, hogy a részhalmaz vektorai dsszegének
abszoliit értéke legaldbb 1/6.

(Arany Ddniel Matematikai Tanuldverseny 2014/15, haladé IT1. kat. dontd)

Megoldas. Vegyiink fel egy derékszogii koordinata-rendszert uigy, hogy seme-
lyik vektor ne legyen parhuzamos egyik tengellyel sem. A vektorokat tekinthetjiik
helyvektoroknak, hiszen ez a hosszuk (abszolut értékiik) osszegét nem befolydsolja.
Egy vektor koordinétdi legyenek v;(z;;y;), ekkor a vektor hossza |v;| = /27 + y2.
Két becslést alkalmazunk:

1
—2(Iri| + lyil) < [vil < ] + |wil-
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Az alsé becslés a szamtani és a négyzetes kozép kozotti egyenlétlenség kovetkez-
ménye:
2 2
EARS < |2~ + |yl 1
< < —=
2 2 V2
A fels6 becslés pedig a haromszog-egyenl6tlenséghdl jon ki, hiszen v; = ;i + y;j
miatt (i és j a bazisvektorok)

(|| + [wil) < [vil-

Vil = |zid 4+ yaij| < |zad] + |yl = |za] + |yl

Most bontsuk négy csoportra a vektorokat aszerint, hogy melyik siknegyedbe
esnek. Szamoljuk ki minden csoportban a vektorok tengelyeken vett merdleges
vetiileteinek 6sszhosszat. Biztos lesz olyan siknegyed, ahol a vetiiletek 0sszhossza
legaldbb 1/4, hiszen a fenti felsé becslés alapjan a négy csoportban dsszesen legaldbb
1 a vetiiletek Gsszhossza. Azt is feltehetjiik, hogy ez az els6 siknegyedben &ll eld,
tehat itt minden koordindta pozitiv. (A tengelyek megfelel$ forgatdsaval elérhetd

ez a helyzet.) Jelolje az els6 siknegyedbe es6 vektorokat wi, wo, ..., wi. Tudjuk,
hogy
1 k k k
1S (@i+yi) =D i+ > i
i=1 i=1 i=1

ahol az 0Osszegzés mar csak a w; vektorokra vonatkozik, és az abszolutértékek
a siknegyed megvélasztasa miatt voltak elhagyhatok. Végiil a fenti alsé becslést

alkalmazva:
k k k 1 k k 1 1
w;| = x )i+ i il = —= i + i) = —=> .
o] = (i (a2 (S 20) > 25

E megoldés mellett tovdbbi megoldasok olvashaték [14]-ben a 2014 /15. évi ver-
seny dontéirol szolé beszamold 50-56. oldalain. Ugyanitt szerepel annak bizonyitasa
is, hogy az als6 korlét értéke 1/m-re erdsithetd, ami az elérhetd legjobb.

11. példa. Az «, 8, v szégekrdl tudjuk, hogy sin a + sin 3 + sin~y > 2. Bizo-
nyitsuk be, hogy
cosa + cos B 4 cosy < V5.

Megoldas. Tekintsiik az a(sin a; cos ), b(sin §; cos 8), c(sin~y; cosy) egység-
vektorokat. Ekkor

(a+b+c)’ = (sina+ sin B + siny)? + (cosa + cos 8 + cosy)® >
> 4+ (cos a + cos 3 + cosy)>.

A vektorokra érvényes haromszog-egyenlotlenség, valamint a skaldris szorzatrdl
tudottak miatt

la+b+c[<[al+ b+ [c| =3,
(a—i—b—i—c)2<97

amit a korabbi becsléssel dsszevetve a bizonyitandd allitas adodik.
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Schultz Janos

e
9 ¢ KoMal Ifjusdgi Ankét 2021
\ Y 4

A koronavirus ellenére szerencsére idén sikeriilt megrendezni személyesen
a KoMaL Ankétot. A szokdsos médon regisztracidéval és ajandékosztassal indult
a program. Még az eldadasok el6tt totd helyett fejtorok tették probara a didkokat
és tanarokat egyarant. Az el6addsokat rendhagy6 modon két kerekasztal-beszélgetés
kovette. A kerekasztal-beszélgetés sordn a versenyzOknek lehetéségiik nyilt kérdez-
ni a javitokat és a szerkesztOségi tagokat. Idén az ebéd az Ericsson épiiletében volt.
Az ebéd utdn szokdsos médon a konferenciateremben zajlott a dijkiosztd, melyet
el6adasok tarkitottak. Az els6 napot dlléfogadas zarta.

Masnap kisérletezéssel kezdtiink. A kisérletek az IYPT-en kittizott verseny-
feladatokbdl lettek valogatva, melyet korabbi versenyzék mutattak be. Ezutan két
kisérleti problémat ismerhettiink meg alaposabban ugyanebbél a versenybdl. Az el6-
z6 nap mintajara egy kerekasztal-beszélgetéssel folytattuk, ahol sz6 esett a jé érté-
kelésekrol és tipikus hibakrdl a dolgozatokban. Még az ebéd elott megismerhettiik
az adatninjdkat és belepillanthattunk a vildgukba. A délutan folyaman el6szor a ha-
jitdsokba mélyedhettiink el, és zarasul narancsok segitségével keriilhettiink kozelebb
a gbmbi geometridhoz.

Mi gy gondoljuk, hogy a teljes ankét tanulsagos és hasznos volt és reméljiik,
hogy jovére ismét sok versenyzével taldlkozhatunk.

Kovacs Bence, Roka Balint
(jelenlegi javitdk, volt versenyzok)
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire '

I. rész

1. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenlStlenséget a valds szdmok halmazan:

1 x—1 + 1 x + 1 x+1 _ 13 (5 t)
= = = —. n
3 3 3 27 po

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a [g, 57”] intervallumon:
1 +4sinz —4cos’z = 0. (6 pont)

2. a) Kata és M&té nemrég tanultdk az iskoldban az osztokat. Kitaldltak
egy jatékot. A jatékot Kata kezdi és felvaltva mondanak az n pozitiv egész szam
osztoi koziil egyet 1igy, hogy olyan osztét nem mondhatnak, amely korabban mér
elhangzott. Az veszit, aki mér nem tud tjabb osztét mondani. Hany olyan n pozitiv

egész szam van az {1;2;3;...;25} halmazban, amely esetén Kata nyer? (4 pont)
b) Hany olyan n pozitiv egész szdm van a {1;2;3;...;2021} halmazban, amelyre
igaz, hogy 2713 + 2" négyzetszam? (5 pont)

¢) Adjuk meg a p valés paraméter lehetséges értékeit, ha az aldbbi polinom
Osszevont alakjaban a méasodfoku tag egyiitthatéja —3:

(z—1)%- (p+2x)° (5 pont)

3. a) Egy dobozban van 7 kiilonboz6 par kesztyi. A dobozbdl egyesével,
visszatevés nélkiil hizunk ki kesztytiket mindaddig, amig nem kapunk egy péar
kesztytit. Mennyi annak a valészintisége, hogy ehhez legfeljebb 3-szor kell hizzunk

a dobozbol? (7 pont)
b) Az iskola 11.-es és 12.-es legjobb 12 matekos

didkjanak nemek szerinti és évfolyam szerinti elosz- Ll.-es | 12-es

lasat a tabldzat tartalmazza. A tanaruk véletlensze- Fiuk 4 3

riien vélasztott koziilik didkokat a korzeti matek- Lanyok 2 3

versenyre. A verseny szabdlyzata szerint egy csa-
patban ketten indulnak (a csapattagok kozott nincs kitiintetettség), akik koziil
legaldbb az egyikiik ldny (akdr mindkettd résztvevd lehet lany) és a két résztvevd
nem lehet ugyanarrol az évfolyamrol. Mennyi annak a valészintisége, hogy a tanaruk
a versenyszabdlyzatnak megfelel$ nevezést adott le? Eredményiinket 3 tizedesjegyre
kerekitve adjuk meg. (5 pont)

4. Adott az 22 + y? + 182 — 4y + 45 = 0 egyenletii k kor.
a) Igazoljuk, hogy a k kor koézéppontjanak koordinatai K (—9;2). (2 pont)

b) Hatdrozzuk meg a k kor P(—7;8) pontjaba hizhaté érintéjének egyenletét.
(3 pont)
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¢) Adottak az A(1;1), B(10;4), C(2;8) pontok. Mutassuk meg, hogy a hdrom
pont altal meghatarozott haromszog koré irhatd korének kozéppontja illeszkedik
az x + 3y = 17 egyenletii egyenesre. (9 pont)

II. rész

5. Egy derékszogl haromszog oldalaibol 4116 minta terjedelme 18 egység, a me-
didn 24 egység.
a) Igazoljuk, hogy a haromszog oldalainak hossza 7; 24 és 25 egység. (& pont)
b) Adjuk meg a hdromszog beirt és koré irt korének kozéppontjanak tavolsdgat.
(7 pont)
A fenti haromszog befogdin megjeloljiik azokat a bels6 osztopontokat, amelyek
a derékszogl csicstol egész egység tavolsagra helyezkednek el.
¢) Hény olyan héromszog adhaté meg, melyeknek csicsai ezen belsd osztépon-
tok koziil keriilnek ki? (4 pont)

6. a) Otténak 55 emelt matekos didkja van, akikkel tesztet irat koordindta-
geometriabdl.

A teszten 3 kérdés van és minden egyes kérdésre 3 valaszlehetOség, melyek
koziil pontosan 1 helyes valasz van. Mutassuk meg, hogy van legaldbb 3 olyan diak,
akik pontosan ugyanugy toltotték ki a tesztet. (Két tesztkitoltést akkor tekintiink
azonosnak, ha az egyes kérdésekre adott vélasz minden egyes esetben megegyezik.)

(5 pont)

b) A fenti 55 didk koziil Andrés, Bogi, Csaba, Dani, Emese, Feri, Gizi és Huba
gy toltotték ki a teszt elsé kérdését, hogy minden egyes valaszlehetdség legalabb
egyszer eléfordult a vélaszaik kozott (3 valaszlehetdség volt minden egyes kérdésre).
Hényféle kiilonboz6 kitoltést tud adni a 8 tanuld csak az els§ kérdésre, ha csak
az szamit, hogy az egyes valaszlehetdségeket hanyan jelolték meg? (6 pont)

¢) A didkok koziil lona, Jézsef, Kati, Laci, Marci és Néri nagyon rosszul telje-
sitettek a teszten, ezért Ottéd gy dontott, hogy a jobb teljesités érdekében alakit-
sanak ki tanulépérokat (azaz 2 didkbdl all6 csoportokat). Hényféleképpen alakithat
ki a 6 didk tanuléparokat, ha az egyes tanuléparok kozott és a tanuléparokon beliil
sincs kitiintetettség a didkok kozott? (5 pont)

7. Szorgalmas Szonja elhatdrozza, hogy koordinatageometriai hidnyossdgait
szorgos gyakorlassal orvosolja. Ezért minden egyes nap megold 20 ilyen jellegii
feladatot. Még nem megy neki olyan jol, ugyanis minden nap csak 5 feladatot tud
helyesen megoldani.

Egy héten 4t minden egyes nap megkéri Lusta Lujzat, hogy ellendrizze le mind
a 20 feladatot. Lujza nem nézi végig az Osszes feladatot. Minden egyes nap csak 3,
altala véletlenszertien kijeloltet ellenériz le.

a) Mutassuk meg, hogy hdrom tizedesjegyre kerekitve 0,601 annak a valGszi-
niisége, hogy az adott napon a 3 ellenérzétt feladatbdl lesz helyesen megoldott
feladata Szonjdnak. (4 pont)
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b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a 7 nap alatt legfeljebb egyszer fordul
elé az, hogy lesz helyesen megoldott feladata Szonjanak? Valaszunkat 4 tizedes-
jegyre kerekitve adjuk meg. (5 pont)

¢) Legaldbb hdny napon keresztiil kell Lujzédnak dtnéznie a feladatokat az &
sajatos modszerével, hogy legaldbb 99,99%-o0s valdsziniiséggel legyen olyan nap,
amikor van helyesen megoldott feladata Szonjanak? (7 pont)

8. a) Egy szdmtani sorozat elsé 9 tagjanak osszege 198. Mekkora a sorozat els§
tagja és differencidja, ha az els6 18 tagjanak osszege 6397 (4 pont)

b) Egy mértani sorozat hanyadosa 2. A sorozat n-edik tagja 16 és az elsé n tag
Osszege 31,75. Hatarozzuk meg n értékét. (5 pont)

¢) Igazoljuk, hogy az a,, = HLH + %ﬁ +...+ ﬁ sorozat szigoriian monoton
novekedd. (5 pont)
1

gz Tt % sorozat legkisebb tagjét. (2 pont)

d) Adjuk meg az a,, = n+_1 +

9. Adott az 3; 4; 5; x + 7; 11 — x 6t elembdl all6 minta.

2_ . s
a) Mutassuk meg, hogy a minta szérdsnégyzete %M. (A minta szérés-

négyzete a minta szérdsdnak a négyzete.) (5 pont)

, 2
b) Irjuk fel az f(x) = w fiiggvénynek az xog = 7 abszcisszaju pontjdba
hiizhaté érintdjének az egyenletét. (Abszcissza: a pont elsd koordindtaja.) (& pont)

¢) Mekkora terilletet zar kozre az x tengely, az x =0; x =6 egyenes és

2
az f(x) = %7;& fiiggvény? (6 pont)

Fridrik Richard
Szeged

Megoldasvazlatok a 2021/7. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. A kardt egy viszonyszam, amely megmutatja, hogy mekkora az aranydtvi-
zetben az arany toémegarinya.

a) Hiny gramm ezistot tartalmaz egy 10 kardtos 0,06 kg tomegi nyakldnc,
amely csak aranyal €s ezistot tartalmaz, ha a szinarany 24 kardtos? (2 pont)

b) Hdny gramm aranyat olvasszon a nyaklinchoz az dtvds, ha 18 kardtos dtvé-
zetet szeretne létrehozni? (4 pont)

¢) Az dtvdsmester pontosan 25 éve hordja az egyik aranygydrijét, és megdlla-
pitotta, hogy iddkozben a gyird aranytartalmdnak tomege 0,012 milligrammal csok-
kent. Szamitsuk ki, hogy naponta hany aranyatom vdlt le a gytirirsl, ha 197 gramm
arany hozzdvetélegesen 6 - 1023 darab aranyatomot tartalmaz. (Feltételezziik, hogy
a kopds egyenletesen ment végbe, és tudjuk, hogy ezen iddészakban 5 székdéév volt.)
(6 pont)
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Megoldas. a) A tizkardtos 6tvizet tomegének % része arany, % része eziist,
tehdt a nyaklanc eziisttartalma 60 - % = 35 gramm.
b) 1. megoldds. Ha x gramm aranyat olvasztunk hozzd, akkor a teljes tomeg
60 + x gramm, az arany tomege pedig 25 + x grammra né, amely az Ossztomeg
% része. Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezo egyenletet:
18
60+z) — =25+

Rendezés és ekvivalens atalakitasok utan x = 80, az Otvosnek 80 g aranyat kell
hozzaolvasztani a nyaklanchoz.

2. megoldds. Ha aranyat olvasztunk hozza, akkor az eziisttartalom tomege
valtozatlanul 35 g. 18 kardtos 6tvozet esetén ez a teljes tomeg % = % része, tehat
az 6tvozet tomege 35 -4 = 140 g. Eredetileg 60 g volt, igy 140 — 60 = 80 gramm
aranyat kell hozzdolvasztani.

¢) Az adott idGszakban 20 szokdsos és 5 szokéév volt, igy dsszesen 20 - 365 +
+ 5366 = 9130 nap telt el.

Osszesen a gyfirtirél

0,012-1073
197
darab aranyatom valt le, amelyet a napok szaméval elosztva megkapjuk, hogy

egyenletes kopas esetén naponta 4 - 1012 (négyezer-millidrd, azaz négybillié) darab
aranyatom tavozott az ékszerrol.

-6-10% = 3,65 -10'6

2. Egy derékszdgil hdromszdg egyik befogdjanak hossza egyenld a masik két
oldalhossz szamtani kozepével, keriilete 276 egység.

a) Mekkora a hdromszdg koréirt kérének o terilete? (8 pont)

b) Mekkora a hdaromszdg beirt korének a keriilete? (4 pont)

Megoldas. a) A derékszogli haromszog nem egyenlé szard, mert akkor a két
befogé ugyanolyan hosszi lenne, igy nem teljesiilne a feladat elsé feltétele. Ekkor
a két befogd hosszat a-val, illetve b-vel, az atfogd hosszat c-vel jelolve, feltehetjiik,
hogy 0 <a <b<c Az els6 feltétel alapjan felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:
b= ¢ amelybsl 2b = a + c.

A héromszog keriilete: K = a+ b+ ¢ = 276, amelybe a + ¢ helyére (2b)-t helyet-
tesitve azt kapjuk, hogy 3b = 276, azaz b = 92 egység. a+c = 2b alapjan a+c = 184,
amelybol kifejezziik az egyik ismeretlent: o = 184 — c.

Pitagorasz tétele alapjan felithatjuk az a® 4+ b? = c? egyenletet, amelybe a fen-
tieket behelyettesitve: (184 — ¢)? 4922 = ¢2, majd a zéréjelet felbontva és rendezve
azt kapjuk, hogy

1842 + 922
T T30
A koréirt kor sugardnak hossza R = g = 57,5 egység.

A héromszog koréirhaté korének teriilete: Tis, = R*m = 57,52 - m ~ 10 386,9

teriiletegység.

= 115 egység.
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b) 1. megoldds. A haromszog teriilete: T' = %b = 3174 teriiletegység, félkeriilete

K .
s = 5 = 138 egység.

Most a hdromszog teriiletére vonatkozé T = r - s képletbél kifejezziik a harom-
szogbe irt kor sugardanak hosszat:

T
s 138 o eveE

A héromszog beirt korének sugara 23 egység hosszisagi. A beirt kor keriilete:
Kysr = 2rm = 467 egység ~ 144.5 egység.

2. megoldds. Ismert, hogy a derékszogli haromszogbe irhaté kor sugardanak
hossza kiszamithat6 a haromszog oldalhosszainak segitségével a kovetkezdképpen:

a+b—c 69+92—115
2 B 2

= 23 egység.

A beirt kor keriilete: Ky, = 2rm = 467 &~ 144.,5 egység.

3. a) Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek négyzete oszthats 504-
gyel? (3 pont)
b) Az elséd 504 természetes szam kézil véletlenszeriien kivdlasztunk egyszerre
négy kilonbozdé szdamot. Mekkora a valdsziniisége, hogy legaldbb az egyik nagyobb

400-nal? (5 pont)
¢) Melyik szamrendszerben irtuk fel a hdromjegy( 352 szdmot, ha értéke egyenld
lett a hatos szdmrendszerben felirt 504 értékével? (6 pont)

Megoldas. a) A szdm primtényezés felbontdsa: 504 = 23 - 3% -7, amelyben
szerepelnek paratlan kitevok, igy ez nem négyzetszam. A paratlan kitevéket a ndluk
nagyobb péros szamok koziil a legkisebbre cserélve olyan négyzetszamot kapunk,
amely oszthaté 504-gyel, és az ilyen négyzetszamok koziil a legkisebb: 24 - 32 . 72,
Ez a szam a 22 - 3 - 7 = 84 négyzete.

Megmutattuk, hogy a 84 a legkisebb olyan pozitiv egész szdm, amelynek négy-
zete oszthaté 504-gyel.

b) 504 kiilonbozd elembdl kivélasztunk egyszerre négyet, gy Osszesen (524)
eset van.

Az elsé természetes szamnak a nullat tekintve, az 6tszdznegyedik természetes
szam az 503 lesz. Ezek koziil 103 darab szam nagyobb, 401 darab szam pedig
nem nagyobb 400-nal. Szamitsuk ki a komplementer esemény bekovetkezésének
valdszintiségét! Ez azt jelenti, hogy a kivalasztott szamok egyike sem nagyobb 400-
nél, azaz mind a négy kisebb vagy egyenld, mint 400, igy az esetek szama (401).

Ekkor L0l !
/ ( 4 ) ~ 074’

ami a komplementer eseményre vonatkozik.
A keresett valdszintiség: p =1 —p’ = 0,6.
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c¢) A feladat feltételei alapjan felirhatjuk a kévetkezd egyenletet: 352, = 504,
ahol x > b egész szam.

Az egyenlet mindkét oldaldn a helyiértékek segitségével felirjuk a szamjegyek
valédi értékét, melyek Osszege az adott szdm értékével egyenld: 3 -z2 +5- ! +
+2-2% =5-62+0-6'+4-6° amelybdl a kijelolt miiveletek elvégése, majd rendezés
utan a 322 + 5z — 182 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk.

Ennek gyokei 1 = 7, illetve zo = f%, ezek koziil csak az els6 megoldas elégiti
ki a feltételeket, tehat a kérdéses szamot a hetes szamrendszerben irtuk fel.

4. A KoMalL Facebook oldaldn minden bejegyzésnél pontosan 2 vagy pontosan
3 (kiilonbozb) szerepel az eldre meghatdrozott 10-féle hashtagbdl, melyek kizdtt meg-
taldlhato a #ankét és a #koémalpdlé is. Az adminisztrdtorok megdllapodtak, hogy
amennyiben egy bejegyzésnél szerepel a #ankét, akkor szerepel a #kdémalpdls ¢s.

a) Hdny poszt jelenhet meg oktéberben gy, hogy barmely kettében kiilonbozzin
a hashtagek halmaza, ha dsszel minden posztban szerepel a #kdmalp6lé? (3 pont)

b) Az adminisztrdtorok eredeti megdllapoddsanak betartdsdval hdny poszt je-
lenhet meg gy, hogy bdrmely kettében kiilonbozzon a hashtagek halmaza, ha mds
megdllapodds nincs? (4 pont)

¢) A két adminisztrdtort megkérdezték, hogy dsszesen hdanyan kedvelték a szep-
temberi bejegyzéseket. Az eqyik igy vdlaszolt: ,Minden szeptemberi bejegyzést ugyan-
annyian ldjkoltak. Ha 2-vel kevesebb bejegyzés lett volna és mindegyiket 42-vel tobben
kedvelték volna, akkor T44-gyel tobb lajkot gyijtottink volna.” A mdsik adminiszt-
rator vdlasza igy hangzott: ,Ha 3-mal tobbszor posztoltunk volna, de mindegyiket
félszdzzal kevesebben kedvelték volna, akkor 976-tal kevesebb ldajkunk lett volna.”
Osszesen hdny ldjkot gyiijtottek szeptemberben? (6 pont)

Megoldas. a) A #kémalp61é mellé a masik 9 darab hashtagbdl kell vélasztani
még egyet, illetve kettdt, igy Osszesen (?) + (g) =9+ 36 = 45 kiilénbozo eset van,
igy legfeljebb 45 poszt jelenhet meg oktéberben, amely megfelel a feltételeknek.

b) 1. eset. Ha szerepel a #ankét, akkor a #k8malp6lé is ott van, ezért a maradék
8 hashtaghdl mar nem kell egy sem, vagy egy kell koziiliik, igy ekkor (g) + (?) =
=14 8 = 9 kiilonboz6 eset van.

2. eset. Ha nem szerepel a #ankét, akkor a masik 9 darab hashtaghdl kell

mindkett6t, illetve mindharmat kivalasztani, ezért ekkor (g) + (2) =36+84 =120

kiilonboz6 eset van.

Osszesen 9 + 120 = 129 poszt jelenhet meg tigy, hogy barmely kettében kiilon-
bozzon a hashtagek halmaza, ha méas megallapodés nincs.

¢) A szeptemberi bejegyzések szamét z-szel, az egy-egy bejegyzést kedvel6k
szamat y-nal jelolve, a szeptemberi kedvelések szama Osszesen x -y, ekkor a fel-
adatban megadott adatok alapjan felirhatjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

(x—2)(y+42) =x -y + 744,
(z+3)(y — 50) =z -y — 976,
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amelybdl a muveletek elvégzése és rendezés utan azt kapjuk, hogy
42z — 2y = 828,
—50z + 3y = —826.
Ezt tobbféleképpen megoldhatjuk, példaul az egyenld egyiitthatok modszerével gy,
hogy az els6 egyenletet 3-mal, a masodikat 2-vel megszorozzuk, majd a kapott

egyenleteket Osszeadva a 26z = 832 egyenlethez jutunk. Ebb&l xz = 32, amelyet
behelyettesitve az eredeti egyenletek barmelyikébe, kiszamoljuk, hogy y = 258.

Szeptemberben Gsszesen 32 - 258 = 8256 lajkot kaptak.

Ellendrzés: Ha 32 — 2 = 30 bejegyzés lett volna, és minden bejegyzésre 258 +
+ 42 = 300 kedvelés érkezett volna, akkor 30 -300 = 9000 lajk gyiilt volna Gssze,
ami valéban 744-gyel tobb, mint a 8256.

Ha pedig 32 4+ 3 = 35 bejegyzés lett volna, és mindegyiket 258 — 50 = 208 {6
ldjkolta volna, akkor 35 - 208 = 7280 1ajk jott volna Gsszesen, ami tényleg 976-tal
kevesebb, mint a 8256.

II. rész

5. Adott a k kér, amelynek egyenlete x2 + 3% = 20z — 21y és a P( - %;p) pont,
ahol p valds paraméter.

a) Hatdrozzuk meg a p valds paraméter dsszes értékét, amelyre P a k korén

kiviil helyezkedik el. (5 pont)
Legyen az AB szakasz a k kor azon dtmérdje, amelyre illeszkedik a Q(5; —5,25)
pont.
b) Szdmitsuk ki az A és a B pont koordindtdit! (5 pont)

A k koron belil véletlenszeriien rabokink egy pontra.
¢) Adjuk meg annak a valdszindiségét, hogy a kivdlasztott pont nincs messzebb
a k kor kézéppontjdtsl, mint a QQ pont! (6 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet valéban egy kor egyenlete. Ezt az egyenlet teljes
négyzetté alakitasaval igazolhatjuk:

21\’ 841

2) 47

A P pont akkor és csak akkor van a koron kiviil, ha a kor koézéppontjatol mért
tavolsaga nagyobb, mint a kor sugara, azaz koordinatai kielégitik az alabbi egyen-
16tlenséget:

(z —10)* + <y+

21\’ 8
2 4
Ezt dtrendezve az 22 + y? > 20x — 21y egyenlétlenséghez jutunk.

(z —10)% + (y—I—

A P pont koordinatait behelyettesitjiik az egyenlotlenség megfeleld valtozoinak

helyére:
1y, 1
— 20-—=- ) —21
(o) o () o
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majd elvégezziik a kijelolt miiveleteket és nulldra redukalunk:
9 41
pe+21p+ T > 0.

A kapott egyenlotlenség megoldasa: p < —% vagy p > —%, ezen értékek meg-

felelnek a feltételeknek, igy a megoldashalmaz a kovetkezo:
. RIS
p w7 2 2 ) oo .

b) A kor kozéppontja illeszkedik az dtmérdre, ezért a kor kozépponti egyenle-
tébol kiolvassuk a K kozéppont koordinatait és a sugar hosszat: K (10; —%),

841 29

r=\T =3 egység.

Az AB atmérore illeszkedik a @ és a K pont is, igy egyenesének egyenlete
felirhato a két pont koordinatainak segitségével:

d: (10 =5)(y — (=5,25)) = (— 10,5 — (=5,25)) (z — ),

amelybdl ekvivalens atalakitasok utén a d: y = —g—éx egyenletet kapjuk.

Az A és a B pont egyarant illeszkedik a k korre és a d egyenesre, igy koordi-
natdikat az alabbi egyenletrendszer megoldasaiként kapjuk meg:

2 4 9% = 20z — 21y,

21
="
Az els6 egyenletben y helyett (f g—éx)—et irva, majd rendezve, a
841 , 841
bl A
100" " 20"

hianyos masodfoki egyenlethez jutunk, amelyet szorzatta alakitva az x; =0 és
xo = 20 gyokoket kapjuk.

A kapott értékeket visszahelyettesitve a maésodik egyenletbe: y; =0 és
y2 = 21, igy a keresett két pont az A(0;0) és a B(20; —21).

¢) A keresett valésziniliség megegyezik a K kozépponti, KQ sugard kor terii-
letének és a k kor teriiletének hanyadosdval, ami éppen a megfelelé sugarhosszak

ardnyanak négyzetével egyenld: r, = 14,5 egység, |KQ| = /52 + 5,252 = 7,25 egy-
ség,
_(725) 1
P=\1as5) ~ 1
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6. Nevesincs szigeten felmérést végeztek az idén érettségizé 152 didk megkér-
dezésével. Az elsd kérdés arra vonatkozott, hogy ki hdany targybdl vizsgazik kozép-,
illetve emelt szinten. A valaszokat az aldbbi tablazat mutatja:

kozépszintii vizsgak szama

0| 1|2 |3]|4]G5
.| 00|83 |5 2]|25
EE]1]1|2|3[10]20] 2
S8 |2 |34 |7 |22[6]|0
=5 [3]1]3]10 1] o
S8 4afol1[2]1]0]o0
"5 1200 0|0

Példaul 20 olyan didk van, aki 4 tdrgybol kozépszinti, 1 tdrgybdl pedig emelt
szinttl vizsgdra jelentkezett, ugyanakkor 5 tanuld 3 tdrgybol kézépszinten vizsgazik,
emelt szinti vizsgdt pedig idén nem tesz.

a) Osszesen hdny emelt szintii vizsgdt terveznek a didkok? (3 pont)
b) Hdnyan érettségiznek pontosan 5 tdargybdl? (3 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a legfeljebb 4 tdargybdl vizsqdzok kozitt a kizépszintd vizsgdk
szamdnak leggyakoribb értékét, illetve medidngjdt! (5 pont)
d) Szamitsuk ki az egy fére jutd dtlagos vizsgaszamot! (5 pont)

Megoldas. a) Az emelt szintii vizsgdk szdma:

0-8+3+5+2+25)+1-(1+2+34+104+20+2)+2-(34+4+7+22+6)+
+3-1+3+104+8+1)+4-(1+2+1)+5-2=0+38+84+69+ 16+ 10 =
= 217 darab.

b) Pontosan 5 targybol vizsgdzik, aki
e 5 kozépszintli vizsgét tesz, és nem vizsgdzik emelt szinten (a téblazat utolsé
oszlopdnak a legfels6 soraban szerepel): 25 {6,

o 4 kozépszintil és 1 emelt szintli vizsgdt tesz (utolsé elétti oszlop mdsodik
soraban): 20 {6,

o 3 kozépszintli és 2 emelt szintil vizsgdt tesz (negyedik oszlop harmadik sord-
ban): 22 {6,

o 2 kozépszintli és 3 emelt szintil vizsgdt tesz (harmadik oszlop negyedik sord-
ban): 10 {6,

o 1 kozépszintii és 4 emelt szint{i vizsgdt tesz (masodik oszlop 6tédik sordban):
1 6,

e 5 emelt szintil vizsgat tesz, és nem tesz kozépszintii érettségit (elsé oszlop
utolsé sordban): 2 £6.

Osszesen: 80 f6 tesz pontosan 6t targybdl érettségit idén.
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¢) A legfeljebb négy tantargybol vizsgdzok a tdblazatban éppen a b) részben
szerepld (pontosan 5 tantargybol vizsgdzdk) f6lott vannak, tehat az 1. oszlop fels6
5 sordban, a 2. oszlop fels6 4 sordban, és igy tovabb, mindig 1-gyel kevesebb
sorban, amig eljutunk az uolsé oszlopba, ahol nincs ilyen tanuld. Oszloponként
Osszeadva a létszamot, megkapjuk, hogy kozépszinten hédnyan tesznek egy adott
szamu vizsgat. Tablazatba foglalva:

kozépszinti vizsgak szdma 0121|314

vizsgdzok szama (a legfeljebb 4 targybdl vizsgazok koziil) | 5 | 17 | 13 | 15 | 2

Az igy kapott adathalmaz mddusza az 1, medidnja pedig a 2, tehat a legfeljebb
4 targybol vizsgazok kozott a kozépszintll vizsgdk szamanak leggyakoribb értéke
az 1 (darab) vizsga, medidnja pedig a 2 (darab) vizsga.

d) Az egy f6re juté étlagos vizsgaszdmot gy szamitjuk ki, hogy a vizsgak
szamat elosztjuk a létszammal.

A b) feladatrészben lattuk, hogy a pontosan egy adott szdmu vizsgdt tevd did-
kok a tablazatban atlésan talalhatéak, igy 6sszeadjuk a szamokat és megszorozzuk
a vizsgak szamdval. Az igy kapott szorzatokat tsszeadva kapjuk a vizsgdk szamat:

7-(1+1)4+6-(2+6+8+2)+5-80+4-(24+10+7+3+0)+
+3-54+3+4+1)+2-(3+2+3)+1-(8+1)=0674

Atlagosan % = 4,43 darab vizsgéat tesznek fejenként a tanuldk.

7. Olaszorszagi kiranduldsa sordn Zéta méréssel meghatdrozta
a pisai ferde torony épiiletének hosszdt. A torony talpatdl eldszor
kimért 48 métert abba az irdnyba, amerre a torony dél, és innen
a torony teteje 54,7 fokos szdgben latszott. Ezutdn ugyanabban
az irdnyban még 24 métert ment, ahonnan a torony teteje mdr
csak 42 fokos szdgben latszott.

a) Hatdrozzuk meg a torony hosszat Zéta mérési eredményei
alapjdn, majd adjuk meg annak szdzalékos eltérését a torony valodi
hosszusagdtol, amely 56,3 méter. (6 pont)

b) Mekkora széget zdr be az épiilet a vizszintes talagjal?

(3 pont)

¢) Zéta édecse, Zétény felment a toronyba és kizben megszamolta a lépcsdket.
Felérve megdllapitotta, hogy a lépcséfokok szama egy olyan mértani sorozat harma-
dik eleme, amelyhez hozzdadva a mdsodik elemet 336-ot kapunk osszegként. Ugyan-
ezen sorozat 6tddik elemébdl kivonva a harmadik elemet, a kiilonbség 14112. Hdny
lépesdfok van a pisai ferde toronyban? (7 pont)

Megoldas. a) Az dbra jeloléseit haszndlva:

o =180° — 54,7° = 125,3° és S = 180° — 125,3° — 42° = 12,7°.
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A BCD héromszogben alkalmazva a szi-
nusztételt, felirhatjuk a

24 BD

sin12,7°  sin42°

egyenletet, amelybdl BD =~ 73 méter.

Most alkalmazzuk a koszinusztételt az
ABD haromszogben az AD oldalhossz meghata-
rozdsara: AD? = 482 + 732 — 248 - 73 - cos 54,7° = 3583,37, ebbdl AD =~ 59,9 mé-

59,9

ter. =55 ~ 1,064, tehat a mérések alapjan meghatdrozott érték 6,4%-kal nagyobb

a torony valédi hosszanal.
b) A koszinusztételt felhasznélhatjuk az ABD haromszogben a délésszog nagy-
saganak meghatarozasara is:
59,92 + 487 — 732
2-59,9-48

A torony a vizszintes talajjal hozzavetélegesen 84,4° nagysagu szoget zar be.

cosy = , lgy v =84,4°.

¢) Legyen ¢(# 0) a mértani sorozat hdnyadosa, a,(# 0) pedig a sorozat n-edik
tagja. Ekkor a feladat szovege alapjan felirhatjuk a kdvetkezd egyenletrendszert:

as + as = 336,

as — az — 14112.
Az elsé egyenletben két egymast kovetd tag pozitiv dsszeget ad, igy a hényados
nem lehet —1 sem.

Az a,, = a1 - ¢" ! képlet tobbszori alkalmazasaval dtalakitjuk az egyenletrend-

szert:
aq -q2+a1 -q = 336,
ar - ¢t —ay - g% =14112.
Az elsé egyenletbél (ay - q)-t, a masodikbdl (a; - ¢?)-t kiemelve, majd a megfelels
(nemnulla) oldalakat elosztva egymadssal, a bal oldalon (a; - ¢)-val, mig a jobb
2_

oldalon 336-tal egyszertsitiink: % =42, ahol ¢ # —1. Tudjuk, hogy ¢> — 1 =
=(g—1)(¢+1), {gy (¢+1)-gyel is egyszeriisithetiink, igy a ¢(¢ — 1) = 42 egyenlethez
jutunk, amelynek gyckei ¢ =7 és ¢ = —6. A kapott értékeket az a; - ¢> + ay -
q = 336 egyenletbe helyettesitve a;, =6 és aj, = 11,2, ebbdl az, = 6- 7% = 294,
ugyanakkor az, = 11,2 - (—6)2 = 403,2, az utdbbi nem egész szam, ezért nem felel
meg a feladat feltételeinek.

A pisai ferde toronyban 294 1épcsé van.
8. Adott a valds szamok lehetd legbbvebb részhalmazdn értelmezett

flz)=logiz és g(z)=3x+1
3

fiigguény.
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a) frjuk fel azu= fog és a v=gof figguények hozzdrendelési szabdlydt,
hatdrozzuk meg értelmezési tartomanyukat és értékkészletiiket. (8 pont)
b) Adjuk meg az f(x), illetve a g(x) fiigguény egy-egy olyan lesziikitését, amely-
nek értékkészlete
o |-3;5];
e a természetes szdmok halmaza;

e a raciondlis szamok halmaza. (8 pont)

Megoldas. a) u(z) = f(g(z)) =logi (3z + 1), ahol 3z +1 >0, z > —%, ezért

1
3

1 ’
D, = ]— §§OO[7 R,=R. v(z)=g(f(z)) =3- log%(:c) +1, ahol x>0, ezért
D, =R*, R, = R.

b) Az f(x) figgvény folytonossiga és szigort monoton csokkenése miatt elegen-
d6 a megadott értékkészlet végpontjainak megfeleléen vizsgalatokat végezni, azaz
megoldani a kévetkezo két egyenlétlenséget: log1 x > —3, amelybdl x < 27; illetve

3

log1 o < 5, amelybdl x > ﬁ, igy a megfeleld lesziikités a kovetkezo:
3

243’

A masik két lesziikitésnél a logaritmus alapjanak megfelelé hatvanyai alkotjak
az értelmezési tartomanyt, igy a kérdezett lesziikitések rendre:

flx)a: {sc ’ T = (;)"7 n e N} — N; illetve

f(@)s : {xﬂx(i)q qe@}%@.

A g(x) fiiggvény lesziikitéseit a fentiekhez hasonléan hatdrozhatjuk meg. Ezek
rendre:

F@) - {1-27%]—3;5].

g(@): }—g;g] —]-3;5];

g(x)a : {x ‘ x = %(n— 1); ne N} = N; illetve g(z);: Q — Q.

9. Egy 7 dm hosszusdgu szakaszt felosztunk két részre.

a) Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott egyik szakaszhossz kobének és a mdsik
szakaszhossz négyzetének szorzata akkor a legnagyobb, ha az egyik szakasz hossza
42 cm. (8 pont)

b) Hdny olyan kiilonbdzé hdromszég van, amelynek két oldala az a) részben
kapott két szakasz, és a harmadik oldaldnak hossza is centiméterben mérve egész
szdm? (3 pont)

¢) Mekkora lehet a legnagyobb belsd szége annak a hdromsziognek a fentiek
kozil, amelynek oldalhosszai szamtani sorozatot alkotnak? (5 pont)
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Megoldas. a) Legyen az eredeti szakasz egyik részének hossza x cm (0 < z <
< 70), ekkor a mésik rész hossza 70 — x cm.

Keressiik az f(z) = 2 - (70 — x)? fiiggvény lokalis maximumét az adott inter-
vallumon.
f(z) = x° — 1402* + 490023,
ennek derivaltfiiggvénye
f'(x) = 5a* — 5602° 4 147002°.

A fiiggvénynek ott lehet lokdlis szélséértéke, ahol a derivaltja nulla: 52% — 56023 +
+ 1470022 = 0. A kapott egyenlet mindkét oldaldt elosztva az x? pozitiv értéki
kifejezéssel masodfokii egyenletet kapunk: 522 — 560z + 14 700 = 0, amelynek gyokei
T = 70 és Ty — 42.

Az els6 megoldds nem eleme az értelmezési tartomanynak, a masodik megoldas
eleme. Ellenérizziik, hogy z = 42-nél valéban lokélis maximuma van a fiiggvénynek.
Ezt tobbféleképpen is megtehetjiik, példaul a masodik derivélt segitségével:

f(42) = 20 - 42% — 1680 - 42% + 29400 - 42 = —246 960,

azaz itt a mésodik derivéltfiiggvény értéke negativ, tehat valéban lokalis maxi-
mumbhelyet taldltunk, igy a feladat allitasat belattuk.

b) A hdromszog két oldaldnak hossza 28 és 42 cm, a harmadiké legyen z cm
(z € ZT). A haromszog-egyenlStlenséget alkalmazva: 28 + z > 42 és 42 + 28 > z,
amibdl 14 < z < 70. 55 ilyen egész szam van, tehat 55 kiilonb6zé haromszog 1étezik,
amely megfelel a feltételeknek.

¢) Harom esetet kell megvizsgdlnunk aszerint, hogy z oldal 1) a legrovidebb,
2) a leghosszabb, vagy 3) 28 és 42 cm kozott van.

1. eset. z;28;42 szamtani sorozat egymast koveto elemeiként igaz, hogy
28 = #; ebbdl z =14, ami a haromszog-egyenlGtlenség miatt nem lehet, igy
nincs ilyen haromszog.

2. eset. 28;42; z, ekkor 42 = 28;'2; ebbél z = 56 cm. A haromszog oldalai 28;
42 és 56 centiméteresek, a legnagyobb belso szog a leghosszabb oldallal szemben
fekszik. A koszinusztételt alkalmazva, a keresett szoget ¢-vel jelolve:
282 + 422 — 567 1

COS@:W:71; @%104,5 .

3. eset. 28;z;42, ekkor z = 28;242 = 35 cm, igy a legnagyobb bels6 szog a 42
centiméteres oldallal szemkozt taldlhatd, jeloljiik w-val. A 2. esetben latott médon
meghatarozzuk w nagysagat,

282 2422 1
:—8 35 =—; w~82,8°
2-28-35 8

A feltételeknek megfelel6 haromszog legnagyobb belsé szogének nagysaga 82,8°

vagy 104,5° lehet.

Kozma Katalin Abigél
Gyér
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Matematika feladat megoldasa

B. 5133. Adott a térben hat pont, semelyik négy nem esik egy sikra. Bizo-
nyitsuk be, hogy a pontok szétvdlaszhatok két hdarmas csoportra gy, hogy az dltaluk
meghatdrozott két haromszoglap messe egymdst.

(6 pont)

Megoldas. A megolddshoz hasznalni fogjuk a kovetkezd jol ismert tételt,
ami Erdés P&l nyoman Happy End-problémaként terjedt el. Azt mondjuk, hogy
néhany pont a sikon dltaldnos helyzetii, ha nincs koztiik harom, ami illeszkedik egy
egyenesre.

Tétel. Ot dltaldnos helyzett pont kizil a sikon mindig kivdlaszthatd négy, amik
eqy konvex négyszig csicsai (azaz konvex pozicidban vannak).

Z Bizonyitas. Legyenek az adott pontok X,
Y, Z, V és W. Ha a pontok konvex burka-
nak legalabb négy csicsa van, akkor az allitas
nyilvanvalé. Feltehetjiik tehat, hogy V és W
az XY Z A\ belsejében van (14sd dbra).

A W pont az XYV, XZV és YZV
hiaromszogek koziil pontosan egyben van
X y  benne, mondjuk W € XYVA, és igy W ¢

¢ XZV A valamint W ¢ YZV A. Nyilvanva-
lban V az XZW és YZW haromszogek koziil legfeljebb (valéjaban pontosan)
egyben van benne, vagyis feltehetjiik, hogy V ¢ YZW A.

fgy Y, Z, V és W pontok konvex burkanak Y és Z nyilvanvaldéan csicsa, mig
W ¢ YZVAésV ¢ YZWA miatt csticsa V és W is. Tehat Y, Z, V és W pontok
valéban egy konvex négyszog csicsai, ezzel a tétel allitasat belattuk.

Rétériink a feladat megolddsara. Tekintsiink egy olyan S sikot, ami a pontok
altal meghatarozott egyenesek egyikével sem parhuzamos, és a pontok mindegyike
a sik ugyanazon félterébe esik. Legyen A az adott pontok koziil az S-hez legko-
zelebbi (a feltevés szerint ez a pont egyértelmii), a tovabbi pontok B, C, D, E
és F. Jegyezziikk meg, hogy a konstrukcié miatt az AB,, ACy, AD,, AFE, és AF,
félegyenesek egyike sem metszi az S sikot.

Vetitsiik le centralisan az A-tdl kiilonbozé pontokat A-bol S-re, azaz legyen
B'=SNAB, C’'=SnNAC, és {gy tovabb. A Happy End-probléma miatt felte-
hetjiik, hogy B’C’'D’E’ egy konvex négyszog, a B'D’ és C'E’ 4tlok metszéspontja
legyen G. A vetités mellett G pontnak a BD és C'E szakaszokon is van 6se, az-
az létezik M € BD és N € CE, amikre M’ = N’ = G. AM > AN az altaldnossag
megszoritasa nélkiil feltehetd, és igy a konstrukcié miatt N illeszkedik AM szakasz-
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ra, azaz N az ABD haromszognek is belsé pontja. Kaptuk, hogy N = ABDANCE,
ami miatt nyilvanvaléan ABD és CEF haromszogek is metszik egymaést. Ezzel
az allitast belattuk.

Niddor Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

34 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 14 versenyzé: Béan-Szabd Aron, Duchon
Marton, Fey Dévid, Kercsé-Molnar Anita, Kovacs 129 Tamds, Kokényesi Méark Péter,
Low Léaszlé, Molnar-Szabd Vilmos, Nador Benedek, Seres-Szabé Marton, Simon Laszlo
Bence, Terjék Andrés Jozsef, Varga Boldizsér, Virdag Rudolf. 5 pontos 5, 4 pontos 3,
3 pontos 5, 2 pontos 2, 1 pontos 1, 0 pontos 4 dolgozat.

A K pontversenyben kitiliz6tt gyakorlatok
ABACUS-szal kéz6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(704-708.)

K. 704. Egy sakkversenyen 5 jatékos vett részt. Mindenki egyszer jatszott
mindenkivel, a gy6zelemért 1 pont, dontetlenért 0,5 pont, vereségért 0 pont jart.
A verseny végére az deriilt ki, hogy:

— az els6 helyezettnek nem volt dontetlenje;
— a masodik helyezett nem vesztett jatszmat;
— minden versenyzének kiilonb6z6 pontszama lett.

Hény pontot értek el az egyes helyezettek?
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K. 705. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szdmok koziil kivdlasztunk hdrom kiilonbo-
706 szamot és Osszeadjuk 6ket. Ezt minden lehetséges szamharmassal megtessziik.
Az 6sszeadéasok kozott lesznek paros és paratlan eredménytiek. Melyikbél lesz tobb,
a paros vagy a paratlan eredmény(ibél?

K. 706. Egy hiarom oszlopbdl all6 tablazat elsé soraba beirtunk 3 szamot bal-
rél jobbra haladva, nevezziik ezeket a, b, c-nek. A maésodik sorba az a — b, b — ¢,
¢ — a szamok keriilnek. A harmadik sorba a masodik sor elemeibdl ugyanezen sza-
béaly szerint eléallitott szdmok keriilnek (az els6, mdsodik és harmadik helyen allé
szamokkal végzett miiveleteket tekintve), és igy folytatjuk tovabb a tabldzat kitol-
tését. Mutassuk meg, hogy a tdblazatban a negyedik sortdl kezdve nem fordulhat
el6 a 2021.

K/C. 707. Néhany (legaldbb kettd) gyerek korbedll, és , kiesés” jatékot jatszik.
Ebben a jatékban a kezdd jatékostol kezdve minden masodik gyerek kiesik, és kiall
a korbol, az utolséként bent maradd jatékos gyoz. Példaul, ha hatan jatszanak
(A, B, C, D, E, F) és A kezd, akkor B, D, F, C, A sorrendben allnak ki, igy E
a gyOztes. Hany gyerek esetén lehet gy&ztes a kezdd jatékos?

K/C. 708. Jean, az inas azt a feladatot kapja gazddjatdl, hogy tegyen gyer-
tyakat a nappaliban levé 10 darab hdromdgu gyertyatartoba. Jeannak ezt dgy
kell megoldania, hogy vagy minden gyertyatartéban 3 kiilonb6z6 szint gyertya le-
gyen, vagy mind a 30 gyertya ugyanolyan szinli. Jean bemegy a sarki vegyesboltba,
ahol 6sszesen 70 db gyertyat talal. Mutassuk meg, hogy ebb6l mindenképpen tud
30 db-ot vasarolni tgy, hogy a feltételeknek megfelelden feltolthesse a gyertyatar-
tokat.

Bekiildési hatarid6: 2021. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

, A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
Aﬁ ' (707-708., 1689-1693.)

\

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 707. A szovegét 1dsd a K feladatoknél.
K/C. 708. A szovegét 1dsd a K feladatoknél.

Feladatok mindenkinek

C. 1689. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert, ha a, b, ¢, d egész szamok:

a+d=29,
ad+b=28,
bd 4+ ¢ = 74,
cd = 18.
Javasolta: Berkd Erzsébet (Szolnok)
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C. 1690. Az AB szakasz folé rajzolt egységsugari félkor kozéppontja O.
Megrajzoljuk a félkor belsejébe a K kozépponti, OB atmérgju félkort, amelyet
az A pontbdl indulé félegyenes a C' pontban érint. Az O pontbdl az AC-re bocsa-
tott meréleges az AB atmérGji félkorvonalat a D pontban metszi. Bizonyitsuk be,
hogy a BD szakasz felez6pontja C'.

C. 1691. Hatarozzuk meg, mely p, ¢ pozitiv primszamokra teljesiil, hogy
P° =+ (p+q)* = 9900.

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1692. Az ABCD négyzet DA oldalanak bels6 pontja P. A PBC'<-et felez6
egyenes a C'D oldalt a (Q pontban metszi, a @) pontbdél a BP egyenesre bocsatott
mer6leges talppontja R. Hatdrozzuk meg az AR és BQ) egyenesek hajldsszogét.

C. 1693. Egy kocka csticsai koziil véletlenszertien kivalasztunk négyet. Bar-
mely négy csucsot ugyanakkora valészintiséggel valasztunk ki. Mekkora az esélye,
hogy a négy csics tetraédert hataroz meg? Mi a valészintlisége, hogy a négy pont
egy szabdlyos tetraéder négy csicsa?

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A B pontversenyben kitlizott feladatok
(5198-5205.)

B. 5198. Ha az asztalom tetejére teszem a teknésomet, akkor a foldon allo
macskam fejéhez képest a teknOs feje 70 cm-rel van feljebb. Ha a macskdmat
teszem az asztal tetejére, akkor a foldon &allé6 kutyam fejéhez képest 80 cm-rel
lesz magasabban a macska feje. Ha pedig a kutyamat teszem az asztalra, akkor
a foldon 4ll6 teknéshoz képest 120 cm-rel lesz magasabban a kutya feje. Hany cm
magas az asztalom?

(3 pont) Kocsis Szilveszter (Budapest) 6tlete alapjan
B. 5199. Egy sakktabla minden mezGjére egy érmét tesziink Fejjel felfelé.
Megengedett 1épés, hogy harom kozvetleniil egymas mellett 1év6 érmét egy sorban

vagy egy oszlopban egyszerre megforditsunk. El lehet-e érni azt, hogy minden érme
Iréssal legyen felfelé?

(4 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)
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B. 5200. Az AgA; = 1 dtmér6ju fél-
korvonalon felvessziik az A, pontot ugy,
hogy AgA;As<t = 1°. Ezutan a korvonal
A1 Ay ivén felvessziik az Az pontot ugy,
hogy A1 AsAz<t = 2°. Ezt folytatjuk a ko-
vetkezék szerint: az Apyq pontot a kor-
vonal Ap_1 Ay tvén vélasztjuk tgy, hogy
Ak-flAk-AkJrl SZég k fok (k = 3, 47 PN ,9)
Milyen hosszti az AgAig szakasz? (Az dbra tdjékoztatd jellegii.)

(3 pont)

B. 5201. Legyenek az n pozitiv egész szdm pozitiv osztéi 1 = d; < dsy < ... <
< dj, = n. Hatdrozzuk meg azokat az Gsszetett n szamokat, amelyekre dy, dy + da,
di+dy+ds, ..., dy +do+ ...+ di_1 szdmok mind oszt6i n-nek.

(4 pont) Javasolta: Sdandor Csaba (Budapest)

B. 5202. Két raciondlis szamot ismerdsnek neveziink, ha van olyan p/q, illetve
r/s alakjuk (p, ¢, r, s egészek), amelyekre |ps — gr| = 1. Hany kozos ismerdse lehet
két ismerds racionalis szamnak?

(5 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

B. 5203. Az ABC haromszégben AB > BC, a beirt kor érintési pontjai a BC,
CA és AB oldalakon rendre Ag, By és Cy, tovabbd az AC oldalhoz irt kor az AC ol-
dalt a By pontban érinti. Mutassuk meg, hogy az AgB; és ByCy szakaszok met-
széspontja akkor és csak akkor van rajta a B csicsbdl induld belsé szogfelezon, ha
a C csuicsndl 1évo szog 90°.

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

B. 5204. Legyenek 1 < a,b, c,d < 4 valds szamok. Bizonyitsuk be, hogy

11 1 1
16<(a+b+c+d)<a+b+c+d><25.

(6 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

B. 5205. Adott a sikon négy kor: a k1 kor belsejében a ko, a ko belsejében a k3,
és a k3 belsejében a k4 kor. Adott tovabba harom egyenes, e, ey és e3, amelyek
koziil semelyik ketté sem parhuzamos, és mind a négy kort metszik. Mindegyik
1 =1,2,3 esetén legyenek az e; egyenes metszéspontjai a korokkel A;, B;, C;, D;, E;,
F;, G; és H;, ebben a sorrendben. Igazoljuk, hogy ha A1 B + E1Fy, = C1 D1+ G1H,
és Ay By + FoFy = Cy Do + G9Hs, akkor A3Bs + E3F3 = C3Ds + G3Hs.

(6 pont)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(809-811.)

A. 809. Az ABC héaromszog oldalai a szokasos jelolésekkel a, b és ¢, a sily-
pontja pedig S. Igazoljuk, hogy a haromszog sikjanak tetszOleges P pontjara telje-
siil, hogy

a-PA®+b-PB®+c- PC® > 3abc - PS.
Javasolta: Shultz Jdanos (Szeged)

A. 810. Legyen minden pozitiv egész n-re

= (e

t=0
o0
Bizonyitsuk be, hogy > r, = 0.
n=1

A. 811. Adott egy n elemii A halmaz és egy k < n pozitiv egész szam. Hataroz-
zuk meg m legnagyobb lehetséges értékét, ha ¢ = 1,2,..., m esetén kivéalaszthatdk
B; és C; halmazok ugy, hogy a kovetkezok teljesiiljenek:

(73) C; C B; (C; elemszaméra nincs tovabbi megkotés),
(#44) minden i # j esetén B; N C; # B; N C;.

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

, Litkos iizenet szall a széllel” II.*

Az els6 rész Gsszefoglalasa

A cikk els6 részében betekintettiink a titkositas egyszerii médjaiba, majd
megismertiik a Napdleon hasznalta Vigenere-kodolas mikéntjét és technikdjat. Azt
is megallapitottuk, hogy a monoalfabetikus kodoldssal szemben a nyelvi rendszer
adta tovabbi szabalyszeriiség, a betligyakorisagh6l adodd konnyl megfejtéstol is
sikeriilt megszabaditanunk a titkos szoveget.
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Ezt a titkositasi moédszert feltorhetetlennek tartottak és el is nevezték fel-
torhetetlen kodolasnak. De ez a vélekedés nem sokdig tartott, néhany évtizeddel
Napdleon haldla utdn, 1864-ben meg is sziiletett a megfejtés. Ugyan a folyama-
tos haboriuskodds miatt nem hoztdk nyilvanossagra. Csak az elsé megold6 haldla
utan, hagyatékanak atvizsgaldsakor deriilt ki az, hogy rajott a megoldasra, és az is,
hogy milyen gondolatmenetet kivetett. Persze nem akarkiknek szoktak tudoméanyos
alapossdggal atvizsgalni a hagyatékat, az illeté nem volt mas, mint matematikus,
kriptografus, az informatika, a szamitégéptudomany egyik korai nagy képviselGje,
a differencialgép és az analitikai gép kitalaléja, Charles Babbage.

A Vigenere-kédolas hianyossaga

Vegyilk végig Babbage gondolatmenetét. Ha valaki kellden eltokélt és veszi
maganak a faradsdgot, nem sziikséges semmiféle zsenialitds a kod megfejtéséhez.
A mddszer zsenialitdsat az adja, hogy az apré 1épésekbél Babbage olyan gondolat-
menetet épitett fel, amely elvezet a megfejtéshez akkor is, ha nem &all rendelkezé-
siinkre a titkositas kulcsa.

A kitaldloi ugy vélték, hogy a Vigenere-kddolds megszabadit a nyelvi rendszer-
t0l, a betligyakorisdg elemzése nem vezet eredményre. Ez utébbi igaz is, de a nyelvi
rendszernek vannak még ennél is mélyebb megnyilvanulasai. Minden nyelvben van-
nak gyakorta el6fordulé betiiharmasok, példaul az angol the, a német der, die, das,
sch vagy a magyarban az egy. (Az olvaséra bizom, dsszeszdmolja-e hdny olyan ma-
gyar szot tud Osszegyljteni, amelyben az egy, kov, kor jelsorozat szerepel, és hany
olyat, amiben példaul a vom vagy az (ité.)

A tovéabbi gondolatmenet konnyebb megértéséhez valasszunk egy rovid, négy
jelbdl all6 kulesot. Legyen ez a BUSA. Vizsgédljuk meg, mivé kédolédhat az EGY
jelsorozat. Ez persze attdl fiigg, hogyan helyezkedik el az EGY jelsorozat a kulcshoz
képest. Az E betii felett lehet B, U, S és végiil A.

Titkositsuk mind a négy esetet az el6z6 részben megismert modszerrel.

kulcs: ulfs|Aal|B S|A|[B|U|[S|A|B|U]|S B|U|S|[A
nyers: [E|G|Y EIG|Y E|IG|Y E|IG|Y
titkos: |G| AR X|y|z VIH|A i|T

Tehat az eredeti EGY négy kiilonbozé alakban jelenhet meg a titkos iizenetben:
GAR, XYZ, VHA vagy EiT. Ha elég hosszu a szoveg, varhatéan mind a négy tobbszor
eléfordul majd. Latszélag egy fikarcnyival sem jutottunk koézelebb a megoldashoz,
de csak latszolag.

A megfejtéshez vezeto titon most nem kevés babramunka jon, ezt persze a mai
gépek pillanatok alatt el tudnak végezni. Meg kell keresni a tobbszor ismétlédo be-
tltharmasokat és fel kell jegyezni az azonosak kezdobettiinek tavolsagat. Hasznaljuk
tovébbra is a fenti paramétereket. Tegyiik fel, hogy a kovetkezd eredményt kaptuk:
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betliharmasok GAR (7db) XYZ(3db) | VHA (4db) EiT(6 db)

atavolsaguk az 36, 51, 11, 16, 20, 32,
Y ) 24, 36 12, 23,27

el6z6 taldlattol: 44,120, 68 168, 48

Ha megvizsgdljuk, az egymds utani tavolsiagokra adédo szamértékeket, azt
talaljuk, hogy néhany kivételtdl eltekintve a szdmoknak van egy kozos osztojuk.
Huzzuk ki a sorbdl kilégdkat:

36, 5%, 11, 44, 120, 68, 24, 36, 12, 23, 27, 16, 20, 32, 168, 48.

Ezt mér csak tigyesen értelmezniink kell, tovabba magyarazatot talalni a kilégd
esetekre, és méaris kozelebb keriiliink a megoldashoz. A valésdgban ennél jéval tobb
betitharmas fog ismétlodni, de nekiink most ennyi is elég. Az eltéréseknek nyilvan
az az oka, hogy azoknal az el6fordulasoknal nem az EGY kdédolddott GAR, XYZ,
VHA vagy EIT jelekké, mert azok més szérészletbdl is kialakulhatnak. Példaul:

kules: [B|U[s|Aa]|B|u|s]|a|B|u|s|a|B]u|s|[a]|B|u|s]A
titkos: G|A[R V|H|A
nyers: o(z|6 UlE|H

Ami lehet értelmes mondatok része, mondjuk: Hirom morcona kalOZ Orzi
a kincset a szigeten. .. vagy: SzornyU EHség gyotorte. .. De ez igazabdl nem vezet
sehova, inkdbb forditsuk figyelmiinket a fennmaradé szamokra.

36, 44, 120, 68, 24, 36, 12, 16, 20, 32, 168, 48S.

Es igen, a tobbi tavolsdg mind a 4 szam tobbszorose, vagyis az ismétlodések 9-szer,
11-szer, 30-szor, 17-szer stb. 4 betlinyire kovetik egymast, és ez csak azt jelentheti,
hogy a kulcs négy karakterbdl &ll.

Ezzel még egyaltalan nem vagyunk kisegitve, hiszen rengeteg négybetiis szd
van, ki allna neki mindet végigprébalni. Szerencsére nem is kell.

Ne akarjuk ujra feltalalni a kereket!

Nézziik ezt az eredményt mas szemiivegen keresztiil. Az, hogy a kulcs hossza
4, azt jelenti, hogy a szdveg minden negyedik betiijét azonos kulcsbetiivel kédoltuk,

a mi példanknal az 1., 5., 9., 13., ... betlit B szerint, a 2., 6., 10., 14., ... bet{t
U szerint, a 3., 7., 11., 15., ... bet{it S szerint, végiil a 4., 8., 12., 16., ... betlt A
szerint.

Igen, ez a négy csoport monoalfabetikus kédolasi. Ha sszevalogatjuk a betii-
ket, mind a négy csoportban végezhetiink gyakorisagi vizsgalatot. Szerencsére most
csak a leggyakoribb jelet kell megkeresni a négy csoportban, a mi példanknal ma-
radva ez legyen G, X, V és E, vagyis rendre ezek a jelek fordulnak el legtébbszor
az els6, a méasodik, a harmadik és a negyedik csoportban.
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Ha ezek vannak az egyes csoportok gyakorisagi

:? ! tablazatanak élén, akkor ezekké kodolédott a magyar-
(5 ban leggyakoribb betii, az E. Nézziik meg a Vigenére-
: 4 tabla E oszlopat és keressiik meg, melyik sorokban ta-

laljuk ezeket a betiiket:

a G-t a B oszlopban;

az X-et az U oszlopban;

a V-t az S oszlopban, végiil
az Bt az A oszlopban.

R R OR

=
mim|o|n|e|se|n|<|x|2|<|c|c|cjc||w|=|o|e|do|lojo|z|Z| - |=|=|—|= ||| |m

=

=

A kapott betiiket a fenti sorrendben mar csak
Ossze kell olvasnunk és meg is van a kulcs: BUSA.
A kulcs ismeretében alig valamivel nehezebb kihdmozni
[ a titkos {izenet értelmét, mintha a kddolatlan iizenetet
nyomtak volna a markunkba.

=

-
=

-ﬂslgpn———::a

snl=|x|Elc|o|clejc|H]|w|=|o]|2|o|c|ojo 2|2 ~]|=]|-|—=|z|a|n|m™|m|o |0 |=|={=

w

¥

=

Végkovetkeztetésiil: Ha elég hosszu a széveg, to-
1 vabba ismerjiik az adott nyelv leggyakrabban haszndlt
betiijét, akkor bizony a Vigenere-kédolasu {izenet is
L megfejthet6 a kulcs ismerete nélkiil. Babbage munka-
1 ja 0j kihivas elé éllitotta a rejtjelezoket, igy sziiletett
meg az ENIGMA, az RSA és az MD5 kédolés, de ez
mér egy masik torténet. Hidbavald volt tehat a sok
faradsag, amivel kitalaltak e furfangos titkositdsi mod-
szert, és a kodolasra forditott energia is karba veszett
a zsenidlis elmével szemben, és ez gy volt torvény-
szerii. Hiszen kell lennie valamilyen értelmes rendszer-
nek a koédolaskor, mert ha példaul a Biblidt szeretnénk titkositani, mondjuk gy,
hogy abécébe rendezziik a szavait, akkor sem lehetnénk biztosak benne, hogy némi
probélkozas utdn az eredeti szoveget kapjuk vissza. A Vigenere-modszer utddai is
megfejtve végezték, vagy végzik majd.

=

=

.
o,

mimlo|n|e|ee|N|<|x|Sl<|ojclc|c|=|v|=|o]|o|a|oojo|z| 2|~ |=|=|—|=|x=|a|m

aa e

oln|e|xpn|<Ix|S|lc|ojo|c|—H|n|=|o]|e oo oo |Z| |~ |=|=]|—=|=|x=|a | |m™|mn |2
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elnl<|x|E|l<|cfelc|c| v |=|o|e|a|clole|z| 2|~ =~ |—]|=|=|a | |m|m|0 ]|~ | o |
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-
=l el Gl b B N S 55 S

Té6th Tamas

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 547. A morzekéd (Samuel Morse taldlmanya) olyan kommunikdcids kéd,
amely pontok és vonalak kombinaciéjabdl all. Szoveges tizenet atvitelére alkalmas
vezetékes, vagy vezeték nélkiili kommunikacios csatornan.
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A kédrendszer rovid és hosszi jelekbdl, valamint sziinetekbdl &ll. A morze-
kéddal a magyar abécé ékezetmentes betiii egyértelmiien kédolhatdk a kovetkezd
tablazat alapjan:

Beti Jel Beti Jel

ZIo|R|l«| =" HTQlw|=
|
|

N[ <[ M| =< P |wn|#H|Oo|TY|o|=z
|

Készitstink programot i547 néven, amely morzekdéddal megadott iizenetet
dekoddol és a képerny6n megjelenit. Az iizenet legfeljebb 1000 jelbol all.

A jeleket, betliket, szavakat és mondatokat megadott szamu székozok valaszt-

jak el:
Jel Koéd
Rovid jel - (pont)
Hosszu jel - (kotsjel)
Jelkoz _ (1 sz6koz)
Betiikoz —__ (3 sz6koz)
Sz és mondatkoz | _______ (7 sz6ko7)

A program olvassa be a standard input egyetlen sordbdl az tizenet morzekddjat.
Irja a standard output egyetlen sordba a dekddolt, megfeleléen tagolt {izenetet.

Példa a bemenetre (nem tartalmaz sortérést): | Példa a kimenetre:
e e e - «_._._— | UGYES VAGY

Bekiildend6 egy tomoritett 1547 .zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.
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I. 548 (E). Egy webdruhaz termékeit a vésarlok az orszag kiilonbozé pontjain
elhelyezked6 csomagatvevé helyeken kapjak meg. A véllalat tobb raktéarbdl széllitja
ki a csomagdtvevd helyekre a termékeket. A csomagok eljuttatdsiat a raktdarbol
a csomagatvevo helyekre kisebb szallitévallalatok segitségével oldjdk meg.

A szallit.txt dlloményban rendelkezésre allnak az elmuilt hénapban tortént
kiszallitasok adatai: a raktar és a csomagatvevo hely sorszama, a szallito cég neve és
a szallitasi dij. Vélaszoljunk a kérdésekre és oldjuk meg a feladatokat tablazatkezel$
program segitségével. A feladat mintdja a boritéon talalhato.

1. Toltsiik be a tabulatorokkal tagolt, UTF-8 kédolasi szallit.txt szovegfijlt
a tablazatkezel6 egy munkalapjara az Al-es cellatol kezd6déen. Mentsiik a tab-
lazatot 1548 néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatuméban.

2. Gyujtsiik ki a széllitok nevét a G oszlopban a mintanak megfeleléen. Minden
szallité pontosan egyszer szerepeljen a tablazatrészben.

3. Adjuk meg a H oszlopban a széllitok nevei mellett, hogy hany alkalommal
végeztek szallitast az elmilt honapban. Egy masolhaté képlettel dolgozzunk
minden szallité esetében.

4. Adjuk meg az | oszlopban, hogy az egyes széllitoknak Gsszesen mekkora dijat
kellett fizetni a szallitdsok utdn.

5. Hozzunk létre az F8:K23 cellak f6l6tt és formazzuk a minta szerint a szallitok
teljes dijat szemléltetd diagramot. A diagram ne rendelkezzen jelmagyarédzat-
tal, de adjuk meg minden korcikkhez a cég nevét és az Osszes dijat tartalmazo
feliratot a mintanak megfelelGen.

6. A G26:J30 tartomanyban a mintdnak megfeleléen vizsgaljuk meg, hogy egy
raktdr és egy csomagatvevo hely kozotti szallitasndl melyik szallité és milyen
szallitasi dijért vallalja legolcsébban a termékek fuvarozésat. A téablazatrészt
a mintanak megfeleléen formazzuk. Amennyiben a G27 és 127 cellakban meg-
adjuk egy raktar és egy szallité sorszamat, akkor a G30 celldban jelenjen meg
a legkisebb ar, vagy ,,---” harom vonal, illetve az 130-as celldban jelenjen meg
a szallitd neve, vagy a ,,--- nincs ---" felirat.

7. Alakitsuk ki a mintan lathaté elrendezést. A feladat megoldasa soran segéd-
cellakat hasznalhatunk az N oszloptdl jobbra.

A feladathoz tartoz6é minta megtaldlhat6 a boritén.

Bekiildend6 egy tomoritett 1548.zip allomanyban a megoldast adé munkafii-
zet és egy rovid dokumentdcio, amely leirja, hogy a munkafiizet melyik program
segitségével késziilt.

I. 549. A Vigenere-féle kodolasrol oktoberi szamunkban, a visszafejtés rejtel-
meirdl pedig mostani szamunkban olvashatunk egy-egy cikkben. A feladat ezek
alapjan a kodolést és visszafejtést végzo programok elkészitése lesz.

Készitsiink programot vcode néven, amely a bemenet els§ argumentumaként
megadott szoveges allomanyt kédolja a masodik argumentumként megadott kulcs-
sz6 segitségével, és az eredményt egy szoveges allomanyba irja. A kimeneti dllomény
csak a bemeneti dllomany magyar ABC szerinti betiiinek kédjat tartalmazza, tehat
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a sz0kozoket és rasjeleket hagyjuk el. A kénnyebb olvashatésag kedvéért a sortoré-
sek maradjanak meg. A kimeneti dllomany nevét egy ,,_vc” szorészlettel egészitsiik
ki, az allomany kiterjesztése ne valtozzon.

Példa: a vcode vers.txt KOMALINFORMATIKA parancs futtatdsa esetén jojjon
létre a vers_vc.txt szoveges allomany.

a vers.txt elsd négy sora a vers_vc.txt els négy sora

Titkos lizenet szall a széllel, DVELXAIFREPUMIMMUIC")EAPTWKX

Hozzad is elér még az éjjel. BBMANMUXRCQSEOQHAK,UUKOT i
Most megall az ész, dgy szall a képzelet, L)BEU}/N{THX__CNA/XA,K"UQ__OEANTWGWVBAWTOU
Es megtalallak téged. OHWERAOQOCVADAOHOS

Készitsiink programot vdecode néven, amely a bemenet els6 argumentumaként
megadott szoveges dllomanyt visszaalakitja a mésodik argumentumként megadott
kulesszd segitségével, és az eredményt egy szoveges dlloményba irja. A bemeneti
allomény a magyar ABC nagybetiiit tartalmazza, szokozoket és irasjeleket nem.
Az &ttekinthetéség érdekében az allomény sorokra tagolt. A kimeneti allomany
nevét egy ,,_de” szorészlettel egészitsiik ki, az dllomény kiterjesztése ne valtozzon.

Példa: a vdecode szoveg.txt KOMALINFORMATIKA parancs futtatdsa esetén
jOjjon létre a szoveg_de.txt szoveges allomany.

a szoveg.txt elsd négy sora a szoveg_de.txt elsé négy sora
OUNSUNEIOUOAZNLTKPWJEUTLDLFEGUMOJ | CHARLESBABBAGEASZAMITOGEPTUDOMANY
OULIUSZWOZXAZHUFAMUTOTBOR EGYIKKORAINAGYKEPVISELOJE
LSUGQNEKZUUBEOOQOHNA ADIFFERENCIALGEPESAZ
LANMTAUPOZSFJSSULZOMYRO ANALITIKAIGEPKITALALOJA

Bekiildend6 egy tomoritett 1549.zip allomanyban a két program forraskddja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomanyok melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithatok.

I/S. 57. Adott egy N elemii T tomb, amelynek az i-edik elemét T'[i]-vel
jeloljiik (1 <4 < N). A tomb osszes eleme pozitiv, N-nél nem nagyobb egész szam.
A tomb leggyakoribb elemei kozé akkor tartozik egy x szdm (1 < = < N), ha nincs
olyan mésik y szdm (1 < y < N), ami t6bbszor fordul elé6 T-ben, mint x.

Médositasnak nevezziik azt, ha az eredeti T' tomb egy elemét megvaltoztatjuk
egy tetszbleges pozitiv, N-nél nem nagyobb egész szamra. Két mddositas kiillonbozo,
ha kiilénboz6 elemét médositjuk T-nek, vagy ugyanazt az elemét modositjuk, de
maés értékre.

Adjuk meg minden x szdmra (1 < x < N), hogy hény olyan mdédositds van,
aminek a végrehajtdsa utan a kapott témbnek x egy leggyakoribb eleme lesz.

Bemenet: az elsé sorban az N szam talalhaté. A kovetkezd sorban N darab
szam taladlhaté: a T' tomb elemei.

A kimenet egyetlen soraban adjunk meg N darab szamot: az i-edik szdm azon
modositasok szama legyen, amikor i egy leggyakoribb elem.
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Példa: Bemenet Kimenet

4 6 6 00
1122

Magyardzat: az 1 egy leggyakoribb elem lesz, a 3. vagy 4. elemet barmilyen
lehetséges értékre modositjuk. Ez Gsszesen 3 4+ 3 = 6 eset. Ehhez hasonléan lehet
a 2 egy leggyakoribb elem. A 3 vagy a 4 nem lehet egy leggyakoribb elem.

Korldtok: 1 < N < 1000, 1 < T'[i] < 1000. Idélimit: 0,3 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha a program az 1 < N < 10 elemszadmu
tesztesetekre helyes megoldast ad.

Bekiildendd egy 1s57.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 156. Piripécson N utca van, melyek N csomépontban talalkoznak. A cso-
moépontok 1-t6l N-ig szamozottak. Minden utca két csomépontot kot dssze. Az ut-
cékon két iranyban lehet kozlekedni és barmely csomépontbdl el lehet jutni barme-
lyik mésikba. Egy turisztikai cég olyan tiirat tervez, mely pontosan K utcan megy
keresztiil. Minden utcén legfeljebb egyszer haladnak at, és a tirdn az egymas utan
kovetkez6 utcak egyik végpontja kozos.

Készitsiink programot, amely megadja, hogy hanyféle tiurat szervezhetnek. Két
tira csak akkor kiilonb6z6, ha van olyan utca, amit az egyik tira érint, de a masik
nem.

Bemenet: az elsé sor tartalmazza a csomépontok N szamat és a tira K hosszat.
A kovetkez6 N sor mindegyike egy-egy utca két végét irja le.

Kimenet: a kimenet els6 és egyetlen soraba a K hosszu turak szamat kell kiirni.

Példa: Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
42/12/13/23/24 5

Korldtok: 3 < N <500, 1 < K < 20. Idélimit: 0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program az N < 50 elemszdmu teszt-
esetekre helyes megoldast ad.

Bekiildendo egy s156.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. december 15.

L1
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Eurépai Természettudomanyos Diakolimpia %
Szegeden (EOES 2021) |

Az Eurépai Természettudomdanyos Didkolimpidt (European Olympiad of Ex-
perimental Science, EOES, kordbban European Union Science Olympiad, EUSO)
ebben az évben Magyarorszagon, a Szegedi Egyetemen rendeztiik. A jarvanyhely-
zet miatt a versenyt nem lehetett a hagyomanyos médon megtartani, ugyanakkor
a verseny jellege miatt — csapatok kozosen oldanak meg kisérleti feladatokat (ismer-
tetés a KiMaL-ban, 2017. novemberi szédm, 486-488. oldal) — az online rendezés se
johetett széba. A megoldas egy ,distributed” rendezés volt: végiil Eurépa 20 varo-
saban, 20 egyetemi vagy iskolai laboratériumban versenyzett 18 orszag 38 csapata.
A feladatok foként a helyszinen elvégzendd mérésekbdl, illetve kis részben a Ma-
gyarorszagon elozetesen megmért adatok kiértékelésébdl allt.

Ez a forma természetesen rengeteg szervezési nehézséget okozott: biztosita-
ni kellett, hogy a kiilonb6zé helyszineken lényegében azonos koriilmények kozott
dolgozhassanak a didkok. A kisérleti berendezés egy részét — pontos leirdsnak meg-
feleloen — a helyi szervezok gytjtotték Gssze, a specidlisabb eszkozoket és a mérési
mintdkat pedig Magyarorszagrol kiildtiik ki gyorspostaval. A feladatok megvitaté-
sa online tortént, erre a szokasosndl tobb idét hagytunk. A verseny lebonyolitasat
a helyi szervezék végezték, a verseny utan a dolgozatokat beszkennelték, és feltol-
totték a rendezCk altal biztositott feliiletre, igy a javitas és a pontozas a szokasos
médon torténhetett. Az eredményhirdetés és a zaréiinnepség — a nyitéiinnepséghez
és a kozosségi programokhoz hasonléan — online zajlott.

A versenyr6l a https://u-szeged.hu/eoes2021 honlapon minden informacié
megtaldlhato. A tovabbiakban csak a fizika feladatokat ismertetjiik réviden.

Az elsé versenynap témaja az akdcméz volt, mindhdrom tantérgy feladatai
ehhez kapcsolodtak. A fizika rész két feladatbdl allt: egy valédi méréshél és egy,
a verseny elott a BME Fizikai Intézetében elvégzett, videdval is részletesen doku-
mentalt mérés kiértékelésébol.

Az els6, hosszabb feladatban a méz viszkozitasdnak homérsékletfiiggését kel-
lett meghatarozni. Ehhez a versenyzok el6szor egy ellendllashomérot hitelesitettek
forrd (és lassan hiild) viz segitségével. Ezutdn osszedllitottdk a mérési elrendezést,
ahol az akacmézzel toltott henger vizfiirdében allt — ezzel lehetett bedllitani a méz
homérsékletét, amelyet a mézben elhelyezett ellenallashémérovel tudtak megmérni.
A didkok a mézbe apré fémgolydkat ejtettek és mérték a golyok siillyedési sebességét
a méz hémérsékletének fliggvényében. A mérés kiértékeléséhez, azaz a homérsék-
letfligg6 viszkozitds kiszamitdsahoz sziikség volt a méz és a fémgolydk stiriiségére,
valamint az apré golydk atmérdjére is. Ezeket szintén a versenyzok mérték meg.
Az elmélet szerint a folyadékok viszkozitdsanak hémérsékletfiiggését az n = AeB/T
Osszefiiggés irja le, ahol T' az abszolit hémérséklet, A és B pedig a folyadékra jel-
lemz6 allandok. A versenyzék feladata ezen dllanddok meghatarozasa volt egyenes-
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illesztéssel, amihez az Osszefiiggést megfeleléen linearizdlni kellett (Inn-t dbrézolni
1/T fiiggvényében).

A maésodik feladat a méz melasszal torténd hamisitasanak leleplezésérol szolt.
Az akdcméz megfelelGen kis hulldmhosszisagi (kék) lézerfénnyel megvildgitva flu-
oreszkal (a megvilagité fénynél nagyobb hullimhosszon fényt bocsat ki), amelynek
hullamhosszfiiggs intenzitasa spektrofotométerrel kimérhet6. A spektrumot egy jol
meghatarozott hullimhosszon megjelené csucs jellemzi. A melasszal kevert méz is
fluoreszkal, de a spektrum eltér a tiszta akacméz spektrumatol: megjelenik egy jel-
legzetes mellékestcs is. A részletesen dokumentalt mérésben kiilonbozé ardnyban
melasszal higitott mézek kimért spektruma alapjan egy kalibracids gorbét kellett
a versenyzoknek felvenni, amely a mellékestics és a fécstics ardnyat abrazolja a me-
laszkoncentracié fliggvényében. Ezutdn ennek segitségével egy ismeretlen minta
koncentraciojat hataroztak meg a spektruma alapjan.

A mésodik versenynap témaja a Tisza, a szdke folyo volt. A Tisza ,sz6keségét”
a vizben lebeg6 homok és agyagszemcsék okozzak, igy a fizika feladatok a homok
(és dltaldban a granuldlt anyagok) sokszor meglepd viselkedésével foglalkoztak.

Az els6 feladatban ismét a laboratériumban elvégzett kisérletek voltak. A di-
akok el6szor kiilonbozé homokmintdk rézsiiszogét mérték meg (a mintdkat Gvato-
san atlatsz6, parhuzamos fali edénybe toltve), majd a homok-mdk keverék ontés
kozben kialakuld spontdn szegregdcidgjat tanulméanyoztak: az edényben parhuzamos
homok- és mékrétegek alakulnak ki.

A kovetkezd részfeladatban a granuldlt anyagok egyik izgalmas tulajdonsagat,
az elduguldst kellett vizsgalni. A versenyzOk kozvetleniil egy érzékeny mérleg folé
rogzitett kicsi, hengeres cs6be lassan homokot ontottek és leolvastak a mérleg altal
mutatott értéket a homokoszlop magassiaganak fiiggvényében. Gondos mérés ese-
tén az dertilt ki, hogy a homok a sajat sulyanal kisebb erével nyomja a mérleget,
mert a sulyanak egy részét a surléddson keresztill a cs6 fala tarja meg. Ugyan-
akkor a csovet hajszalnyit megemelve, majd visszaengedve a mérleget nyomoé erd
a homok stlyanal nagyobb is lehet: ilyenkor a nyugalmi sturlédasi er6 irdanya megval-
tozik, az is lefelé hat. Ezt a jelenséget a mérési eredmények alapjan a versenyzéknek
fel kellett ismerni, majd magyarazatként a valaszlapon 1évé abréba az erdket beraj-
zolni. Osszehasonlitdsként a mérést vizzel is elvégezték, ahol — nyugalmi sirlédés
hianyaban — a mérleget nyomoé eré megegyezett a folyadék silyaval.

A didkok végiil pedig meghataroztdk a homokszemcsék anyaganak siiriiségét.
FEz nem olyan koénnyt, hiszen a szemcsék kozott tires tér van: ennek nagysagat
a mintara ontott, a homok altal ,elnyelt” viz tomege alapjan lehetett meghatarozni.

A masik feladat ezen a napon is egy, Budapesten elvégzett mérés kiértéke-
lése volt. A vizbe szort és alaposan felkevert homok a szemcsék méretétdl fiiggd
sebességgel iilepedik. Az iilepedést pedig mérni lehet a vizen athalad6 fény inten-
zitdscsokkenésével: a felkevert mintaban elészor a nagyobb, majd az egyre kisebb
szemcsék tirtilnek ki a fénysugar magassagaban, és igy a fényintenzitds idofiiggésé-
bél meghatarozhaté a szemcesék méretének eloszldsa. A kiértékeléshez sziikség van
(a viz ismert siirliségén és viszkozitdsdn kiviil) a homokszemcesék anyagdanak siir(i-
ségére is, amelyet a versenyzok az el6z6 mérésben mar meghataroztak.
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A feladatok teljes szovege, a valaszlapok a helyes megoldassal és a pontozasi
utmutaté is megtaldlhaté a verseny fentebb megadott honlapjan (angolul).

Vanké Péter

Fizika gyakorlatok megoldasa

%]E

G. 741. Tegyiik fel, hogy a hébortos étleteirdl ismert multimillidrdos, Elon
Musk gy akarja kézvetlenil meghatarozni a Fold koril geostaciondrius palydn
kerings miholdak szdmdt, hogy ugyanennek a palydinak a kézvetlen kozelébe juttat
eqy szamlalo miholdat, amely nem nyugatrdl keletre, hanem éppen ellenkezdleg,
keletrél nyugatra halad. Mennyi id6 alatt szdmolja meg ez a mihold az 0sszes,
a Foldhoz viszonyitva allo miholdat?

(3 pont)

Megoldéas. A geostacionarius palyan haladé mitholdak a Foldhoz képest egy-
helyben allnak, egy teljes kort 24 éra alatt tesznek meg. Egy adott magassdgban
jol meghatdrozott (kiszémithatd) sebességgel kell haladnia egy miiholdnak, hogy
a kormozgasahoz sziikséges erd éppen egyenlo legyen a gravitacios erével. Az adott
magassaghoz tartozd sebesség nagysagat nem befolyasolja az, hogy melyik irdnyba
halad a miihold, igy a szdmlalé6 mitholdnak is ugyanakkora sebességgel kell halad-
nia, mint a tobbi mitholdnak, vagyis a ,fordulatszama” i fordulat/é6ra.

Mivel a miiholdak a Foldhoz képest allé helyzetben vannak, a szamlalé mi-
holdnak (a Foldrél nézve) egy teljes kort kell megtennie ezen a palyén, hogy minden
miiholddal taldlkozzon. (Az egyes miiholdak ugyanakkora sebességgel haladnak,
nem el6zik le egymast, igy ha a szamlalé miihold az els6 miitholdhoz visszaér, akkor
mindegyik mellett elment mdr egyszer.) Mivel a Fold az egyik irdnyba tesz meg

2—14 fordulatot oranként, mig a szamlalé miihold ugyanennyit a masik irdnyba, igy

a relativ fordulatszamuk
1 1y _ 1
24 24) 12

fordulat érdnként. A szdmldlé mitholdnak (a Foldhoz képest) 1 teljes fordulatot
kell megtennie, és ehhez 12 6rara van sziiksége, tehat 12 éra alatt szamolhatja meg
az Osszes geostacionarius miiholdat.

Marozsi Lenke Sdra (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)

30 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Hidnyos (1 pont) 2, hibds 1 dolgozat.
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l G. 748. Egy magas, vizzel telt mérdhenger-

————— be szajaval lefelé forditott, 20 cm hosszu kémcsovet

10 cm (Cartesius-bivdrt) helyeziink dgy, hogy a kémcsé fel-
””” sé felében levegd, also felében pedig viz legyen. Ek-
kor a kémcsé uszik, zdrt, felsé vége kissé kiemelkedik
l a mérdéhengerben lévd vizbdl. A mérdhenger tetejét

gumilappal zarjuk le, majd akkora erével nyomjuk le-
felé a gumilapot, hogy ennek hatdsdra a kémcsdben
lévd levegd nyomdsa 5 kPa-lal megnd. Ebben a pilla-
natban a ,buvdr” elindul lefelé.

a) A ,bivdr” elmerilésének a kezdetén mekkora
volt a kémcsdbe zdrt levegboszlop magassaga?

b) Legaldbb milyen magas a mérdhenger, ha
a Lbuvar” lent marad akkor is, amikor eltdvolitjuk
a gumilapot a mérdhenger tetejérdl?

(4 pont)

Megoldas. Kezdetben a leveg6—viz hatarfeliilet a ,,buvarban” a méréhenger
vizszintje alatt 10 cm-rel van, és mivel 10 cm magas vizoszlop hidrosztatikai nyo-
masa 1 kPa, ezért a bezért levegd kezdeti nyomdsa 101 kPa. (Feltételezziik, hogy
a kiils6 légnyomads py = 100 kPa.)

a) Az 5 kPa-nyi nyomdsnovekedés koézben a ,,bivarba” bezart levegd izotermi-
kusan 0Osszenyomodik, igy a Boyle-Mariotte-torvény szerint a levegé térfogataval
aranyos hossza:

101 kP
61 = 60& =10c 2

ST 953 em A~ 9,5 cm.
20 M106 kpa 00 BT IO AR

A Cartesius-bivar elmeriilésének kezdetén tehat 9,5 cm volt a kémcesébe bezért
leveg6oszlop hossza.

b) A ,buvar” akkor marad lenn a mérShenger fenekén, ha a kémcesSben 1év§
levegboszlop hossza legfeljebb 9,5 cm, tehat a bezart levegdé nyomaésa legalabb
106 kPa. Ez akkor teljesiil, ha a kémcsoben a vizszint legaldbb 60 cm-rel mélyebben
van a méréhenger tetejénél. A kémcsé vizzel teli részének hossza 20 cm — 9,5 cm =
= 10,5 cm, a méréhenger magassaga tehat

H > 60 cm + 10,5 cm = 70,5 cm.

Vigo Botond (Debreceni Ref. Koll. Déczy Gimn., 9. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos (2 pont)
3, hibas 2 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

Aprilisi potfeladat.* Egy fiiggdleges fali medence a csap kinyitdsa utdn
T idé mulva telik meg. Ezt a vizmennyiséget a lefolyonyilds megnyitisa utan 2T idd
alatt lehet leereszteni. Mennyi idd alatt telik meg a medence, ha nyitott lefolyonyilds
mellett szeretnénk a medencét a csap megnyitasdval feltolteni?

Kozli: Radnai Mdrton, Budapest

Megoldas. Jeloljiikk z-szel azt az aranyt, amely megmutatja, hogy a medence
a teljes magassaganak hanyad részéig van vizzel toltve.

Feltoltéskor x idoben egyenletesen névekszik, és mivel T'id6 alatt ériel az z = 1

értéket,
e
At ), T

Kifolyaskor a kidaramldasi sebesség — és ezzel ardnyosan = egységnyi ido alatti csokke-
nése — a Torricelli-torvény szerint a vizszint magassdgdnak (tehdt x-nek is) a négy-

zetgyokével aranyos:
Az
— || =—-Kvz.
(&), =

A K ardnyossigi tényezot dgy kell megvélasztani, hogy x éppen 27 id6 alatt
csokkenjen le 1-r6l O-ra.

Mivel a kidramlést leir6 egyenlet ugyanolyan alakd, mint egy nulla kezdosebes-
séggel indulé, allandd a gyorsuldsi mozgasnal a sebesség és az elmozdulds kozotti
v = v/ 2ax Osszefiiggés, megallapithatjuk, hogy a folyadékszint is id6ben egyenlete-
sen valtozé sebességgel csokken le nullara.

A kezdeti csokkenési iitem K, a végs6 nulla, dtlagosan tehdt K/2-vel egyenld
x csOkkenésének sebessége. Fz az atlagos csokkenési ido kifejezheto a teljes kitirtilési

id6vel:
K 1
2 2T
Ha a tolt6esap is és a lefoly6 is nyitva van, akkor a toltésbol és a kiiiriilésbol
adédo valtozasi sebességek Gsszegzodnek:

Ar _ (Aw) (Ar) _1- e
At \At), \At), T °

Latjuk, hogy minél jobban megkozeliti x az 1 értéket, anndl lassabba valik
a vizszint emelkedése. Kérdés, hogy mikor éri el (ha egydltalian eléri) x az 1-et.

“Ez a — pontversenyen kiviili — feladat a K6MaL 2021. 4prilisi szdémaban jelent meg.
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Tegyiik fel, hogy bizonyos ty id6 alatt a medence mar majdnem megtelt, vagyis
az x(t) = 1 — e(t) jelolést haszndlva (tp) < 1. A tartdlybdl még hidnyzé e héanyad
csokkenési sebessége:

Ae(t) Az 1 1

1
a - VR = VImeD) < e

Ez az egyenlet éppen olyan, mint az 1/(27) bomlési alland6ji radioaktiv bomlds
egyenlete, amelynek a megoldasa

e(t) = (to) e~ (t—t0)/(2T)

Innen leolvashaté, hogy barmilyen hosszu ideig is varunk, a medence sosem telik
meg teljesen. Masképpen megfogalmazva: a medence hosszi id6 utan gyakorlatilag
teljesen tele lesz, mikézben ugyanannyi viz folyik bele, mint amennyi tavozik, hiszen
x = 1 esetében lesz a kifolyési és a bedmlési sebességek nagysaga egyenld.

P. 5313. Egy protonnyaldbot dllo céltirgyra ejtink. Ha a nyaldbban lévd pro-
tonok mozgdsi energidja nagyobb eqy kritikus Fy.it €rtéknél, akkor a beesd protonok
a céltargyban 1évd, nyugvonak tekinthetd protonokkal iitkozve pozitiv pionokat ()
kelthetnek az alabbi modon:

pT +pt=pt 4+t

Hatdrozzuk meg Eyiy értékét MeV egységekben!
Felhaszndlhato adatok: a proton nyugalmi energidja 938,27 MeV, a neutron
nyugalmi energidja 939,57 MeV, a pion nyugalmi energidja 139,57 MeV.
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy
Megoldas. A folyamatot leirdsanal nyilvan a relativisztikus kinematika és

dinamika Osszefiiggéseit kell alkalmaznunk. Felhasznéljuk, hogy egy mg nyugalmi
tomegil, v sebességgel mozgd részecske Osszes energidja

mopc
)
=
CQ
a mozgasi energidja pedig
m002 2
— Mmoc,
2
1—-v
c2

ahol ¢ a vakuumbeli fénysebesség. Sziikségiink lesz még a relativisztikus sebesség-
Osszeadas képletére is:
u 4+ v
w= uw'v’
1+ 2
ahol u a részecske sebessége az egyik, u' pedig egy masik, az el6z6hoz képest
v relativ sebességgel mozgd vonatkoztatasi rendszerben.
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Vizsgaljuk a folyamatot a két proton tomegkozéppontjanak vonatkoztatasi
rendszerébol. Ebben a rendszerben a két proton ugyanakkora sebességgel kozeledik
egymadshoz, a kezdeti lendiiletiik tehat 0. A lendiiletmegmaradas térvénye szerint
reakcié utén is nulla lesz a harom részecske 6sszes lendiilete.

A reakcié utdn a harom részecske oOsszenergigja akkor lesz a legkisebb, ha
mindhdrom részecske (j6 kozelitéssel) all, ilyenkor az energidjuk dsszege a nyugalmi
energidk Osszege lesz. Legyen az {itkozé protonok sebessége a tomegkozépponti
rendszerben v, a részecskék megadott nyugalmi energidjat pedig jeloljiik rendre
Ey-vel, Ey-nel éa Er-vel. A folyamat energiamérlege:

B g inn,

v
I—2%

Négyzetre emelés és rendezés utan kapjuk, hogy

2F . 2.938,2 .
v_ .1 P ) = [1— J38,27 = 0,367.
c E,+ E, + E, 938,27 + 939,57 + 139,57

A proton kritikus (a pionkeltéshez sziikséges legkisebb) sebessége tehét a to-
megkozépponti rendszerben v = 0,367 ¢. Szamoljuk ki, hogy mekkora vy, sebesség-
nek felel meg ez (a tomegkozépponthoz képest v sebességgel mozgo) laboratérium
vonatkoztatasi rendszerében. A kritikus esetben

vt 20367
122 140367

C

= 0,647 c.

Vkrit =

A nyaldbban mozgé protonok kritikus mozgasi energidja tehdt
E, 938,27 MeV

Vkrit = ——————= — Lp = Ny
1— ('Ukrit/c)2 /1 —0,647

(Tlyen sebességre a kezdetben dllénak tekinthetd protonokat 292,3 millié volt fe-
sziiltséggel lehet felgyorsitani.)
Mihalik Balint (Kecskemét, Bényai Julia Gimn., 11. évf.)

24 dolgozat érkezett. Helyes Koleszar Benedek, Ludényi Levente, Mihalik Bélint,
Mécza Tamas Istvan, Somlan Gellért, Téglds Panna és Téth Abel megoldasa. Kicsit
hidnyos (4 pont) 3, hidnyos (1-3 pont) 10, hibas 4 dolgozat.

— 938,27 MeV =~ 292,3 MeV.

P. 5322. Egy digitdlis fényképezdgép téglalap alakid szenzordanak mérete:
23,5 mm X 15,6 mm, és ez a szenzor 6045 x 4003 képpontot képes rdgziteni. Oldal-
rol, 20 méter tdvolsagbdl lefényképeziink a géppel egy 40 km/h sebességgel halado
motorcsonakot.

Mekkoranak vdlasszuk a 35 mm gyijtotdvolsdgu objektivvel felszerelt fényképe-
209€p expozicios idejét, ha nem szeretnénk, hogy a motorcsonak képe ,bemozduljon”
(€életlenné vdljon)?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
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Megoldas. A kép akkor valik életlenné, ha a motorcsénaknak a szenzoron
keletkez6 képe az expoziciés id6 alatt nagyobb tavolsdgot tesz meg, mint két szom-
szédos képpont tavolsiga.

A szenzor nagyobbik mérete 23,5 mm, és ez 6054 képpontnak felel meg, tehat
a szomszédos képpontok tavolsaga

~ 23,5 mm

Ky = =389-1073 .
0= 76054 : i

(Ugyanezt az értéket kapjuk, ha a szenzor kisebbik méretét osztjuk 4003-mal.)
Az expozicié t ideje alatt a motorcsénak T' = vt tdvolsdggal mozdul el, ahol
km 40000 mm

:4 _— =
v=40 36 s

A leképezés olyan, mintha egy ¢ = 20 m = 2 - 10* mm tévol 1év6, T nagysigi
targyat fényképeznénk le, és azt szeretnénk elérni, hogy az objektivtél £ = 35 mm
tavolsdgban (gyakorlatilag a fékuszsikban) keletkez6 kép K mérete ne legyen na-
gyobb Kg-nal. Az ¢ targytdvolsdg, a k =~ f képtdvolsig, a T tdrgyméret és a K kép-
méret kozott fenndlld osszefliggés:

4
— = - vagyis K=T

T k otk
- =— < K.
K K ¢ 0
Ennek megfeleléen az expozicids idé:
. . .10-3
< (K _ 20000 mm - 3,6 - 3,89 - 107° mm —9.10-1s,

t <
vk 40000 % - 35 mm

azaz legfeljebb 0,2 ms lehet.
Haubner Henrik (Gyér, Révai M. Gimn., 10. évf.)

9 dolgozat érkezett. Helyes Hauber Henrik, Ludanyi Levente, Mdcza Tamaés Istvan
és Varga Vézsony megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 5 dolgozat.

P. 5325. Egy kamrdban hosszi ideje mikodik egy fagyasztolada. A hémérséklet
a ldddn belill —20 °C, a kamrdban 25 °C, a kamrdn kivil, a lakds t5bbi részén pedig
20 °C wvan. Mekkora lesz hosszi idd utin a kamrdban a hémérséklet, ha még eqy
ugyanilyen fagyasztoladat bekapcsolunk?

Feltehetjiik, hogy a lakds hémérséklete a kamrdn kivil nem valtozik. A hité-
ladakat tekintsiik idealis Carnot-gépeknek, amelyek termosztdatja ugy van bedllitva,
hogy belil fenntartja a —20 °C-o0s hémérsékletet.

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy
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Megoldas. Ismert adatok:

— a hiit6lada (fagyasztéldda) belsé hémérséklete: Ths = —20 °C = 253 K,

— a kamra hémérséklete: Tiamra = 25 °C = 298 K,

— a lakds homérséklete: Tiass = 20 °C = 293 K.

A hiitégép a hiitélada Thyis hémérsékletii belsejébdl iddegységenként Qge; hot
vesz fel és a Tiamra h6mérsékletil kamranak Q) hét ad le. Q1o > Qrel, a kiilonbozetet
a hiitogép

W = Qe — Qtel

munkdja (dramfogyasztdsa) fedezi. A kamréba idGegységenként bevitt energia ép-
pen ezzel a munkéval egyenlo:
Qbe =W.

Ha a hiitéladat idealis Carnot-gépnek tekintjiik, akkor

(1) Qle _ Tkamra
Qrel Thits
vagyis a gép
Ty
Qre = Qfel Tamra
hiits

hot ad le id6egységenként.

A hiitélada hideg belsejébe a melegebb kamrabdl folyamatosan hé szivérog be.
A Newton-féle h6vezetési torvény szerint az idéegységenként atadott hé a homér-
séklet-kiilonbséggel és a hdvezetd felillet nagysagaval aranyos. Allandésult (staci-
ondrius) allapotban a hévezetéssel atadott hé éppen megegyezik a hiitégép altal
a 1ladabol felvett hovel:

(2) Qfel - kh{ité (Tkamra - Thﬁt(’i)a

ahol kpgis a hitolada falanak anyagara jellemz6 allandd, amely ardnyos a ldda
felilletének nagysdgdval (tobb egyforma fagyasztéldda esetén a berendezések sza-
méval).

A kamrabodl — ugyancsak hovezetéssel — hé adodik at a kamranal hidegebb
lakasnak. Az idGegységenként kidramlé hé ardnyos a kamra és a lakds hémérséklet-
kiilonbségével:

(3) Qki = kfal(Tkamra - ,I‘lakés)a

ahol kg, a kamra és a lakds kozotti fal anyagéatdl és feliiletének nagysagatol fiiggd
allandé.

Qbe > Qi esetén a kamra hémérséklete folyamatosan emelkedne, Qpe < Qyi
esetén pedig a kamra egyre hidegebb lenne. Egyenstilyi (stacionérius) allapot akkor
alakul ki a kamrédban, ha

(4) ch = Qki~
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Tudjuk, hogy

Qbe = Qle - Qfel = Qfel (3;:1 - ]-) )

ami (1) és (2) felhasznaldsaval igy is felirhato:

(Tkamra - Thﬁt6 ) 2

5 e = Kniits
5) @ bt Thiits

A (3) és (5) kifejezéseket (4)-be helyettesitve megkapjuk a kamra dllandé hémér-
sékletének feltételét:

(6) kfal _ (Tkamra - Thl’it('i)2

Enits  Thies(Tiamra — Tlakas)

Az ismert adatokat behelyettesitve kapjuk, hogy

ke (298 —253)°
knits 253 (298 — 293)

= 1,60.

Mi torténik, ha egy masodik fagyasztéladat is bekapcsolunk? A hévezetési
tényezok koziil ke, nyilvan valtozatlan marad, de kygis az eredeti érték kétszeresére
né. A kialakulé staciondrius dllapot egyenlete tehdt (6)-nak megfeleléen

(z — 253)2
7 — = 0,80
@ 253 (x —293)

ahol x a kamra 4j (kelvinben kifejezett) hémérséklete.

A maésodfoku egyenletté alakithaté (7) gyokei:
r1 =308 K ~ 35 °C, illetve r9 = 401 K ~ 127 °C.

Az, hogy két megoldds is lehet, mar (3)-bdl és (5)-bdl is ldtszik, hiszen a kamraba
bearamlo h6 Tyamra = o fliggvényében egy felfelé nyitott parabola egyenlete, a ki-
draml6 hé pedig x linedris fiiggvénye. Az 1. dbra ezt a két fiiggvényt dbrazolja (nem
méretaranyosan). A parabola és az egyenes S és I metszéspontja jeloli ki azokat
a hémérsékleteket, amelyeknél a kamraba bearamlé és az onnan kidramlé hé éppen
megegyezik.

A kisebb hémérséklethez tartozé (S) metszéspont stabil allapotnak felel meg,
hiszen z1-nél kicsit magasabb hémérsékleten Qi > Qpe, tehat a kamra hiilni kezd,
x1-nél kicsit alacsonyabb hémérsékleten pedig éppen forditott a helyzet: Qpe > Qyi,
tehat a kamra melegedni fog.

A magasabb hémérséklethez tartozé (I) metszéspont viszont instabil &llapotot
ad meg. Tiamra = T2 esetén a kamraba be- és kidramlé h6 éppen megegyezik, de ha
barmilyen ok miatt egy kicsit eltér a homérséklet az egyenstlyi értéktdl, az eltérés
tovabb novekszik, és a kamra hémérséklete vagy x1-ig csckken, vagy , korlatlanul”
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héatadas héatadas

Tkamra

Thits  Taxas Thats  Takas

1. dbra 2. abra

novekszik. (A korlatlan felmelegedésnek a valdsdgban a hiitégép korldtozott teljesit-
ménye szab hatart; ezt a teljesitményhatart elérve a gép mar nem tudja biztositani
a fagyasztolada dllandd, —20 °C-os hémérsékletét.)

A mésodik hiitégép bekapcesoldsa utdn (elegendden hosszi id6 elteltével) a kam-
ra hémérséklete 25 °C-rdl 35 °C-ra emelkedik, és — normadl koriilmények kozott —
ennyi is marad (2. dbra). Az dbrardl azt is leolvashatjuk, hogy egy esetlegesen be-
kapcsolt harmadik hiitélada esetén (szaggatott vonal) a kamrdba bevitt hé mindig
nagyobb, mint az onnan elvezetett ho, tehat nem alakulhat ki allandésult homér-
séklet.

Kertész Baldzs (Debreceni Ref. Koll. Déczy Gimn., 11. évf.) és
Téth Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata felhasznalasdval

8 dolgozat érkezett. Helyes Hauber Henrik, Kertész Balazs, Ludanyi Levente, Téth
Abel és Varga Vdazsony megolddsa. Hidnyos (1-3 pont) 3 dolgozat.

P. 5326. Egy ismeretlen magassagu toronybdl elejtiink eqy testet, amely sza-
badon esik. A kozegellendllastol eltekintiink.

a) A torony magassdgdt gondolatban osszuk két egyenld részre. Hatdrozzuk meg
a két eqyenld szakaszon szamitott dtlagsebességek ardnydt!

b) Hogyan osszuk fel két részre a h =45 méteres torony magassdgdt, hogy
a masodik szakaszon szdmitott dtlagsebesség négyszerese legyen az elsé szakaszon
szamitott dtlagsebességnek?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszlé, Pécs

Megoldas. a) Legyen a torony magassiaga h. A test az els§ szakaszon b outat

2
tesz meg t1 ido alatt:
h h
5= %t%, ahonnan ty = \/;
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Szamoljuk ki az esés teljes idejét:

2h
h = g t? tehéat tosszes — I

ss7Zes )
2 0sszes g

A masodik szakasz megtételéhez sziikséges 1d6:

2h h
to = tosszes — t1 = - - -
g g

Az dtlagsebességek aranya:

_ (h/2) /%,\/E
i b Y9I VI _ /9 _1~041
h o

ty
t1

Vo (h/2)

z Vi

(Lathatd, hogy az eredmény sem h-tdl, sem g-t6l nem fiigg.)

b) Legyen az els6 szakasz hossza x, ekkor a mésodik szakasz hossza h — x.
Az els6 szakasz megtételéhez sziikséges 1d6

2x
ty = )

[2h
tssszes = )

a masodik szakasz megtételéhez tehat

2h 2x
to = losszes — t1 = - = -
g g
Az atlagsebességek aranya ebben az esetben

n_ i en WS V) evi- )

T hth _(h*z)'tl_ (h_x)\/% (h_aj)\/JE 7

a teljes esési id6

id6re van sziikség.

vagyis a megadott aranynak megfeleléen

s(Vh—vz) 1

(h — )z 4
Mivel z sem nulla, sem h nem lehet, a fenti tortet egyszeriisithetjiik /z-szel és
(\/E — /T )-szel:

_vr 1

Vh+yz 4
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ahonnan 3/z = vh, azaz

h
x:§:5m.

(Ez az eredmény is fiiggetlen g-t6l.)

Gdbriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

43 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibds 2, nem értékelhetd 1 dolgozat.

P. 5328. Satuba fogunk vizszintesen egy konnyd, hosszi acélpdledt. A végé-

s

re eqy mehezéket erdsitiink, ami a pdlca végét 1 cm-rel nyomgja le annak eredeti
helyzetéhez képest. Ha kis kitérésii rezgésbe hozzuk, mennyi lesz a rezgésideje?

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

Megoldéas. Amikor az acélpalca s = 1 cm-t lehajlik és megall, akkor a nehe-
zékre hatd nehézségi erd és a rugalmas erd ereddje nulla:

mg = Ds,

ahol D a (rugénak tekinthetd) palca ,rugédllanddja”. Eszerint

és a ,,rugd” végén rezgo test mozgasanak periédusideje

1072 m
T=2m _27T ~ 0,20 s.
981m/s

Kovdes Kinga (Kecskemét, Katona J. Gimn., 10. évf.)

14 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldés, kicsit hidnyos (2 pont) 1 dolgozat.

P. 5329. Vizszintes tdbldn eqy krétadarab nyugszik. A tablat meglokve, a tdbla
hirtelen vizszintes, vy nagysagu sebességet kap, majd T' idé milva egy falnak titkézve
ugyanilyen hirtelen megdll. Milyen hosszi nyomot hagy a kréta a tabldn, ha a kréta
€s a tabla kozotti surlodast egytitthato p?

(5 pont) A Kvant nyomén

Megoldas. Legyen K a laborrendszer, K’ pedig a laborrendszerhez képest
a tdabla meglokésének irdanydban vy sebességgel mozgd vonatkoztatasi rendszer.
(Mindkét rendszer inerciarendszer, melyekben vy irdnydt tekintjiik pozitiv irdny-
nak.)

A hirtelen 16kés utani pillanatban a kréta KC-bdol nézve még all, a tabla pedig
vg sebességgel mozog, K'-bdl nézve viszont a kréta mozog —vg sebességgel, és a tabla
all. A kréta gyorsuldsa (mindkét vonatkoztatdsi rendszerben) +pg.
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A tovabbi vizsgilathoz két esetet kell megkiilonboztetniink:
(i) Ha T > ,l%%l’ akkor a kréta K'-b&l nézve t; = % < T id6 miilva megéll

a mindvégig allé tablan, tehat azon

Vo ”U(Q)
S1 = —(5 1= —5
2 2pg

hosszi nyomot hagy. (A negativ eléjel arra utal, hogy a kréta elmozduldsa a téb-
lahoz képest wvo-lal ellentétes irdnyi.) A tovdbbiakban, egészen a falnak iitkozésig
a kréta és a tabla sebessége K'-b6l nézve nulla, K-bdl nézve pedig mindkettd sebes-
sége +vg.

Az titkozéskor a tabla sebessége -bol nézve hirtelen nullara csékken, a kréta
sebessége marad vg. A kréta to = % = t1 id6 alatt lefékezddik, és az 4116 tablan

2

Vo )
So = —tz = +—
2 2pg

hosszt utat tesz meg. Latjuk, hogy s; + so = 0, tehat a kréta a tabldhoz képest
az eredeti helyére keriil vissza, mikézben

2
Yo

S = |Sl| = 52 =
2pg

hosszisdgi nyomot hagy azon. (A mdésodik nyom csak vastagitja az elsét, de
a hosszat nem noveli meg.)

(7i) Legyen most T' < %. Ekkor K’-bdl nézve a kréta sebessége az 4ll6 tdblan

v = —vg+ pgT <0
lesz a falnak iitkdzést megel6zo6 pillanatban, és az atlagsebességbdl szamolt elmoz-

dulés / o
sl:yz_voprug

A krétanyom hossza tehat a mozgds els6 szakaszaban

< 0.

T2
‘81| = UoT - ﬂg2 .

A falnak torténd iitkozést megel6z6 pillanatban IC-bol nézve a kréta sebessége
v = pugT, és ugyanennyi marad kozvetleniil az iitkozés utdn is. A tovabbiakban
a kréta —pug ., gyorsuldssal” (lassuldssal) mozog, a megélldsdig tehdt

’U2 N M9T2

g 2

utat tesz meg. Mivel
1+ 82 = (ugT —vo)T <0,

a kréta nem jut vissza a tablan az eredeti helyére, a masodik krétanyom révidebb
lesz, mint az els6. A tablan lithaté nyom tehdt ebben az esetben |sq].
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Osszefoglalva: a tablan hagyott krétanyom hossza

2
U—O, haT > @,
s 2pg Ky
vl =912 haT <20
2 Ky

Téth Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
dolgozata alapjan

17 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibds 1 dolgozat.

P. 5336. Elég nagy kiterjedési, széles, sik mezd folott 2 km magasan repil egy
szuperszonikus vaddszgép vizszintes iranyban. A gép hangjat a mezdén dllé hdrom,
eqymdstol pdronként 14 km-re 1évé megfigyeld egyszerre hallja meg. A repiilégép
éppen az eqyik megfigyeld feje felett repiil el. Mekkora a vadadszgép sebessége?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

Megoldas. Jeloljiik a repiilé sebességét v-vel, a hangsebességet pedig c-vel.
(¢~ 340 m/s.) A vaddszgép szuperszonikus, vagyis v > ¢. A v/c =M hanyadost
Mach-szamnak nevezik (és néha Ma-val jelolik).

Egy hangforras altal ¢ = 0 pillanatban kibocsatott hanghullam ¢ id6 elteltével
a forrastdl ct tavolsagra 1évoé pontokban halljuk meg. Ezek a pontok a térben
egy ct sugaru gombfeliileten helyezkednek el. A v sebességgel mozgd hangforras
hangja ¢ = 0 pillanatban olyan pontokba érkezik el, amelyek tetszéleges At idével
korabban indultak el. Ezek a hullamok vAt tévolsdggal jhatrdbbrdl” indultak és
cAt sugari gombfeliiletig jutottak el (1. dbra). Ezen gombfeliiletek hatéra (bur-
koléja) egy a = arcsin% félnyilasszogli kupfeliilet. Ezt a feliiletet Mach-kipnak
nevezik, amelyre

sina = —.
M
A vaddszgép sebességének kiszamitdsahoz az « szoget kell meghataroznunk. Mi-

vel a vadaszgép a mezd sikjaval parhuzamosan repiil, a hdrom megfigyelonek egy
hiperboldn (a Mach-kip sfkmetszetén) kell elhelyezkednie. Valasszunk egy olyan

4 B
Y
W‘“\“X 14 - -
v repiilé \ A \/m T
3 QO X
57 \\\\ -
~~ 14
vAt cC
1. dbra 2. dbra
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koordinata-rendszert, amelynek x tengelye a vadédszgép sebességével parhuzamos,
a z = 0 sik a mez6 sikja. A koordindta-rendszer origéja legyen annél az A megfigye-
16nél, amelyiknek éppen a feje felett repiilt el a vadaszgép. A masik két megfigyeld
(B és C) az x—z sikra szimmetrikusan helyezkedik el, koordindtaik a megadott
(km-ben mért) tavolsigadatok szerint: B(\/m, 7, 0), C(\/m, -7, O). A hérom
megfigyelo helyzetét az z —y sikban a 2. dbra mutatja.

Legyen B és C felezépontja F. A Mach-kipnak a tengelyére meroleges sikmet-
szetei korok. A B és C' pontokra illeszked6 kor kdzéppontja legyen K, a mez6 alatt
legmélyebben taldlhaté pontja pedig L. A 3. dbra ezt a kort mutatja az @ = /147
stkban. Innen leolvashatjuk, hogy a kor sugara

r=+T72422 =53 ~ 7,28,

az L pont z koordindtaja pedig

zr, =2 —1r~ —5,28.

z
z
y/
repiilé
2 7 y M K
B talaj A a F v
L L
.
3. abra 4. dabra

Abrézoljuk most a harom megfigyel6 helyét, a repiilé utvonaldt és a Mach-
kipot az x—z sikra vetitve (4. dbra). Az dbrardl leolvashatjuk, hogy

FL 528

tga = — ~ 0,435, tehat a = 23,5°.

AF /147
Ezek szerint )
M = - = — = 2’5’
v sina

és gy a vaddaszgép sebessége:
m
v=25c~ 80 —.
S

Téglas Panna (Révkomdarom, Selye Jénos Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

9 dolgozat érkezett. Helyes Kertész Baldzs, Somlan Gellért, Téglas Panna, Téth
Abel és Varga Viazsony megolddsa. Hidnyos (1-4 pont) 4 dolgozat.
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P. 5342. Fiiggdleges helyzetben rigzitett, felil zdrt henger —
m tomegl dugattyujin eqy M tomegi test fiigg. A hengerben lé-
vd, kezdetben V' térfogati levegdvel Q hit kozlink. Kivil a légkiri
nyomdas po. Do

a) Mennyivel vdltozik meg a gdz belsé energidja?

vdltozasokkal jar eqyiitt?

m
b) Mennyi munkdt végez a gdz? Ez a munka milyen energia- i
M
(A henger fala és a dugattyd hdszigeteld.)
(4 pont) Tichy Géza (1945-2021) feladata

Megoldas. a) A melegitési folyamat sordn a dugattyd minden pillanatban
egyensulyban van, igy a hengerben 16v6 gaz (levegd) p1 nyomdsa minden pillanatban

ugyanakkora:
prA+ (m+ M)g = poA,
vagyis
_ o, mt Mg
P1 = Po A .

Tegylik fel, hogy az mg tomegii bezart levegé homérséklete T7-1r6l Th-re novek-
szik. Ekkor a kozolt ho
Q = mOCP(T2 - Tl)a

a belsO energia megvaltozasa pedig
AEb = mocV(T2 — Tl).

Latjuk, hogy

vagyis
5
Kihasznéltuk, hogy a levegé f = 5 szabadsiagi foki molekulakbdl all, igy a fajho-

hényados
o _fH+2 7

Ccy f 5.

b) Az 1. f6tétel alapjan a gdz dltal végzett munka

5 2
Wi=Q-AE=0Q--Q=-0Q.

Ha h-val jeloljiik a dugattyu lesiillyedését a melegités soran, akkor a gdz munka-

végzése:
M
W* =p1Ah = (po — (m—|—A)g) Ah = pgAh — (m + M)gh.
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Innen leolvashatjuk, hogy a gaz és a nehézségi er6 végzett munkat a kiils6 légnyomas
ellen. A folyamatban a gdz belsé energidgja nétt, az m tomegli dugattyu és a ra
akasztott M tomegi test helyzeti energidja cstkkent, a kornyezet (1égkor) helyzeti
energidja pedig ugyancsak novekedett.

Somldn Gellért (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)

24 dolgozat érkezett. Helyes Beke Balint, Juhasz Julia, Schmercz Blanka és Somlan
Gellért megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos (1-2 pont) 10, nem versenyszerii
1 dolgozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 408. Utkoztessiik egyméssal beféttesiivegek kiilonbozé méretii csavaros
fedeleit gy, hogy az egyik all, a masik pedig egyenesen iitkozik vele. Hatarozzuk
meg az litkozés rugalmassaganak mértékét jellemzd iitkozési szamot!

(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

G. 757. Van egy par kifordithaté kesztylim, mindkét darabja kiviil fekete,
beliil fehér. Tudom-e ezeket felemas kesztytiként hordani?

(3 pont) Kozli (2021. junius): Vieddr Kdroly, Kiskunhalas

G. 758. Egy személygépkocsi mogotti, nem til messze 1év6 targyat egyszerre
lathatjuk az auté két oldalsd, valamint a kozépsd (belsd) visszapillanté tiikrében.
Mindhérom tiikor sik. Melyik titkorben latja a vezetd a targy képét legnagyobbnak,
illetve legkisebbnek? Mésképp fogalmazva, hasonlitsuk 6ssze a hdrom kép 1atészo-
gét!

(3 pont)

G. 759. Egy vizszintes, surloddasmentes, rogzitett palcara felflizve négy darab
m tomegl, négy darab M témegll (m < M), majd ismét egy m tomegl, tokéletesen
rugalmas golyé &ll kozel egymaéshoz az dbrdn lathatd elrendezésben. Balrdl egy
m tomegl, szintén tokéletesen rugalmas golyd érkezik v sebességgel, és iitkozik
a golyosor elso tagjaval.

A tovabbi iitkozések lezajlasa utan mely golyok maradnak nyugalomban, és
a tobbiek milyen iranyban fognak mozogni?

(4 pont)
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G. 760. Aluminiumbdl késziilt, 10 cm magas, kip alaku testet a csticséhoz
rogzitett fondl segitségével lassan kiemeliink egy téglatest alakt akvariumbol. Kez-
detben a kip a 10 cm atmérdjl alapkorén all az akvarium aljan, és a viz teljesen
ellepi. Az akvarium térfogata sokkal nagyobb, mint az aluminiumkupé.

Abrézoljuk a fonalat feszitd erét a kup elmozdulasédnak fliggvényében!

(4 pont) A KoMaL Nyéri Tabor mérési feladata nyomdn

P. 5355. Ujsaghir (2021. februér 24.): A kinai Mars-szonda, a Tienven-1 mdr
a Mars koril kering, és adatokat gyijt a vords bolygorol. Parkoldsi pdlydjanak
a Mars felszinétol mért legtdvolabbi pontja 59 ezer kilométerre, mig a legkdzelebbi
280 kilométerre van. A szonda két marsi nap alatt tesz meg egy kort” a bolygo
koril.

Szamitassal ellendrizziik, hogy milyen pontossaggal igaz a keringési id6re meg-
adott érték, ha a tobbi adatot helyesnek fogadjuk el!

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5356. Vizszintes talajon fekszik egy téglalap keresztmetszetii gerenda.
A téglalap vizszintes oldala L, fiigg6leges oldala H hossziusagu. Elhanyagolva a ko-
zegellenallast, honnan és hogyan kell elugrania egy szocskének, hogy a lehet6 leg-
kisebb energiaraforditassal sikeriiljon atugrania ezt a gerend&at? Hol lesz az ugrasi
parabola fokuszpontja ebben az esetben?

(5 pont) Radnai Gyula (1939-2021) feladata

P. 5357. Vizszintes asztallapon fekszik egy homogén tomegeloszlasu rud. Ezt
a rudat lassan fiiggoleges helyzetbe hozzuk az egyik végére hatd, a ridra mindenkor
merdleges erovel. Legalabb mekkora a rid és az asztallap kozotti tapadasi surlédési
egyiitthato, ha a riad nem csuszik meg felallitas kézben?

(5 pont) Amerikai feladat nyomén

P. 5358. Hossz1, vékony, fiiggolegesen kifeszitett szigetelGszalon két gyongy
koziil az egyik rogzitett, a masikat pedig efolott h = 0,5 m magassagban tartjuk.

A fels6 gyongy tomege m = 0,5 gramm, mindkét gyongy elektromos toltése
Q =2,6-10"7 C. Egy adott pillanatban a felsé gyongyot lokésmentesen elengedjiik.

a) Mekkora utat tesz meg a gyongy a legnagyobb sebesség eléréséig?
b) Mekkora ez a sebesség?
¢) Mekkora lesz a két gyongy kozotti minimdlis tdvolsdg?
d) Mekkora a pélya legalsé pontjdban a gyongy gyorsuldsa?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 5359. Egy kocka élei kétféle ellenallasbdl épiilnek fel. Valamelyik két szem-
kozti laphoz tartozd 8 db él ellenédllasanak értéke r, mig az ezekre merdleges 4 db élt
alkoto ellenéllasok értéke R. Hatarozzuk meg a halézat eredé ellendllasat az egyik
R ellendllast kozrefogd, két szomszédos csucspont kozott!

(4 pont) Kozli: Szekeres Béla, Budapest
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P. 5360. Demonstracié céljabdl egyszerti Kepler-tavesovet készitiink. Ehhez
rendelkezésiinkre all két gytijtolencse: egy D atmérojli, fi fokusztavolsagi objektiv
és egy d atméroji, fo < fi fékusztdavolsagu szemlencse, valamint egy, a tavesé tu-
busédban a lencsék kozos fékuszsikjaban rogzithetd blende (més néven: fényrekesz).
Ezzel szeretnénk szabdlyozni a taves6é képalkotasaban szerepet jatszd sugarnyald-
bokat.

a) Mekkora a blende nélkiili tdvesd 1dt6mezeje szogben kifejezve (azaz legfel-
jebb milyen szogtavolsagra lehet két csillag akkor, ha egyszerre lathatok a taveso-
ben)?

b) Legfeljebb mekkorara vdlaszthatjuk a ,ldtémezé hatarolé blende” ny{lasanak
atmérdjét ahhoz, hogy a tdvesd fényerd szempontjabdl ne torzitson (azaz a kép
szélének megfelel6 iranyokbdl is minden fény, ami az objektivre esik, atjusson
a szemlencsén is)? Mekkora lehet igy a tdvesé 1ldtdmezeje?

Utmutatds: Vizsgaljuk az optikai tengelyhez képest kiilonb6z6 irdanyokbol
az objektivre érkez6 parhuzamos fénynyalabok alakuldsat, ahogy athaladnak a tav-
csovon! A tavesd kilépd pupilldja (az objektiv atméréje osztva a szognagyitdssal)
kisebb, mint a szemlencse atmérdje.

(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5361. Az alabbi két képen ugyanazt az autdt 1latjuk, ugyanabban az idében.

Az els6 képen fiiggdnyon keresztiil, a masodikon fiiggony nélkiil. Az auté 20 méterre
volt a fiiggdnytol.

Milyen strti szovésu lehet a fliggény?
(5 pont) Tichy Géza (1945-2021) feladata

P. 5362. Szinkrociklotronban az elemi részecskék tomegének a sebességtol vald
fliggését a gyorsitd elektromos tér frekvencidjanak csokkentésével kompenzaljak.
Példaul ha protonokat gyorsitanak, a dudnsokra (D alaku, fémbél késziilt, iireges
félkorongokra) keriils fesziiltség frekvencidjat 25 MHz-rél 18,9 MHz-ig valtoztatjik
ciklusonként. Hatarozzuk meg ebben az esetben

a) a magneses indukciévektor nagysdgat;
b) a kilépd protonok kinetikus energidjat!

(5 pont) Példatari feladat nyomén
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P. 5363. Egy vékony, magas iivegcsobdl homokérat készitettiink.
A benne 1év6 homok m( tomege megegyezik az iivegeso és a tartétalpak
egyiittes tomegével. Kezdetben a homok az alsé térfél h = 5 cm hosszi
részét tolti ki, és az eszkoz megforditdasa utan egyenletes titemben ¢ty =
= 1 perc alatt pereg le. (A felsd és az alsé térfélben 16v6 homok alakjét
kozelitsiik hengerekkel.)

a) Hatdrozzuk meg, hogy hol van a homokéra tomegkozéppontja
t id6vel az dra elinditdsa utdn! (Ne foglalkozzunk a homokéra indi-
tasat koveto, illetve a megallasat kozvetleniil megel6z6 nagyon rovid
id6tartamokkal, amikor a homokzuhatag még vagy mar nem tolti ki
a kifolyényilds és az alsé becsapdddsi hely kozotti teljes tavolsagot.)

b) Szamitsuk ki, hogy mekkora a homokéra impulzusa (lendiilete) ¢ idével
a homokéra elinditdsa utan!

¢) Nagyon érzékeny mérleggel megmérjiik a homokéra stilyat, mikézben a ho-
mok a fels6 tartalybdl az alséba pereg. Azt talaljuk, hogy a mért sily egy kicsivel
nagyobb, mint a mér lepergett homokéra silya. Az el6z6 két részfeladatra adott
valaszt felhasznalva adjuk meg, hogy hany ezrelékkel nagyobb a miikddé homokoéra
stulya a mar ,lejart” homokoéraénal!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

Bekiildési hatarid6: 2021. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 8. November 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 477): K. 704. There
were 5 participants in a chess tournament. Each player played every other player once. 1
point was awarded for winning the game, 0.5 point for a draw and 0 for losing. At the
end, it turned out that: — the player finishing in the first place had no draws; — the player
in the second place lost no game; — each player had a different number of points. Find the
score of each player. K. 705. Three different numbers are chosen from 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8 and added. This is performed for every possible selection of three numbers. Some of the
sums obtained will be even and some will be odd. Which kind of result will occur more
frequently: even or odd? K. 706. Three numbers a, b, ¢ are entered (left to right) in the
first row of a three column table. The numbers in the second row are a — b, b — ¢, ¢ — a. In
the third row, the numbers are obtained by the same rule from the second row (the same
operations carried out with the numbers of the first, second and third fields), and so on.
Show that from the fourth row onwards 2021 cannot occur in the table. K/C. 707. A few
children (at least two) are standing around a circle. They are playing an “elimination
game” as follows: counting from the starting player, every second child is eliminated from
the circle. The player remaining in the circle alone will win the game. For example, if there
are six players A, B, C, D, E, F and A starts then the players eliminated (in this order)
are B, D, F, C, A. Thus the winner is E. With how many players can the starting player
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win the game? K /C. 708. Jean the butler is instructed by his lord to place candles in the
10 three-prong candle holders in the living room. Jean either needs to put three candles
of different colours in each holder, or put 30 candles of the same colour in all of them.
Jean goes to the shop on the corner to buy the candles, and finds that the shop only has
70 candles altogether. Show that Jean can buy an appropriate selection of 30 candles.

New exercises for practice — competition C (see page 478): Exercises up to
grade 10: K/C. 707. See the text at Exercises K. K/C. 708. See the text at Exer-
cises K. Exercises for everyone: C. 1689. Solve the following simultaneous equations
for integers a, b, ¢, d: a+d =9, ad+ b =38, bd+ ¢ = T4, cd = 18. (Proposed by E. Berkd,
Szolnok) C. 1690. The centre of a semicircle of unit radius and diameter AB is O. The
semicircle of diameter OB, centred at K is drawn inside the larger semicircle. A ray drawn
from point A touches the small semicircle at point C. The perpendicular dropped from
point O to AC intersects the arc of diameter AB at a point D. Prove that the midpoint
of line segment BD is C. C. 1691. What are the positive prime numbers p, ¢ for which
p° — ¢+ (p+ q)4 = 99007 Exercises upwards of grade 11: C. 1692. P is an interior
point of side DA of a square ABCD. The angle bisector of ZPBC' intersects side C'D
at point @, and the foot of the perpendicular dropped from point @ to line BP is R.
Find the angle of the lines AR and BQ. C. 1693. Four vertices of a cube are selected at
random. Every selection of four vertices is equally probable. What is the probability that
the four vertices form a tetrahedron? What is the probability that the four vertices form
a regular tetrahedron? (Proposed by N. Zagyva, Baja)

New exercises — competition B (see page 479): B. 5198. I have a tortoise,
a cat and a dog. If the cat is standing on the floor and I place the tortoise on the table,
the head of the tortoise will be 70 cm above the head of the cat. If the dog is standing
on the floor and I place the cat on the table, the head of the cat will be 80 cm above
the head of the dog. Finally, if the tortoise is standing on the floor and I place the
dog on the table, the head of the dog will be 120 cm above the head of the tortoise.
How tall is the table? (3 points) (Based on the idea of Sz. Kocsis, Budapest) B. 5199.
A coin is placed on each field of a chessboard, heads facing up. In each move, we can
(simultaneously) turn over three adjacent coins in any row or column. Is it possible
to achieve an arrangement where all coins show tails on top? (4 points) (Proposed by
M. E. Gdspdr, Budapest) B. 5200. The diameter of a semicircular arc is AgA4; = 1.
A point As is selected on the arc, such that ZAgA1 A2 = 1°. Then a point Az is selected
on the arc AjAs, such that ZA1A3A3 = 2°. The procedure is continued: point Agi1 is
selected on the arc Ax_1 Ak, so that the measure of angle Ar_1ArAky1 is k degrees
(k=3,4,...,9). What will be the length of the line segment AgA10? (The figure is not to
scale.) (3 points) B. 5201. Let 1 =d1 < d2 < --- < dr, = n be the divisors of a positive
integer n. Determine those composite numbers n for which the numbers di, di + da,
di+da+ds, ..., di+da+ -+ di_1 all divide n. (4 points) (Proposed by Cs. Sdndor,
Budapest) B. 5202. Two rational numbers are said to be acquainted to each other if
they can be represented in the forms p/q and r/s, respectively (p, g, r, s are integers),
such that |ps — gr| = 1. If two rational numbers are acquainted to each other, how many
common acquaintances may they have? (5 points) (Proposed by Sz. Kocsis, Budapest)
B. 5203. In a triangle ABC, AB > BC, the inscribed circle touches sides BC, C'A and
AB at the points Ag, By és Cy, respectively, and the escribed circle drawn to side AC
touches AC at point Bi. Show that the intersection of the line segments AgB; and
BoCy lies on the interior angle bisector drawn from vertex B if and only if the angle
at vertex C' measures 90°. (5 points) (Proposed by G. Holld, Budapest) B. 5204. Let

1 < a,b,c,d < 4 denote real numbers. Prove that 16 < (a—|—b+c+d)(é + % + % + é) < 25.
(6 points) (Proposed by J. Szoldatics, Budapest) B. 5205. There are four circles given
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in the plane: circle k2 lies in the interior of circle k1, circle ks lies in the interior of ks,
and circle k4 lies in the interior of k3. Also given are three lines e, e2 and e3 which
are pairwise non-parallel and each line intersects each circle. For all i = 1,2,3 let the
intersections of line e; with the circles be A;, B;, C;, D;, E;, F;, G; and H;, in this
order. Prove that if A1B1 + E1F1 =C1D1 +G1Hy and AsBs + EoFy = CoDo + GoHo
then A3Bs + FsF5 = C3D3 + G3Hs. (6 points)

New problems — competition A (see page 481): A. 809. Let the lengths of the
sides of triangle ABC be denoted by a, b and ¢ using the standard notations. Let S
denote the centroid of triangle ABC. Prove that for an arbitrary point P in the plane
of the triangle the following inequality is true: a - PA® +b- PB® + ¢- PC® > 3abc- PS.
(Proposed by Jdnos Schultz, Szeged) A. 810. For all positive integers n let r, be defined
as T, = tg(—l)t(?)ﬁ. Prove that nz—:l rn, = 0. A. 811. Let A be a given set with
n elements. Let £ < n be a given positive integer. Find the maximum value of m for
which it is possible to choose sets B; and C; for ¢ = 1,2,...,m satisfying the following
conditions: (i) B; C A, |Bi| =k, (i) C; C B; (there is no additional condition for the
number of elements in Cj), (iii) B; N C; # B; N C; for all i # j.

Problems in Physics
(see page 506)

M. 408. Let us make jam jar lids of different sizes collide with each other, such that
one of them is at rest and the collision is a head on one. Determine the coefficient of
restitution, which characterises the elasticity of the collision.

G. 757. Suppose you have a pair of reversible gloves, both pieces black on the outside
and white on the inside. Can you wear them as mismatched gloves? G. 758. An object
is behind a car not very far from it, and its images can be seen in both side-view mirrors
as well as in the rear-view mirror of the car. All the three mirrors are plane mirrors. In
which mirror does the driver observe the greatest and the smallest image? In other words
compare visual angles of the images. G. 759. Four balls of mass m, then another four
balls of M and then one more ball of mass m are strung on a horizontal, frictionless,
fixed rod, as shown in the figure. The balls are close to each other, they are made of some
perfectly elastic material and m < M. From the left another ball of mass m is coming at
a speed of v and collides with the first one of the ball string. After the following collisions
which balls remain at rest and what will the direction of the motion of the other balls be?
G. 760. A 10 cm high aluminium cone is raised slowly out of an aquarium, by means of
a thread attached to the apex of the cone. The shape of the aquarium is a rectangular
box, and the diameter of the cone is also 10 cm. Initially the base of the cone lies on the
bottom of the aquarium, and the cone is totally submerged into the water. The volume
of the aquarium is much greater than that of the cone. Plot the graph of the tension in
the thread as a function of the displacement of the cone.

P. 5355. Newspaper news (February 24, 2021): China’s Mars probe, Tianwen-1, has
been already orbiting Mars and has collected data from the red planet. The furthest point
of its parking orbit measured from the surface of Mars is 59 thousand kilometres, while
the nearest s 280 kilometres away. The probe makes one revolution around the planet in
two Mars days. By calculation check the accuracy of the value given for the period if the
other data are accepted as correct. P. 5356. A beam of rectangular cross section lies on
the horizontal ground. The horizontal side of the rectangle is L, whilst its vertical side
is H. Neglecting air resistance, from which point and how should a grasshopper jump in
order to jump over this beam with the least energy? In this case where is the focus of
the parabolic path of the leap? P. 5357. A uniform-density rod is lying on a horizontal
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tabletop. The rod is slowly raised into the vertical position by a force which is exerted
at one end of the rod always perpendicularly to the rod. What is the least value of the
coefficient of static friction between the rod and the tabletop if the rod does not slip
during the process? P. 5358. There are two beads on an insulated thin vertical thread,
one of them is fixed and the other is held at a height of h = 0.5 m above it. The mass
of the upper bead is m = 0.5 grams and the charge of both beads is Q@ = 2.58 - 10~ C.
At a certain moment the upper bead is released without initial speed. a) How much
distance does the bead cover until it reaches its greatest speed? b) What is this speed?
¢) What will the least distance between the beads be? d) What is the acceleration of
the bead at the bottommost point of its path? P. 5359. The edges of a cube are built
from resistors which has two different resistance values. The resistance of the resistors on
8 edges which are the edges of two opposite faces of the cube is r, and the resistance of
the other 8 resistors on the 4 edges perpendicular to the previously described edges is R.
Determine the equivalent resistance of the circuit between two adjacent vertices of the
cube between which the resistance is R. P. 5360. A simple Keplerian telescope is built
for demonstration purposes. We have two converging lenses, one having a diameter of D
and focal length f1, the other having a diameter of d and focal length f2 (f1 > f2, D > d),
and we also have a shutter (a device that allows light to pass for a determined period)
which can be fixed in the tube of the telescope at the common focal plane of the lenses.
With the shutter we would like to control the direction of light rays forming the image.
a) What is the viewing angle of the telescope without the shutter? (That is: what is the
maximum of the angular distance between two stars which can be seen in the telescope
at the same time?) b) At most what can the diameter of the shutter, which restricts the
field of view of the telescope, be in order that the image should not get distorted (that is:
the light rays determined by the directions of the rim of the image and pass the objective
lens, also pass the eyepiece)? ¢) Thus what can the field of view of the telescope be?
Hint: investigate how the parallel rays coming from different directions travel through the
telescope. P. 5361. The following two photos were taken of the same car, at the same
time. In the first photo the car was photographed through a curtain and in the second
without the curtain. The car was at a distance of 20 metres from the curtain. How densely
woven could the curtain be? P. 5362. In a synchrocyclotron, the velocity dependence of
the mass of elementary particles is compensated by decreasing the frequency of the electric
field, which accelerates the particles. For example, if protons are accelerated, frequency
of the applied voltage between the dees (D-shaped, metal, hollow half-discs) are varied
from 25 MHz to 18.9 MHz in each cycle. Determine in this case a) the magnitude of the
magnetic induction; b) the kinetic energy of the exiting protons. P. 5363. An hourglass
was made from a thin, tall glass tube. The mass mgo of the sand in it is equal to the total
mass of the glass tube and the supporting stands. Initially, the sand is at the bottom filling
it up to a height of h =5 cm. After turning the hourglass upside down the sand flows
down at a steady rate in to = 1 minute. (Approximate the shape of the sand in the upper
and lower bulbs with cylinders.) a) Determine where the centre of gravity of the hourglass
is time ¢ after the clock was started. (Don’t deal with the very short periods following the
start of the hourglass or immediately before its stop, when the flow of sand does not or no
longer fill the entire distance between the outlet and the lower impact point.) b) Calculate
the linear momentum of the hourglass time ¢ after starting the hourglass. ¢) We measured
the weight of the hourglass with a very sensitive scale while the sand is flowing from the
top cylinder to the bottom. We found that the weight measured is slightly greater than
the weight of the hourglass that has already been stopped. Using your answers given to
the previous two subtasks, determine how many thousandths of the weight of a working
hourglass is greater than that of the already “expired” hourglass!

71. évfolyam 8. szam KoéMaL Budapest, 2021. november



	450-452
	452-462
	463-465
	465-475
	476-477
	477-478
	478-479
	479-480
	481
	481-484
	484-488
	489-491
	491-506
	506-509
	509-511
	511-512

