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A két test térfogatdnak ardnya:
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Csanyi Tibor
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5100. Mutassuk meg, hogy n szomszédos egész szdm kéziil mindig kivdlaszt-
haté néhany (legaldbb egy), melynek dsszege oszthaté (14 2+ ...+ n)-nel.

(6 pont) Kovdcs Benedek és Vidrkonyi Zsombor 6tletébél
Megoldas.
1
1+2+...+n:%.

n darab egymast kovetd egész szam teljes maradékrendszert alkot modulo n,
az (n+ 1)-gyel osztva pedig egy kivételével (legyen ez a kivétel d) minden ma-
radékot felvesz. Az n darab egymadst kovet egész szam koziil kossiink Ossze kék
szinf éllel két szdmot, ha az Osszegiik oszthaté n-nel, illetve pirossal, ha (n + 1)-

gyel oszthat6 az Osszegiik. fgy egy n csucsu grafot kapunk, amiben minden cstcs
fokszama legfeljebb 2, és minden csicsbdl legfeljebb egy piros és egy kék él in-
dul ki. Tekintsiik a graf osszefiiggé komponenseit. Mivel minden csics legfeljebb
mésodfoku, egy ilyen komponens csak kor, alterndld (véltakozd szinil egyméshoz
csatlakozo élekbdl 4116) 1t, vagy izoldlt pont lehet. Minden szdmbdl kiindul egy pi-
ros és egy kék él, kivéve az n-nel osztva 0 és — paros n esetén — % maradékot add
(A és B), valamint az (n + 1)-gyel osztva 0 és (paratlan n esetén) nTH maradékot

ad6 (C és E), illetve esetleg az n + 1 — d maradékot adé D szdmokbdl.

Tekintsiik az A csucsot tartalmazé komponenst, ami — mivel A-bdl nem indul
kék él — csakis alternalé 1t lehet. Ha ennek az alternalé ttnak a maéasik végpontja
nem a D csucs, akkor ezen alterndld ut csiucsainak megfelelé szamok Gsszege oszt-
haté n(n + 1)/2-vel:

1. Ha a mésik végpont B, akkor n péaros, és A+ B =0+ % (mod n) oszthaté
%—Vel, a tobbi szam a kék élek mentén parokba allithatd, ezért Osszegiik oszthatd
n-nel. Az Ut valamennyi csiucsat a piros élek mentén parokba allitva adédik, hogy
a megfeleld szamok 6sszege oszthatd (n + 1)-gyel. Az egyméashoz relatfv prim % és

2
n + 1 szdmokkal valé oszthatdsaghdl kovetkezik, hogy az dsszeg g - (n+ 1)-gyel is
oszthatd.
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2. Ha a masik végpont C, akkor a kék élek mentén torténd parokba allitasbol
csak az (n-nel oszthaté) A marad ki, a tobbiek &sszege oszthaté n-nel. A piros élek
mentén parokba allitdsbdl csak a C' marad ki, ami viszont oszthaté (n + 1)-gyel,
ezért ekkor az ttba es6 szdmok Osszege még n(n + 1)-gyel is oszthatd.

3. Ha a masik végpont E, akkor a helyzet az el6bbihez hasonld, mindossze E
csupan nTH—Vel oszthatd, amibdl pontosan a kivant allitast kapjuk.

Ha viszont a D csics a masik végpont, akkor C' is csicsa a grafnak, és a C-t
tartalmazé alterndlé Gt komponens masik végpontja — n péarossagatol, illetve pé-
ratlansagatol fiiggden — B vagy E. Ekkor — a fenti esetekhez hasonléan — ez utébbi
alterndlé uthoz tartozd dsszeg lesz n(n + 1)/2 tébbszorose, tehét készen vagyunk.

Nddor Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
megoldasa alapjan

23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 6 versenyzé: Baski Bence, Fiiredi Erik
Benjamin, Kovacs Tamés, Nador Benedek, Németh Marton, Sztranydk Gabriella. 5 pon-
tos 4, 4 pontos 1, 3 pontos 1, 2 pontos 3, 1 pontos 4, 0 pontos 3 dolgozat. Nem szamitjuk
a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

B. 5112. Egy kartyapakliban p darab piros és k darab kék kartya van. Hanyfé-
leképpen vdlaszthatunk ki a paklibol kdrtyakat gy, hogy a piros kartydk szdama n-nel
tobb legyen, mint a kék kdrtydk szama?

(4 pont)

I. megoldéas. Elészor a kovetkezd segédtételt igazoljuk: ha a, b és m adott
pozitiv egészek, melyekre a 4+ b > m, akkor

(0 )-C2)

Bizonyitds: Ha egy tarsasigban a né és b férfi van, akkor koziiliik (
féleképpen valaszthatunk ki m {6t — ez éppen a bizonyitandé azonossag jobb oldala.
Masrészt osszeszamlalhatjuk gy is az eseteket, hogy 0 nét és m férfit, vagy 1 nét és

a+b)_

m — 1 férfit, vagy 2 n6t és m — 2 férfit, ..., vagy ¢ n6t és m — ¢ férfit, ..., vagy m nét
és 0 férfit vélasztunk ki. Ezeknek a lehet6ségeknek a szdma nyilvan az azonossag
bal oldala.

A feladatra térve jeloljiik t-vel a kivalasztott kék kartyak szamat, ekkor a ki-
valasztott piros kartyak szama n + t; t értéke 0-t6l k-ig mehet. Ezeket

( p )(k> :( p )( & )—féleképpen
n+t t n+t k—t

valaszthatjuk ki. A feladat kérdésére a valasz ezek Osszege. Hasznaljuk fel a se-
gédtételt a :=p, b:=k, m:=n+k, i := n+t helyettesitéssel. Ekkor a szummabdl
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latszélag kimarad néhdny tag, am azokra a t értékekre (mikor ¢ értéke —n és —1

kozott lenne) (klit) értéke 0. Ezt kapjuk:

tzk;(niJ (k:]it) :ngn (nit) (n+k—k(n+t)) -
n§0<nit)<n+k—k(n+t)>+n§n(nit>(n+k—k(n+t)> B

"g:: <”2‘)”) <”+’f—k(n+t>> B (212)

Csonka Illés (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn., 9. évf.)

IT. megoldas. Ha n > p, akkor a pakliban nincs elég piros kartya ahhoz, hogy
létezzen megfelel6 kivélasztas, tehat ebben az esetben a valasz 0. fgy a tovabbiak-
ban n < p.

Allitsuk pérba az n + k elemszdmu kartyarészhalmazokat, és a feladat felté-
teleinek megfelelé halmazokat. Minden H részhalmaz egyértelmiien felirhatd, mint
H = H;UH,, ahol Hy, csak kék, H,, csak piros kértydkat tartalmaz. Jellje tovabbd
K akék kdrtydk halmazdt. Legyen f(H) = (K\Hy)U H,. Mivel K\{K\H}} = Hj,
f egy involiicid, vagyis olyan (X,Y") parokba rendezi a részhalmazokat, melyek-
ben f(X)=Y és f(Y)= X. Most megmutatjuk, hogy ha X egy, a feladat fel-
tételeinek megfelels részhalmaz, akkor f(X) elemszdma n+ k. A feladat szerint

| X1 4+ n = |X,|. Tgy (felhasznélva, hogy {K\ X} N X, = 0):
|F(X)| = [(B\Xk) U X, | = [E\Xp| + [ Xp| = |K| = | Xi| + [Xp| = k +n.

Megforditva, ha X elemszdma n + k, vagyis | Xy| + |X,| = n + k, akkor f(X) =
= (K\Xi) UXp, fgy f(X)-ben |f(X)i| =k — | Xx| kék és | f(X),| = |X,| piros kér-
tya van, és | f(X)p| = [Xp| =n+k — |Xi| = n+ | f(X)k|- Vagyis ha X elemszdma
n + k, akkor f(X) megfelel a feladat feltételeinek.

Ebbdl (illetve f kolesonosen egyértelmi voltdbol) kovetkezik, hogy f parokba
rendezi az n + k elemszamd, és a feladatnak megfelelé halmazokat, vagyis az utob-

pt+k

n+k) :
Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

bibél annyi van, mint az elébbibél, ami (

80 dolgozat érkezett. 4 pontos 26, 3 pontos 8, 2 pontos 11, 1 pontos 8, 0 pontos
24 dolgozat. Nem versenyszeri 2 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési datum
vagy a sziiléi nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.
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B. 5140. Egy szigeten 10 orszdg taldlhato, ezek kozil némelyek szomszédo-
sak egymadssal, mdsok nem. Mindegyik orszdg eqy sajdt valutdt haszndl. Mindegyik
orszagban egyetlen pénzvdlto mikodik, a koévetkezd szabdalyok szerint: aki az adott
orszag valutdjabol 10 darabot befizet, az kap az 0sszes szomszédos orszdg valutdjd-
bol 1-1 darabot. Arisztid és Taszilé fejenként 100-100 egységgel rendelkeznek mind-
eqyik orszdg valutdjabol. Ezutdn mindketten a nekik tetszé sorrendben vdltogatjdk
a pénziket a killonbozo orszdagok pénvdltoiban, amig csak van olyan valutdjuk, amit
tudnak vdltani (tehdt legaldbb 10 darab van beldle). Bizonyitsuk be, hogy a végén
pontosan ugyanannyi bergengdc tallérja lesz Arisztidnek és Taszilonak (a bergengdc
tallér a sziget egyik orszdgdnak valutdja).

(6 pont) Meészdros Gdbor (Budapest) 6tletébdl

Megoldas. Azt latjuk be, hogy mindketten minden egyes orszdgban ugyan-
annyiszor valtottak pénzt — csak a valtasok sorrendje kiilonbozhet. Ebbol kévetke-
zik, hogy a végén mindkettojiikknek ugyanannyi lesz minden valutabol, hiszen egy
orszagban elvégzett tranzakcié ugyanolyan hatdssal van egy szereplé vagyonara,
fiiggetleniil attol, hogy azt mikor végzi el.

(Indirekt bizonyitds.) Tegyiik fel, hogy van olyan orszdg, amelyben Taszil6
tObbszor valtott pénzt, mint Arisztid. Nézziik meg, hogy milyen sorrendben val-
tott Taszilé. Tekintsiik azt a valutat, amibdl leghamarabb valtott tobbet, mint
Arisztid Osszesen abbdl a valutabdl. Legyen ez a valuta a C orszagban, és keressiik
Taszilé els6 olyan véltasat, amikor azzal egyiitt mar tobbszor valtott a C orszag
valutdjabol, mint Arisztid 6sszesen. Ezen valtas el6tti pillanatot nevezziik a kritikus
helyzetnek.

Amikor Arisztid mér nem tud tébbet véltani, a C orszdggal szomszédos orsza-
gokban biztosan legaldbb annyiszor valtott mar, mint Taszilé a kritikus helyzetig.
Mivel

1. Arisztid a C orszdg valutdjat pontosan annyiszor véltotta fel, mint Taszild
a kritikus helyzetig;

2. és a szomszédos orszagokban torténd valtasokbdl Arisztidnak legalabb ugyan-
annyi bevétele volt a C orszag valutdjabdl, mint Taszilonak a kritikus helyzetig;

ezért Arisztidnak a végén legaldbb annyi C-beli valutija van, mint Taszilénak
a kritikus helyzetben. Arisztid (a pénzvéltdsai végén) nem tud tébbet valtani,
Taszilé pedig még biztosan tudott legalabb egyet a C' orszagébdl, ez ellentmondas.

Tehat Arisztid és Taszilé tényleg minden egyes orszagban ugyanannyiszor
valtottak pénzt.

Fiilop Csilla (Szegedi Radndti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

Egyéb megoldasi kisérletek. Tobb versenyzo probalt a kovetkezé médon
érvelni.

Ha valamelyik orszag pénzébdl 6sszegytilik legalabb 10 darab, akkor azt elobb-
utébb be kell majd valtani. Mivel mindig pontosan ugyanolyan szomszédos valu-
takat kapunk a pénziinkért cserébe, ezért mindegy, hogy mikor valtjuk be. Tehét
tekinthetjiik a kovetkez6 valtdssort:
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1. Valtsunk be 10-szer minden egyes orszdgban, a valtasok utdn az egyes orszagok
valutdjabol lesz: a1, as, ..., a9 darabunk.

2. Ezutan valtsunk be minden i-re az i-edik orszdgban L%J alkalommal. A val-
tasok utdn az egyes orszdgok valutajabdl lesz: af,ab, ..., a},.

3. Ismételjiik az el6z6 1épést, ameddig nem csokken minden valutank darabszama
10 ala.

Az igy gondolkod6 megoldéknak abban igaza van, hogy ezeket a valtasokat
elébb-utébb tényleg el fogjuk tudni végezni. Arra azonban senki nem irt kelléen
meggy6z6 érvet, hogy egy mésféle valtdssorozattal miért nem lehet esetleg elérni,
hogy valamelyik orszagban ennél is tobbszor tudjunk véaltani. Az igy érvel6 dolgo-
zatok altalaban 4 pontot kaptak.

44 dolgozat érkezett. 6 pontos 20 versenyzd: Béan-Szabd Aron, Csonka Illés,
Duchon Marton, Filop Csilla, Hegedlis Daniel, Janosik M&té, Kercsé-Molnar Anita,
Kovacs Tamas, Kokényesi Mark Péter, Mezey Dorottya, Méra Marton Barnabés, Moéricz
Benjdmin, Nador Benedek, Németh Marton, Simon L&szlé Bence, Sztranydk Gabriella,
Terjék Andras Jozsef, Téth Bélint, Torok Agoston7 Varga Boldizsar. 5 pontos 2,
4 pontos 13, 3 pontos 1, 2 pontos 5, 1 pontos 1, 0 pontos 2 dolgozat.

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1665-1671.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1665. A KOMAL sz6 minden betiije egy-egy tizes szdmrendszerbeli szdm-
jegyet jelol. Hatérozzuk meg a KOMAL 6tjegyti szamot, ha fennéllnak a kovetkezd

egyenlségek:

(1) M+ O+ L=KA,
(2) 0+ L=KK,
(3) K+ O+ M =10,
(4) A-L=42.

C. 1666. Az ABC hegyesszogii hdromszog A pontbdl induld belso szogfelezo-
jének metszéspontja a B-b6l indulé belsé szogfelezbvel, valamint a BC' oldallal K,
illetve D. Az A pontbdl induld bels6 szogfelezé metszéspontja a B-bol induld bels
szogfelezével, valamint a BC oldallal K, illetve D. Az AD szogfelezore a K pont-
ban allitott merdleges az AB oldalt az FE pontban metszi. Az F pontbdl a BC-re
allitott merdleges talppontja F'. Bocsassunk merélegest a D pontbdl az AB egye-
nesre, a meroleges talppontja T'. Bizonyitsuk be, hogy T pont illeszkedik a K EF
haromszog koriilirt korére.
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