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14l egy korgytriit vagy a bels6 kort, akkor annyi pontot szerez, amekkora szam van
arra a részre irva. Ha valaki a korvonalat talalja el, akkor a nagyobb pontszdm jar
neki.
a) Mennyi a szerzett pontszdmok varhaté értéke, ha nagyon sok dobdst haj-
tanak végre? (5 pont)
Kati lemasolta a céltabla koncentrikus koreit egy papirra. Hatféle szinezdje

volt. A kozépso kis korlapot és a négy korgytriit ugy szinezte ki, hogy a kis korlap
és a kiilso korgytliri azonos szint, de barmelyik két szomszédos rész kiilonb6zo szinii

lett.
b) Hatdrozzuk meg a kiilénb6z8 szinezések szamét, ha egy szinezéshez legalabb
3 szint hasznélt. (7 pont)
Az évodédban a 29 ballagé gyerek mind- 200 cm
egyike kapott egy 10 cm sugard korlapot,
amire bucstajandékként tetszOleges rajzot 55 cm

készithettek. Az dvodapedagégusok gy rak-
tak ki az alkotdsokat egy 200 cm széles és
55 cm magas parafalemezre, hogy barmelyik két korlap még részben sem fedte
egymast, és egyetlen korlap se nytlt til az alabbi lemezen.

¢) Adjuk meg a korlapok egy ilyen lehetséges elhelyezését. (4 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2021/3. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenlitlenségeket a valds szimok halmazdn.

22 —1+6
1<
a) e p— (6 pont)
b) logg 5(—x? + 62 — 8) < 2+ log 5 3. (6 pont)

Megoldas. a) A tort nevezdje nem lehet zérus, emiatt x # 2 és x £ —3. Kozos
nevezore hozzuk és nullara rendezziik az egyenlétlenséget:
23 — 2% — 62

<0.
2 4+x—6

Szorzatta alakitjuk a bal oldalt:

x(z - 3)(x + 2)
(x —2)(x + 3)
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A hanyados értéke pontosan akkor nulla, ha a szdmldldja 0. A hanyados értéke
pontosan akkor negativ, ha a tényezdk kozott nincs 0, és paratlan sok tényezdje
negativ, vagyis ¢ < —3 vagy —2 < x < 0 vagy 2 < x < 3.
b) A logaritmus értelmezése alapjan —z2 + 62 — 8 > 0, amely akkor teljesiil, ha
2 <z < 4. Az egyenlétlenség jobb oldalat atalakitjuk a logaritmus definicigjanak
segitségével:
log035(—x2 + 62 — 8) < logg 50,25 + log 5 3.

A logaritmus azonossagat felhasznalva Gsszevonjuk a jobb oldalon 4ll6 kifejezést:
logy 5(—a” + 62 — 8) < log 5 0,75.

A 0,5 alapi logaritmus fiiggvény szigori monoton csokkenését figyelembe véve, a re-
lacios jel megforditasaval elhagyjuk a logaritmusokat, igy a kovetkezdé masodfoku
egyenlGtlenséghez jutunk:

—2? 4+ 62 — 8 > 0,75.

A miésodfoku egyenlétlenség megolddsa 2,5 < = < 3,5, amely megfelel a kikotésnek.

2. A 688, 1204 és a 2021 szamok ugyanannak a természetes szdmokbdl alld,
1-nél nagyobdb differencidji a, szimtani sorozatnak a tagjas.

a) Hatdrozzuk meg az a, sorozat differencidjdt. (4 pont)
b) Mennyi az a,, sorozat négyjegyt tagjainak dsszege? (6 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a 688, 1204 és a 2021 szdmok nem lehetnek ebben a sorrend-
ben egy mértani sorozat egymadst kovetd tagjai. (3 pont)

Megoldas. a) Mivel a sorozat tagjainak kiilonbsége a differencia tébbszorose,
ezért az 1204 — 688 = 516 és a 2021 — 1204 = 817 1-nél nagyobb kozos osztodit
keressiik. Az 516 = 22-3-43 és a 817 = 19-43. A két szamnak a 43 az egyetlen
1-nél nagyobb ko6z0s osztdja, tehat a sorozat differencidja a 43.

b) A sorozat elsd négyjegyli tagja az 1032, az utolsé a 9976. A sorozatnak
209 négyjegyl tagja van, hiszen 1032 + (n — 1) - 43 = 9976, amelybdl n = 209. Igy
a négyjegyl tagok Osszege:
1032 + 9976

Sapg = — -209 = 1150 336.

¢) A mértani sorozat definiciéja alapjan az egymést kovetd tagok hdnyadosa

allandé. A megadott 3 szdmra ez nem teljesiil, ugyanis % %.

3. Az dcedanon eqy kutatdcsoportnak elromlott a hajdja. Két mentbesapat siet
segitségiikre. A kutatok épp derékszogben latjik a két mentdhajot, amikor az eqyik
az A(4;5) és a mdsik a B(5; —3) pontban ldthatdk a radaron. A koordindtarendszer
egysége a valosagban 1 km.

a) A koordindtarendszer mely pontjiban van a kutatdhajd, ha a hdrom hajé dl-
tal kézrefogott haromszig teriilete a valdsdgban 15 km?, és a kutatécsoport helyének
abszcisszdja 1. (7 pont)
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A radaron véletlenszeriien felbukkan egy tengeralattjard a hajok dltal kézrefogott
hdromszdgon beliil.

b) Mennyi a valdszintdsége, hogy a tengeralattjdrd az abszcissza-tengely alatt
bukkan fel? (6 pont)

Megoldas. a) Mivel a kutatdék a két ment6hajot derékszog alatt latjak, ezért
az AB &tmérdjli Thalész-koron vannak (1. dbra). A kor dtmérdje

4Bl = /(5 4 + (-3~ 5)* = V5,

a kor kozéppontja az AB szakasz K (

felezopontja, igy a kor egyenlete:

(x—g>2+(y—1)2:i5.

A kutatécesoport helyének elsd koordindtdja 1, emiatt a kutaték a Ci(1;3) vagy
C3(1;—1) pontban lehetnek. Az ABC; hiromszog teriilete 13 teriiletegység,
az ABCy haromszog teriilete 15 teriiletegység. Tehdt a kutatéhajé a Co(1;—1)
pontban van.

4)% +
3:1)

1. dbra 2. abra

b) A valészinliséget a BEDCs négyszog és az ACsB hiromszog teriiletének
hdnyadosaként szamoljuk ki (2. dbra). A BEDC, négyszog teriiletét megkapjuk,
ha az AC5 B héaromszog teriiletébél kivonjuk az ADE héromszog teriiletét. A Co A

. ) 3.0 .
egyenes meredeksége 2, ezért az x-tengelyt a D( ) pontban metszi. Az AB egye-

nes meredeksége —8, igy az z-tengelyt az E( 0) pontban metszi. A DFE szakasz

37 3 _ 25
hossza & — 5 = 3. ”e
< 9 115
TBEDC, = 15 — =—.
2 16
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A kérdezett valésziniiség:

115
15 48°

4. Az f(x) = 22 — 1522 + 242 + d harmadfoki fiigguény lokdlis minimumhelye
egyben zérushelye 1is.

a) Hatdrozzuk meg d értékét. (7 pont)

Legyen az f fligguény lokdlis minimumhelye m, maximumhelye n.

b) Mekkora teriiletet zdr kozre az x-tengely, az x =m, az x = n egyenesek és
azy = f(x) egyenletd girbe? (6 pont)

Megoldas. a) Ahol a fiiggvénynek lokdlis szélséértéke van, ott

f(x) = 62% — 302 424 = 0.

A maésodfoku egyenlet megoldédsai x1 =1 és x5 = 4.
A fiiggvény mésodik derivéltja f”(z) = 122 —30. f’(1) =12—-30= — 18 <0,
emiatt x = 1-ben a fiiggvénynek lokalis maximuma van.

F/(4) =48 — 30 = 18 > 0,

emiatt x = 4 a fiiggvény lokalis minimumhelye, egyben zérushelye is. Ebbol kovet-

kezden
f4)=2-43-15-42+24-44+d =0,

amelybol d = 16.

b) Az a) feladat megolddsa alapjin
m=4ésn =1. A fiiggvény az [1;4] inter-
vallumon az z-tengely f6lott helyezkedik
el. A gorbe alatti teriilet:

4
T= /(23:3 — 1522 + 24x + 16) =
1

| 2¢% 1523  24a? Y8l
= =|— — + 16z :?.

4 3 2 .

II. rész

5. A MathCoffie Rt. 6 féle kdvékeveréket gydrt (Arcusa, Binoma, Ciklona,
Dodeka, FExpona és Faktora). Pepi ki szeretné prébdlni mindegyiket, ezért 2 doboz-
zal vett mindegyik fajtabol. A kdvékeverékek 3 kilonbézd drkategoridban kaphatok.
Az Arcusa és a Binoma I. drkategoridaji, a Ciklona és a Dodeka II. drkategoridji,
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az Expona és a Faktora III. drkategoridaba tartozik. A II. kategoridji kavé dra az I.
g’% 111 kategoriaji kavék aranak az dtlaga. A II. és I kategdridk dranak ardnya

35 -dal kisebb, mint a III. és 1. kategdridk drdnak ardnya.

a) Milyen drban vannak az egyes kdvéfajtak, ha Pepi a kdvékért 15480 Ft-ot
fizetett? (8 pont)

Pepi mindegyik tipusiu kdvébdl az egyik dobozt megnyitotta, hogy megkdstolja
a kdavékat, majd visszazdrta, igy kivilrél nem dllapithato meg, hogy melyeket nyitotta
ki. Pepi testvérei Pipi és Pepe szemet vetettek Pepi kdvéjdra, és véletlenszeriien
elvettek a 12 dobozbdl két-két dobozzal.

b) Hdnyféleképp vihettek el két-két kiilonbézd tipusi dobozt, ha szdmdt, hogy
a doboz bontott volt vagy sem? (5 pont)
c) Feltéve, hogy mindkét testvér két kilonbozd tipusi kdvét vitt el, mi a valo-
sziniisége, hogy a 6 bontatlan doboz mindegyike otthon maradt? (8 pont)

Megoldas. a) Legyen az A és B kavé dra x, a C és D kdvé ara y, az E és F
kavé ara pedig z. A feltételek alapjan felirhat6 a kovetkezd egyenletrendszer:

:L'Jrz_

2 _y7
y 10 =z
ac+337957

dx + 4y + 4z = 15480.
Az egyenleteket rendezziik:

r—2y+2=0,
10z + 33y — 332z =0,
z +y+ 2z = 3870.

A harmadik egyenletbdl kivonva az els6 egyenletet 3y = 3870 addédik, amelybél
y = 1290. Ezt visszahelyettesitve az els6 két egyenletbe, majd rendezve azokat:

x + z = 2580,
10z — 33z = —42570.

Ebbdl x = 990 és z = 1590. Tehat az A és B tipusu kavé dra 990 Ft, a C és D dra
1290 Ft és az E és F tipusu kavé ara 1590 Ft.

b) 3 esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy hdny olyan kévétipus van,
amelyet mindketten vélasztottak:

1. eset: Ha nem vélasztottak egyforma kavéfajtat, akkor Pipi 6 kavéfajtabol
valasztott kettot, és abbdl a kett6bol 4-féleképp vihetett haza aszerint, hogy bontot-
takat vitt vagy sem. Pepe pedig 4 kavéfajtabol véalasztott kettét, azokbdl szintén
négyféleképp vihetett haza. Ezek alapjan az els6 esetben (g) -4 - (;1) -4 = 1440-
féleképp valaszthattak.
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2. eset: Ha egy kavéfajtdbdl mindketten vittek, akkor a kozos fajta 6-féle lehet,
és ezt kétféleképp vehették el aszerint, hogy ki valasztotta a bontottat. A maradék
10 kévébol Pipi 5 - 2 = 10-féleképp valaszthatott, Pepe mér csak 4 - 2 = 8-féleképp,
mert nem vélaszthatta ugyanazt a fajtat, mint Pipi. Ez 6-2-10 -8 = 960 lehet&ség.

3. eset: Ha mindketten ugyanazt a kétfajta kdvét valasztottak, akkor a 6
kavéfajtabol eloszor kivalasztottak a két kozoset, majd azokbdl 4-féleképp vehettek
el aszerint, hogy ki melyiket valasztotta. Fz (g) -4 = 60 lehetOség.

Tehat 6sszesen 1440 + 960 4 60 = 2460-féleképp vehetnek el a kavékbol.

¢) Legyen az A esemény az, hogy a hat bontatlan doboz otthon maradt, a B
esemény pedig, hogy mindkét testvér kiilonboz6 tipusut vitt el. Ekkor

() () 90 1
P(AB) = P(4) = (123) . (%20) T 2970~ 33

hiszen ha minden bontatlan doboz otthon maradt, akkor a két testvér biztosan

kiilonbozé fajtdkat vdlasztott, és azokbdl is csak a bontottat. P(B) = % = %,
mert ez a b) feladat valdszintisége.
A fentiek alapjan a kérdéses feltételes valésziniiség:
1
P(AB) 33 3
P(A|B) = =-33 -
(418) P(B) 82 82
99
6. Eqy egyséq oldali szabdlyos kilencszdg csucsai Ay; Ao ... ; Ag. Szerkessziink

félkoroket Ay As; AsAy;. .. Ay Ag; AgAv; AgAs szakaszokra, mint atmérdre a kilenc-
sz6gon beliil.

a) Igazoljuk, hogy a félkoriket érintd kor dtmérdjének hossza

cos 40° — sin 40°

sin 20° (9 pont)

Huzzuk be a szabdlyos kilencszdg dsszes dtlojdat, majd szinezziik pirosra azokat
a szakaszokat (dtldkat, oldalakat), amelyek a csicsok indexeit tekintve kiilonbézd
paritisuakat kétnek dssze, a tobbi szakaszt pedig fessiik kék szindre.

b) Hdnyféle iton lehet eljutni az Ay csicsbdl az Ag csicsba piros szakaszokon
gy, hogy minden cstucsot pontosan egyszer érinthetink? (8 pont)

¢) Mennyi a valdszindsége, hogy ha véletlenszeriien kivdlasztunk a szakaszok
kozil kettét, akkor azok kiilonbozé szintiek? (4 pont)

Megoldas. a) Abrdt készitiink a feladathoz, és hasznaljuk annak jeloléseit.

A keresett érinté kor O kozéppontja egyben a szabdlyos kilencszog kozéppontja
is, sugara legyen r. Az AgAs adtméréju félkor kozéppontja P. A félkér az A0
szakaszt az () pontban metszi. A szabdlyos kilencszog belsé szoge 140°, ezért
A10T<1 = A1 AgP<t=20°. A1 Ag = 1, ezért A1 P = sin20° és AgP = cos20°. Mivel
Ag és Q is az AgAs atmérdji félkorre illeszkedik, ezért PAg = PQ = cos 20°.
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sin 20°

P cos 20°

cos 20°

209

o

Az A;OT héromszogben felirjuk sin 20°-ot a hdromszog oldalainak segitségé-
vel:

1
2 - (r + cos20° + sin 20°)
Ebbél kifejezziik az érint6é kor dtmérdjét, 2r-t:

sin 20° =

1
2r = o 2COS2OO — ZSiHZOO.
sin 20

A jobb oldali kifejezést k6zos nevezére hozzuk, majd alkalmazzuk a kétszeres szogek
szogfiiggvényeire vonatkozd sszefiiggéseket:

o 1-2 sin? 20° — 2sin 20° cos 20° _cos 40° — sin 40°

sin 20° N sin 20°

Ezzel az allitast bizonyitottuk.

2r

b) Az A; csticsbdl csak péros indextl csticsba léphetiink (ez 4 lehetéség), onnan
pdratlanba (ez 3 lehetdség), majd djra pdrosba (ez szintén 3 lehet8ség), és igy
minden cstcson végighaladva az Ag csicsban fejezddik be az it. Ez Gsszesen

4-3-3-2-2-1-1=144
lehetGség.

¢) A kilencszoget egy kilencesticsu grafnak tekinthetjiik, és megadjuk a pi-
ros szakaszokbdl allé részgraf éleinek szamét. Ebben az 6t paratlan indexii cstcs
fokszdmédnak mindegyike 4, a négy péaros indexiié pedig 5. A fokszdmok Osszege
ezek alapjan 5-4 44 -5 = 40, tehat 20 piros él van a grafban. A grafnak tsszesen
(5) =36 éle van, ebbdl kovetkezden 36 — 20 = 16 kék szinfi ¢l van. A klasszikus
valészinliségi modell (hipergeometrikus eloszlds) alapjdn a valésziniiség:

20-16 320
P = = 2 ~0,508.
(36) 630
2
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7. a) Jellemezzik az

B 3ntl —2pn -3
In = —————
sorozatot monotonitds, korldtossdag és konvergencia szempontjabol. (9 pont)

b) Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szdmra

4 8 4n 2n+3

§+§+...+37=3 T (7 pont)
Megoldas. a)
32 _2n—5 Il _2n—3 dn+4
Ap41 — Qp = P - 3 = gt >0
minden n pozitiv egész szamra, ezért a sorozat szigorian monoton né.
nh%r&% :nli_>rr;o3éfn _nll%o%_nlllﬂogin —3-0-0=3,

tehdt a sorozat konvergens, és a hatarértéke 3.

A sorozat konvergens, tehdt korldtos. A sorozat monoton névekvé, ezért a leg-
nagyobb alsé korlatja megegyezik a sorozat elsd elemével, tehat inf(a,,) = % A leg-
kisebb felsd korlatja pedig a sorozat hatérértékével egyezik meg, tehdt sup(a,) = 3.

b) A bizonyitast teljes indukciéval végezziik.

n = l-re % =3 % teljestil.
Tegyiik fel, hogy n = k-ra
4 n 8 T 4k 5 2k+3
39 73k 3k
Igazoljuk az ,6roklédést” n = (k + 1)-re, vagyis
4 8 4k A(k+1) 2(k+1)+3
§+§++37k 73]“_1 = *73]“_1

Hasznéljuk fel az indukcios feltételt az egyenlet bal oldalan:

2k + 3 4(k+1)7 2(k+1)+3
3k 3k+1 3 - 3k+1 :

3

Az egyenlet mindkét oldaldbdl kivonva 3-at, majd szorozva a kozos nevezovel azt
kapjuk, hogy —(6k +9) + 4k +4 = —(2k + 5), amelybdl a zdrdjelek felbontédsa és
Osszevonas utan —2k — 5 = —2k — 5.

Az 6roklédést igazoltuk, tehat az allitas igaz.

8. a) Igazoljuk, hogy minden pozitiv valés szdmpdrra ha x2 + 4y? = 12zy, akkor

lgx +lgy

lg(z +2y) —21g2 = 5 (6 pont)

b) Van-e megolddsa az x% + 4y? = 122y egyenletnek a pozitiv egész szdmok
halmazdn? Vilaszunkat indokoljuk. (10 pont)
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Megoldas. a) Alakitsuk at az elérni kivdnt alakot 2-vel valé szorzds utén
a logaritmus azonossagainak alkalmazéasaval:

g (z +2y)° —1g2* =gz +1gy,
Ig (x + 2y)° = lg(162y).

A logaritmusok elhagyhatdk, mert a logaritmus fiiggvény kolcsonosen egyértelmi.

A kapott (x + 2y)2 = 16xy egyenletben a zardjel felbontdsa és rendezés utan
az x? + 4y? = 12zy alakhoz jutunk. Minden atalakitds ekvivalens volt a pozitiv
szamok halmazan, ezért azok visszafelé is elvégezhetdk, igy az allitast igazoltuk.

b) Az egyenlet z-re nézve masodfok, ezért rendezziik O-ra: 2% — 12zy +4y? = 0.
Irjuk fel a masodfoku egyenlet megoldéképletét:

12y 4+ /14492 — 1632
s 2y Y = 6y + 4v/2y.

x1,2

Ha y pozitiv egész szam, akkor z-re irraciondlis szamot kapunk, tehat az egyenletnek
nincs megoldasa a pozitiv egész szdmok halmazan.

9. Egy derékszogii trapéz hegyesszoge 60°-o0s, hosszabbik alapjinak és hosszab-
bik szdrdnak ardnya 2 : 1.

a) Hatdrozzuk meg a trapéz dtldinak ardnydt. (6 pont)
A trapézt megforgatjuk a hosszabbik alapja, majd a hosszabbik szdara koril.

b) Hatdrozzuk meg a kapott testek térfogatinak ardnydt. (10 pont)

Megoldas. a) Abrdt készitiink a feladathoz, D ¢
és hasznaljuk a jeloléseit.

A megoldds soran tobbszor felhasznaljuk, 2
hogy a félszabalyos haromszog szogei 30°, 60°
és 90°, oldalainak aranya 1 : V3 : 2. Mivel az 4t-
16k ardnyat kell meghatdrozni, ezért a hason- 4 4 B
l6sédgot kihasznalva rogzithetjitk a hosszabbik
alap hosszat az egyszertiség kedvéért 4 egységnek. Ekkor a hosszabbik szar hossza
2 egység. Az ABC haromszog félszabalyos, mivel a 60°-os szoget kozrefogd két oldal
aranya 1 : 2. Emiatt az ACB< = 90°, BAC<t = 30° és az AC szakasz hossza 21/3.
A CAD< = 60°, mert a BAC'< pétszoge. Ebbdl kovetkezéen az AC D derékszogii
héromszog szintén egy félszabalyos haromszog, igy az AD oldal hossza /3 és
a CD oldal hossza 3 egység. Ezek utdn a BD atlé hosszét az ABD derékszogii
haromszogben Pitagorasz-tétel alkalmazasaval kiszamoljuk:

BD =/(V3)® +42 = V19.
A fentiek alapjan az atlék aranya

AC  2v3 257

BD 19 19
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b) Abrdt készitiink a feladathoz, és haszndljuk a jeloléseit.

D

Az elsd dbran lathaté a hosszabbik alap koriili forgatdssal nyert test. A test
térfogatdt egy azonos alapkorii henger és kup térfogatdnak Gsszegeként kapjuk meg.
Az alapkér sugara a trapéz AD magassigaval egyenld, tehdt 7, = r, = /3 egység
hossz1, a henger magassaga m;, = C'D = 3, a kip magassiga my = AB—CD =1
egység. A fentiek alapjan az elsé test térfogata

(v3) 71
3

2
m:riﬂmh+rk7;mk=(\/§)2-7r~3+ = 107.

A maésodik dbran lathat6 a hosszabbik szér koriili forgatassal nyert test. A test
térfogatat ugy kapjuk meg, ha egy kip és egy csonkakup térfogatanak Gsszegébdl
kivonjuk egy kisebb kip térfogatdt. A kis kup csticsa egybeesik a nagy kup alap-
korének kozéppontjaval, mivel az AC &tlé merSleges a BC szérra. A nagy kip
sugara megegyezik a csonkakip alapkorének sugardval: m = Resk = AC = 2V/3.
A csonkakip feddkorének sugara megegyezik a kisebbik kip alapkorének sugara-
val. A DCT hédromszog hasonlé az ABC haromszoghoz, mert oldalaik paronként
parhuzamosak. A hasonlésig ardnya

pc_3 . 3v3

AB_4, gy csk — Tkk — 9 .
A nagy kip magassaga my, = C'B = 2, a csonkakup és a kis kiip magassiga meskx =
=myr =1C = 5 A fentiek alapjdn a masodik test térfogata:

2 2
T . TMpk TMesk T TMEk
k n cs 2 2 kk
Vo= = + (Rcsk + ReskTesk + rcsk) - =
3 3 3
8 + 111lr 27n 377
= &7 - = —
8 8 2
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A két test térfogatdnak ardnya:

%] 107 20

[CE T T

Csanyi Tibor
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5100. Mutassuk meg, hogy n szomszédos egész szdm kéziil mindig kivdlaszt-
haté néhany (legaldbb egy), melynek dsszege oszthaté (14 2+ ...+ n)-nel.

(6 pont) Kovdcs Benedek és Vidrkonyi Zsombor 6tletébél
Megoldas.
1
1+2+...+n:%.

n darab egymast kovetd egész szam teljes maradékrendszert alkot modulo n,
az (n+ 1)-gyel osztva pedig egy kivételével (legyen ez a kivétel d) minden ma-
radékot felvesz. Az n darab egymadst kovet egész szam koziil kossiink Ossze kék
szinf éllel két szdmot, ha az Osszegiik oszthaté n-nel, illetve pirossal, ha (n + 1)-

gyel oszthat6 az Osszegiik. fgy egy n csucsu grafot kapunk, amiben minden cstcs
fokszama legfeljebb 2, és minden csicsbdl legfeljebb egy piros és egy kék él in-
dul ki. Tekintsiik a graf osszefiiggé komponenseit. Mivel minden csics legfeljebb
mésodfoku, egy ilyen komponens csak kor, alterndld (véltakozd szinil egyméshoz
csatlakozo élekbdl 4116) 1t, vagy izoldlt pont lehet. Minden szdmbdl kiindul egy pi-
ros és egy kék él, kivéve az n-nel osztva 0 és — paros n esetén — % maradékot add
(A és B), valamint az (n + 1)-gyel osztva 0 és (paratlan n esetén) nTH maradékot

ad6 (C és E), illetve esetleg az n + 1 — d maradékot adé D szdmokbdl.

Tekintsiik az A csucsot tartalmazé komponenst, ami — mivel A-bdl nem indul
kék él — csakis alternalé 1t lehet. Ha ennek az alternalé ttnak a maéasik végpontja
nem a D csucs, akkor ezen alterndld ut csiucsainak megfelelé szamok Gsszege oszt-
haté n(n + 1)/2-vel:

1. Ha a mésik végpont B, akkor n péaros, és A+ B =0+ % (mod n) oszthaté
%—Vel, a tobbi szam a kék élek mentén parokba allithatd, ezért Osszegiik oszthatd
n-nel. Az Ut valamennyi csiucsat a piros élek mentén parokba allitva adédik, hogy
a megfeleld szamok 6sszege oszthatd (n + 1)-gyel. Az egyméashoz relatfv prim % és

2
n + 1 szdmokkal valé oszthatdsaghdl kovetkezik, hogy az dsszeg g - (n+ 1)-gyel is
oszthatd.
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