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Bizonyitsunk sokféleképpen —
egy érettségi feladat tovabbgondolasa

1. El6zmények

A 2020. oktéberi matematika érettségi emelt
szintll irésbeli vizsga 9.b) feladata a kovetkezd
volt!:

9.b) Jelolje a 4 egység oldali ABC' szabé-
lyos haromszog BC' oldalanak B-hez kozelebbi
negyedel6pontjat P, a C' A oldal C-hez kozelebbi
negyedelépontjat @), az AB oldal A-hoz kozelebbi
negyedel&pontjit pedig R. Jelolje tovabbd AP és
BQ szakaszok metszéspontjat X, BQ és CR sza-
kaszok metszéspontjat Y, végil CR és AP sza-
kaszok metszéspontjat Z (1. dbra).

1. dbra

Hatédrozza meg az XY Z héromszog teriiletét!

A hivatalos javitasi itmutatéban a feladatra négy megoldés taldlhat6. Ebben
a cikkben néhény észrevétel mellett tovabbi megoldési és altalanositasi lehetésége-
ket sorolunk fel.

2. A hivatalos megoldasok
Roviden 4ttekintjiik a javitdsi itmutatéban szereplé megoldésokat.?
El6zetesen megallapithatjuk, hogy a harmadrendi forgasszimmetria miatt:
—az ABP, BCQ, C AR haromszogek egybevagok;
—az ABX, BCY, CAZ haromszogek egybevagdk;
—az ARZ, BPX és CQY hédromszogek egybevagok;
—az XY Z haromszog szabalyos.

I. megoldas. A ZX szakasz hosszat szamitjuk ki, ebb6l az XY Z haromszog
teriilete mar szamolhatd.

Az ABP héaromszogben ismert harom adat, igy meghatarozhatjuk pl. a koszi-
nusztétellel az AP szakasz hosszat és a BAP< = « szoget. Ekkor az AZ R hirom-
szogben ismeriink hdrom adatot (ARZ< = APB< = 120° — a), {gy pl. a szinusz-

"https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok_20200sz_
emelt/e_mat_20okt_f1l.pdf

’https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok_20200sz_
emelt/e_mat_20okt_ut.pdf
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tétellel AZ és ZR kiszémolhat6. Es mivel XP = ZR,igy ZX = AP - AZ —ZR

(2. dbra).
Az XY Z szabalyos hdromszog teriilete pedig t = \/TgZX 2. (A szdmadatokkal
t = 2,13.)
(@
X
A B
2. abra 3. dbra

II. megoldas. Kiszamitjuk az ABX hédromszog teriiletét, majd az ABC
hiromszog teriiletébdl kivonjuk ennek a 3-szorosat.

Mint az 1. megolddsban, kiszamitjuk AP-t és az « szoget. Ekkor az ABX
hdromszogben is hdrom adat ismert (ABX < = 60° — ), igy meghatdrozhaté az AX
oldal, és az ABX hdromszog teriiletét megkapjuk a trigonometrikus teriiletképlet
alkalmazdsdval (3. dbra).

II1. megoldds. A ZX szakasz hosszat szamitjuk ki, mint az I. megolddsban,
de most trigonometria alkalmazéasa nélkiil.

A P pont AB-re es6 merdleges ve-

L tiiletét jeloljiik V-vel (4. dbra). Rendre

1 meghatarozhatjuk PV és VB hosszat

60 (a PVB félszabdlyos” héromszog befo-

A v B 86i), majd AV-t (AV = AB -V B), végiil

AP-t (az AV P derékszogli hdromszoghdl
Pitagorasz tételével).

Az ABP és a BX P haromszogek hasonldk, mert két szogiik egyenlé (PBX < =

= PAB< = o, lisd a 2. dbrdt). A megfelel6 oldalak arény4bol egyrészt 22 = 28

innen X P szdmolhatd; mésrészt XB = 4X P (= AZ).
ZX = AP — XB — X P, vagyis megkaptuk a szabélyos haromszog egy oldalat.

4. dbra

IV. megoldas. A ZX szakasz hosszat szamitjuk ki, er6sebb trigonometriai
eszk6z0k segitségével.

Az ABP hiromszdgben szinusztétellel — (Sina innen az addiciés té-

__sinae 1
sin(120°—a) ~ 47
telek segitségével kiszamitjuk a-t. Az ABX haromszogben ismert harom adat, igy
az oldalakat meghatdrozhatjuk a szinusztétellel, példaul

sina_ BX sin(60° —a) AX

sin120° 4 Tsmi1z20° | 4

196 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/4



ﬁ} 2021.4.6 — 20:22 — 197. oldal — 5. lap KoMalL, 2021. 4prilis gf

alapjan. Ezutan az XY Z hdromszog oldala mar addédik:

ZX =AX - AZ = AX — BX.

3. Egy tovabbi megoldas

Ez a megoldés a fejlesztés soran sokdig szerepelt
az utmutatéban, de végiil nem keriilt be. G

V. megoldas. A III. megoldds moddositasaval
a keresett teriiletet ,kiszitaljuk”.

Az XY Z haromszog teriiletét megkaphatjuk gy
is, hogy az ABC haromszog teriiletébol levonjuk
az ABP haromszog teriiletének 3-szorosat, majd hoz- X
zdadjuk az ARZ haromszog teriiletének 3-szorosat
(ugyanis az eléz6 levondsndl az ARZ haromszog terii-
letét 6-szor vontuk le, holott csak 3-szor kellett volna, 5. dbra
5. dbra).

A szokésos médon jarunk el: az ABP haromszogben a teriiletet kiszdmithat-
juk a trigonometrikus teriiletképlettel, majd meghatdrozhatjuk AP és a értékét.
Az ARZ haromszogben pedig ismerjiik a szogeket és az AR oldalt, igy a teriilete
mér szamolhato.

4. Altalanositas

Az egyik altalanositdsi lehetéség, ha tetszoleges, %—nél kisebb r = AR : AB
arannyal dolgozunk. (A kitlizétt feladatban r = % volt.)

Jelolje az ABC haromszog oldalainak hosszat a, ekkor tehat AR = BP =
=CQ =ar.

Az ABP haromszogben a koszinusztételbl AP = av1l—r+712.

Az ABP és a BXP haromszogek hasonléségabdl (III. megoldds) &= = LB

PB PA>
innen
2.2 2
xp=_2" —a. " :
av1l—r4r? V1—r41r2
valamint
XP
BX =AZ=""—4. !

r Vi—r+r2
2

ZX=AP-AZ - XP=ay1—-rt+r2— 2L 9
Vi—r+r2 V1—r+r2

‘ (s c _ . _1-2r ST
atalakitasok utan ZX = a i addédik.

Az XY Z haromszog teriilete:

@ 5 (1—2r)2

T = .
xXyz 4a 1—r41r2
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Megjegyzések:
— Megkaptuk az egyes szakaszok hosszdnak ardnyét: AZ : ZX : XP=r:(1—2r):r%
— s megkaptuk az XY Z és ABC hdromszogek teriiletének ardnyat is:

Txyz _ (1=2r)?
Tapc 1—r+r2"

—Aza=4ésr= %1 helyettesitésekkel megkapjuk a III. megoldasban szerepl6 pontos
értékeket:?

16v/3 Txvyz 4
T = — AZ :ZX . XP=4:8:1 = —.
Y2 T oL e T 13
kﬁ — Erdekességképpen abrazolhatjuk a k : 10;0,5[ — R;
-t

_ Txyz _ (1=2r)°
k(r) = Tapc ~ 1—r4r?

0 \ Néhéany érdekes fiiggvényérték:

p(L)_ 108 (1Y _ 100
20/ 127’ 12/ 133’

05 \ LY_ 64 (1Y _9 (L) _1L
k<10>_91’ k(5>_21’ k<3>_7’

fiiggvényt (6. dbra).

\ k(———) = !
N 2n+1) 3n2+3n+1

0 0.1 0.3 05 1

6. dbra

5. Tovabbi megoldasok teriiletaranyok segitségével

Ezekben a megolddsokban azt hasznaljuk fel, hogy az azonos magassagu ha-
romszogek teriilete ardnyos az alapjukkal.

VI. megoldas (r = zll) Mivel ]B;—g = % =3, 1gy
Tppz 1 . Tarc 1, Tarpz 1
= —, illetve =— és =—.
Tcpz 3 Terc 3 Terz 3

Ez az arany a teriiletek kiilonbségére is megmarad, igy

Tapc —Tapz  Tazc 1

Tsre —Terz  Tpzc 3

is teljesiil.

3Minden megoldéds részletes kidolgozdsa olvashaté honlapunkon a teljes cikkben
(az &brak szdmozdsa a teljes cikket koveti). Megprébalhatjuk az 6ndllé kidolgozasukat.
https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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Huzzuk be a BZ szakaszt, és jelolje
a 7. dbra szerinti részharomszogek teriiletét
x, Yy, z, az ABC haromszog teriiletét T'. Ek-
kor az abran szereplé masik két haromszog
teriilete 3y és 3z. A fenti Gsszefiiggések alap-
jan felirhat6 az alabbi egyenletrendszer:

T 1
1 ==z
(1) =3
3
(2) x+3y:ZT.

(1)-b8l y = :%x’ ezt (2)-be frva x = 1—33T.
A forgdsszimmetria miatt kapjuk (II. megoldas), hogy

Txyy =T — 3¢ = %T.

Megjegyzések:
— Nem kellett kiszamolnunk z értékét, de Tarc =z + = = %—bc’il z =

— A kapott eredmény természetesen dsszhangban van az altalanositas

(1 —2r)?

T =—
XYZ =1 e

formuldjdval, r = % esetén.
- Eszrevehetjﬁk, hogy nem hasznéltuk fel, hogy az ABC haromszog oldalai egyenldk,

vagyis eredményiink tetszOleges haromszogre igaz.

Masodik altalanositas. Ha tetszéleges T teriiletti haromszogben behuzzuk
az oldalakat megfeleld mdédon negyedel6 szakaszokat (tovédbbiakban: osztdszaka-
szok), akkor a keletkezett XY Z hdromszog teriiletére

4
Txyz = T?)T

A tovabbi megoldédsok az altaldnos ABC' hiromszogre vonatkoznak.

VII. megoldas (harmadik &ltaldnositds). A hagyomdnyos médon legyen az
ABC héaromszog oldalainak hossza rendre a, b, ¢, ekkor AR = rc és BP = ra.

Prébéljuk meg a VI. megoldas alapjan kidolgozni a bizonyitast.

6. Tovabbi megoldasok hasonlésag alkalmazasaval

Ezekben a megolddsokban parhuzamost hiizunk valamelyik egyenessel, és egy
kijelolt hasonlésagi centrummal kapott hasonlé haromszogek oldalainak ardnyéara
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vonatkozé egyenléségeket irunk fel. (A parhuzamos egyeneseken egyenld valtdszo-
gek vagy egydllasu szogek keletkeznek.) Tobbféle lehetéségiink is van: a parhuza-
most huzhatjuk valamelyik csicsbdl, osztoszakasz talppontjabdl vagy az osztdsza-
kaszok metszéspontjdbdl; és amivel parhuzamost hiizunk, az lehet az ABC' hérom-
sz0g valamelyik oldala vagy osztdszakasza. (Es természetesen ezeket a modszereket
vegyesen is alkalmazhatjuk.)

VIII. megoldas. Parhuzamost hizunk a B cstcson 4t az AC oldallal, ennek
az AP és CR egyenesekkel val6 metszéspontjat jelolje D és E (9. dbra). A kénnyebb
leirds kedvéért vezessiik még be az AZ =wu, ZP = v, PD = w jelolést is.

A DPB é APC héromszogek hasonldk, ezért -~ = -~ és DB = 2.

w
utv ~ 1-r r
A BRE és ARC haromszogek hasonldk, ezért BE = @

Végiil aDZE és AZClis hasonlé hdromszogek, innen

v—i—w_DB—l—BE_ r +1—r
u AC T 1—1r ro

Ha az u, v, w-re kapott két 6sszefiiggésbol kikiiszoboljiik w-t, akkor megkapjuk
2
T (u+v), a masodikbol w = u% -,

a jobb oldalak egyenléségébdl pedig, némi dtalakitds utdn, + = W adodik.

az 5 aranyt. Az els6 egyenletbSl w =

R (I—-r)c

9. dbra 10. dbra

Ugyanigy meghatarozhatjuk a % osztasaranyt is. Ha a CZ, ZR, RE szaka-

szokat rendre d, e, f jeloli, akkor a keletkezett hasonlé haromszogekbdl
f 1—r , f+e r 1—r
_ és _

e+d r d _1—r+ ro

vagyis az el6z6 megoldas % ardnyahoz képest r és (1 — r) szerepet cserél. Az egyen-
letrendszerbdl kapjuk, hogy Cgl =1r

™
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Ha az AP és C'R szakaszok osztdsardnya mar ismert, akkor a megoldds tobbfé-

leképpen is befejezhets. Az

AX cz

osztoszakaszok szimmetrikus szerepe miatt XP = 7R’

innen megkaphatjuk a korabbrél ismert AZ : ZX : XP =1 : (1—2r) : r? ardnyokat
(a levezetést az olvasdra bizzuk), és ez a masik két osztészakasz esetén is fenndll.
Ekkor példdul rendre felirhatjuk a kovetkezd haromszogek teriiletét (10. dbra):

Trep = %TABC ! I “Tapos;
Trpy = %TRCB = 17”2__27;—:_7112 = I TTABC;
Tzpy = %TRBY =71 _12_742_:7“2 ' 1702__27;—:_7;2 . ITTABc; végiil

A tovabbi megoldasokat tehédt visszavezethetjiik két osztdészakasz osztés-
aranyanak meghatarozasara.

IX. megoldas. Parhuzamost hizunk a P ponton 4t az AC oldallal, en-
nek az AB és CR egyenesekkel vald metszéspontjat jelolje D és E (11. dbra).
A konnyebb leiras kedvéért vezessiik még be az AZ =u, ZP =v,CZ =d, ZR = e,
RE = f jeloléseket.

Prébéljuk meg 6nalléan befejezni.

11. dbra
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X. megoldas. Pdarhuzamost hizunk a P ponton 4t a C'R szakasszal, ennek
az AB egyenessel valé metszéspontjat jelolje D (12. dbra). A hagyomdanyos jel6lé-
sekkel AZ =u, ZP =v,CZ =d, ZR = e, és legyen PD = g.

Az el6z6 két megoldashoz hasonldéan, a mellékelt abra segitségével prébéljuk

meg bizonyitani a feladat allitdsat.

XI. megoldas. Egy tovabbi, hasonlé gondolatmeneten alapulé megoldas ol-
vashaté a cikkben.

7. Tovabbi megoldasok

Néhany olyan megoldasi moédszer kovetkezik, amiket a tanuldk ritkabban al-
kalmaznak.

XII. megoldas (szabadvektorok).
Dolgozhatunk szabadvektorokkal is. Le-

gyen E =X, 1@ =y, ésu, v, d, e jelen-
tése a szokdsos (14. dbra). Kétféleképpen

is felirhatjuk az /ﬁ vektort.
Egyrészt AP = x +r(y — x), igy

i Ly u
A :u+vA :quv(x—f—r(y—x)):
A rec R (I=r)e B w

=X 1—7r)+
14. dbra u—l—v( )ty

7.
U+ v
Masrészt xﬁ =rx, ]@ =y —TX, R? = HLd(y —rX), és igy

e dr e
AZ=rxt+—(y—rx)=x 4y_°
Tx+e—|—d(y rx) Xe—f—dere—l—d
Az
. U (1= + u N dr n e
u+v yu—|—v T Te+d ye—|—d

vektoregyenlet helyettesithetd két skalaregyenlettel:

u dr u e

(1-r)= és

U+ v e+d u—|—vT e+d

A két egyenlet hdnyadosabdl lr;r = %, innen ¢ = %, azaz megkaptuk az egyik

e
jOl ismert Gsszefiiggést.

Vegyiik az els6 egyenlet reciprokat:

(1+v) 1 _1+e
u/ 1—r ¢ dr’

az elébb kapott Osszefiiggés miatt
(1 n v) 1 1 n r
w/ 1—r r 1—7
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(1-r)?

Innen pedig % = ~———, mint kordbban mar lattuk.

A megoldds innen mér (a kordbbiakhoz hasonlé médon) befejezhetd.

Megjegyzés. Kicsit elegdnsabb (egyszertibb) lett volnaav = 1—wu és e = 1 —d jelolések
alkalmazasa; ekkor u, v és d, e a megfeleld szakaszok hosszanak aranyat jelentik.

A XIII. és a XIV. megoldas egyardant helyvektorokkal dolgozik, az utébbi
stulyozott pontrendszer sulypontjanak tulajdonsagait hasznalja fel. A megoldasok
a honlapon olvashatok.

XV. megoldas. Menelaosz tételét
alkalmazzuk: Tekintsiink egy ABC ha-
romszoget, és egy egyenest, ami a harom-
szog BC', C'A, illetve AB oldalegyenesét
rendre az Ay, B, illetve C1 pontban met-
szi. Ekkor az alabbi, eldjeles szakaszok
aranyaira:

AOl BA1 CBl

: : =1
CiB AC BA

, A rc R (1-r)c B
Irjuk fel a tételt a BC'R haromszogre és

az AP egyenesre (16. dbra). 16. dbra

A tétel szerint ekkor (figyelmen kiviil hagyva a szakaszok elGjelét)

RA BP Cz = r CZ_, ZR _ r?
AB PC ZR _ "1—-r ZrR 7 ¥ o Ti1_,

Majd irjuk fel a tételt a C AR haromszogre és a BQ) egyenesre. A tétel szerint
ekkor

CQ AB RY T 1 RY 1 aza YC T
= 787 —— = .
’ YR (1-r)?

QA BR' YC 1-r 1—-r YC

Innen CY : YZ : ZR =1 : (1 —2r) : r? konnyen adédik.

8. Eszrevételek, altalanositas tetszdleges haromszogre és aranyokra

XVI. (Altaldnosités.) Kordbban lattuk, hogy a ?ﬁ;g ardny kiszdmitdsahoz

elegendé az AP és C' R szakaszok osztasaranyat meghatdrozni. ]*/]szrevehetjﬁk7 hogy
az AR = rc és BP = ra osszefiiggéseket felhasznalé osszes kordbbi megolddsunk
elvégezhet6 az AR = rc és BP = pa aradnyokkal is. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy

Txvz
Tapc

tetszoleges 0 < 7,p,q < 0,5 vélasztas esetén is meghatarozhatjuk a
(17. dbra).
A feladat tehdt tetsz6leges haromszogre, (majdnem) tetszbleges r, p, ¢ paramé-

terekkel is megoldhaté. (Ez az Gn. Routh-tétel: https://en.wikipedia.org/wiki/
Routh’27s_theorem.)

aranyt
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A rc R (I—=r)c B
17. dbra

XVII. Az alapfeladatban (szabélyos haromszog, adott r) ABC és XY Z sza-
béalyos haromszogek voltak, tehdt hasonldk is. Felmeriil a kérdés, hogy tetszdleges
haromszogben, adott r esetén 6roklodik-e a hasonlésag. Ellenorizziik, hogy ha az
ABC haromszog derékszogil, de nem egyenl6 szari, akkor az XY Z haromszog nem
derékszogli, igy nem lehet hasonlé az ABC héromszoghoz. A felmeriil6 kérdésre a
honlapon 1év6 cikkben olvashatd a részletes vélasz.

9. Zaras

A feladatlapokat és a javitdsi-értékelési titmutatokat Osszedllité tételkészitd
bizottsdgnak — tobb szempontot figyelembe véve — mérlegelnie kell, hogy egy-egy
feladatnak héany kiilonb6z6 megoldédsa keriiljon be az dtmutatéba. A javitdsi tt-
mutaténak t6bb célja is van, és ezek koziil csak az egyik a dolgozatok minél egy-
szerlibb, pontosabb és egységesebb kijavitasdnak elGsegitése. Az adott vizsgaido-
szakban vizsgazok is elssorban az utmutatobdl tdjékozddnak a lehetséges helyes
megoldasokrdl, de ezen til az utmutaténak szolgalnia kell a késobbi évfolyamok
eredményes felkésziilését is.

E célokbdl kovetkezik, hogy mindenképpen szerepeljenek azok a megoldéasok,
melyek vérhatéan sok dolgozatban fognak megjelenni. Sokszor szerepelnek olyan
megoldasok is, melyek csak kevés dolgozatban fordulnak el6, de valamilyen szem-
pontbdl figyelemre méltdéak, példaul kiillondsen egyszeriiek vagy elegansak, , szépek”.
Ugyanakkor nem szerencsés, ha az utmutatd tul terjengls lesz a megolddsok nagy
szama miatt, el kell keriilni ezek 6ncélu szaporitdsat. A kozolt megoldédsok ezért
legyenek valéban lényegesen kiilonbozoek. Az V. megoldds sokdig benne volt a ter-
vezett itmutatéban, végiil — tekintettel az utolsé emlitett szempontra — mégis ki-
keriilt bel6le, hiszen alapelveit tekintve sokban hasonlit a ITI. megoldésra, igy kevés
djat mond, 6todikként talan tilzas lett volna szerepeltetni.

Végiil még egy érdekesség: ez a feladat tulajdonképpen a 2017. méjusi emelt
szint{ feladatsor 8/b. feladata? ,ikerfeladatanak” is tekinthetd. Ott a szabdlyos ha-
romszog szogeit, itt az oldalait osztottuk egyenl6 részekre. Mindkét feladatra sok,

‘https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok_2017tavasz_
emelt/e_mat_17maj_f1.pdf
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valtozatos megoldas készithetd, melyek a geometria szamos szépségét felvonultat-
jak. A javitdsi utmutatoba ezek koziil akkor is csak néhany keriilhetett bele, ezért
aztan az a feladat is a KéMalL-ban élt tovabb®.

A matematika érettségi tételkészitd bizottsag

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Egy hdromszog csicsai a derékszogli koordindta-rendszerben A(—1;4),
B(7;-2) és C(5;8).

a) frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a C' ponton és
a hdromszoget két egyenld teriiletii részre osztja. (4 pont)

b) Szémitsuk ki, hogy az y tengely melyik pontjdbdl lathaté derékszégben
az AB szakasz. (6 pont)

2. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az aldbbi egyenletet:

2¢%—11z+14
[Pttt —

|x — (6 pont)

b) Oldjuk meg az 1-nél nagyobb egész szdmok halmazan az aldbbi egyenletet:

7(’;)2(";2) (7 pont)

3. Egy céllovoldében az dbrdn lathaté mddon felfiiggesz-
tettek hat kiilonb6z6 szini lufit. Azt a szabdlyt vezették be,
hogy csak arra a lufira szabad 16ni, amelyik a két felfiiggesztés a
barmelyikében éppen legalul van.

a) Hany kiilonboz6 sorrendben 18hetd le a fenti szabdly

szerint a hat lufi? (5 pont)
Ebben a céllovoldében egy nyolcfGs tarsasag szdérakozott, a
ahol az els6 6t személy 3, 1, 5, 2 és 3 lufit talalt el.

b) Hény lufit taldlt el a maradék hdrom személy kiilon-

kiilon, ha a tarsasag taldlatainak atlaga 3, medidnja 2,5 lett? e e
(5 pont)
Nagyszamu megfigyelés alapjan megallapitottak, hogy 0,4 annak a valdszinii-
sége, hogy egy céllove elsére eltaldlja a kiszemelt lufit.

¢) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a céllové 6 16vésbdl legalabb 5 lufit
eltalal? (4 pont)

Shttp://db.komal .hu/KomalHU/showpdf . phtml?tabla=Cikk&id=201959
(KéMalL, 2017. november)
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