Vezet6 henger mozgasa homogén magneses
térben

Fizika feladatok megolddsa sordan nagy szerephez jutnak bizonyos , tritkkok”,
,mesterfogésok”. Ezen iras célja, hogy egy érdekes és tanulsagos példan keresztiil
két hasznos eljarast is bemutasson, amelyek segitségével — bizonyos esetekben —
fémek elektromos térben valé ,viselkedése” leirhaté.

A probléma

Feladatunk, hogy leirjuk, milyen toltéselrendezddés alakul ki egy hosszi, vé-
kony fald fémhenger feliiletén, ha a fémhengert homogén mégneses térbe helyezziik,
majd az indukciévonalakra merdleges irdnyban kis sebességgel (a fénysebességnél
sokkal lassabban) mozgatjuk. Legyen a henger sugara R, sebességének nagysédga vy,
a magneses indukcié nagysaga pedig B.

A vezet6 hengerben szabad toltéshordozok vannak, melyek elmozdulhatnak,
igy a semleges testben megvaltozhat a toltéseloszlas. Ha a feladatot az ,,4116” K vo-
natkoztatasi rendszerben prébaljuk megoldani, akkor az reményteleniil bonyolultta
vélik. Probalkozzunk meg olyan K’ rendszerben dolgozni, ami a hengerrel egyiitt
vy sebességgel mozog a magneses térre és a henger tengelyére merdleges iranyban
(1. dbra). (Vegyiik észre, hogy a K’ rendszer is inerciarendszer, hiszen a sebessége
K-hoz képest id6ben allandé.) A K’ rendszerben a henger &ll, tehdt a benne 1é-
v6 szabad toltéshordozdkra (az elektronokra) biztosan nem hat a mégneses térbél
szarmazo Lorentz-er6. A mozgd rendszerbe vald attéréssel latszolag kikiiszoboltitk
a henger mozgasabdl fakadé nehézséget, azonban — mint latni fogjuk — ennek az at-
térésnek ,ara” van.

1. dbra. Homogén mégneses térben mozgd fémhenger

Az egyszerliség kedvéért a henger helyett vizsgdljunk csak egyetlen ponttoltést,
amely homogén mégneses és elektromos mezében mozog! Legyen a pontszeri test
sebességvektora v, a toltése @), a magneses indukcié vektora B, az elektromos
térerésségvektor pedig E. A ponttoltésre hatd erd az allé rendszerben:

F=Qx B)+QE.
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Uljiink most egy vo sebességgel mozgd vonatkoztatési rendszerbe, és frjuk fel a ré-
szecskére haté erét ebben a (vesszdsen jelolt) rendszerben is:

F ' =Q(v—vy) x B +QFE".

Hasonlitsuk 6ssze a két rendszerben felirt erét! Mivel mindkét vonatkoztatasi
rendszer inerciarendszer, nyilvan teljesiil, hogy F = F’ (hiszen a toltott részecske
gyorsuldsa ugyanakkora mindkét inerciarendszerben), vagyis fennall:

vx (B-—B')+E+ (vox B')—E' =0.
A részecske (tetsz6leges irdnyu) v sebességével ardnyos tag eltiinésébol

B' =B

a sebességétdl fiiggetlen tagokbdl pedig
E' = E + (vo x B)

adédik.*
A szamunkra fontos esetben, amikor az all6 rendszerben nincs elektromos
tér, vagyis E = 0, a mozgd rendszerben tapasztalhaté homogén elektromos mez6

térerGsségvektora:
El = Vg X B.

Visszatérve az eredeti problémahoz a feladatunk nem mas, mint meghatarozni,
milyen toltéselrendezédés alakul ki egy homogén fémhenger feliiletén, ha a tenge-
lyére merdleges, homogén elektromos térbe helyezziik, melynek nagysaga

(1) EQ = UQB.

A kovetkezékben két kiillonbozo mddszerrel is megoldjuk ezt a feladatot. Az egyik
matematikailag konnyebb, dm egy szokatlan gondolatot (,mesterfogést”) igényel.
A miésik eljaras a tiikortoltés médszerét alkalmazza; ez taldn hamarabb esziinkbe
juthat, azonban a szdmolas hosszadalmasabb.

A szuperpozicié médszere

Az elsé megoldéds sordan egy olyan triikkel éliink, amely ugyan elég specia-
lis, azonban hasznos lehet hasonlo jellegii elektrosztatikai feladatok megoldasanal.
A fémek belsejében egyensiilyi dllapotban nem lehet elektromos tér, igy olyan tol-
téselrendezést keresiink, amelyet az eredeti, kiilsd térre szuperpondlva a henger
belsejében zérus elektromos teret eredményez.

Vizsgéljuk meg, hogy milyen az elektromos tere egy egyenletes térfogati toltés-
stirtiséggel rendelkezd, hosszi hengernek a henger belsejében. Ehhez a Gauss-féle

“Ezek a transzformécios képletek csak v < ¢ esetén érvényes, kozelitéleg helyes ossze-
fiiggések. A fénysebességgel dsszemérhetd sebességli mozgdsokndl (ami egy makroszkopi-
kus testnél megvaldsithatatlan) a B térerésség is megvaltozik.
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fluxustorvényt fogjuk felirni a henger egy h hosszisigi darabjara. Az elrende-
zés forgasszimmetrikus, a térerésség erovonalai sugariranyiak, a térerdsségvektor
nagysagat meghatarozé osszefiiggés pedig

ohr?m

= 2rrhE(r).

€o
A fenti 6sszefiiggésben g a henger térfogati toltéssilirliségét, r pedig a henger ten-
gelyétol mért tavolsagot jeloli. Mivel most csak az r < R esetet vizsgaljuk, ennek
megfelelGen irtuk fel a Gauss-torvényt. Rendezve az egyenletet az elektromos tér-
er0sség nagysagara ezt kapjuk:

ro

E(r) = 5oy

Vizsgaljunk most két hengert,

az egyik (a P kozéppontd) henger po-
zitfv, a masik (a @ kozépponti) pedig
negativ térfogati toltésstrtiséggel ren-
delkezik (2. dbra). Tekintsiink egy tet-
szOleges A pontot a mindkét henger &al-

tal lefedett részen! A ]@, ?4 és 67)4
vektorok segitségével, illetve az elekt-
romos térerésségvektor nagysagara ka-
pott Osszefiiggés felhasznédlasaval az A
pontban az elektromos térerésség a ko-
vetkez6 alakban frhaté fel:

0 5%
2 Ey=—PA-
( ) 4 2&‘0 260 260

Latjuk, hogy a két henger atfedo részén az elektromos térerésség vektora nem fligg
az A pont helyzetétol, tehat valdban homogén elektromos mezé alakul ki. Mi a hely-
zet azon részekkel, ahol nincs a hengerek kozott dtfedés? A PQ, valamint PG sza-
kaszok altal bezart szoget jeloljitk p-vel. Ha a PQ téavolsag x, akkor a GF' szakasz
hossza

(3) d =z cosp.

(Kihasznaltuk, hogy a GH szakasz hossza éppen z, és a két henger tengelye kellden
kozel van egymadshoz, emiatt az F'H koriv egy révid, egyenes szakasszal kozelithetd.)

Tekintsiink egy keskeny, AA teriiletii savot a henger feliiletén! A t6ltés ebben
a részben a kovetkez6 alakban irhaté fel:

(4) nAA = doAA,

ahol p az egységnyi térfogatban 1évo toltés nagysaga, n pedig az egységnyi feliilet
toltése (felileti toltéssiirliség). Mivel a kiils6é tér nagysiga (1) szerint voB, igy
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E4 = wvoB, hiszen ekkor lesz zérus elektromos tér a fémen beliil. A (2)—(3)—(4)
egyenletek alapjan a feliileti toltésstirtiség mar konnyen kiszamithato:

(5) n= 2601)03 COs ©.

A két, ellentétesen toltott henger segitségével 1étrehozott elektromos tér a kiilsé
elektromos térrel egyiitt éppen olyan eredd teret ad, amely a fémhengeren beliil
eltiinik. A kapott eredmény szerint a feliileti toltéssiiriiség fiigg a henger feliiletén
megvalasztott pont helyétél. A mésodik megoldéds soran azt is latni fogjuk, hogy

a szogfiiggés milyen fizikai tartalommal bir.

Tiikortoltések 2 dimenziéban

A masodik megoldas soran a tiikortoltés modszerét fogjuk alkalmazni. Ez
a modszer kivaléan alkalmazhato ,,magasfoki” szimmetridaval rendelkezd toltésel-
rendez6dések estén, bizonyos esetekben azonban a szamitasok hosszadalmassa vél-
hatnak. Az aldbbiakban ismertetésre keriil§ moédszer alkalmas lehet még elektro-
mosan feltoltott szalak és fémhengerek kozotti erchatés, illetve parhuzamos fém-
hengerek kapacitasanak meghatarozasara is.

A tiikortoltés modszer alkalmazédsa specidlis geometriai viszonyokat kivan.
Jol ismert, hogy egy fémsik (fémsikok) vagy egy fémgomb kozelében elhelyezkedd
pontszeril toltés és a fém egyiittes elektromos tere olyan lesz, mintha a valodi
toltésen kiviil egy alkalmas helyen elhelyezkedé és alkalmas nagysagu masik toltés
(titkortoltés) is jelen lenne. (Ez az erétér csak a fémfeliilet egyik oldaldn, a valédi
toltést tartalmazd térrészben érvényes, a masik oldalon az elektromos térerdsség
nulla.)

Esetiinkben nem ilyen egyszerti a helyzet. A hosszi henger eltolasi szimmetria-
jabdl kiindulva megsejthetjiik, hogy hosszi, egyenletesen feltoltott szigeteld szalak
elektromos terét érdemes vizsgalnunk. Tekintsiink két hosszi, parhuzamos, elekt-
romosan t6ltott szalat, melyeken a vonalmenti toltéssiirliség (vagyis ez egységnyi
hosszon taldlhatd toltés) +\. Legyen a két szal egymdstdl 2d tavolsdgban (d > R),
a fémhenger szimmetriatengelye pedig a szalakkal parhuzamosan, azok kozott ,,fél-
uton”, a szalaktdl d tavolsagban helyezkedjék el.

Az elektromos tér nagysigat egy-egy szdl esetén a Gauss-torvény alkalmazasa-
val kaphatjuk meg, majd a szuperpozicié elvét alkalmazva kiszamithatjuk az ered6
teret. Egyetlen szal esetén az elektromos térerdsségvektor nagysdga a szaltol r té-
volsadgban

Al

Eszél('r) - 27’(’80 ;a

irdnya pedig a szalra merdleges (tehdt sugdrirdnyi) lesz. Mivel a A és —\ toltéssi-
riségi szélak a hengertdl messze talalhatok, igy a henger helyén” jé kozelitéssel
homogén elektromos tér alakul ki, amelynek nagysaga:

(6) By= -,

A tiikortoltések (pontosabban fogalmazva: a titkorszalak) helyét tgy kell meg-
vélasztani, hogy a fémhenger feliilete ekvipotencidlis legyen. (Ilyenkor az elektromos
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térerGsségvektor a feliilet barmely pontjaban merdleges a feliilet érintésikjara, tn.
normdlis irdnyd.) Helyezziink el — gondolatban — a henger szimmetriatengelyétol
tavolsagban, a két tavoli toltott szal altal meghatérozott sikban egy u, az ,atelle-
nes” helyen pedig —u vonalmenti toltéssiiriiséggel ellatott szalat (3. dbra).

3. abra. Toltéselrendezés a tiikortoltéses modszer alkalmazasanal

Megjegyzés. A tiikortoltések nagysdgat azért valasztottuk A-t6l (elvben) fiiggetlen-
nek, mert egy fémgoémb esetében a tiikortoltés modszere akkor miikoédik, ha kiilonb6z6
helyekre kiilonb6z6 nagysagu toltéseket helyeziink el. Kés6ébb latni fogjuk, hogy a fém-
henger csak a pu = \ valasztas lesz eredményes.

A szalak koziil valasszuk ki példaul a A és —p vonalmenti toltéssiiriiségli
part, majd vizsgaljuk meg ezek ered6 potencidlfiiggvényét. Ennek a fiiggvénynek
az allanddésdgat szeretnénk elérni a fémhenger feliilete mentén. (A mésik két szélat
azért hagyjuk figyelmen kiviil, mert az elrendezés szimmetrikus. Ha az emlitett két
szl tere ekvipotencidlis a hengerfeliileten, akkor a mésik két szél tere is az lesz,
tehdt a négy szél eredd potencidlja is dlland6 nagysagn a feliileten.)

A potenciélfiiggvény felirdsahoz elészor tekintsiink egyetlen egy szalat, amely-
nek vonalmenti toltéssiirtisége \*, és vizsgaljuk meg, hogy mekkora munkavégzéssel
tudunk egy ¢ nagysagui prébatoltést az onkényesen kivalasztott rg tdvolsagu pont-
bél sugdriranyban mozgatva a szaltdl r tavolsidgra 1évé pontba juttatni. A mozga-
tashoz sziikséges erd a szaltdl v’ tavolsdgban

g\t 1

F(r')y=—qE() = .
() = —aB() = 3 =
Ez az er6 véltozd nagysdgu, ezért a teljes munkavégzést, ami qU(r)-rel egyenlé,

a kicsiny elmozduldsokon végzett munkak osszegzésével (integralasaval) szamithat-
juk ki:

A e Ar g * [ dr
S Aaw =S Ferar = -2y ~ - — =
W (r)Ar 2meq “ r’ 27eg r’
r’'=rg ro

qU(r)

*

_ 9
- 27T€0

(Inr —Inrg).

Megéllapithatjuk tehat, hogy egyetlen toltott szdl elektromos potencidlfiiggvénye:

*

A
U(r)=— e Inr 4 &llandé.
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(Az 4llandé értéke a potencidl nullpontjinak, vagyis ro-nak megvdlasztasatol fiigg.
Ezt a nullpontot — a ponttdltés haromdimenzids esetétol eltéréen — nem tehetjiik
a ,,végtelen” tavoli pontba, de nyilvan nem valaszthatjuk a szal helyét sem kiindulasi
pontnak.)

Visszatérve az eredeti elrendezéshez azt kapjuk, hogy a \* = +)\ vonalmenti

toltésstirtiséggel ellatott szaltél r1, a A* = —pu vonalmenti toltésstirtiséggel ellatott
szaltdl pedig ro tavolsdgra 1évé pontban a potencial értéke:

Y
U= In(ry) - 5 B n(ry) + dllands.

2meq TEQ

Mivel a henger feliilete ekvipotencidlis, teljesiilnie kell az

(r)
(r2)"

feltételnek. Mar az dékor éta ismert az a geometriai tétel, miszerint a sik azon
pontjai, amelyek két adott ponttél mért tavolsagainak aranya allandé, egy koron
(az un. Apolloniosz-kirdon) helyezkednek el. Eszerint a (7) egyenlet csak akkor
hatdroz meg a sikban egy kort (a térben pedig hengerfeliiletet), ha A = p, mert
ilyen esetben 71 /1o = allandé.

= 4llando

(7)

Hatravan még az x tavolsig meghatarozasa. Tekintsiik ismét a korabban ki-
valasztott két szal potencialjat! Az A és a B pontokban a potencidl egyenl6ségét
felhasznalva irhatjuk, hogy

A d—R A d+ R
Uy = In{ ——|=Up= 1 .
A 2meq n(R—x) B 2meg n<R—|—x>
A logaritmusfiiggvény monotonitasit kihaszndlva, tovdbbd az argumentumokat
osszevetve adddik, hogy

d—R d+R
R—z R+2a’
vagyis teljesiil, hogy
R2

Mivel d (R-hez viszonyitva) nagyon nagy, (6) szerint A-nak is nagyon nagynak,
(8) miatt pedig z-nek nagyon kicsinek kell lennie. Az egymdshoz nagyon kozel
(22 tévolsdgra) 1év6, nagy, de ellentétes toltésli szdlat az egymdshoz kozeli, ellenté-
tes eléjelli ponttoltések mintdjara (kétdimenzids) dipdlusnak nevezhetjiik. A szélak
vonalmenti toltéssiirtiségének és a tavolsaguknak szorzata

p = 2z = 21egR%2Ey = 2meg R%vy B.

Ez a mennyiség, amit (kétdimenziés) dipélmomentumnak (dipélnyomatéknak,
dip6lerésségnek) neveznek, még a d — oo hatéresetben is véges nagysigi marad.
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Azt az érdekes eredményt kaptuk, hogy a homogén elektromos mezdbe helye-
zett, az elektromos térerdsségvektorra meroleges tengelyt fémhengernek az elektro-
mos megosztas hatdsara kialakulé tere a hengeren kiviil olyan, mintha a fémhenger
tengelye mentén egy megfelel6 erésségli dipdlus is jelen lenne. Az ered6 elektro-
mos tér a dipdlus erdterének és a kiilsé (homogén) erbtérnek vektori dsszege. Ha
ezt az eredd teret meghatdrozzuk, abbdl mar kénnyen leolvashatjuk a fémhenger
feliiletére keriil6 toltések mennyiségét és eloszlasat.

amit egy negativ és egy pozitiv tolté-
sl szal alkot. A dipdlerdsséget olyan p
vektorral adhatjuk meg, amely a ne-
gativ toltési szaltél a pozitiv felé mu-
tat, nagysaga pedig p. Hatarozzuk meg
az elektromos térerdsségvektor nagy-
sagat és iranyat a dipdlustdl r tévol-
sagban, a p vektorra merdéleges, illetve
azzal parhuzamos irdnyban (4. dbra)!
Ezeket az iranyokat Gauss-féle féhely-
zeteknek nevezik.

Tekintsiink egy p erdsségii dipdlt, E? x

E <94

Szamitsuk ki a két szdl eredd tér-

erbsségét az A és B pontokban! (Ki- 4. dbra. Dipdlusszdl tere a Gauss-féle
hasznaljuk, hogy 2z < r.) Mivel egyet- féhelyzetekben
len szal térerGssége
A
E(r) =+ ;
2rmweg

az eredd tér nagysiaga a Gauss-féle fohelyzetekben:

A A . p 1

Ep = - ~ -
B 2rmeq  2(r+2x)mey  2meq 12

illetve
2\ z p 1

Ea~ - -
2rmeg T 2meqg 12

Latjuk, hogy a térerdsségek nagysaga a féhelyzetekben ugyanakkora, de az iranyuk
ellentétes (ldsd a 4. dbrat).

Ha nem a Gauss-féle f6helyzetekre vagyunk kivancsiak, hanem tetszéleges
pontban keressiik az elektromos térerdsséget, akkor az 5. dbrdnak megfeleléen
érdemes felbontani a dipélusmomentum-vektort a dipdlus tengelyével ¢ szoget
bezard irannyal parhuzamos

P =Dpcose

nagysagu, és erre az iranyra meréleges

pP1L = pcosy

nagysagu vektorkomponensek Gsszegére.
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Ha a ,komponensdipdlusokra” felirjuk a Gauss-féle fhelyzeteknek megfelelo
egyenleteket, akkor mar konnyen kiszamithatjuk az elektromos térerdsség nagy-
sagat a kérdéses pontban, az iranyat pedig a vektordsszeadas alapjan kaphatjuk
meg. A dip6lustdl a vizsgalt pontba mutaté vektorral parhuzamos (Gn. normalis
irany1) térerésséghez csak pj, az erre meréleges (1in. tangencialis) komponenshez

pedig csak p; ad jarulékot.
/E(T)

Py D,
p
5. dbra. Dipolusszal elektromos tere tetszoleges pontban

Az eredeti problémahoz visszatérve tehat a henger egy adott pontjaban meg
kell hatarozni a dipdlus altal keltett elektromos térerGsség nagysagat és iranyat,
majd ehhez hozzavenni a kiilsé elektromos teret. A henger esetén az R helyvektord
pontban, mely a dipélus tengelyével ¢ szdget zar be, a dipdlus tere dltal létrehozott
tangencialis és normalis iranyu térerdsség-komponensek:

EY — 40 Bsin g, Ed1PSl — 40 B cos .
Ehhez vegyiik hozza a kiilsé elektromos tér tangencialis és normalis komponensét,

melyek
Ei‘mso = —vpBsinp, Erlfulso = v B cos p.

A kiilsé tér tangencialis komponense ellentétes iranyu a dipdlus terének tangencialis
komponensével. Eszerint az eredo térerésségnek valéban csak normaélis komponense
van, melynek nagysaga:

Ered8 — 990 B cos .

A fém belsejében az elektromos térerésség nulla, tehat az eredd tér normal kompo-
nensének ,ugrasa” is 2vgB cos .

A feliileti toltéssiiriiség a térerésség normal komponensének ugrasa és €g szor-
zata. (Ezt ugy lathatjuk be, hogy — gondolatban — kériilvessziik a feliilet egy ki-
csiny részét egy lapos, zart ,dobozzal”, majd alkalmazzuk erre a dobozra a Gauss-
torvényt.)

Ezek szerint a feliileti toltéssiirtiség a B indukcidji magneses térben v sebes-
séggel mozgd fémesénél (vagy tomor fémhengernél)

n(p) = 2eqvo B cos ¢,

osszhangban az els6 médszerrel kapott (5) eredménnyel.
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Megjegyzés. A mozgé fém feliiletén kialakuld elektromos toltéssilirliség nagysdga nem
fiigg attdl, hogy egy vékony fali csovet, vagy pedig egy tomor fémrudat mozgatunk
a magneses térben. Hibds tehdt az a naiv sejtés, miszerint a tomor riudban sokkal tobb
szabadon mozgd toltés lévén, azokbdl a megosztds sordn sokkal tobbet lehet a feliiletre
,huzni”, mint a vékony fali cs6é esetében. A feliiletre kiiilé toltések mennyiségét nem
a rendelkezésre all6 elektronok szama, hanem a kiegyenstulyozandd kiilsé tér nagysiga
hatarozza meg.

A bemutatott probléma szép példaja annak, amikor egy fizika feladatnak tobb,
lényegileg kiilonboz6 megoldasa van, és mindegyikbdl sokat tanulhatunk. A bemu-
tatott Otletek nem twjdonsiagok, hanem kevésbé ismert ,tritkkok”, ezen irds egyik
célja, hogy Osszefoglalja azokat.

Fontos megjegyezni, hogy habdr a henger mozog, a hozzd rogzitett rendszer
inerciarendszer, igy az elektrosztatika torvényeit a megszokott alakban irhatjuk fel.
Nem ez a helyzet, ha a henger gyorsul. Erdekes, a cikkben targyaltakhoz hason-
16 gondolatokat igénylé példakat talalunk a KoMaL korabban kitlizott feladatai
kozott (1asd pl. a 3191., 3322., 3600., 4032., 4604., 4926. feladatot), illetve a 333+
Furfangos Feladat Fizikdbdl cimi feladatgytijteményben. A cikkben leirtakhoz kap-
csolddé, ajanlott irodalom még: Feynman — Leighton —Sands: Mai fizika, V-VI.

Berke Martin (Budapest)
a BME II. éves fizika BSc szakos hallgatéja

Fizika gyakorlatok megoldasa

%}_H

G. 688. Régen a moziban a diavelités mesefilmekhez hasonlo filmszalagot
haszndltak, csak az otthon vetitetteknél sokkal hosszabbakat. Egy percnyi film 27 mé-
ter hosszu szalagra fért ra. A filmszalagot tekercsekben taroltdk, a tdaroldorsd sugara
5,5 cm, erre 12,5 cm vastagon lehetett a filmet feltekercselni. Vetités kozben a film
elhaladt a vetitélencse eldtt, majd egy mdsik, hasonlo segédorsdra tekeredett fel.

a) Mekkora fordulatszammal forgott a tekercs a film lejdtszdsakor a vetités
elején és a végén?
b) A wvetités utdn a segédorsordl visszatekercselték a filmet az eredeti orsdra.

Mekkora fordulatszammal forgott a segédorso a tekercselés elején és a végén, ha
az eredeti orsét végig 3 fordulat/mdsodperc fordulatszammal forgattdk?

(4 pont)

Megoldas. a) A fordulatszam a szalag sebességének és a filmtekercs pillanat-
nyi keriiletének hanyadosa.

A filmszalag sebessége: 1271)6130 = 0,45 %

A filmtekercs keriilete a vetités kezdetekor: 27 - (5,5 cm + 12,5 cm) = 1,13 m.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/5 305



