Matematika feladatok megoldasa

B. 4992. Az 1,2,...,n szdmok mindegyikét pirosra vagy kékre szinezziik. Eqgy
lépés azt jelenti, hogy kivdlasztunk hdrom kilonbozé szdmot, amelyek szdimtani
sorozatot alkotnak, és mindhdrom szam szinét a mdsik szinre vdltoztatjuk. Mely
n-ekre lehet az 1,2,...,n szamok tetszdleges szinezésébdl kiindulva elérni, hogy
mindeqyik szam piros legyen?

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Azt fogjuk beldtni, hogy az n > 8 esetekben barmelyik kiindul6
szinezés esetén elérhetd, hogy a szamok pirosak legyenek, viszont n < 7 esetén
mindig megadhaté olyan alaphelyzet is, amikor ez nem érhet6 el.

Eloszor azt mutatjuk meg, hogy nyolc szomszédos szam esetén mindig megad-
haté olyan néhany 1épésbdl allé szinezési sorozat, amely végiil a nyolc szam koziil
egynek a szinét megviéltoztatja, a tobbit pedig valtozatlanul hagyja.

Az alabbi tédbldzatban a felsé sorban elhelyezett szdmok jelentsék a nyolc szam
koziil annak a sorszamat, amelynek a szinét kizarélagosan meg akarjuk valtoztatni,
mig az alatta elhelyezkedd sorozatok azt, hogy ez a valtoztatds (csak ennek a nyole
szdmnak a felhaszndldsdval) milyen lépésekkel érhetd el.

1 2 3 4 5 6 7 8
4,5,6 56,7456/ 1,2323,4]1,23]1,2,3]23,4
5,6,7]6,7,8 | 1,4,7]23,4|3,45/|1,4,7|23,4/3,4,5
1,4,712,5,8(6,7,8|4,56(56,7|3,4,5|1,47]25,8
2,5,8|5,67|6,7,8]25,8
1,2,3|1,4,7]2528|6,7,8

Tehat ha n > 8, akkor barmelyik kék szamra tekinthetiink egy szomszédos
nyolcast és azzal ezt a szamot a fenti sorozatok valamelyikével pirosra szinezhetjiik.

Meg kell még mutatni, hogy n < 7-re mindig van olyan kiindulé helyzet, amely-
bél nem szinezhet6é a megengedett 1épésekkel midegyik szdm pirosra.

Ha n =1 vagy n = 2, és nem csak piros szinli szdmaink vannak, akkor nem
tudjuk a szinezésiiket megvaltoztatni.

Legyen ezek utdn 3 < n < 7 és induljunk ki abbdl a helyzetbdl, amikor a 2
kék, a tobbi szam pedig piros szinli. Nevezziik a szinezés szempontjabol fontos
szamoknak a 2, 3, 5, 6 koziil azokat, amelyek nem nagyobbak, mint az aktudlis n.
A kovetkez6 tablazatban a fontos szamokat félkovéren szedtiik.
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n = 7-ig a lehetséges haromtagu szamtani sorozatok:
{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5},{4,5,6},{5,6,7},{1,3,5},{2,4,6},{3,5,7},{1,4,7}.

Természetesen, ha n < 7, akkor ezek koziil azokat el kell hagyni, amelyekben az
n-nél nagyobb szam is el6fordul.

A bizonyitas szampontjabdl azonban ez nem jelent problémat, mert sorra
ellenorizhetoen mindegyik ilyen sorozatban a ,fontos szamok” koziil pontosan nulla
vagy ketto szerepel, azaz ezen 1épések egyike sem fogja a szinezésben szereplo kék
szamok paritasat megvaltoztatni. Indulaskor csak egy szam, nevezetesen a 2 volt
kék, igy nem érhet6 el, hogy mindegyik szam piros legyen.

Terjék Andrds Jozsef (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 51 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 31, 3 pontot 8 tanulé. 2 pontos 5,
1 pontos 1 tanulé dolgozata. 0 pontos 5, nem értékeljiitk 1 tanulé dolgozatat.

B. 5006. Az ABCD trapéz alapjai AB és CD, az dtlock metszéspontja M.
Az AC' atlo felezi a BAD sziget, AM = BC és BM = CD. Hatdrozzuk meg a tra-
péz szogeit.
(4 pont) OKTYV feladat alapjan

Megoldéas. A trapéz alapjain fekvé CAB< és ACD< szogek valtdszogek,
tehat egyenlék. Emiatt az ACD haromszog egyenlé szard. A trapéz ismert tu-
lajdonsaga, hogy az AM D és BCM haromszogek teriilete egyenld. Azt is tudjuk
a feladat feltételei, illetve az el6bbi szogegyenléség alapjan, hogy AM = BC, to-
vabba BM = CD = DA. Vagyis az AMD és BCM haromszogeknek nem csak
a teriiletiik egyezik meg, hanem két-két oldaluk is (1. dbra).

Belatjuk, hogy ez a két haromszog egybevagd is.

1. dbra 2. dbra

Ehhez el6szor azt vizsgaljuk meg, hogy hany olyan nem egybevdgd haromszog
van, amelynek két-két oldala és teriilete megegyezik. Ha adott a teriilet, akkor is-
merjiik az adott oldalakhoz tartozé magassagokat is. Ha felvessziik az egyik adott
oldalt (PQ) és az ismert hozzédtartozé magassiggal parhuzamost hiizunk ezzel az ol-
dallal, akkor biztos, hogy a haromszog harmadik csticsa csak ezen a parhuzamos

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/5 287



egyenesen helyezkedhet el. A harmadik cstics (R) ezen kiviil rajta van az adott sza-
kasz egyik végpontja mint kézéppont koriil rajzolt, a masik adott oldal hosszisé-
gaval megegyez6 sugaru korvonalon. A parhuzamos egyenes és a korvonal egymast
legfeljebb két pontban metszi (Ry, Rs) a 2. dbra szerint. (A mésik parhuzamos
egyenes berajzolasa, a végpontok és a koriiljaras felcserélése nem vezet ezektél el-
téré megolddsra.)

A kor kozéppontjaban a PQ egyenesre allitott meréleges egyenesre szimmet-
rikusan helyezkednek el az R1Q és Ro(Q szakaszok, ezért PQR1<t = VQRo<, tehat
a PQR, és PQRs szogek, ha nem egyenlok, akkor 180°-ra egészitik ki egymast.

Most térjiink vissza az AMD és BCM haromszogek vizsgalatdhoz. Elofor-
dulhat-e itt, hogy az els6 dbran a-val és ~y-val jelolt szogek kiegészitd szogek?
A szogek elhelyezkedése alapjan o = ACD< < BCD< és v = DBC< < ABC«,
igy ekkor

180° = a+v < BCD<+ ABC«

lenne, ez pedig ellentmondés, mert az ABCD trapéz B-hez és C-hez tartozo szogei
180°-ra egészitik ki egymast. Az « és v szogek tehat ugyanakkordk.

Innen a megoldds mar néhdny lépésben befejezhets. Belattuk tehat, hogy
DAMNA = MBCA. Az AM D és BM C szogek cstcsszogek, ezek is egyenlok, vagyis
ADM< = BMC< = AM D<= BCM<«. Ez a két hdromszog tehdt egyenld szar is.
A DMC haromszog is egyenld szard, ennek a haromszognek kiilsé szoge a DM A<,
amely ezek szerint 2« nagysagu. Az AM D egyenld szart hdromszog szogeire

MAD<+ AMD<+ MDA« = o+ 2a + 2a0 = 180°.

Innen o = 36°, végiil az ABCD trapéz szogei 72°, 72°, 108°, 108°.

Fleiner Zsigmond (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 67 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 46, 3 pontot 11 tanulé. 2 pontos 3,
1 pontos 7 tanulé dolgozata.

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1609-1615.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1609. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valds szamparok halmazan:

x+y+§:19,
Y
M:(so,
Y
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