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Megoldasvazlatok a 2020/4. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a \/2x +6 = 9 — x egyenletet a valds szamok halmazdn.

(5 pont)
b) Oldjuk meg a log, 3= > log 5 % egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.

(3 pont)
¢) Oldjuk meg a sin? 4x + sin 4x + cos? 4z = 2 egyenletet a [0; 7] halmazon.

(4 pont)

Megoldas. a) A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomédnya miatt x > —3,
értékkészlete miatt x < 9, tehat —3 < x < 9. Négyzetre emelve az egyenlet mindkét
oldaldt: 2z + 6 = 81 — 18z + x2. Az egyenletet rendezve: 22 — 20z + 75 = 0, melynek
gyokei: 1 = 15 és x9 = 5.

A [-3;9] intervallumon ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, igy csak xo =5
megoldasa az egyenletnek.

b) Az egyenlStlenség értelmezési tartoménya: x > 0. A 0,3-es alapt logarit-

musfiiggvény szigori monoton csokkenése miatt: x < 4

5 melyet az értelmezési tar-

tomannyal Osszevetve a megoldashalmaz: ]O; %]

¢) Mivel minden x € R esetén sin? 4z + cos? 4z = 1, ezért a megoldandé egyen-

let: sin4x = 1, ahonnan =z = % + k- %7 k € Z. Ebbdl az egyenlet megoldésai a kere-

sett halmazon: x = %; ‘% Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ebbol kovet-

kezik, hogy a kapott gyckok jok.
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2. Adott a derékszdgli koordindta-rendszerben az y+ 2x = x* egyenletd

parabola.
a) Irjuk fel a parabola E(2;0) pontjdban hizott érintd egyenletét. (3 pont)
b) Szdamitsuk ki a parabola tengelypontjdnak koordindtdit és hatdrozzuk meg
a parabola paraméterét. (4 pont)
A koordindta-rendszerben a (—4;0), (4;0), (4;8) és (—4;8) cstucspontokkal meg-
adott téglalapot a fenti parabola hdarom részre vagja.

¢) Mekkora a kézépsd rész teriilete? (6 pont)

Megoldas. a) Az E-ben hizott érinté meredekségét a parabola derivaltfiigg-
vényének az x = 2 helyen felvett helyettesitési értéke adja meg. f/(z) = 2z — 2, gy
az érinté meredeksége f'(2) = 2.

Az érint6 egyenlete: y = 2z — 4.

b) Teljes négyzetté alakitassal: y = (x — 1)2 — 1, ahonnan a parabola tengely-
pontja T(1; —1). A parabola paraméterére: QLP =1,igyp= %

¢) A megadott parabola a téglalapot a (0;0), (2;0), (4;8) és (—2;8) pontok-
ban metszi. A [—2;0] intervallumon az z tengely és a parabolaiv kozotti teriilet

nagysaga:
/ 3 0 8 20
2 — 2 d = :I:— — 2 = — | —— — 4 = —.
/(x z)dz 3 7 9 3 3

-2

A parabola tengelyes szimmetridja miatt a [—2;0] és a [2; 4] intervallumokon a para-
bola alatti teriilet megegyezik, igy a kozépso tablarész teriiletét megkapjuk, ha egy
48 egység teriiletli téglalapbdl kivonjuk a [—2;0] és a [2;4] intervallumhoz tartozd
parabola alatti teriiletet. Tehat a keresett teriilet:

3. a) Egy mértani sorozat 1011-edik tagja megegyezik a sorozat nulldtdl kilon-
b6z8 hdnyadosdval. Szamitsuk ki a sorozat elsé 2019 tagjanak a szorzatdt. (6 pont)

b) Jelilje x és y ebben a sorrendben egqy mértani sorozat két egymdst kivetd
tagjat. Tudjuk, hogy x # 0 és az (x;y) szdmpdr megolddsa a

100 — 210" - 10* +10% < 0
eqyenlétlenségnek. Szamitsuk ki a sorozat hanyadosdt. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Jelolje a mértani sorozat hényadosat ¢ (¢ # 0).
Ekkor a feladat szovege alapjan: aipie = ¢2, a1013 = ¢°, .. ., as019 = ¢'°% adédik.

. . .. ;s 1 1
Hasonléan az indexek csokkentésével: aig10 = 1, a1009 = 70 Q1008 = 75 s
1

ap = .
1 q1009
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Az elézéeket felhaszndlva a keresett szorzat:

ap - az-...-aip09 - 41010 - 41011 * - - - - 42018 * 42019 =

:LL .1_1,(1, ,q1008_q1009_1
1009 1008 " =L
q q q

II. megoldds. Jelolje a mértani sorozat elsd tagjit a;, hanyadosét ¢ (¢ # 0).
Ekkor a sorozat tagjait felirva: as = a1 -q, az = a1-¢>, ..., aso19 = a1 - ¢2°18. Az elsé
2019 tagot Gsszeszorozva a szorzat értéke:

2019 1+243+4+...42018 _ 2019 2037171
a/l ° — a/l N .

q q

A feladat feltétele szerint: aq - ¢'%19

= ¢, ahonnan (¢ # 0 miatt) a1 = ql%' A ke-
resett szorzat:

1 2019 12019
2037171 _ 2037171 _ g
1009 4 T 20T q =4

b) Mivel 100* = (109”)2 és 10% = (1029)2, igy 100 —2-10% - 10%Y + 10 =
= (10" — 10%)* < 0. (10" — 10%)” < 0 pontosan akkor teljesiil, ha 107 — 102¥ = 0,
vagyis 10° = 10%Y, azaz (a 10-es alapii exponencilis fiiggvény szigorti monotonitdsa
miatt) z = 2y. (Mivel z # 0, ezért) % = %

4. A VONALAZO nevii jatékot két ember jdtszhatja.

A jaték menete

Egy papirlapra a jdatékosok néhdany pontot rajzolnak. A kezdé jdtékos hiz egy
vonalat valamelyik pontbdl egy mdsik pontig, és a vonalra egy tdjabb pontot rajzol.
Igy ebbdl az i pontbdl két vonal indul ki. A két jatékos felvdltva hizza a vonala-

kat a pontok kozott és a jdtékos a megrajzolt vonalra mindig eqy uj pontot rajzol
a kovetkezd szabdlyok betartdsdval:

1. Mindegyik vonal alakja tetszdleges lehet, de mem metszheti onmagdt és nem
metszhet egyetlen korabban megrajzolt vonalat sem.

2. Az dsszekotd vonal két pontot kit dssze és mem mehet dt mds kordabban meg-
rajzolt ponton.

3. Két pontot csak egyetlen vonal kéthet dssze.

4. Egyetlen pontbol sem indulhat ki haromndl t6bb vonal.

Az veszit, aki mdr nem tud hizni egy vonalat sem.

a) A 4.1. dbrén 3 pont ldthatd. Rajzoljuk bele az dbrdba — a fenti feltételek
figyelembevételével — annak a jdtéknak az egyes lépéseit, amelyben pontosan 4 ij
pont szerepel. A kezdd jatékos vonala legyen folytonos, az ellenfélé pedig szaggatott.
Az 1ij pontokat tires karikdval jelolje. (3 pont)

A 4.2. abrén egy jdtszma lépéseit lehet nyomon kévetni. A kezdd jatékos vona-
lait a folytonos, az ellenfél lépéseit pedig a szaggatott vonalak jelzik.
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4.1. dbra 4.2. dbra

b) Szdmozzuk be az iires karikdval jelzett 1j pontokat a keletkezésiik sorrendgjé-
ben és dontsiik el, melyik jdatékos nyerte a jdtszmdt. (4 pont)

Levente Csabdaval mdr nagyon sokszor jatszotta a VONALAZO nevi jatékot.
Annak a wvaldsziniisége, hogy Levente 10 jatékbol legaldbb 8-at megnyer kétszer
akkora, mint annak, hogy pontosan 8-at nyer meg. (Tételezzik fel, hogy Levente
mindegyik jdtszmdaban ugyanakkora valdszinidséggel nyer.)

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy Levente megnyer eqy jatszmat? (7 pont)

Megoldas. a) Egy lehetséges megoldds van a 4.3. dbrdn.

4.3. dbra 4.4. dbra

b) A 4.4. dbrdn 1athaté sorrend miatt a kezdd jétékos nyerte a jétszmat.

¢) Jelolje p annak a valészintiségét, hogy Levente megnyer egy jatszmat. Ekkor
annak a valészintisége, hogy Csaba nyer 1 — p.
Annak a valdsziniisége, hogy Levente 10-bdl pontosan 8-szor nyer:

- (1-p)".
(180) 2

Annak a valdsziniisége, hogy Levente 10-bol pontosan 9-szer nyer:

<190) - (1-p)"

Annak a valészintlisége, hogy Levente 10-bSl pontosan 10-szer nyer:

Gg) ' (1—p)".
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A feladat szerint:

(180> PP (1—p)P+ (190> - (1=p) + Gg) P (1-p) =
=2. (18()) e (1—p)2

Az egyenlet mindkét oldaldt elosztva pS-nal, és kiszamolva a binomislis egyiittha-
tokat:

45-(1=p)* +10p- (1 —p) +p*> =90- (1 — p)*.
Ebbdl: 54p? — 100p + 45 = 0, melynek gyokei p; ~ 1,081 és ps ~ 0,771.

Mivel a valészintiség legfeljebb 1, igy Levente kb. 0,771 valdszintiséggel nyer
meg egy jatszmat.

II. rész
5. Eqy zoldségdrus a friss drujat a pulton félkérivben helyezi el. Az egyes tarto-
manyokat falécek hatdroljak. A félkor az 5.1. dbran ldthaté mddon négy egybevdgo
korcikkre van osztva. Az dbrdn ldthato dsszes egyenes szakasz €s a félkoriv is fa-
lécbil késziilt. A szomszédos sugarakat 0sszekotd elvalaszté lécek pdrhuzamosak és
hdrom egyenld részre osztjik a sugarakat. A félkor sugara 1,5 méter.

5.1. abra 5.2. dbra

a) Hdny méter falécre van szikség a pult kialakitdsdhoz? Vilaszunkat egészre
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

Eqgy masik zoldségesnek megtetszett az otlet és bodéjahoz egy félbevagott cson-
kakup alakd bévitményt tervezett az abra szerint, ahol h a bévitmény magassdagat,
a pedig a félbevdgott csonkakip bodéval érintkezd alkotdjanak a bodé also, vizszin-
tes €lével bezart szogét jeloli. A bévitmény méretei: h = 100 cm, o = 70°, a felsd
kor sugara pedig 1,5 m (5.2. dbra).

¢) Mennyi anyag sziikséges a szirkével jelolt paldstrész beboritasdhoz, ha az il-
lesztések miatt plusz 4% anyaggal kell szdmolni? Vilaszunkat tized négyzetméterre
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

Megoldas. a) Az 5.3. dbrdn lathaté félkoriv hossza 1,5 - 7 &~ 4,712 (m).
Mivel a korcikkek egybevagok, ezért az AOB<( = 45°.
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5.8. dbra

Az AB szakasz hosszat koszinusztétellel szdmolva:
AB? =1524+152—2-1,5-1,5- cos45°,
ahonnan AB &~ 1,148 (m). Az OAB és OFE, valamint az ODC és OF E hérom-
szogek hasonldsiaga miatt a hasonlésiag ardnyanak felhasznaldsaval

_ 2.AB _ AB

CD ~ 0,765 (m) és EF = & 0,383 (m).

Mindegyik keresztlécbél 4 db van, a sugarbol pedig 6t, igy a keresett hosszusag:
4712 +5-1,5+4- (1,148 + 0,765 + 0,383) = 21,396 (m).

Tehat 22 méter falécre van sziikség.
b) Az 5.4. dbra jelbléseit haszndlva az AT D derékszogli hdromszoégben: tg 70° =
= %, ahonnan x & 36,40 (cm), és sin 70° = %, melybél a ~ 106,42 (cm).

D_* T S C
709 \

a h =100 cm

d
5.4. dbra
Az elébbiek miatt d = 300 — 2z ~ 227,20 (cm), igy r = 2 ~ 113,60 (cm).
A félbevagott csonkakip alaku paldst felszine:

(r+R)-a-m

A= 5

~ 44064,5 (cm?),
igy a sziikséges anyagmennyiség: 4,6 m?.
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6. Egy 8 X 8-as sakktabla mezdire 1-t6l 64-ig beirtuk a természetes szamokat
a 6.1. dbra szerint. Ezutdn készitettink egy olyan alakzatot, amely 5 darab, a sakk-
tabla mezdivel egybevigd négyzetbdl dll (6.2. abra). Az igy elkészitett alakzatot vélet-
lenszertien rdhelyezzik a sakktabldra igy, hogy annak mind az it négyzete lefedjen
egy-eqy mezot a tabldn.

I+ Bl - B °
9 111315
182022 23 pZ —
25m27m2931

343638 39 g
m505254 55 61§

-+ B [ - [

6.1. dbra 6.2. dabra

a) Mennyi annak a valdszinidsége, hogy a lefedett szdmok dsszege oszthato
3-mal? (6 pont)

Egy mdsik alkalommal a sakktdbla mezdire 64 pozitiv egész szamot irtunk.
Kozulik az egyik egyjegyt, a tobbi kétjegyd szam. Tudjuk, hogy a felirt szamok
medidnja €s egyetlen modusza a 68, ami kétszer szerepel a tablan. Tudjuk tovdbbd,
hogy a szamok dtlaga 67,5, a terjedelmiik pedig 93.

b) Mely szdmok szerepelnek a tdblan? (10 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. A  kereszt” dsszesen 6 - 6 = 36-féleképpen helyez-
hetd ra a sakktdblara (Ssszes eset szdma). Ha a bal fels§ sarokba rakjuk a keresztet,
akkor a 2; 9; 10; 11 és 18 szamokat fedi le, melyek Gsszege 50, aminek a harmas
maradéka 2

Béarhova is rakjuk le a keresztet (a szabalynak megfelelden), ha eggyel jobbra
csusztatjuk az 6sszeg mindig 5-tel, a harmas maradék pedig 2-vel né. Ha a keresztet
eggyel lefelé csusztatjuk, akkor az 6sszeg mindig 40-nel, a harmas maradék pedig
1-gyel n6. Az el6bbiek miatt a maradékok alapjan Gsszesen 12 olyan elhelyezés van,
amikor a lefedett szdmok Gsszege oszthaté 3-mal (kedvezd esetek szama).

fgy a keresett valdszintiség: % = %

II. megoldds. A ,kereszt” alakzatot csak a belso négyzetekre tudjuk rdhelyezni.
Ezt 6 - 6 = 36-féleképpen tudjuk megtenni (Osszes eset szdma).

Ha a lefedett szamok koziil a kozépsét x-szel jeloljiik, akkor a tole balra 1évot
x — 1, jobbra lévot x + 1, felette 1évot x — 8, alatta 1évot = + 8 jeloli. Ezek Gsszege 5.
Az 6sszeg pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha = oszthaté 3-mal. A 6 x 6-os belsd
négyzetben 12 db 3-mal oszthaté szam van (kedvez6 esetek szama).

1

fgy a keresett valdszintiség: % =3.
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b) Mivel 69; 70; 71; ...; 99 sszesen 31 darab szdm, és a médusz valamint a me-
dian is 68, a 64 szamot sorbarendezve a két k6zéps6 x32 = x33 = 68. A terjedelem
miatt 1 = 6. A 64 szam atlaga 67,5, ezért a tablara irt szamok Osszege 4320.

A maésodik 32 szam Osszege 682;99 .32 = 2672. Igy
s=6+ w2+ o3+ ...+ 31 + 68 = 4320 — 2672 = 1648,

vagyis x9 + x3 + ...+ x3; = 1574.

A legnagyobb Osszeg, ami az xa; x3; ...; x31 helyén allé6 szamokkal elérhetd
lenne: 38 + 39 + ... 4 67 = 1575. Ez csak 1-gyel tobb a valésagos Gsszegnél, tehat
valamelyik szamot 1-gyel csokkenteni kell. Ez a szdm csak a 38 lehet, kiilonben két
modusza lenne az tablara irt szdmoknak.

A keresett szamok tehdat: 6; 37; 39; 40; ...; 67; 68; 68; 69; 70; ...; 98; 99.

7. Adott a derékszogi koordindta-rendszerben az A(11;—2) és a B(2;1) ponto-
kat dsszekotd szakasz, tovdbbd az (x + 4)2 +(y — 3)2 = 20 egyenleti; kor. Az AB sza-
kaszt a koordindta-rendszer origoja koril +90°-kal elforgatjuk.

a) Szamdtdssal igazoljuk, hogy a forgatdssal kapott szakasz egy pontban metszi
a megadott kort. (4 pont)

Eqgy r és R sugari kor kivilrél érinti eqymast. A korok kézéppontjain dthaladd
egyenes ezeket a kordket az érintési ponton kivil az A és B pontokban metszi.
Az eqyik kizos kiilsé érintd érintési pontjai E és F.

b) Igazoljuk, hogy az ABEF négyszig hirnégyszig. (6 pont)

¢) Szamitsuk ki a kézos kiilsé érintdszakasz hosszat. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az A pont elforgatottjdnak koordindtai A’(2;11),
a B ponté pedig B’(—1;2). Mivel 36 4+ 64 = 100 > 20, ezért A’ a kor kiils6 pontja.
Mivel 94+ 1 =10 < 20, ezért B’ a kor belsé pontja.

Tehét az A’ B’ szakasz egy pontban metszi a megadott kort.

II. megoldds. Az A pont elforgatottjanak koordindtéai A’(2;11), a B ponté
pedig B’'(—1;2), ezért az elforgatott pontokon dtmend egyenes egyenlete y = 3z + 5.
Az el6bbi egyenes metszéspontjai a megadott korrel P(0;5) és Q(—2; —1).

A metszéspont akkor van az elforgatott szakaszon, ha a pontok koordinataira
teljesiil, hogy —1 <o <2 és 2 <y < 11, ami csak a P pontra igaz, igy az A’'B’
szakasz valoban egy pontban metszi a megadott kort.

b) Az ABEF négyszog akkor hirnégyszog, ha a szemkozti szogeinek dsszege
180°. Az dbra jeloléseit hasznélva legyen az AOF < = «, ekkor OAF < = OF A< =
— 21
=90° - 3.

Hasonl6 meggondolassal megmutathato, hogy KBE<< = BEK< = %, igy az
ABEF négyszog A, B, E és F csicsanal 16vé bels6 szogek rendre 90° — %, %,
90° + 5 65 180° — 5. A szemkozti szogek Gsszege tehdt 180°, igy a négyszog valéban
hirnégyszog.
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¢) A K pontbdl padrhuzamost hizva az EF kozos érintével a megrajzolt szakasz
és OF metszéspontja legyen M. Ekkor az OM K derékszogii haromszégben

MK? =EF?=(R+7r)’— (R—r)%,
ahonnan FF = 2V Rr.

8. Egy szabaduloszobanak hdrom bejdrata van. Egy 6 fos tdrsasdg tagjai bar-
melyik ajton, de csak kettesével léphetnek be. A belépés sorrendje nem szamit.

a) Hdnyféle mddon juthatnak be a szobdba a tdrsasdg tagjai? (4 pont)

A szabaduldszoba eqyik feladata igy szdlt: adott tiz ldtszdlag egyforma lakat il-
letve tiz kulcs. Mindegyik lakatra igaz, hogy pontosan egy kulcs nyitja. A jatékszabdly
szerint a jatékosnak mind a 10 lakatot ki kell nyitnia. Nevezzik probdlkozdasnak egy
kulcs és eqy lakat Osszeillesztését, akdr nyitja a kulcs a lakatot, akdr nem.

b) Mddszeresen dolgozva legfeljebb hdny prébalkozds kell a feladat megolddsd-
hoz? (3 pont)

Egy ,tulélé” miisorban az egyik feladat az wvolt, hogy a lehetd leggyorsabban
jussanak el a versenyzdk a tengerparton lévé A pontbdl a tengeren lévd B pont-
ba, mert akkor védettséget szereznek a kovetkezd megmérettetésre. Tudjuk, hogy
a parton csak futhatnak, o tengerben csak iszhatnak, segédeszkozoket (faronk,
evezd stb.) mem haszndlhatnak. Az dbra
szerint a palya méretei: AQ = 4 km, BQ =

=1 km, valamint AQB<t=90°. (A part- TENGER

vonalat az egyszeriség kedvéért tekintsik

egyenesnek.) Az eqyik versenyzé 8 km/éra -
sebességgel képes futni a homokban és A Q
2 km/bra sebességgel iszni a tengerben. PART

¢) Hdny km futds utdn ugorjon a versenyzd a tengerbe, ha a lehetd legrividebb
idon belil szeretne eljutni A-bol B-be? (9 pont)

Megoldas. a) A 6 {6s tarsasag tagjai koziil a hdrom par (g) . (g) . (3) (=90)-
féleképpen valaszthaté ki ugy, hogy azok sorrendje is figyelembe van véve. Mivel egy
adott 3 péar ebben éppen 3!(= 6)-szor szerepel, {gy 6sszesen 90 : 6 = 15-féleképpen
valaszthaté ki a 3 par. Ezek barmelyike a 3 ajtén 3% = 27-féleképpen mehet be,
tehéat a keresett sorrendek szdma 15 - 27 = 405.
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b) Az els6 lakat kulcsa legfeljebb 9 prébalkozdssal, a médsodiké legfeljebb 8,
a harmadiké legfeljebb 7, és igy tovabb, a kilencedik lakaté 1 probalkozas utan
megtaldlhato. A tizediknél mar nem kell prébélkozni, mert a megmaradt kulcs
ahhoz tartozik. Tehat legfeljebb

9+8+74+6+...+24+1=45

prébalkozassal megoldhato a feladat.

¢) I megoldds. Jelolje U azt a pontot, ahol a versenyzének a vizbe kell vetnie
magat (8.1. dbra). Ekkor az UQ = x jeloléssel a BUQ derékszogii hdromszoghen
a Pitagorasz-tétel alapjan: BU = v/z2 + 1. Az 1it megtételéhez sziikséges idd:

4 — 241
t(x) = 836—1— x2+, ahol 0< 2 < 4.

A t(z) fiiggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol ¢/ (x) = 0.

1 1
t(x)=—=+=-

1 T 1
8 2 2

1
2 -5 W
(2" +1) 2.2z, ebbll ———=—,
( ) 2vz24+1 8
ahonnan 6022 — 4 = 0, melynek gyokei x1 ~ 0,258 és 2o ~ —0,258 (m). (22 ~ —0,258
nem lehetséges, x1 ~ 0,258 megfelel.) Az 21 helyen a t’ fiiggvény negativbdl pozi-
tivba megy at, ezért itt t-nek minimuma van.

Tehat a versenyzének kb. 3,742 km-t kell futnia, miel6tt a tengerbe veti magat.

B
TENGER TENGER
U, . U, g
A 4—x r @ A T 45, Q
PART PART
8.1. dbra 8.2. dbra

1. megoldds. Jelolje U azt a pontot, ahol a versenyzének a vizbe kell vetnie
magdt (8.2. dbra). Ekkor az UQ = 4 — x jel6léssel a BUQ derékszogli hdromszoghen
a Pitagorasz-tétel alapjan:

BU =2 —8x +17.

Az Ut megtételéhez sziikséges id6:

r Va2 —8x+17

t(ac):§—i—f7 ahol 0 <z <4.
A t(z) fiiggvénynek ott lehet szélsbértéke, ahol ¢'(x) = 0.
, 1 11, -1 .,
t(;v):g+§§(x —8x+17) 2 -(2x—18), ebbdl

VaZ —8x+ 17+ 4x — 16 —0
822 — 8xr + 17 ’
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ahonnan 1522 — 120z + 239 = 0, melynek gyokei z; ~ 4,258 és x5 ~ 3,742 (m).
(z1 =~ 4,258 nem lehetséges, xo ~ 3,742 megfelel.) Az xo ~ 3,742 helyen a t’ fiigg-
vény negativbdl pozitivba megy at, ezért itt t-nek minimuma van.

Tehat a versenyzének kb. 3,742 km-t kell futnia, miel6tt a tengerbe veti magat.

9. Egy dttagi csaldd (apa, anya és a hdrom gyerek) életkordnak dsszege ebben
az évben 100 év. Az anya 6 évvel fiatalabb a férjénél. 6 év milva a kozépsd gye-
rek kétszerannyi idds lesz, mint most. Amikor a legkisebb gyerek sziiletett, abban
az évben (a kicsi megsziiletése elétt) a négytagi csaldad dtlagéletkora 22,5 év wvolt.
Az anya az elsé gyermekét 22 éves kordban sziilte.

a) Hdny éves most az anyuka? (7 pont)

Vasdrnap délutdn a csalddtagok egy ij tdrsasjatékot probdlnak ki. A tdrsasjdték
jatéktablajan 100 mezd kapcsolodik egymds utdan, melyeket a tervezdk 1-tél 100-ig
megszdmoztak. A tabldn a mdsodik mezdtél kezdve minden 2. mezd zild szind (a tob-
bi fehér), a harmadik mezdtél kezdve minden 3. mezén egy dllat képe, a negyedik
mez6tél kezdve minden 4. mezén eqy fa képe, és az otodik mezdtdl kezdve minden
5. mezén egy vaddszhdz képe lathatd. A jatékszabdly szerint, ha eqy mezdn két figura
szerepel, akkor az erre a mezore lépd jatékos egyszer kimarad a jdtékbol.

b) Hdny olyan fehér szind mezd van a tablan, amelyre lépve a jdtékos egyszer
kimarad a jatékbol? (3 pont)

A tarsasjdték jatékszabalya szerint a jdtékosok eqy fehér és eqy sdrga szint sza-
balyos dobdokockdval dobnak egyszerre, €s a lépésiik szdama a dobott szamok dsszege.
Ha a dobds dsszege 6, akkor a jdatékosok wjra dobhatnak, és a lépések szama a jd-
tékos dltal dobott négy szam dsszege lesz. (Példaul: Ha a jdtékos elsé dobdsa 2 és
5 wvolt, akkor a T-es mezore lép. Ha viszont a jdtékos elsé dobdsa 2 és 4, az 1uj do-
bdasa 3 és 5 wolt, akkor a jatékos a 14-es mezdre léphet.) Ha egy mezd sorszdma
10-zel oszthato, akkor erre rdlépuve, a jatékos a babujdval visszalép a legkozelebbi,
fat dbrdzolo mezdre.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az elsd jatékos bdbuja kezdéskor a 10-es
mezdre lép? (Kezdéskor a jatékosok babui az 1-es mezd eldtt dlinak.) (6 pont)

Megoldas. a) Jeldlje az apa életkorat most x, a kozépsd gyerekét y. Ekkor
a szoveg alapjan az anya x — 6, a kozépso gyerek pedig az y + 6 = 2y egyenletbdl
6 éves.

A legkisebb gyerek sziiletésének évében a két nagyobb gyerek és a két sziil
életkoranak Osszege 22,5-4 =90 év. A legkisebb gyerek sziiletése 6ta az dttagi
csalad életkoranak sszege 10 évvel nétt, tehat a legkisebb gyerek most 2 éves.

Ha az anya most © — 6 éves, akkor a legidésebb gyerek © — 6 — 22 =z — 28
éves. Mivel az életkorok 6sszege 100 év, ezért 246 + (z — 28) + = + (x — 6) = 100,
ahonnan x = 42, igy az anyuka 36 éves.

b) 1-t6l 100-ig a 3 és az 5 paratlan kozds tobbszoroseit keressiik. Mivel [3;5] =
= 15, igy a 15., 45. és 75. mez0 ilyen, azaz a keresett mezok szdma 3.

¢) A jatékos csak gy léphet a 10-es mezére, ha az els6é két dobds 6sszege 10,
vagy az els6 két dobds Gsszege 6 és az utana kovetkezd két dobas Gsszege 4.
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Az els§ két dobds osszege gy lehet 10, ha a jatékos a (4;6), (6;4), vagy (5;5)
parositasok valamelyikét dobja. Ennek a valdszintisége 3_36

Az els6 két dobds tsszege tgy lehet 6, ha a jatékos az (1;5), (5;1), (2;4), (4;2)
vagy (3;3) pérositdsok valamelyikét dobja. Ennek a valdszintisége %.

Az elsé két dobast kovetd dobds dsszege gy lehet 4, ha a jatékos az (1;3),
(3;1) vagy (2;2) parositdsok valamelyikét dobja. Ennek a valdszintisége %

(A két egymads utani dobds egymdstdl fiiggetlen esemény), igy ennek a valészi-
niisége ;’—6 . %. A keresett valésziniiség:

3 5 3 41

%+%~%_432z0,095.

Varga Péter
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1552. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < a <1 és0 < b < 1, akkor

2ab 2ab

1 _— —>1.
Ogaa+b Ogba+b

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Vegyiik a és b harmonikus kozepét:
2 2 2ab

I .17 ath  4+0b
a+b b +

a

Léathato, hogy a feladatban a logaritmusok argumentumaként szerepld értékeket
kapjuk.

Legyen ¢ egy valds szdm, melyre teljesiil, hogy 0 < ¢ < 1. Ekkor az f(z) =
= log.(z) fiiggvény szigorian monoton cstkkend, de helyettesitési értéke a |0, 1]
tartomanyon végig pozitiv marad, hiszen x = 1-re f(x) = f(1) = log.(1) = 0. Mivel
a fiiggvény szigorian monoton csokken, ezért ha x1 < xo, akkor f(x1) > f(x2), és
egyenléség csak akkor allhat fenn, ha xy = xs.

A nevezetes kozepekre val6 Ossszefliggés szerint két pozitiv szam mértani ko-
zepe nem kisebb azok harmonikus kozepénél. Ez a-ra és b-re a kovetkezot jelenti:

Vab > 3;:_% Mivel a és b 1-nél kisebb pozitiv szdmok, ez (a fentiek alapjan) azt
jelenti, hogy

2ab 2ab
log, (Vab) < log, (aib) és log, (Vab) < log, (aib) .
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