Feladatok

1. Szerkessziik meg azokat a koroket, amelyek atmennek két adott ponton, és
érintenek egy adott egyenest.

2. Szerkessziitk meg azokat a koroket, amelyek dtmennek egy adott ponton, és
érintenek két adott egyenest.

3. Az ABC héromszogbe irt kor a BC oldalt a D pontban érinti. A BC
oldalhoz hozzairt kor kozéppontjat D-vel 6sszekoto egyenes a beirt kort masodszor
a T pontban metszi. Mutassuk meg, hogy a BT'C kor érinti a beirt kort.

4. A korokre illesztett kupokkal igazoljuk, hogy az irdnyitott Apolléniusz-
feladatnak nulla vagy két megolddsa van.

Fuss el véle

Ideje ezt a hosszura nyult sorozatot befejezni, a tanévnek is a végére értiink.
Mindenkinek koszonom a figyelmet és a tiirelmet; kiilondsen azoknak, akik végig-
olvasték, és a feladatokon is gondolkodtak.

Koés Géza

Konvex poliéderek egyensiilyi pontjai

1. Bevezetés

Jelen folydirat egy kordbbi szdmdban megjelent cikkben [5] vizszintes sikra
helyezett, sajat tomeggel rendelkez6 konvex poliéderek stabil egyensulyi helyzete-
ire vonatkozé eredményeket ismerhettiink meg. Ezen cikkben, az egyensulyi pont
fogalmanak ismertetése utan, tobbek kozott két allitds bizonyitasat olvashatjuk:

e Minden homogén témegeloszldsi (roviden: homogén) tetraédernek legaldbb két
stabil egyensilyi pontja van (azaz van két olyan lapja, melyen a test elbillenés
nélkiil megdll), illetve

e létezik olyan homogén 19 lapu konvex poliéder, melynek pontosan egy stabil
egyensulyi pontja van.

Erdemes megjegyezni, hogy az elsé éllitds megtaldlhatd, mint a Gnadig Péter,
Honyek Gyula és Vigh Maté szerkesztette, 333 furfangos feladat fizikdbdl cimi
feladatgytijtemény F. 120-as feladata [4]. Az emlitett [5] cikk végén a szerz6 négy
kérdést fogalmaz meg konvex poliéderek egyenstlyi pontjaira vonatkozdan. Ezek
koziil az elsé harom kérdés stabil egyenstlyi pontokra vonatkozik, és a cikkben
megtaldlhatjuk a felvetett problémékkal kapcsolatos ismereteink 6sszefoglalasét is.
Jelen frasunkban tébbek kozott azzal a (negyedikként kozolt) kérdéssel kivanunk
részletesen foglalkozni, amely csicsdan — tehat nem stabil médon — egyensulyozott
tetraéderre vonatkozik:
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1. kérdés. Igaz-e, hogy minden homogén tetraédernek van legaldbb két olyan
csucsa, amely egyensulyi pont?

Ez a megfogalmazdas a hivatkozott cikk els6 kérdésének ,,dudlisaként” is felfog-
haté. A kérdés logikajat kovetve természetes médon adédnak a cikk végén feltiin-
tetett kérdések csicsokra vonatkozd valtozatai is, mint példdul a kovetkezo:

2. kérdés. Létezik-e olyan homogén poliéder, melynek dsszes csucsa kozil pon-
tosan egy olyan van, amely egyensulyi pont? Ha igen, mennyi az ilyen tulajdonsdgi
homogén konvex poliéderek minimdlis csucsszama?

A kérdést tovabbgondolva egy altalanosabb kérdéshez is eljuthatunk:

3. kérdés. Adott szamu és jellegli eqyensilyi ponttal rendelkezé homogén poli-
éderek kozt mennyi a minimdlis lap-, illetve csucsszamai poliéder lapjainak, illetve
csucsainak szama?

Cikkiink f6 témaja a 3. kérdés precizebb megfogalmazasa, illetve a vele kapcso-
latos ismereteink Osszefoglaldsa. Ehhez viszont definidlnunk kell a konvex poliéde-
rek egyensilyi pontjainak kiilonb6z6 tipusait, illetve a konvex poliéderek ezekkel
kapcsolatos osztalyozasi rendszerét. Els¢ 1épésben talan nem art felidézniink egy
konvex test egyenstlyi pontjanak fogalmét [5].

1. definicié. Legyen K eqy konvex test, és X a test eqy belsé pontja. Azt
mondjuk, hogy a test eqy Y hatdarpontja K egy egyensilyi pontja X-re nézve, ha
az Y-on dtmend, XY szakaszra merdleges sik nem metszi a K test belsejét. Ha
X a K test tomegkizéppontja (homogén siriséget feltételezve), azt mondjuk, hogy
az Y pont K egy egyensulyi pontja.

Erdemes meggondolni, hogy K minden belsé pontja lehet K tomegkdzéppont-
ja alkalmas inhomogén striséget feltételezve, valamint azt, hogy ha Y a K test
egy egyensulyi pontja X-re nézve, akkor K-t aldtamasztva Y-ban egy vizszintes
sikkal gy, hogy ne billenjen el, X pontosan Y felett fog elhelyezkedni. A tovéb-
biakban nem csupéan stabil egyensulyi pontokkal foglalkozunk, igy érdemes azzal
folytatnunk, hogy az egyenstlyi pontok széba joheté tipusait — akar homogén, akar
inhomogén siirtiségeloszlast feltételezve — definidljuk.

Képzeljiik el, hogy az Y egyensilyi pontban alatamasztott testet kicsit ki-
billentjiik az egyensilyi helyzetéb6l. El6fordulhat, hogy ezt barmilyen iranyban
megcsinalva a test visszabillen az egyensilyi helyzet felé, vagy éppen ellenkezo-
leg, tovabb billen, és tavolodik az egyensilyi helyzettél. Elofordulhat az is, hogy
a billentés iranyatdl fiiggben a test idénként vissza-, idonként pedig tovabb bil-
len az egyensiilyi helyzethez képest. Ezekben az esetekben az egyenstilyi helyzetet
rendre stabil, instabil, vagy nyereg tipusu egyensiilyi helyzetnek hivjuk. Ezekre pél-
da egy kocka lapkozéppontja, csicsai, illetve élkézéppontjai. A preciz matematikai
megfogalmazashoz az alabbi definiciét adjuk.

2. definicié. Legyen P egy konvex poliéder, X a P tomegkdzéppontja és'Y a P
egyensulyi pontja X -re nézve.
e Ha Y a P egy lapjanak belsé pontja, akkor azt mondjuk, hogy Y egy stabil
egyensulyi pont.
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e HaY a P egy élének belsd pontja, és az XY szakaszra merdleges, Y-on dtmend
stk P-t csak ebben az élben metszi, azt mondjuk, hogy Y egy nyereg tipusi
egyensulyi pont.

e HaY a P egy csucsa, és az XY szakaszra merdleges, Y-on dtmend sik P-t csak
ebben a csiucsban metszi, azt mondjuk, hogy Y eqy instabil eqyensilyi pont.

e Ha Y-ra a fenti hdarom feltétel egyike sem teljesil, azt mondjuk, hogy Y egy
degenerdlt egyensuly.

Meggondolhatd, hogy P hataranak a silyponthoz legktzelebbi pontja mindig
stabil, a legtavolabbi pontja pedig mindig instabil egyensulyi pont, tehat P-nek
mindig van legaldbb egy stabil, és legaldabb egy instabil pontja.

A matematikai analizis egyik hires tételébdl, a Poincaré-Hopf-tételbdl [1] ko-
vetkezik, hogy ha egy konvex poliédernek csak nemdegeneralt egyensilyi pontjai
vannak, akkor a stabil pontok .S, instabil pontok U és a nyeregpontok H szama
kielégiti az

S—-H+U=2
Osszefiiggést. Erdemes ezt sszehasonlitani a jol ismert Euler-tétellel, mely szerint
ha egy konvex poliédernek f lapja, e éle és v cstcsa van, akkor f —e+v = 2. Ezen
mennyiségek jol szemléltethetok az 1. dbrdn lathaté harom poliéder segitségével.

=
B

/ 7
v 10 10
e 12 15 15
n=f+v+e 26 32 32
S e 6 7
U °o 8 10
H o 12 15 12
N=S+U+H 26 32 26
C=n—-N 0 0 6

1. dbra. Harom homogén sfirliségii poliéder és jellemz& szdmadataik: a lapok (f), csicsok

(v) és élek (e) szdma, a stabil (5), instabil (U) és nyereg-tipusi (H) egyensulyi pontok

szdma, ezek Osszege (n = f +v+e, N =S5+ U + H), valamint a poliéderek mechanikai
komplexitdsa (C'=n — N, lasd a 3. definiciét).

A cikk tovébbi részében csak olyan konvex poliéderekkel foglalkozunk, melyek-
nek nincsenek degeneralt egyenstilyi pontjai.
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2. Poliéderek komplexitasa

Ahogy a bevezetOben emlitettiik, ,nemdegeneralt” esetben, azaz ha a poliéder
minden egyensulyi pontja stabil, instabil, vagy nyeregpont, akkor ezek S, U és H
szama kielégiti az S — H + U = 2 Osszefiiggést. fgy a fenti adatok koziil pl. S és
U értéke meghatdrozza H értékét is. A tovébbiakban (S, U)"-vel fogjuk jelélni
az S stabil és U instabil egyenstlyi ponttal rendelkez6 konvex poliéderek csaladjat.
Hasonléan, az Euler-tétel szerint minden konvex poliéder f lapszama, e élszama
és v csucsszama kielégiti az f — e 4+ v = 2 Osszefliggést. Ennek alapjan az f lapua
és v csiesu konvex poliéderek csalddjat (f, v)K—val fogjuk jelolni. Ezen osztdlyokat
rendre a poliéder egyensulyi, illetve kombinatorikus osztalydnak nevezziik.

Emlitettiik, hogy tetszoleges konvex poliédernek van legalabb egy stabil és leg-
aldbb egy instabil pontja, azaz tetszdleges (S, U)E osztalyban S, U > 1. Hasonl6an,
minden konvex poliédernek van legaldbb 4 lapja és csicsa, azaz minden (f, v)K
osztalyban f,v > 4. Errol az osztalyozasi rendszerrél tobbet is tudunk. Steinitz egy
tétele [6] szerint pontosan akkor van f lapi és v csicsi konvex poliéder, ha

(1) >4, é = <v<2f—4

A tovdbbiakban azokat a pozitiv egészekbdl all6 (f,v) szdmpérokat, melyek az (1)
egyenlotlenségeket kielégitik, poliedrikus szamparoknak nevezziik.

A cikkiinkben térgyalt f6 fogalom az alabbi.

3. definicié. Legyen P egy konvex poliéder, melynek nincs degenerdlt egyen-
sulyi pontja. Jelolje N(P) a poliéder dsszes egyensilyi pontjdnak szamdt, és n(P)
a lapjai, élei és csucsai szdmdnak dsszegét. Ekkor a C(P) = n(P) — N(P) mennyi-
séget a P poliéder (mechanikai) komplexitdsanak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a poliéder minden lapja, csicsa és éle legfeljebb egy egyen-
sulyi pontot tartalmaz. Tehat ha P € (f, v)K és P e (S, U)E7 akkor S < fésU < v,
amibdl a H < e is kovetkezik a nyeregpontok H és az élek e szamara. fgy P komple-
xitasa nem lehet negativ. Masképp megfogalmazva, P komplexitdsa azon lapjainak,
éleinek és csicsainak szdma, melyek nem tartalmaznak egyensilyi pontot, azaz pl.
egy szabalyos poliéder komplexitasa nulla. A komplexitas értéke jol szemléltethetd
az illet6 poliéder (f,v) és (S, U) sikokon elfoglalt helyével, pontosabban ezen helyek
egymashoz viszonyitott atlds tavolsagaval, amint azt a 2. dbrdn is lathatjuk.

4. definicié. Legyen S,U > 1. Az (S, U)E egyensilyi osztdly (mechanikai)
komplexitasan az osztdlyhoz tartozo poliéderek komplezitdsdnak minimumdt értjik.
Mdsképpen:

C(S,U) =min {C(P): P € (S,U)"}.

Ha P € (f,v)" és P € (S,U)", akkor a Poincaré-Hopf-tétel és az Euler-tétel
alapjan C(P) =2(f +v— S —U). Minthogy f > S ésv > U, az

R(S,U)=min{f+v—S—U:f>50v=>Ués (fv)egy poliedrikus par}

mennyiség kétszerese alsé becslése a C(S,U) komplexitdsnak:
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2. dbra. Az 1. dbra jobb szélén lathaté poliéder elhelyezkedése az (S,U) és (f,v) sikokon.
A komplexitds értéke a megfeleld celldkon atmend feltiintetett atlok tdvolsagdval ardnyos.

1. megjegyzés. Minden S,U > 1 esetén C(S,U) = 2R(S,U).

Az S és U mennyiségek értékeitdl fiiggden explicit médon is megadhatjuk
R(S,U) értékét, ahol az [z] mennyiség az x valds szdm értéke felfelé kerekitve
egészekre.

W_U+2, ha S >4és S >2U — 4,
U .
5 —S+2 halU>4éU >25—4,

-S-U, ha S, U < 4,

egyébként.

Ezen képletek geometriai jelentése a 3. dbran lathaté. Mivel minden poliéder-
nek legaldbb 4 lapja és 4 csticsa van, ha S, U < 4, akkor C(S,U) legaldbb akkora,
mint az (S, U) osztaly ,tavolsaga” a (4,4) osztalytdl, azaz ,optimalis esetben” az osz-
taly egy tetraédert tartalmaz, ez a magyarazata a 3. esetben szereplo képletnek.
Ha (S,U) egy poliedrikus pér, akkor ,,optimdlis esetben” (S, U )E tartalmaz egy S
lapt és U csucsd poliédert. Ez felel meg az R(S,U) = 0 esetnek. Ha (S,U) nem
poliedrikus péar, mert pl. S nagy U-hoz képest, azaz S > 4 és S > 2U — 4, akkor
a legtobb, amit remélhetiink, hogy talalunk az osztdlyban egy poliédert, melynek
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3. dbra. Az R(S,U) fiiggvény értelmezése S, U < 10 esetén (az (S, U) tébldzatot néhany
poliéder képe illusztrilja, a poliedrikus parokhoz tartozé celldk vildgos héttertiek). Adott
(S,U) pérhoz tartozé R(S,U) érték kiolvashaté a tédblazatbdl az (S, U) mezbnek
a legkozelebbi fehér mez6tol mért diszkrét tavolsagaként, lasd a sotétsziirke hatteri
((2,2)%,(2,9)", (10,3)" egyensiilyi osztalyoknak megfelels) harom példat.

S lapja van, és a legkevesebb cstcsa, ami egy S lapu poliédernek lehet, azaz [g} + 2.
EDbbél vezetheto le az 1. esetben, illetve analég moédon a 2. esetben szerepl6 képlet.

Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen (S, U )E osztalyokra teljesiilhet a C(S,U) =
2R(S,U) egyenldség. Ahogy az [5] cikkben lattuk, az (1, U)E, 1 < U < 4 osztélyok
nem tartalmaznak tetraédert, tehat ezekben az osztélyokban biztosan nem igaz
az egyenldség. Az aldbbi 4llitds, melyet Domokos és szerzétarsai [2] igazoltak 2018-
ban azt mutatja, hogy az emlitett egyenldség az (.5, 1)E, 1 < 5 <4 osztalyokban
sem teljestil.

1. tétel. Nincs homogén striiségi mono-instabil tetraéder, azaz minden tet-
raédernek legaldabb két csiucsa instabil eqyensulyi pont.

3. Az egyensiilyi osztalyok komplexitasi korlatai

A fentiek alapjdn taldn meglepd, hogy az aldbbi tétel [2] igaz.

2. tétel. Ha S,U > 2, akkor C(S,U) =2R(S,U).

Ezen tétel egyik specidlis eseteként azt kapjuk, hogy ha van S lapu és U csticsi
poliéder, akkor van S lapt és U csticsu olyan poliéder is, melynek minden lapjan
és csucsaban van egyenstilyi pont.

A tétel bizonyitdsa azzal egyenértékii, hogy minden (S, U )E osztalyban konst-
rudlunk egy konvex poliédert, melynek komplexitdsa éppen 2R(S,U). Ezt tobb 1é-
pésben tehetjiik meg. A 2 < S,U < 5 egyenlétlenségek teljesiilése esetén az (.S, U)E
osztalyban szamitogép segitségével keresheté alkalmas poliéder: tetraéder, ha
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S, U < 4, és négyszog alapi gila, ha S =15 vagy U =5. Az (S, S)E, S > 6 osz-
talyokban kozvetleniil, geometriai megfontolasok alapjan talalhaté ezen osztaly-
beli, S lapt és S cstcsu poliéder: S > 4 esetén egy szabdlyos (S — 1)-szog alaplapi
egyenes gila éppen a megkivant tulajdonsagi. Végiil a tobbi osztalyban megfelel$
tulajdonsagu poliéder a fenti poliéderek apré deformacidival kaphatd meg.

nemkonstans csucsponti egyensuly

koordinatdk a lapokon | a csticsokon az éleken

osztaly || C, | Cy | Dg Dy | D, A|B|C|D

AB

=== |o|~|~|o|l AC
CD

32 [1,9/-22| 03 |18
19 |53] 1,9 | -0,952
-0,9(53| 1,9 | 0,9 |52
1,0 (27 —09|—4,1]34
1,0 |57] 05 |-05[1,3
05 (28] 05 |—0,7]1,2
32 |38 -22|-29|25
19 |53] 1,9 | 50 [18

B W W W NN N
W N[ | W N[ W (N

—l=|—|lo|lo|o|o||ABC
o|l—|o|lo|~|o|lo

[l Eevll Nevll Nanll Bl Nawll i

—|l~|lo|lo|~|lo|lo|o||ABD
Rk~ |~|~|~||ACD
||~~~ |~|~|~]||BCD

—|lo|~=|~|~|lo|~|o|l AD

—|lo|~|~|lo|lo|lo|lo|l BC

=== |lo|~|~|o|o|| BD

~ =~~~
Nl Nudl Nl Rl Rl Rl el N
—lo|l—|r|lol~|—]|o
e Y e e
N e e e e
e e e Y L

—_

0 0

1. tdbldzat. Egy-egy példa az (S,U)¥, S,U € {2,3,4}, (S,U) # 4, 4 egyenstilyi
osztalyokba tartozo tetraéderekre. A tetraéderek alabbi hat koordinatdja adott konstans:
Ap=Ay=A,=B,=C.=0,B, =1.

4. dbra. Az (S,U)", S,U € {2,3,4,5} egyensiilyi osztalyokhoz tartozé
(az 1-2. tablazatokban szerepld) 8 tetraéder, illetve 6 pentaéder, valamint a szabdlyos
tetraéder és a szimmetrikus négyzet alapi gila 3D nyomtatassal késziilt példanyai.

Mi a helyzet az (S, 1) és az (1, S)* osztalyokkal? A C(S,U) = 2R(S,U) egyen-
16tlenség egy alsé becslést ad C(S,U) értékére. Adhaté felsd becslés is? A vilasz
a legtobb osztalyra megtaldlhaté a méar emlitett [2] cikkben.
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osztaly nemkonstans csucsponti koordindtak
c.lce, |p.| b, | B. | B, | E
25 [[10]1,7]05]-03] 21 | 12 | 12
(3,5) 1,0 | 1,7 | 38 | =22 | 1,6 0,9 0,9
(4,5) [ 2514 ]38 -22] 20 | 12 | 12
5.2 [[10]l17]l09] 05 | —06] -11]-11
(5,3) 1,0 | 1,71 09| 05 1,5 2,6 2,6
(5,4) 1,0 1,7 13| 08 1,5 2,6 2,6

2. tédbldzat. Egy-egy példa az (i,5) és (5,1) i € {2, 3,4} egyensulyi osztalyokba tartozé
pentaéderekre. A pentaéderek aldbbi hét koordindtaja adott konstans:
Ay =A,=A,=B,=C.,=D,=0,B, =1.

3. tétel. Ha S >4 akkor C(S,1) <59+ (—=1)° +2R(S,1); ha U >4 akkor
C(1,U) < 90+ 2R(1,U).

Talan érdemes megjegyezni, hogy az ezen tételben szereplé masodik, azaz
a monostabil poliéderekre vonatkozé egyenlétlenség igazolasahoz sziikséges (1, U )E—
osztélyd konvex poliéderek a Conway és Guy altal konstruélt, a [5] cikkben is-
mertetett monostabil (az (1,4)” osztélyba tartozé) poliéder apré deforméacidival
allithaték el6. A mar hivatkozott [2] cikkben szerepld mddszerek alkalmazdsaval
konstrualhat6 poliéder a (2,1)”, (3,1)7, (1,2)" és az (1,3)” osztalyokban is, me-
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5. dbra. Az egyensulyi osztdlyok mechanikai komplexitasa: az eredmények Gsszefoglalisa
S,U < 10 esetén (a poliedrikus paroknak megfelel§ celldk itt is vildgos hattertiek).
A zardjel nélkiil szerepl6 egész szdmok pontos komplexitdsi értéket, az S = 1 sorban és
U = 1 oszlopban szogletes zardjelbe tett szdmok komplexitasi korldtokat jelentenek (két
érték alsé és fels6 korlatot, egyetlen érték pedig csupdn alsé korlatot ad meg — itt a fels6
korldt ismeretlen).
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lyek mindegyike egy-egy felso korlatot ad az osztaly komplexitasanak mértékére, sét
az (.S, 1)E, S > 3 egyenstlyi osztalyok komplexitasanak fels§ korlatjat ugyancsak e
(2,1)" és (3,1)" osztalyba tartozé két test apré deformécidival konstrudlt testek
segitségével kaphatjuk meg. A (2, 1)E és (3, 1)E egyenstlyi osztalyokhoz konstrudlt
poliéder olyan test, amelynek 18 cstuicsa van, igy tehat a 2. kérdés masodik felére je-
lenleg a kovetkezo véalasz adhatd: mivel mono-instabil homogén stirtiségu tetraéder
nem létezik, a homogén siirliségli mono-instabil testek minimalis csiicsszama leg-
feljebb 18, de legaldbb 5. Az 5. dbra tablazata osszefoglalja az egyensulyi osztalyok
komplexitasaval kapcsolatos legjobb ismert becsléseket.

Az 5. &bra alapjan az egyet-
len osztaly, melyrol nem tudjuk, hogy
tartalmaz-e konvex poliédert, az (1, 1)E

osztaly. Erdemes megjegyezni, hogy al-
taldban a konvex testek kozt ismert egy
olyan homogén test, melynek egy stabil
és egy instabil egyensilyi pontja van. Ez
a test, mely a fentiek szerint rendelkezik
azzal a tulajdonsdggal, hogy (eltekintve
az instabil egyensilyi pontjatdl), bar-
milyen helyzetben alatdmasztva addig
6. dbra. A Gombée gordiil, amig megtalalja egyetlen stabil
egyensulyi helyzetét, Gomboc néven is-

mert, és a 6. abran lathaté.
Felvetédhet az otlet, hogy egy Gombocot poliéderrel nagyon finoman koze-
litve kaphatunk egy (1,1)” osztalyt konvex poliédert. Sajnos, intuiciénkkal taldn
ellentétes modon megmutathatod, hogy ,.egyenletes” kozelitést hasznalva tetszdleges
finomsag esetén a keletkezd poliédernek egynél tobb stabil, illetve instabil egyensu-

lyi pontja lesz. Ezt a jelenséget targyalja a [3] cikk.

Oszténozve a kutatdst a kis lap- és csticsszami, Gomboc-tulajdonségi homo-
gén konvex poliéderek keresésére, a cikket egy nemrég kitiizott dijra valé felhivassal
fejezziik be. Ezen, C(1,1) értékének meghatérozasdért kitlizott dij értéke amerikai
dollarban:

106

(1) oy

A dij elnyerésének részletesebb feltételeit az érdeklddd olvasé megtaldlhatja a [2]
cikkben. Aki a dijjal kapcsolatban ennél bévebb informaciét szeretne vagy érdek-
16dne a jelen cikkben ismertetett téma felol, a cikk szerz6ivel tudja felvenni a kap-
csolatot.
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Megoldasvazlatok a 2020/4. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a \/2x +6 = 9 — x egyenletet a valds szamok halmazdn.

(5 pont)
b) Oldjuk meg a log, 3= > log 5 % egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.

(3 pont)
¢) Oldjuk meg a sin? 4x + sin 4x + cos? 4z = 2 egyenletet a [0; 7] halmazon.

(4 pont)

Megoldas. a) A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomédnya miatt x > —3,
értékkészlete miatt x < 9, tehat —3 < x < 9. Négyzetre emelve az egyenlet mindkét
oldaldt: 2z + 6 = 81 — 18z + x2. Az egyenletet rendezve: 22 — 20z + 75 = 0, melynek
gyokei: 1 = 15 és x9 = 5.

A [-3;9] intervallumon ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, igy csak xo =5
megoldasa az egyenletnek.

b) Az egyenlStlenség értelmezési tartoménya: x > 0. A 0,3-es alapt logarit-

musfiiggvény szigori monoton csokkenése miatt: x < 4

5 melyet az értelmezési tar-

tomannyal Osszevetve a megoldashalmaz: ]O; %]

¢) Mivel minden x € R esetén sin? 4z + cos? 4z = 1, ezért a megoldandé egyen-

let: sin4x = 1, ahonnan =z = % + k- %7 k € Z. Ebbdl az egyenlet megoldésai a kere-

sett halmazon: x = %; ‘% Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ebbol kovet-

kezik, hogy a kapott gyckok jok.
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