b) Hény olyan fehér szinli mez8 van a tdbldn, amelyre lépve a jatékos egyszer
kimarad a jatékbol? (3 pont)

A tarsasjaték jatékszabdlya szerint a jatékosok egy fehér és egy sarga szinii
szabalyos dobdkockaval dobnak egyszerre, és a 1épésiik szama a dobott szamok
Osszege. Ha a dobéas Osszege 6, akkor a jatékosok tjra dobhatnak, és a 1épések
szama a jatékos altal dobott négy szam Osszege lesz. (Példaul: Ha a jétékos els6
dobésa 2 és 5 volt, akkor a 7-es mezore 1ép. Ha viszont a jatékos elsé dobdsa 2
és 4, az 1j dobdsa 3 és 5 volt, akkor a jatékos a 14-es mezdre léphet.) Ha egy
mez6 sorszama, 10-zel oszthatd, akkor erre rélépve, a jatékos a babujaval visszalép
a legkozelebbi, fat abrazolé mezdre.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az elsd jatékos babuja kezdéskor a 10-es
mezore 16p? (Kezdéskor a jétékosok babui az 1-es mez6 elétt dllnak.) (6 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2020/3. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész
1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletet:
22— 14 =222+ 1. (6 pont)

b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kivetkezd egyenletrendszert:

222y 1

224y 2
1222y _ 1 (7 pont)

422 4+3y 5

Megoldas. a) A gyokjel alatti mennyiség mindig pozitiv. Az egyenlet bal
oldala nem lehet negativ, azaz

2?2 —14 > 0; 2 > 14.
Vezessiink be 1j ismeretlent, azaz legyen
a=Vz2+1 (>0).
Ekkor az egyenletiink az
22 +1—-15=a’—-15=2aq, a’—2a—-15=0

alakot veszi fel. Ennek megoldédsai a; = 5, as = —3. Ebbdl csak az a; johet szami-
tasba az el6jel miatt, azaz

a1 =5=+2z2+1, 25 =22 +1, z? =24, = +v24 = +2V/6.
A kapott gyokoket az ellen6rzés jonak talalja.
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b) Ha x = 0 lenne, akkor az egyenletek bal oldaldn nulla dllna, mig jobb olda-
lan nem, tehat x # 0. Ugyanezen gondolat alapjin kapjuk, hogy y # 0. A megold-
hatéséag feltétele, hogy 222 +y # 0 és 42 + 3y # 0 legyen. Vegyiik az egyenletek
reciprokait — az el6zoek alapjan megtehetjiik — és rendezziik:

2x2+y_2 4x2+3y_
222y 1222y
222 422 3
902 + y2 =4 3, T y2 =9
Ty 2x%y 1222y 122%y
1 1 1 1
—+—=2. —+-—=5
Yy * 212 3y * 422

Vezessiink be 1ij ismeretleneket:

1
0/272, b= —
T y
Az egyenletrendszer az
! b=2
R0 TO= a+2b=4
11 - 3a +4b = 60
—a+-b=5 a+4b =
173

alakot nyeri el. Itt a masodik egyenletbdl az els6 kétszeresét levonva kapjuk, hogy
a =52 és b= —24; azaz

1 1 1
=52= = — b=-24= - =——
a 5 1‘23 527 ? y 24)
1 1
=+ =+
V52 T 2V/13

A kapott gyokok (#1—, —i) és (— #1—; —i), az ellenorzés mindkettét jonak
talédlja.
2. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenletet:
4% 4+4.27% =5, (6 pont)
b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kivetkezd egyenletet:

62 =24 3cos 2. (7 pont)

sin® z + cos
Megoldas. a) Vezessiink be 1j ismeretlent, legyen 2* = a (> 0). Igy
4
a*+ - =5, a® —5a+4=0, a®—1—-5a+5=0,
a

(a—1)(a®>+a+1)—5(a—1)=0, (a—1)(a* +a—4)=0.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/4 211



Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla, azaz
a—1=0, a’4+a—4=0,
-1+ V17

a; =1, az =

2
-1 -V17
a3 = —— (< 0),
2
9 _ 1, g7 _ —1+\/17,
2
—1+v17
z1 =0, ro = logy ——— .

2
as nem ad megolddst, mivel negativ.
A kapott gyokoket az ellenorzés jonak talalja.

b) Hasznaljuk fel, hogy sin® z = 1 — cos® & és cos 2z = 2cos® z — 1 igaz minden
valds szamra:

(1 — cos? x)3 +cos®z = —2+3(2cos?x — 1),
1 —3cos?z + 3cost x — cosz + cos® . = —2 4 6 cos? x — 3,
3costx —9cos?z +6=0,
cos*r —3cos’z +2=0.
Vezessiink be 1ij ismeretlent, azaz a = cos? z, ekkor egyenletiink az

a>—3a+2=0

alakot veszi fel, aminek a gyokei: a3 = 2 és ag = 1. Ekkor

a1:2:cos2z, CLQ:I:COS21',
cosT = :i:\/i, cosr = *+1,
ami nem lehetséges, x=km; k€ Z.

A kapott gyokoket az ellen6rzés jonak talalja.

3. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kovetkezd egyenletet:

3 4 log, (2 + 1)°

1 p—
+ log, (2 — 62+ 13)  logy(z+ 1) 2

(8 pont)

b) Egy szabdlyos dobdkockdt hatvanszor feldobva 15 esetben kaptunk hatost.
Ezt a kisérletet eqymds utan tobbszor elvégezve mindig ehhez hasonlo eredményre
jJutunk. Emiatt ugy sejtjik, hogy a dobokocka ,cinkelt”, azaz a hatos megnovelt
valosziniiséggel bir. Mekkora ez a valdsziniség, ha minden 60-as sorozatl esetén 15
lett a kapott érték (azaz a varhato érték 15)7 (4 pont)
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Megoldas. a) Az egyenlet értelmezési tartomanydt vizsgalva:
log (2% — 62 +13) #0, 2> —6x+13>0, logy(x+1)#0, x+1>0,
2 —6x+12#0, (z—3)2+4>0, z #0, x> —1,
(z—3)*+3#£0.

Osszefoglalva: —1 < z és x # 0.

1. eset: —1 < x < 0. Ekkor az egyenlet jobb oldala negativ, hiszen x < 0 esetén
logy(x 4+ 1) <0, és igy

4 log, (z + 1) B 4 2logy(xz +1)
log,(z + 1) 2  logy(z +1) 2

4
=—— —4logy(x+1)=logy(x+1) | ——— +1
logy (2 + 1) 1 ) 2l ) (logg(x +1) )

is negativ.
A bal oldal pozitiv, hiszen
2? —6x+13 = (x —3)° +4 >4,
log, (#? — 62 + 13) > log, 4 = 1,

3

1 >1
+ log, (22 — 62 + 13)

Ebben az intervallumban tehat nincs megoldas.

11. eset: 0 < z. Az egyenlet bal oldaldnak értékkészletét vizsgdlva:
22 —6z+13 = (x—3)° +4 >4,
log, (2% — 6z +13) > 1,

! <1
log,(z2 — 6z +13) ~

+ 3 <4
log, (22 — 6z + 13)

1

Az egyenlet jobb oldalat vizsgalva, kdzben hasznélva egy szamtani-mértani kozép
kozti egyenlétlenséget a pozitiv log,(x + 1) kifejezésre:

4 log, (x + 1) B
logy(z + 1) 2 B

4

S| ) =2vVd=4
logy(z + 1) ogz(x +1) Vi ’

= —— +1 1) >2
toga(o - 1) 1087 H Y \/
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azaz
4 log, (z + 1)

logy(z + 1) 2
Kaptuk, hogy az egyenlet bal oldala 4 vagy kisebb, a jobb oldala 4 vagy nagyobb.
Egyenloség akkor és csak akkor lehet, ha mind a két oldal 4, ekkor

> 4.

4
2 2
z*—6zx+13=(x—3)" +4=4, —— =logy(z + 1),
(z—3)>=0, logs(z + 1) = 4,
x] =3, logy(x + 1) = £2,
33‘2:37 ,’Egz—z.

Mindkét kovetelmény csak az x = 3 esetén teljesiil, igy ez az egyenlet megoldasa.
A kapott gyokot az ellendrzés jonak taldlja.

b) Legyen p annak a valdszintisége, hogy hatost dobunk, ekkor a t6bbi dobasra
1 — p adédik. Annak a valészintisége, hogy 60 dobédsbdl 15 esetben kapunk hatost:

P(15 a 60-bdl) = (fg) (1 —p)*.

Tekinthetjiik ezt egy binomialis eloszlasnak.

A varhaté érték np, ami az adott esetben 60-p = 15, p = %1 Ez az elvi % értéktol
erOs eltérést mutat. Mindenképpen igazolja a gyantt, hogy ,cinkelt” a kocka.

4. a) Egy nem dllandd szamtani sorozal elsd, mdsodik és negyedik eleméhez
rendre 1-et adunk, igy egy mértani sorozat mdsodik, harmadik és negyedik elemét
kapjuk. A mértani sorozat elsé, mdsodik és harmadik elemének az dsszege 7. Mennyi
a szdamtani sorozat 1010-edik eleme? (6 pont)

b) Adott a kévetkezd sorozat:
a; = 1; pt1=3-a,+1 (n>=1).
Adjuk meg a sorozat 2020-adik tagjat. (7 pont)

Megoldas. a) Jelsljiik a szdmtani sorozat els§ elemét a-val és a differencidjét
d-vel. Ekkor az els6 négy eleme rendre a1 = a; a2 = a+d; as = a+2d; ay = a+ 3d.
Az els6, masodik és negyedik elemhez 1-et adva egy mértani sorozat egymas utani
hérom elemét kapjuk, amelyekre igaz, hogy a kozépso elem négyzete a két szélsé
szorzata, azaz:

(a+d+1)°=(a+1)(a+3d+1),
a?+d*+1+2a+2d+2ad = a®+ 2a + 1 + 3ad + 3d,

d*—ad—d=0,
d(d—a—1)=0.
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Mivel a sorozat nem allandé, ezért d # 0, igy d = a+ 1. A szadmtani sorozat: a; = a;
az =a+d=2a+1; a3 = 3a + 2; as = 4a + 3. Az elemekhez egyet hozzdadva:

ag=a+1; aa=2a+2; a3=3a+3; a4 =4a+4.

Ezek koziil az els6, masodik és negyedik tényleg egy mértani sorozat elemei, melynek
a hanyadosa ¢ = 2.

Az elsé, masodik és harmadik elem Osszege 7 a feladat szerint, tehat

a+1

7
+(a+1)+2a+1)="7, (a—|—1)~§:7, a=1

Ekkor d = 2, a kezdeti szdmtani sorozat 1; 3; 5; 7. Az elemekhez egyet adva a 2; 4;
6; 8 szdmokat kapjuk és a 2; 4; 8 tényleg egy mértani sorozat elemei. A 2 el6tti
elem 1, és az els6 harom Osszege 1 +2+4 = 7.

A szdmtani sorozat 1010-edik eleme: a1919 = 1 + 1009 - 2 = 2019.

b) I. megoldds. Az elemeket kiszdmolva kapjuk, hogy a1 = 1; as = 4; a3 = 13;
ag = 40; a; = 121. Azt vehetjiik észre, hogy ha a sorozat elemeit megszorozzuk
2-vel:

241 =2 2-a5=8; 2-a3=26; 2 a;=80; 2-a5=242,

akkor mindig egy harom hatvanynal eggyel kisebb szdmot kapunk. Tehét az a sejtés,

hogy a,, = ?’n2—_1 Alkalmazva a képzési szabalyt:

n_ 1 n+1l n+1_1
’ P At S

any1 =3 a,+1=3- 5 =5

azaz igaz volt sejtésiink. fgy a keresett elem:
32020 -1

42020 = 2

II. megoldds. Alakitsuk at az Gsszefiiggést:
1 3
Ont1 =3 - an + 1, an+1+§:3~an+§, py1+ =3 |a,+ < |.

Ezt felirva n-tol 2-ig:

+ios i vlog +1
Qp 2 - Ap—1 2 ) Gp—1 2 — Ap—2 2 )
+3=3 s T .
Ap—2 2 - Apn—3 2 ) s a2 2 - ay 2 )

majd 6sszeszorozva

1 _ 1 4 3 1 3" -1
a7l+2:3n1.<a1+2>:3n1_2:2.371’ an = 9
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és innen
32020 —1

2020 = 9

III. megoldds (vézlat/tlet). Az elemeket kiszamolva ay = 1; ag = 4; az = 13;
aq = 40; a5 = 121. Eszreveheté, hogy a sorozat elemeinek kiilonbsége

as—ay1=3; az—ax=19; a4 —a3=27;, as—ay =281,

vagyis minden kiilonbség az el6z6 kiillonbség haromszorosa, ami adédik az

Ay =3 Ap_1+1
= Qp — Qp_1 = 3Ap_1 — 3ap_2 = 3(a/n—l - an—2)

Ap_1 =3 Ap_o+1
atalakitasbol is. Innen az elemek:
ar=1, a=1+43, a3=143+3, a=1+3+3"+3°
an=14+3+32+...+3" 1,
és adddik a zart alak.

II. rész

5. a) Legyen a és b nemnegativ valds szdm. Bizonyitsuk be, hogy

(a+1)(b+1) _

0< S
a?+0b2+2

Irhatunk-e a nulla helyett nala nagyobb szamot? (9 pont)

b) Egy felil nyitott fémdobozt lemezbdl dllitunk eld 1igy, hogy az 1. dbrén ldthato
modon kivagunk, majd 0sszehajtogatunk egy ilyen alakot.

® 0

1. dbra 2. dbra

QO

A kivagdst egy 30 cm-es széles fémszalagbol végezziik gy, hogy 2 ilyen mintat
forditunk egymdssal szembe a 2. dbra szerint. Hogyan vdlasszuk meg a méreteket,
hogy a kikerild fémdoboz a lehetd legnagyobb térfogati legyen? (7 pont)

Megoldas. a) A nevezd biztosan pozitiv, hiszen a? + b +2 > 2 > 0. Nézziik
a dupla egyenlStlenség bal oldaldt. A vizsgalandé kifejezés szamléldja és nevezdje
is pozitiv, igy maga a tort is.
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Legyen a kicsi és b = n nagy szam. Ekkor

<(a+1)(b+1)_(a+1)(n+l)<2-(n+l)_ 2n+1) 2
a2 +b2+2  a?+n2+2 n2—1  (n+1)n-1 n-1
(a+1)(b+1)< 2 0<(a+1)(b+1) 2
a2 +b2+2 " b—1 Soa+br4+2 Cbh—1

ami azt jelenti, hogy a tort akarmilyen kicsi tud lenni, igy a bal oldalon nem lehet
nulla helyett nagyobb szdmot irni. Egyenloség semmilyen a, b érték esetén nem
teljesiil.

Rendezziik az egyenlétlenség jobb oldalat:

(a+1)(b+1)
L,
a2 +b2 +2

(a+1)(b+1) <a®+b*+2,

ab+a+b+1<a®+b%+2,
ab+a+b<a®+b>+1,

2a 4 2b + 2ab < 2a* + 2b* + 2,

/N

a2 —2a4+14b*—2b+ 1+ a® — 2ab+ b2,

0
0<(@a—124b-1)7°+(a—0b)

Az utolsé sor biztosan igaz, hiszen harom szam négyzetének osszege nem lehet
negativ. Mivel a lépések megfordithatoak, ezért az eredeti egyenlGtlenség is igaz.

Egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, ha egyidejiileg mind a harom négy-
zetszam nulla, azaz a = b = 1.

b) Legyen a kivigandé kérlemez sugara r, ekkor a fémdoboz magasséga

30 —2r

5 =15-r

m

lesz. A térfogata V = r?mm = r2(15 — r)m, ahol 0 < r < 15.

Tekintsiik az f : [0;15] — R; x — x2(15 — x) fiiggvényt. Ennek keressiik a ma-
ximumét. Egy zart intervallumon folytonos fliggvénynek van széls6értéke. Mivel
£(0) = f(15) = 0, ezért a maximumat az intervallum belsé pontjédban veszi fel.

/(@)
f'(x)
f(x)

Ott lehet maximuma, ahol f'(z) =0 és f”(z) < 0.

22(15 — ) = 152% — 23,

Ox — 3x2,

3
30 — 6x.

f'(x) = 30z — 32% = 32(10 — ) = 0.
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Csak az x = 10 johet sz6ba, ekkor f”(10) = 30 — 610 = —30 < 0; azaz = = 10-ben
tényleg maximuma van a fiiggvénynek, a maximalis értéke f(10) = 10%(15 — 10) =
= 500. Kaptuk, hogy V = r2(15 — r)7 < 5007 és a maximuma r = 10 esetén lesz,
a térfogata ekkor 5007 cm?.

A méretaranyos rajz ezek szerint:

® O

6. a) Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely egyidejilleg érinti
azy =22 ésy = —a% + 4x — 2 paraboldkat. (9 pont)

b) A magyar GugLi Kft. eqy emblémdat
tervez a székhdzuk elé, amely eqy félbevagott
gomb és eqy kup oOsszetételébdl all. Az emb-
lémanak fiiggdlegesen a negyede ki van vagva
ugy, hogy a két vagosik az embléma fiiggdle-

ges tengelye mentén metszi eqymdst. Az emb-
léma keresztmetszete és a fiiggoleges metszete
az dbran ldthato.
A kiup magassdga éppen a félbevdagott gomb sugardnak a kétszerese. Betonbdl
szeretnék elkészittetni majd lefesteni a 1,5 m magassdgira tervezett emblémdt.
— Mennyi beton sziikséges az elkészitéséhez, ha az elkészités folyamdn 15%
veszteséggel szamolhatunk?

— Mekkora lesz az elkésziilt embléma témege?

— Hdny m?-re elegendd festéket kell beszerezniiik, ha az idéjdrds ellen hdrom-
szor szeretnék lefesteni és a festés sordn keletkezd veszteség 5%7 (7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Hatarozzuk meg egy a pontban az y = 2 érint6jét.

Az érinté meredeksége: y' = 22; m = 2a. Ez dtmegy az (a; a®) ponton, gy az érinté:
y = 2a(z —a)+a® = 2ax — a®. Ezen egyenesnek és az y = —x? + 4x — 2 parabolédnak
1 metszéspontja (érintési pont) van. Keressiik ezt meg, azaz oldjuk meg a kovetkezd
egyenletrendszert:

y = 2ax — a,
Yy = —x% + 4z — 2.
2ax — a? = —a% + 4o — 2,

22+ (2a — 4)x — (a® — 2) = 0.

218 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/4



Mivel az egyenes érint6, ennek a masodfoku egyenletnek csak egy valds szam lehet
a megoldasa, tehat a diszkriminansa nulla:

0=D=(2a—4)" +4(a®>—2) = 8a> — 16a + 8 = 8(a — 1),

vagyis a = 1 és a keresett érint6 y = 2z — 1.

II. megoldds. Hatarozzuk meg egy a pontban az y = 22 érintéjét. Az érintd

meredeksége: y' = 2z; m = 2a. Bz d&tmegy az (a;a?®) ponton, igy az érint
y = 2a(z — a) + a® = 2ax — a®.

Hatdrozzuk meg most egy b pontban az y = —22 4 4z — 2 érintéjét. Az érintd
meredeksége: y' = —2z +4, m = —2b + 4. Ez dtmegy a (b; —b? + 4b — 2) ponton,
igy az érintd:

y=(-2b+4)(x —b) —b* +4b—2=(—2b+4)x +b* - 2.
Ha koz06s az érint6, akkor ugyanaz az egyenes egyenlete, azaz

y = 2ax — a’, y=(—2b+4)x +b* - 2.

2a = —2b+4,
—a?=0b>-2
Megoldva az egyenletrendszert:
20 = —2b+ 4, a=—b+2, —(=b+2)*=b* -2,

WA —4=0> -2,  0=2"—4b+2, 0=b"—2+1=(b—1)
b=1, a=1.

Innen a ko6zos érinté: y = 2z — 1.

b) A félgomb sugara legyen r, ekkor a kip magassdga 2r. Az egész embléma
magassaga igy 3r, ami a feladat szerint 1,5 m: 3r = 1,5, r = 0,5. Nézziik a térfogatot.
A kivagott félgomb térfogatas:

1 3 rr
‘/félgijmb = 3 ' 5 ' Z = 7
A kivagott kap térfogata:
2 3
rém-2r 3 row
Vieap = i
3 4 2
Az embléma térfogata:
3 3
rom o row
Vembléma = Vidigomb + Viap = - + > = i
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Ez a beton térfogatdnak a 85%-a:
3 3 20 3
0,85 - Vheton = r°m, Vheton = 1°7 - T ~ 0,462 m"”.

Az embléma témege (2400 kg/m’-es beton siirliséget hasznalva) 0,462 - 2400 =

= 1108,8 ke.
Nézziik a felszint. A kivigott félgémb felszine:
427 3 rim

Agsigsmb = —5— 7 +

— =2rm.
2 1779 r

Az alkoté rv/5, igy a kivagott kip felszine:

2r7r-\/57"'§+2.2r-r:3r27r-\/5+2r2:37r-\/5+8.7"2.
2 4 2 4 4

Az embléma felszine:

Axip =

3m-vV5+8 3m-vVH+8 8
Aembléma:Afélgémb+Akﬁp:2r27T+$'T2: il fz_ ™ -7’2.

Héaromszor kell festeni és a festék 95%-a hasznosul:
375+ 8148 2
4 )

37-v5+ 87 +8
76

0,95 - Afestex = 3 -

Afesték =60 - 7"2 ~ 10,7 m2.

7. a) 18 tudds e-mail segitségével tartja a kapcsolatot a vildgban. Bdrmely két
tudos eqgymdssal angol, német vagy orosz nyelven levelezik, mindig ugyanazt a nyel-
vet haszndljak egymds kozott. Tudjuk, hogy nincs hdrom olyan tudés, aki egymds
kozott angol, vagy orosz nyelvet haszndl. Bizonyitsuk be, hogy létezik kozottik hd-
rom, akik egymdssal németil leveleznek. (9 pont)

b) Aladar négyjegyii szamokat ir fel egy papirlapra, melyek csak az 1; 2; 3
és 4 szamjegyeket tartalmazhatjdk (lehet ismétlédés, nem kell minden szdmjegyet
felhaszndlni minden négyjegyl szdmban). Figyel arra, hogy l-es utdn csak 4-es,

pdros szamjeqy utan csak pdaratlan jegy kévetkezhet. Hanyféle szamot tud leirni igy?
(7 pont)

Megoldas. a) A feladatot &ltaldnosan oldjuk meg: ha 18 tudds 3 nyelvet
hasznél, akkor biztosan van olyan nyelv, amit 3 tudds egymds kozott hasznal.

A hasznalt nyelvek legyenek A, B és C. Tekintsiik az egyik tudédst, 6 17
madsikkal levelez. A skatulyaelv miatt lesz olyan nyelv (legyen ez az A nyelv), amin
legalabb 6 mésik tuddssal levelez. Ha a 6 levelezé partner kozott van kettd, akik
egymadssal az A nyelven leveleznek, akkor készen vagyunk, hiszen taldltunk harom
tudést, aki az A nyelven leveleznek egymas kozott.

Ha ez nem teljesiil, akkor ez a 6 tudds egymas kozott csak a B és C nyelvet
hasznalja. Tekintsiink most ebbdl a hat tuddosbdl egyet, aki a masik 6ttel levelez.
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A skatulyaelv miatt biztosan van olyan nyelv (legyen ez a B nyelv), amit legaldbb
3 masikkal hasznal. Ezen masik hdarom most egymas kozott ha hasznélja a B nyel-
vet, akkor taldlunk harom tuddst, aki a B nyelvet hasznalja, ha meg nem, akkor

6k egymas kozott a C' nyelvet haszndljak, és ezért vagyunk készen.
Ezt a feladatra alkalmazva adodik az allités.
b) Epitsiik fel balrél jobbra a szdmokat.

Jelolje f1(n) az n hossziisdg esetén az 1-esre végzédd szdmok szamét.

Jelolje fo(n) az n hosszisag esetén az 2-esre végz6dd szdmok szamat.

Jelolje fggn; az n hosszusag esetén az 3-asre végzddd szamok szamat.
Jelolje f4(n) az n hosszisdg esetén az 4-esre végz8d6 szdmok szdmat.
Ekkor
fi(1) = fo(1) = fs(1) = fu(1) =1 s
f1(2) = f2(1) + f3(1) + fa(1),
f2(2) = f5(1),
f3(2) = fa(1) + fs(1) + fu(1),
f4(2) = f1(1) + f3(1), illetve
filn+1) = fo(n) + f3(n) + fa(n),
fa(n+1) = fs(n),
fa(n+1) = fa(n) + f3(n) + fa(n),
fa(n+1) = fi(n) + f3(n).
Tablazatba foglalva:
n | fi(n) | fo(n) | f3(n) | fa(n) | Osszes
1 1 1 1 1 4
2 3 1 3 2 9
3 6 3 6 6 21
4 15 6 15 12 48

Tehat 48 ilyen szamot tud felirni.
Megjegyzés. Ha Sy-nel jeloljiikk az Gsszeget, akkor arra igaz, hogy
4; Sz = 9;

Sn = Sn—l +3Sn—27 n 2 3.

8. a) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a pozitiv egészek halmazdn:

2 (zy) + 17 [z3y] = 257,

ahol a ,kerek” zdardjel a két szam legnagyobb kozos osztojat, a ,szogletes” zdrojel

pedig a legkisebb kozos tobbszorasét jeloli.
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b) Egy szimmetrikus trapéz pdrhuzamos oldalai 2 és 14, szdrai 10 egység hosszi-
ak. Meghuzzuk a belsé szogeinek szogfelezdjét, amelyek egy négysziget zdarnak be.
Amennyiben ennek a négyszognek létezik a beirt és korilirt kore, mekkora ezen ko-
rok sugara? (7 pont)

Megoldas. a) A legnagyobb kézos osztéban a kozos primek, a legkisebb kozos
tobbszordsben az Gsszes prim, tehat a legnagyobb k6zos oszt6 primjei is szerepelnek;
és a legnagyobb kozos osztoban levo primek kitevdje nem lehet nagyobb a legkisebb
kozds t6bbszordsben szerepld primek kitevdjénél. Ezért (z;y) | [x;y]. Az egyenlet
bal oldala oszthat6 (z;y)-nal, tehat a jobb oldal is: (x;y) | 257. Mivel 257 prim,
ezért két eset van.

L eset: (z;y) = 257.
2 (zyy) + 17 - [z;y] = 257, 2257417 [x;y] = 257, 17 - [z y] = —257.

Ekkor a legkisebb kozos tobbszorosre negativ szam adddik (de még egésznek sem
egész), tehat ez nem lehet.

II. eset: (z;y) = 1.
2 (zyy) + 17 - [z;y] = 257, 21417 [x;y] = 257,
17 - [z;y] = 255, ;9] =15

azaz olyan szamokat keresiink, amelyek relativ primek és csak 3-as és 5-6s primeket
tartalmazhatnak, mert a legkisebb kozos tobbszoros a 15.

Négy lehet6ség van: x| 1 ]115[13]|5
511 [5(3

b) Készitsiink dbrdt. Jelsljiink meg
par szoget és bocsassunk merolegest a G
és F pontokbdl a megfelel6 alapokra.

A trapéz magassaga

14— 2V
102—m2+( 5 ) = m=28.

A szégekre pedig

8 4
tg2a0 = — = —; = 90°.
g2« 5 3 a+ =90

A szimmetrikus trapéz miatt a keletkezett négyszog szimmetrikus a GE egyenesre
és konvex, tehat deltoid. A konvex deltoidoknak van beirt kore (szembeni oldalak
Osszege megegyezik).

AFD< = BHC< = 90°, ugyanis a trapéz egy szaran levl szogek dsszege 180°,
igy a szogfelezdk 90°-os szoget zarnak be. Tehat a négyszogiink 2 szemkozti szogé-
nek 6sszege 180°, igy van koré irt kore is.
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Derékszogti haromszogekben szamolva:

AFE = ’ , AF =10 cos a, EF =10-cosa — ,
Cos o Cos o

1
DG = ——, DF =10-cospj, GF =10-cosf — .
cos 3 cos 3

EFGA derékszogl és az atfogdja a négyszog koré irt kor sugaranak a kétszerese,

azaz

1
(2R)* = EF?+GF? = R= 5 VEF?+GF?.
A beirt korre igaz, hogy
Lk , EF-GF _ (2 EF+2 GF) ._ BF.GF
-2 2 2 ’  EF+GF’

Az adatokat behelyettesitve kapjuk: » = 0,745; R = 1,25.

9. a) Bizonyitsuk be, hogy
1-24+2-34...4n-(n+1) =

:n~(n+1)~(n+2)

3

ahol n € NT. (8 pont)
b) Adott egy olyan hirnégyszég, ami
egyben érinténégyszog is.
Az abran jeloltik az érintési ponto-
kat. Bizonyitsuk be, hogy az EG és FH

szakaszok merdlegesek eqgymdsra.
(8 pont)

Megoldas. a) Teljes indukciéval bizonyitunk.
I. Nézziik meg, hogy teljesiil-e a bizonyitand¢ allitds az n =1 és n = 2 esetre:

n=1 1-2:1'2'3:2,
3
n=2 1-2+2-3:2'§'4:8.

I1. Tegyiik fel, hogy n = k-ig minden értékre teljesiil, hogy

ke (k+1)-(k+2)

12423+, .4k -(k+1) = ; .
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ITI. Nézziik az n = k + 1 esetet, induljunk ki a bal oldalbdl:

1:242-3+...+k-(k+1)+(k+1) (k+2)=

:k-(k+1?)’-(k+2)+(k+1).(k+2):

= (k+1)(k+2) <§+1> = (k+1)(k+2)2 =

(k+1)(k +2)(k +3)
3 )

124234tk (bt D)+ (kt1)-(kt2) = (“1)(7‘“;2)(“3),

Ezt akartuk kapni, tehat a bizonyitas kész.

b) Hizzuk meg a FG, GH, HE és
EF szakaszokat. HFG<a=CGH< =
= (CHG< = «, mivel mind a GH sza-
kasz keriileti vagy érint6 szaru keriileti
szogei. Tehat GCH< = 180° — 2av.

FEA<« = EFAd=FGE< = (3,
mivel mind az FE szakasz keriileti
vagy érint6 szaru keriileti szogei. Tehat
EAF<=180° —25.

Mivel az ABCD négyszog hir-
négyszog, ezért a szemben fekvd
szogeinek Osszege 180°, tehat

180° — 2ar + 180° — 23 = 180°,

20+ 20 = 180°, a+ S =90°. Innen GMF< =180° —a — 3 =90° és ezt kellett
bizonyitani.
Szoldatics Jézsef
Budapest

Matematika feladat megoldasa

B. 5023. Az ABC hdromszégben ACB< =90° és AC > BC. A hdromszig
koré irt kor C-t nem tartalmazd AB ivének felezépontja X. A C X -re X -ben dllitott
merdleges a C A egyenest a P pontban metszi. Mutassuk meg, hogy AP = BC.

(3 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)
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