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Kés Géza

Egy jarvanymodell

A koronavirus vilagjarvannya szélesedése bizonyara felkeltette a KéMalL olva-
soinak érdekl6dését a jarvdnymodellek irant. Ez az irds nekik szol: a legelterjedtebb
(Gn. SIR-féle) jarvanymodellt mutatjuk be. Bonyolultsdga miatt mégis le kell mon-
danunk a koronavirus terjedésének valodi modellezésérol, tehat csak bevezetésre
szamitson az Olvasé.

Megneheziti dolgunkat, hogy dinamikus folyamatrdl van szd, ahol minden pil-
lanatban a mér fertézottek egy része megfertézi a még nem fertézottek (réviden:
megfertézhetdk) bizonyos részét, mikozben a fertézottek mésik része meggydgyul
vagy meghal. A szakirodalmat kévetve, ebben a leirasban a kénnyebb érthetdség ér-
dekében tobb végletes egyszertisit6 feltevést tesziink: a) a népesség létszdma idében
allandd; b) a fertézésben senki sem hal meg; ¢) ha valaki kigydgyul a fert&zésb6l,
az mar nem fertéz8dik meg és nem fertdz tjra; d) a fertdzési valdszintliség fiigget-
len a népesség egyéb (nemi, életkori, teriileti, egészségi dllapot- stb.) jellemzsitél;
e) a gyégyuldsi valészintliség fliggetlen az egészségiigyi ellatastol.

Hérom tipust kiilonboztetiink meg: a megfertézhetdk (susceptibles, S), (né-
pességi) részardnyuk s > 0; a fertdzdttek (infectious, I), részardnyuk ¢ > 0; végiil
a gydgyultak (recovered, R), de ide tartoznak az eleve immunisak is: részardnyuk
r > 0, innen a modell kdzkeleti elnevezése: SIR-modell. Az ilyen tipusi modelleket
egyébként rekeszmodelleknek nevezik.

Egyenleteinkben kulcsszerepet kap a fertézési és a gydgyuldsi rata. Ezek fligg-
vényében igazoljuk, hogy a megfertozhetdk részardanydnak kicsi kezddoértékeire elhal
a jdrvdny, és nagy kezddértékeire fellingol. Azt is szemléltetni tudjuk, hogyan la-
positja el a jarvany id6beli lefutdsat, ha a fertozési ratat elkiilonitéssel vagy a meg-
fert6zhetok részaranydnak kezd6értékét oltassal csokkentjiik.

A technikai egyszertiség kedvéért és a szokdssal ellentétben, nem folytonos,
hanem diszkrét idében irjuk {6l a népességi részaranyok dinamikajat, egységnyinek
rogzitve az idészak hosszat, pl. nap, hét, t = 0,1,2,... az idészakok indexe. A jobb
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érthet6ség kedvéért az S — I — R id6érendi sorrendet felcserélve adjuk meg a harom
egyenletet.

Foltessziik, hogy az uj fertézések részardnya egyarant aranyos a megfertéz-
hetok és a fertézottek részaranyaval, de az wjonnan gyogyultak részardnya csak
a fertézottek részaranyaval ardnyos. Visszatérve a ,rekeszek tartalmara’:

A megfertézhetdk részaranydnak csdkkenése egyenesen aranyos a megfertézhe-
tOk részaranyanak és a fertozottek részaranyanak szorzatdval:

(1) Si41 — ¢ = — B4y,

ahol 8 > 0 a fert6zési rata.

A gydgyultak részardanydanak novekedése egyenesen aranyos a fertézottek rész-
aranyaval:

(2) Tep1 — T = Vi,

ahol v > 0 a gydgyuldsi rata.

Valéjaban az az eset az érdekes, amikor a gydgyuldsi rata kisebb a fertozési
ratandl, és az idGegység megfeleld megvalasztasakor a fertézési rata legfeljebb 1:
0<y<p<l.

Mivel mindenki vagy megfert6zhetd, vagy fert6zott, vagy gyogyult, ezért a ha-
rom részarany Osszege 1:

St + it + 7= ].,

azaz az Osszeg idGbeli véltozéasa 0:
St+1 — St F 41 — U + 71 — 1 = 0.

Ebbe behelyettesitve (1)-et és (2)-t kovetkezik:
A fertdzottek részaranydnak vdltozdsa:

(3) iry1 — it = (Bse — )iy

Figyeljiik meg, hogy beszorzds utédn (3) jobb oldaldn két tag kiilonbsége szerepel:
a kisebbitendo az 1j fertézések részaranya, a kivonandé pedig az tjjonnan gyogyul-
také.

Bevezetjiik a megfertézheték részardanydnak kritikus értékét, amelynél a (3)
egyenlet jobb oldala 0, azaz a fertézottek részardnya véltozatlan (maximélis, mert
kisebb értékre novekszik, nagyobbra csékken):

=21 <1

B

Becsempészve (3)-ba s°-t, jobban litszik s° szerepe a fertézottek részardanyanak
alakulasdban:

(4) it—i—l — it = ﬁ(st — So)it.

Mivel 7 nem hat sem s;qi-re, sem i;4q-re, ezért a (2) egyenlettel raériink
utélag torédni; a modell magva (1) és (4), vagy alkalmasabb alakban:

(5) si41 = (1 = Biy)s,
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és
(6) Tgp1 = [1 + B(sy — so)]it.

Az (5)—(6) rekurziét elsérendii nemlinedris differenciaegyenlet-rendszernek ne-
vezziik: elsérendii, mert a jov6 csak a jelentdl fiigg; nemlinedris, mert két valtozo
szorzata is szerepel mindkét egyenlet jobb oldaldn. A rekurzi6 (s,i;) megolddsa
(palyéja) a kezdeti részaranypérostol fiigg: (so,4p), ahol ip = 0 (nagyon kicsi pozi-
tiv szdm, a fert&zés hirtelen jelenik meg), és helyet hagyva az esetleg pozitiv ro-nak,
S0 < 1-— ’io.

1. segédtétel. Az (5)—(6) rendszer minden pdlydjdra teljesiil:

(7) St,it > 0 és St +7,t é 1.

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitunk: feltevés szerint (7) teljesiil t = O-ra, és
beldtjuk, hogyha (7) teljesiil ¢t-re, akkor teljesiil ¢ + 1-re.
Amig i; > 0, addig (2) értelmében ry11 = . Mivel s; +i; = 1 — 1y, ezért

Seq1 i1 <S¢+ 1 <L [l

Szavakkal: (1)-b6l és (3)-bdl kovetkezik, hogy amig van fertézott, addig a meg-
fert6zhetok részaranya monoton csokken, a gyogyultaké viszont monoton no.

Most mar kimondhaté az

1. tétel. a) Ha a megfertézhetdk részardnydnak kezddéértéke legfeljebb a kriti-
kus érték: so < s°, akkor a fertézottek részardnya monoton tart a 0-hoz.

b) Ha a megfertézhetdk részardnydnak kezddértéke nagyobb, mint a kritikus ér-
ték: s° < sg < 1, akkor a fertdzéttek iy részaranya egészen addig névekszik, amig
a megfertézhetdk részardnya nem csokken a kritikus érték ald, aztdn pedig iy a vég-
telenben 0-hoz tart.

Bizonyitas. a) Ha so < s°, akkor s; < s° (¢ > 0). Két alesetet kiilonboztetiink
meg.

(i) Ha sp < s°, akkor (6)-ot felirva 0,1,...,t — 1 id&szakra, és figyelembe véve,
hogy s;_1 < -+- < 51 < 80, adoédik

(81)  dir=[1+B(st—1—5°)] ... [14 B(so —s°)]io < [1+ B(s0 — 50)]%,

azaz i; gyorsan tart 0-hoz. (i) Ha sg = s°, akkor az elsd 1épést kiilon kell kezelni.
i1 = 1o, ¢s (b) szerint s; = (1 — Fig)s°, majd (81) szerint
(8ii) i< [L+B(s1 — %)) N = [1- Bi0s®] i, t>1.

b) 0 < s°<sg<1 esetén, amig a megfertézottek részardnya nagyon kicsi:
iy =~ 0, addig (5) miatt s, ~ so (csak lassan csokken), tehdt i, részardny (6) és
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§° < sp < 1 miatt kozelitéleg egy 1+ Ssg — y-hdnyadosi mértani sorozat szerint né.
Belatjuk, hogy elé6bb-utébb s; a kritikus érték ald siillyed, s a) szerint i; ezutdn
végleg csokkenésre valt.

Indirekt bizonyitunk. Tegyiik {61, hogy s; > s° minden t-re. Az (s;) alulrdl
korldtos csokkend sorozat, tehdt van hatdrértéke, amelyre s* > s° all. (6) szerint
iy = 1o, azaz (5) szerint s; < (1 — ﬁio)tso, azaz s* = 0, s ez ellentmond s* > s° > 0-
nak. (I

Tovabbi vizsgdlatot igényelne, hogy hosszi tdvon milyen esetben sziinik meg
a megfertézhetdség (és viélik teljessé a gydgyultsdg), szdmpélddinkban azonban
az 1d6k végezetéig maradnak megfertézhetdk.

Rétériink a numerikus szemléltetésre. Onkényesen vélasztjuk, hogy i = 0,01.
Els6 futdsunkban S =1 és v=1/3, valamint a megfertézheték részaranydnak
nagy kezdéértéket adunk: so = 0,9 > s° = 1/3. Egyszer(i programmal elkészithetjiik
az 1. dbrdt. Legérdekesebb eredmény: a 10. idészakban éri el a fert6zottség a maxi-
mumat, a lakossdg 27,7%-a fertézott. A 20. idészakra a fertézottség gyakorlatilag
eltlinik, de tovabbi szamitdsok szerint a megfertézhetéség megmarad 5%-nal.

---Megfert6zheték = Fert6zottek = = Gyégyultak
1
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1. dbra. Erés fertézés, sok megfertézhetd

A miésodik futdsban feltessziik, hogy elkiilonitéssel sikeriilt az erds fert6zési
ratat gyengiteni: 5 = 0,5. Az el6z6 programot haszndlva kapjuk a 2. dbrdt. A leg-
érdekesebb eredmény: a fert6zottség joval késébb, a 22. idészak koriil éri el a ma-
ximumat, s a lakossdgnak csupdn 4,5%-a fertézott, de a megfertézhetdk részardnya
lassabban csokken, és megall 45%-n4l.

A harmadik futdsnél feltessziik, hogy oltassal sikeriilt a megfert6zhetok nagy
kezd6-részaranyat jelentésen csokkenteni, de a kritikus érték folott maradva:
so = 0,5 > s°. A fertézési rata Gjra nagy: = 1. A 3. dbrdn lathatd, hogy a ma-
ximélis fertézottség véletleniil ismét 4,4%, de méar a 16. idészakban elérjiik, és
alacsonyabb lesz a megfertézheték részardnyanak hatarértéke: 19%.
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---Megfertézheték  —— Fertozottek = = Gyégyultak
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2. abra. Gyengén fertéz6, sok megfert6zheto

---Megfert6zheték = Fert6zottek - = Gyégyultak
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8. dbra. Erésen fert6z6, kevés megfertézheto

Eddig kizértuk a v > [ esetet. A teljesség kedvéért most roviden megvizsgal-
juk, mi torténik ekkor. Formdlisan s° > 1, tehét az 1. tétel b) pontja értelmében
minden sy < 1 kezddallapotra teljesiil az so < s° feltétel, azaz a jarvany elhal.

Osszefoglalasként, ne varjunk csoddkat egy modelltsl. Ez a modell csak a leg-
egyszeribb Osszefliggéseket képes megvilagitani, példaul, hogy létezik a megfertz-
hetok részaranyanak egy kritikus értéke. Ha a kritikus érték alattrol vagy {616ttrol
inditjuk a rendszert, az nemcsak kvantitative, de kvalitative is masképp viselke-
dik. Modelliink azonban képtelen kezelni a koronavirus-jarvanynak azt a koézponti
kérdését, hogy az elkiilonités a fertézési folyamat lassitasdval megnoveli a gyogyu-
las valészintiségét (lesz elég 1élegeztetégép). Ennek részletezése azonban tulmutat
a tanulmanyon.

Simonovits Andras
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