Térbe kilép6 bizonyitasok VIIL.

A korre vonatkozé6 polaritas

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

A polaritasok olyan kolcsonosen egyértelmii megfeleltetések, amelyek a pro-
jektiv sik pontjait a projektiv sik egyeneseivel parositjak ossze tigy, hogy barmely
e egyenesre és P pontra igaz, hogy az e akkor és csak akkor megy 4t P-n, ha az e-
nek megfelelé E pont illeszkedik a P-hez rendelt p egyenesre. A P ponthoz rendelt
p egyenes a P poldrisa, és a p egyeneshez rendelt P pont a p pélusa. Praktikus dolog
az egymasnak megfeleltetett objektumokat ugyanazzal a betiivel jel6lni, a pontokat
nagy-, az egyeneseket kisbettivel.

Most a polaritas legismertebb, kozépiskolds versenyfeladatokban is gyakran
el6éfordulé specidlis esetével, a kdorre vonatkozé polaritdssal fogunk foglalkozni.

Két lehetséges definicié

Legyen k egy rogzitett kor, ez lesz a po-
laritas alapkore; a kdzéppontja O, sugara g.
A k-ra vonatkozo polaritdst fogjuk definidl-
ni.

Két lehetséges definiciét is szeretnék
mutatni. Az elsé egy intuitiv mdd, ahogy
az ember elOszor maga fedezné fel a pola-
ritds alaptulajdonsagait, cserébe tobb tech-
nikai részletkérdést késébb kell végiggondol-
nunk. A masodik egy technikailag egysze-
1. dbra riibb, kompaktabb definicid, cserébe a geo-
metriai tulajdonsdgokat kell kiilon ellendriz-
ni. Mindkét definicié 1épéseit kovethetjiik
az 1. dbrdn.

1. definicié 2. definicié
la. Tetszéleges, O-tél kiilonbozé P pont 2a. A P és Q pontok konjugdltak,
k-ra vonatkozé inverze legyen P’. A P ha O? . @ — 0%

pont poldrisa a P'-n atmend, OP-re
meroleges p egyenes.

1b. A P, Q pontok konjugdltak, ha rajta
vannak egymas polarisan.

2b. A P pont poldrisa a P-vel kon-
jugalt pontok halmaza, avagy

az O? . 04X> = 0% egyenletii
egyenes.

'A cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tdmogatdsaval késziilt.
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le.

1d.

Ha a p egyenes nem megy at az O pon-  2c. A p egyenes pdlusa az az egy-
ton, és O merdleges vetiilete p-re értelmi P pont, amely p Osszes
a P’ pont, akkor p pdlusa a P’ k-ra vo- pontjaval konjugalt.

natkoz6 inverze. 2d. A p, q egyenesek konjugdltak, ha

A p, q egyenesek konjugdltak, ha atmen- atmennek egymas pélusan.
nek egymdés péluséan.

Tetszés szerint, tekinthetjiik az la—1d. tulajdonsagokat definiciénak és a 2a—

2d. tulajdonsdgokat kovetkezményeknek, vagy forditva. A polaritds néhany tovabbi

alaptulajdonsaga:
3. A P pont polarisa akkor és csak akkor a p egyenes, ha p pélusa P.
4. A P pont akkor és csak akkor van rajta a ) pont polarisdn, ha Q) rajta van P
polarisan (1. dbra).
5a. Ha a P és @) pontok polérisa p, illetve ¢, akkor az r = P(Q egyenes pdlusa p és
g metszéspontja, R (2a. dbra).
5b. Ha a p és q egyenesek pélusa P, illetve @, akkor az R metszéspontjuk polarisa
az 1 = PQ egyenes (2a. dbra).
6a. Ha P az alapkoron van, akkor a poldrisa a korhoz P-ben hizott érinté (2b. db-
ra).
6b. Ha p érinti az alapkort, akkor a pdlusa az érintési pont (2b. dbra).
7. Ha a P pont kiviil van, és a P-bdl k-hoz hizott érinték PE és PF, akkor P
poldrisa az EF egyenes (2c. dbra).
8a. Barmely pont akkor és csak akkor konjugalt onmagédval, ha az alapkornek
pontja (2b. dbra).
8b. Barmely egyenes akkor és csak akkor konjugalt 6nmagaval, ha érinti az alap-

kort (2b. dbra).

F P
P
k P k
D
FE
2a. dbra 2b. dbra 2c. dbra

Az Olvaséra bizzuk annak végiggondolasét, hogy a kétféle definicié ugyanazt

a megfeleltetést irja le, és a fenti tulajdonsagok is teljesiilnek.
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Kiterjesztés a projektiv sikra

Ha a sikot kiegészitjiik a szokasos végtelen tavoli

F pontokkal és az azokat tartalmazé idedlis egyenessel,

k \. akkor definidlhatjuk az O pont polarisat és az O-n
\ atmeno egyenesek polusait is. Ha P egy idedlis pont,

1) bl p  akkor P polarisa az O-n atmend, az O P irdnyra meré-
/ leges egyenes. Ez szemléletesen megfelel annak, hogy

/ ha a P pontot valamelyik iranyban végtelen messzire

5 elmozgatjuk, akkor a polarisa is parhuzamosan mo-

3. dbra zog az O pontra illeszked6 helyzetig. A 7. tulajdonsag

is érvényes marad; a hatarhelyzetben a P-bol hizott
érint6k parhuzamosak az OP irdnnyal (3. dbra).
Végill az O pont polérisa az idealis egyenes; ezt is szemléltethetjiik ugy, hogy
a P pontot az O-ba huzzuk, mikézben P polérisa egyre tavolabbra vandorol.

Térbe kilépve egységessé tehetjiik a sokféle definicidt. Vegyiink fel egy V' pontot
a térben, amelyre az OV szakasz meréleges k sikjara, és a hossza p. Tekintsiink egy
tetszOleges, O-t6l kiilonboz6 P pontot a sikban, a k-ra vonatkozé inverze legyen
P’ a polérisa pedig p; legyen tovabbd P tiikorképe az O pontra P, és legyen II
a V-re és p-re illeszked§ sik (4. dbra).

4. abra

Mivel OP; - OP' = OP - OP' = 0> = OV?, az OV P, haromszég hasonlé az
OP'V héromszoghoz, emiatt P’V P = 90°. A p egyenes merdleges O P-re és OV -re,
ezért merdleges az OV P sikra és az abban fekvé V Py egyenesre is. A II stkban most
mar két egyenesrél, p-rél és V P’-rél is tudjuk, hogy merbleges V Pi-re, tehdt a IT sik
merdleges a V P; egyenesre.

Ez az észrevétel egy térbeli eljarast ad a P pont polarisanak szerkesztésére:
titkkrozzitk P-t O-ra, igy megkapjuk a P; pontot. A V-ponton at, V P;-re mer6lege-
sen vegyiik fel a II sikot; a IT kimetszi az alapsikbdl a p egyenest. Azt is lathatjuk,
hogy barmely @ pont akkor és csak akkor konjugélt P-vel, ha P,V Q< = 90°.

Ha P valamelyik idealis pont, akkor P, = P, az OP irany parhuzamos az alap-
sikkal, és II kimetszi az O-n 4tmend, O P-re meréleges egyenest. Ha pedig P = O,
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akkor IT parhuzamos k sikjaval, a két sik metszete valéban az alapsik idealis egyene-
se. Tehat a fenti szerkesztés egységesen miikodik a projektiv stk barmely pontjara.

Dualitas

.....

(legfeljebb) egy kor szerepel, az dbréra alkalmazhatjuk a kérre vonatkozé polaritast:
minden pontot kicseréliink a poldrisara, és minden egyenest kicseréliink a pélusé-
ra. Ilyen médon a projektiv geometriai tételeket parokba allithatjuk; mindegyik
tételnek van egy parja, dudlisa.

Prébéljuk ki ezt az elsé részben latott Brianchon-tétellel:

Brianchon tétele: Ha az a, b, ¢, d, e, [ egyenesek érintik a k kort, metszés-
pontjatk aNb=G,bNc=H,cnNd=1,dNe=J,enf=1Lés fNna=M, akkor
ap=GJ,q=HL ésr =1IM egyenesek egy ponton (T) mennek dt (5a. abra).

ba. dabra 5b. dbra

A polaritast alkalmazva kapjuk a Pascal-tételt:

Pascal? tétele: Ha az A, B, C, D, E, F pontok eqy kirin vannak, az dssze-
kotd egyeneseik AB =g, BC =h, CD =i, DE=j, EF =/ és FA =m, akkor
ezek metszéspontjai, a gNj =P, hNl=Q ésiNm = R pontok egy egyenesen (t)
vannak (5. dbra).

A Brianchon-tétel és a Pascal-tétel egymds dudlisa.

Konjugalt pontparok egy térbeli jellemzése

Legyen G az O kozépponti, az alapkorre illeszkedd gomb, és vegyiink fel két
pontot, P-t és Q-t a sikban, a koron kiviil; a P-bél k-hoz hizott érinték végpontjai
legyenek E és F. A 7. tulajdonsdg szerint a p = E'F egyenes a P pont polérisa.
A PO egyenesre a p mentén allitsunk egy merdleges sikot; ez a G-t egy e korben
metszi; az e merdleges a PE és PF szakaszokra.

?Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus és filoz6fus
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Ha @ rajta van a p egyenesen, vagyis P és @) konjugaltak, akkor a ) pont
is az e kor sikjaban van, a koron kiviil. Huzzuk meg Q-bdl az e egyik érintéjét;
az érintési pontot jeloljiik T-vel. Vegyiik észre, hogy a PT és a QT szakasz is
érintGje G-nek, ezért a PQT sik érinti a gombot. Tovabba a PT szakasz a PE
elforgatottja, szintén merdleges e-re és a korhoz huzott QT érintére, tehdt a PT és
QT szakaszok merélegesek (6. dbra).

6. dbra

Végig lehet gondolni, hogy ezek a lépések megfordithaték: ha egy, a P és
@ pontokon keresztiil fektetett stk a T' pontban érinti a gémbot ugy, hogy PT és
QT merolegesek, akkor @) a p egyenesre esik, vagyis P és ) konjugéltak.

Melléktermékként a 4. tulajdonsagra is egy 1j bizonyitast adtunk, legalabbis
kiilsé pontok esetén.

Autopolaris haromszogek

Azokat a haromszogeket, amelyekben mindegyik cstics a vele szemkozti oldal
polusa, autopoldris hdromszégnek hivjuk, de van, aki a gérog—angol autopolar név
betii szerinti atirdsat szereti. Barmely két konjugalt P, ) pont kiegészitheté au-
topolaris haromszoggé, a harmadik, R csics a PQ egyenes pélusa, amely P-vel és
Q@-val is konjugalt. Példaul a P ponttal Q) és R is konjugélt, ezért P polarisa csak
a QR egyenes lehet.

Az autopolaris haromszogeknek egy nagyon fontos eléforduldsa, versenyfelada-
tok megolddsaban is gyakran taldlkozhatunk vele, amikor egy hirnégyszog szem-
kozti oldalparjainak és atléinak metszéspontjat vessziik:

Tétel. (a) Ha A, B, C és D négy kilonbozé pont a k kérin, AB és CD
metszéspontja P, BC és AD metszéspontja Q, tovabbd AC és BD metszéspontja R,
akkor a PQR hdromszdg k-ra nézve autopoldris.

(b) A PQR hdromszég magassdgpontja a k kizéppontja (7. dbra).
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A tétel (b) része trividlisan kovetke-
zik az (a) allitdsbdl: ha PQR autopola-
ris haromszog, akkor példaul a QR egye-
nes a P pont polarisa, ami az la. tulajdon-
sdg miatt meréleges az O P egyenesre, tehat
a PQR haromszogben OP a QR oldalhoz
tartozé magassagvonal. Ugyanez a masik két
oldalra is elmondhatd, tehat O a harom ma-
gassagvonal metszéspontja.

Az (a) részt a térbe kilépve fogjuk iga-
zolni. Az A, B, C, D pontok szerepe szim-
metrikus; feltehetjiik, hogy ABCD egy kon-
vex hurnégyszog, igy P és @) a koron kiviil,
R pedig a koron beliil helyezkedik el.

7. abra

A P-bdl és @Q-bdl a koérhoz huzott érinték legyenek PE, PF, QG és QH, és
legyen G az O kozépponti, k-ra illeszked6 gomb. Az AC' és BD &atlékra illeszkedd,
az alapsikra meroleges sikok metsszék G-t az a és b korvonalak mentén, és ezek
egyik metszéspontja legyen T'. Mivel az ACT és a BDT sik is meréleges a k sikjara,
a T pont merdleges vetiilete a sikra az R pont (8. dbra).

8. dbra

A P kozéppontd, PE sugari inverzié a gébmbot onmagara képezi, felcseréli
egymadssal A-t B-vel, valamint C-t D-vel, ezért az alapsikra merdleges a és b koroket
is egymasra képezi. A PT egyenesen T a két kor egyetlen — kozos — pontja, tehat
az inverzionak — F és F mellett — T is fixpontja, tehat PT érinti G-t. Az ilyen
pontok az alapsikra merdleges, FF atmér6ji e koron vannak, tehdt az EFT sik
is merdéleges k sikjara, igy tartalmazza a TR szakaszt és vele egyiitt az R pontot.
Ebbdl azt is latjuk, hogy az EF egyenes atmegy az R ponton. De az E'F egyenes
a P pont polarisa, tehat P és R konjugdltak. Ugyanigy lathatjuk, hogy @Q és R
konjugaltak.
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Az elébbi, P kdzéppontu inverzié onmagéara képezi a PT egyenest és felcseréli
egymassal az a és b koroket; az inverzio szogtartdsa miatt a PT' egyenes ugyanak-
kora szoget zar be a két korrel, illetve a T' pontban htzott érintoikkel. Mindharom
egyenes egy sikban, a T-ben a gombhoz fektetett érintosikban van; tehdt PT a két
kor kozotti egyik szog felezdje. Hasonldéan, a QT egyenes a két kor kozotti masik,
kiegészit6 szog felezbje. A két szogfelezd, vagyis PT és QT merblegesek, tehat P
és @ konjugaltak. Ezzel belattuk, hogy a P, @, R pontok paronként konjugaltak,
vagyis a PQR haromszog valéban autopolaris.

Feladatok
Mi a Desargues-tétel dudlisa?

Mi a Papposz-tétel dudlisa?

frjuk és rajzoljuk fel az autopolaris haromszogekrol sz6lo tétel dualisat.

= L oo

Feladatok szoveg nélkiil:

5. Igazoljuk, hogy tetszéleges P és ) pontok akkor és csak akkor konjugéltak
a k korre nézve, ha a PQ atmér6ju kor merélegesen metszi k-t.

=

Vetitsiik a k kor sikjat kozéppontosan egy masik, vele nem parhuzamos sikra
gy, hogy a k kor vetiilete is kor legyen. Mutassuk meg, hogy a vetités megtart-
ja a polaritast, azaz barmely pont vetiiletének poldrisa az 1j sikban a polaris
vetiilete, és egyenes vetiiletének polusa a poélus vetiilete.
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Kés Géza

Egy jarvanymodell

A koronavirus vilagjarvannya szélesedése bizonyara felkeltette a KéMalL olva-
soinak érdekl6dését a jarvdnymodellek irant. Ez az irds nekik szol: a legelterjedtebb
(Gn. SIR-féle) jarvanymodellt mutatjuk be. Bonyolultsdga miatt mégis le kell mon-
danunk a koronavirus terjedésének valodi modellezésérol, tehat csak bevezetésre
szamitson az Olvasé.

Megneheziti dolgunkat, hogy dinamikus folyamatrdl van szd, ahol minden pil-
lanatban a mér fertézottek egy része megfertézi a még nem fertézottek (réviden:
megfertézhetdk) bizonyos részét, mikozben a fertézottek mésik része meggydgyul
vagy meghal. A szakirodalmat kévetve, ebben a leirasban a kénnyebb érthetdség ér-
dekében tobb végletes egyszertisit6 feltevést tesziink: a) a népesség létszdma idében
allandd; b) a fertézésben senki sem hal meg; ¢) ha valaki kigydgyul a fert&zésb6l,
az mar nem fertéz8dik meg és nem fertdz tjra; d) a fertdzési valdszintliség fiigget-
len a népesség egyéb (nemi, életkori, teriileti, egészségi dllapot- stb.) jellemzsitél;
e) a gyégyuldsi valészintliség fliggetlen az egészségiigyi ellatastol.

Hérom tipust kiilonboztetiink meg: a megfertézhetdk (susceptibles, S), (né-
pességi) részardnyuk s > 0; a fertdzdttek (infectious, I), részardnyuk ¢ > 0; végiil
a gydgyultak (recovered, R), de ide tartoznak az eleve immunisak is: részardnyuk
r > 0, innen a modell kdzkeleti elnevezése: SIR-modell. Az ilyen tipusi modelleket
egyébként rekeszmodelleknek nevezik.

Egyenleteinkben kulcsszerepet kap a fertézési és a gydgyuldsi rata. Ezek fligg-
vényében igazoljuk, hogy a megfertozhetdk részardanydnak kicsi kezddoértékeire elhal
a jdrvdny, és nagy kezddértékeire fellingol. Azt is szemléltetni tudjuk, hogyan la-
positja el a jarvany id6beli lefutdsat, ha a fertozési ratat elkiilonitéssel vagy a meg-
fert6zhetok részaranydnak kezd6értékét oltassal csokkentjiik.

A technikai egyszertiség kedvéért és a szokdssal ellentétben, nem folytonos,
hanem diszkrét idében irjuk {6l a népességi részaranyok dinamikajat, egységnyinek
rogzitve az idészak hosszat, pl. nap, hét, t = 0,1,2,... az idészakok indexe. A jobb
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