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Térbe kilép6 bizonyitasok VIIL.

A korre vonatkozé6 polaritas

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

A polaritasok olyan kolcsonosen egyértelmii megfeleltetések, amelyek a pro-
jektiv sik pontjait a projektiv sik egyeneseivel parositjak ossze tigy, hogy barmely
e egyenesre és P pontra igaz, hogy az e akkor és csak akkor megy 4t P-n, ha az e-
nek megfelelé E pont illeszkedik a P-hez rendelt p egyenesre. A P ponthoz rendelt
p egyenes a P poldrisa, és a p egyeneshez rendelt P pont a p pélusa. Praktikus dolog
az egymasnak megfeleltetett objektumokat ugyanazzal a betiivel jel6lni, a pontokat
nagy-, az egyeneseket kisbettivel.

Most a polaritas legismertebb, kozépiskolds versenyfeladatokban is gyakran
el6éfordulé specidlis esetével, a kdorre vonatkozé polaritdssal fogunk foglalkozni.

Két lehetséges definicié

Legyen k egy rogzitett kor, ez lesz a po-
laritas alapkore; a kdzéppontja O, sugara g.
A k-ra vonatkozo polaritdst fogjuk definidl-
ni.

Két lehetséges definiciét is szeretnék
mutatni. Az elsé egy intuitiv mdd, ahogy
az ember elOszor maga fedezné fel a pola-
ritds alaptulajdonsagait, cserébe tobb tech-
nikai részletkérdést késébb kell végiggondol-
nunk. A masodik egy technikailag egysze-
1. dbra riibb, kompaktabb definicid, cserébe a geo-
metriai tulajdonsdgokat kell kiilon ellendriz-
ni. Mindkét definicié 1épéseit kovethetjiik
az 1. dbrdn.

1. definicié 2. definicié
la. Tetszéleges, O-tél kiilonbozé P pont 2a. A P és Q pontok konjugdltak,
k-ra vonatkozé inverze legyen P’. A P ha O? . @ — 0%

pont poldrisa a P'-n atmend, OP-re
meroleges p egyenes.

1b. A P, Q pontok konjugdltak, ha rajta
vannak egymas polarisan.

2b. A P pont poldrisa a P-vel kon-
jugalt pontok halmaza, avagy

az O? . 04X> = 0% egyenletii
egyenes.

'A cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tdmogatdsaval késziilt.
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le.

1d.

Ha a p egyenes nem megy at az O pon-  2c. A p egyenes pdlusa az az egy-
ton, és O merdleges vetiilete p-re értelmi P pont, amely p Osszes
a P’ pont, akkor p pdlusa a P’ k-ra vo- pontjaval konjugalt.

natkoz6 inverze. 2d. A p, q egyenesek konjugdltak, ha

A p, q egyenesek konjugdltak, ha atmen- atmennek egymas pélusan.
nek egymdés péluséan.

Tetszés szerint, tekinthetjiik az la—1d. tulajdonsagokat definiciénak és a 2a—

2d. tulajdonsdgokat kovetkezményeknek, vagy forditva. A polaritds néhany tovabbi

alaptulajdonsaga:
3. A P pont polarisa akkor és csak akkor a p egyenes, ha p pélusa P.
4. A P pont akkor és csak akkor van rajta a ) pont polarisdn, ha Q) rajta van P
polarisan (1. dbra).
5a. Ha a P és @) pontok polérisa p, illetve ¢, akkor az r = P(Q egyenes pdlusa p és
g metszéspontja, R (2a. dbra).
5b. Ha a p és q egyenesek pélusa P, illetve @, akkor az R metszéspontjuk polarisa
az 1 = PQ egyenes (2a. dbra).
6a. Ha P az alapkoron van, akkor a poldrisa a korhoz P-ben hizott érinté (2b. db-
ra).
6b. Ha p érinti az alapkort, akkor a pdlusa az érintési pont (2b. dbra).
7. Ha a P pont kiviil van, és a P-bdl k-hoz hizott érinték PE és PF, akkor P
poldrisa az EF egyenes (2c. dbra).
8a. Barmely pont akkor és csak akkor konjugalt onmagédval, ha az alapkornek
pontja (2b. dbra).
8b. Barmely egyenes akkor és csak akkor konjugalt 6nmagaval, ha érinti az alap-

kort (2b. dbra).

F P
P
k P k
D
FE
2a. dbra 2b. dbra 2c. dbra

Az Olvaséra bizzuk annak végiggondolasét, hogy a kétféle definicié ugyanazt

a megfeleltetést irja le, és a fenti tulajdonsagok is teljesiilnek.
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Kiterjesztés a projektiv sikra

Ha a sikot kiegészitjiik a szokasos végtelen tavoli

F pontokkal és az azokat tartalmazé idedlis egyenessel,

k \. akkor definidlhatjuk az O pont polarisat és az O-n
\ atmeno egyenesek polusait is. Ha P egy idedlis pont,

1) bl p  akkor P polarisa az O-n atmend, az O P irdnyra meré-
/ leges egyenes. Ez szemléletesen megfelel annak, hogy

/ ha a P pontot valamelyik iranyban végtelen messzire

5 elmozgatjuk, akkor a polarisa is parhuzamosan mo-

3. dbra zog az O pontra illeszked6 helyzetig. A 7. tulajdonsag

is érvényes marad; a hatarhelyzetben a P-bol hizott
érint6k parhuzamosak az OP irdnnyal (3. dbra).
Végill az O pont polérisa az idealis egyenes; ezt is szemléltethetjiik ugy, hogy
a P pontot az O-ba huzzuk, mikézben P polérisa egyre tavolabbra vandorol.

Térbe kilépve egységessé tehetjiik a sokféle definicidt. Vegyiink fel egy V' pontot
a térben, amelyre az OV szakasz meréleges k sikjara, és a hossza p. Tekintsiink egy
tetszOleges, O-t6l kiilonboz6 P pontot a sikban, a k-ra vonatkozé inverze legyen
P’ a polérisa pedig p; legyen tovabbd P tiikorképe az O pontra P, és legyen II
a V-re és p-re illeszked§ sik (4. dbra).

4. abra

Mivel OP; - OP' = OP - OP' = 0> = OV?, az OV P, haromszég hasonlé az
OP'V héromszoghoz, emiatt P’V P = 90°. A p egyenes merdleges O P-re és OV -re,
ezért merdleges az OV P sikra és az abban fekvé V Py egyenesre is. A II stkban most
mar két egyenesrél, p-rél és V P’-rél is tudjuk, hogy merbleges V Pi-re, tehdt a IT sik
merdleges a V P; egyenesre.

Ez az észrevétel egy térbeli eljarast ad a P pont polarisanak szerkesztésére:
titkkrozzitk P-t O-ra, igy megkapjuk a P; pontot. A V-ponton at, V P;-re mer6lege-
sen vegyiik fel a II sikot; a IT kimetszi az alapsikbdl a p egyenest. Azt is lathatjuk,
hogy barmely @ pont akkor és csak akkor konjugélt P-vel, ha P,V Q< = 90°.

Ha P valamelyik idealis pont, akkor P, = P, az OP irany parhuzamos az alap-
sikkal, és II kimetszi az O-n 4tmend, O P-re meréleges egyenest. Ha pedig P = O,
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akkor IT parhuzamos k sikjaval, a két sik metszete valéban az alapsik idealis egyene-
se. Tehat a fenti szerkesztés egységesen miikodik a projektiv stk barmely pontjara.

Dualitas

.....

(legfeljebb) egy kor szerepel, az dbréra alkalmazhatjuk a kérre vonatkozé polaritast:
minden pontot kicseréliink a poldrisara, és minden egyenest kicseréliink a pélusé-
ra. Ilyen médon a projektiv geometriai tételeket parokba allithatjuk; mindegyik
tételnek van egy parja, dudlisa.

Prébéljuk ki ezt az elsé részben latott Brianchon-tétellel:

Brianchon tétele: Ha az a, b, ¢, d, e, [ egyenesek érintik a k kort, metszés-
pontjatk aNb=G,bNc=H,cnNd=1,dNe=J,enf=1Lés fNna=M, akkor
ap=GJ,q=HL ésr =1IM egyenesek egy ponton (T) mennek dt (5a. abra).

ba. dabra 5b. dbra

A polaritast alkalmazva kapjuk a Pascal-tételt:

Pascal? tétele: Ha az A, B, C, D, E, F pontok eqy kirin vannak, az dssze-
kotd egyeneseik AB =g, BC =h, CD =i, DE=j, EF =/ és FA =m, akkor
ezek metszéspontjai, a gNj =P, hNl=Q ésiNm = R pontok egy egyenesen (t)
vannak (5. dbra).

A Brianchon-tétel és a Pascal-tétel egymds dudlisa.

Konjugalt pontparok egy térbeli jellemzése

Legyen G az O kozépponti, az alapkorre illeszkedd gomb, és vegyiink fel két
pontot, P-t és Q-t a sikban, a koron kiviil; a P-bél k-hoz hizott érinték végpontjai
legyenek E és F. A 7. tulajdonsdg szerint a p = E'F egyenes a P pont polérisa.
A PO egyenesre a p mentén allitsunk egy merdleges sikot; ez a G-t egy e korben
metszi; az e merdleges a PE és PF szakaszokra.

?Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus és filoz6fus
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Ha @ rajta van a p egyenesen, vagyis P és @) konjugaltak, akkor a ) pont
is az e kor sikjaban van, a koron kiviil. Huzzuk meg Q-bdl az e egyik érintéjét;
az érintési pontot jeloljiik T-vel. Vegyiik észre, hogy a PT és a QT szakasz is
érintGje G-nek, ezért a PQT sik érinti a gombot. Tovabba a PT szakasz a PE
elforgatottja, szintén merdleges e-re és a korhoz huzott QT érintére, tehdt a PT és
QT szakaszok merélegesek (6. dbra).

6. dbra

Végig lehet gondolni, hogy ezek a lépések megfordithaték: ha egy, a P és
@ pontokon keresztiil fektetett stk a T' pontban érinti a gémbot ugy, hogy PT és
QT merolegesek, akkor @) a p egyenesre esik, vagyis P és ) konjugéltak.

Melléktermékként a 4. tulajdonsagra is egy 1j bizonyitast adtunk, legalabbis
kiilsé pontok esetén.

Autopolaris haromszogek

Azokat a haromszogeket, amelyekben mindegyik cstics a vele szemkozti oldal
polusa, autopoldris hdromszégnek hivjuk, de van, aki a gérog—angol autopolar név
betii szerinti atirdsat szereti. Barmely két konjugalt P, ) pont kiegészitheté au-
topolaris haromszoggé, a harmadik, R csics a PQ egyenes pélusa, amely P-vel és
Q@-val is konjugalt. Példaul a P ponttal Q) és R is konjugélt, ezért P polarisa csak
a QR egyenes lehet.

Az autopolaris haromszogeknek egy nagyon fontos eléforduldsa, versenyfelada-
tok megolddsaban is gyakran taldlkozhatunk vele, amikor egy hirnégyszog szem-
kozti oldalparjainak és atléinak metszéspontjat vessziik:

Tétel. (a) Ha A, B, C és D négy kilonbozé pont a k kérin, AB és CD
metszéspontja P, BC és AD metszéspontja Q, tovabbd AC és BD metszéspontja R,
akkor a PQR hdromszdg k-ra nézve autopoldris.

(b) A PQR hdromszég magassdgpontja a k kizéppontja (7. dbra).
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A tétel (b) része trividlisan kovetke-
zik az (a) allitdsbdl: ha PQR autopola-
ris haromszog, akkor példaul a QR egye-
nes a P pont polarisa, ami az la. tulajdon-
sdg miatt meréleges az O P egyenesre, tehat
a PQR haromszogben OP a QR oldalhoz
tartozé magassagvonal. Ugyanez a masik két
oldalra is elmondhatd, tehat O a harom ma-
gassagvonal metszéspontja.

Az (a) részt a térbe kilépve fogjuk iga-
zolni. Az A, B, C, D pontok szerepe szim-
metrikus; feltehetjiik, hogy ABCD egy kon-
vex hurnégyszog, igy P és @) a koron kiviil,
R pedig a koron beliil helyezkedik el.

7. abra

A P-bdl és @Q-bdl a koérhoz huzott érinték legyenek PE, PF, QG és QH, és
legyen G az O kozépponti, k-ra illeszked6 gomb. Az AC' és BD &atlékra illeszkedd,
az alapsikra meroleges sikok metsszék G-t az a és b korvonalak mentén, és ezek
egyik metszéspontja legyen T'. Mivel az ACT és a BDT sik is meréleges a k sikjara,
a T pont merdleges vetiilete a sikra az R pont (8. dbra).

8. dbra

A P kozéppontd, PE sugari inverzié a gébmbot onmagara képezi, felcseréli
egymadssal A-t B-vel, valamint C-t D-vel, ezért az alapsikra merdleges a és b koroket
is egymasra képezi. A PT egyenesen T a két kor egyetlen — kozos — pontja, tehat
az inverzionak — F és F mellett — T is fixpontja, tehat PT érinti G-t. Az ilyen
pontok az alapsikra merdleges, FF atmér6ji e koron vannak, tehdt az EFT sik
is merdéleges k sikjara, igy tartalmazza a TR szakaszt és vele egyiitt az R pontot.
Ebbdl azt is latjuk, hogy az EF egyenes atmegy az R ponton. De az E'F egyenes
a P pont polarisa, tehat P és R konjugdltak. Ugyanigy lathatjuk, hogy @Q és R
konjugaltak.
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Az elébbi, P kdzéppontu inverzié onmagéara képezi a PT egyenest és felcseréli
egymassal az a és b koroket; az inverzio szogtartdsa miatt a PT' egyenes ugyanak-
kora szoget zar be a két korrel, illetve a T' pontban htzott érintoikkel. Mindharom
egyenes egy sikban, a T-ben a gombhoz fektetett érintosikban van; tehdt PT a két
kor kozotti egyik szog felezdje. Hasonldéan, a QT egyenes a két kor kozotti masik,
kiegészit6 szog felezbje. A két szogfelezd, vagyis PT és QT merblegesek, tehat P
és @ konjugaltak. Ezzel belattuk, hogy a P, @, R pontok paronként konjugaltak,
vagyis a PQR haromszog valéban autopolaris.

Feladatok
Mi a Desargues-tétel dudlisa?

Mi a Papposz-tétel dudlisa?

frjuk és rajzoljuk fel az autopolaris haromszogekrol sz6lo tétel dualisat.

= L oo

Feladatok szoveg nélkiil:

5. Igazoljuk, hogy tetszéleges P és ) pontok akkor és csak akkor konjugéltak
a k korre nézve, ha a PQ atmér6ju kor merélegesen metszi k-t.

=

Vetitsiik a k kor sikjat kozéppontosan egy masik, vele nem parhuzamos sikra
gy, hogy a k kor vetiilete is kor legyen. Mutassuk meg, hogy a vetités megtart-
ja a polaritast, azaz barmely pont vetiiletének poldrisa az 1j sikban a polaris
vetiilete, és egyenes vetiiletének polusa a poélus vetiilete.
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Kés Géza

Egy jarvanymodell

A koronavirus vilagjarvannya szélesedése bizonyara felkeltette a KéMalL olva-
soinak érdekl6dését a jarvdnymodellek irant. Ez az irds nekik szol: a legelterjedtebb
(Gn. SIR-féle) jarvanymodellt mutatjuk be. Bonyolultsdga miatt mégis le kell mon-
danunk a koronavirus terjedésének valodi modellezésérol, tehat csak bevezetésre
szamitson az Olvasé.

Megneheziti dolgunkat, hogy dinamikus folyamatrdl van szd, ahol minden pil-
lanatban a mér fertézottek egy része megfertézi a még nem fertézottek (réviden:
megfertézhetdk) bizonyos részét, mikozben a fertézottek mésik része meggydgyul
vagy meghal. A szakirodalmat kévetve, ebben a leirasban a kénnyebb érthetdség ér-
dekében tobb végletes egyszertisit6 feltevést tesziink: a) a népesség létszdma idében
allandd; b) a fertézésben senki sem hal meg; ¢) ha valaki kigydgyul a fert&zésb6l,
az mar nem fertéz8dik meg és nem fertdz tjra; d) a fertdzési valdszintliség fiigget-
len a népesség egyéb (nemi, életkori, teriileti, egészségi dllapot- stb.) jellemzsitél;
e) a gyégyuldsi valészintliség fliggetlen az egészségiigyi ellatastol.

Hérom tipust kiilonboztetiink meg: a megfertézhetdk (susceptibles, S), (né-
pességi) részardnyuk s > 0; a fertdzdttek (infectious, I), részardnyuk ¢ > 0; végiil
a gydgyultak (recovered, R), de ide tartoznak az eleve immunisak is: részardnyuk
r > 0, innen a modell kdzkeleti elnevezése: SIR-modell. Az ilyen tipusi modelleket
egyébként rekeszmodelleknek nevezik.

Egyenleteinkben kulcsszerepet kap a fertézési és a gydgyuldsi rata. Ezek fligg-
vényében igazoljuk, hogy a megfertozhetdk részardanydnak kicsi kezddoértékeire elhal
a jdrvdny, és nagy kezddértékeire fellingol. Azt is szemléltetni tudjuk, hogyan la-
positja el a jarvany id6beli lefutdsat, ha a fertozési ratat elkiilonitéssel vagy a meg-
fert6zhetok részaranydnak kezd6értékét oltassal csokkentjiik.

A technikai egyszertiség kedvéért és a szokdssal ellentétben, nem folytonos,
hanem diszkrét idében irjuk {6l a népességi részaranyok dinamikajat, egységnyinek
rogzitve az idészak hosszat, pl. nap, hét, t = 0,1,2,... az idészakok indexe. A jobb
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érthet6ség kedvéért az S — I — R id6érendi sorrendet felcserélve adjuk meg a harom
egyenletet.

Foltessziik, hogy az uj fertézések részardnya egyarant aranyos a megfertéz-
hetok és a fertézottek részaranyaval, de az wjonnan gyogyultak részardnya csak
a fertézottek részaranyaval ardnyos. Visszatérve a ,rekeszek tartalmara’:

A megfertézhetdk részaranydnak csdkkenése egyenesen aranyos a megfertézhe-
tOk részaranyanak és a fertozottek részaranyanak szorzatdval:

(1) Si41 — ¢ = — B4y,

ahol 8 > 0 a fert6zési rata.

A gydgyultak részardanydanak novekedése egyenesen aranyos a fertézottek rész-
aranyaval:

(2) Tep1 — T = Vi,

ahol v > 0 a gydgyuldsi rata.

Valéjaban az az eset az érdekes, amikor a gydgyuldsi rata kisebb a fertozési
ratandl, és az idGegység megfeleld megvalasztasakor a fertézési rata legfeljebb 1:
0<y<p<l.

Mivel mindenki vagy megfert6zhetd, vagy fert6zott, vagy gyogyult, ezért a ha-
rom részarany Osszege 1:

St + it + 7= ].,

azaz az Osszeg idGbeli véltozéasa 0:
St+1 — St F 41 — U + 71 — 1 = 0.

Ebbe behelyettesitve (1)-et és (2)-t kovetkezik:
A fertdzottek részaranydnak vdltozdsa:

(3) iry1 — it = (Bse — )iy

Figyeljiik meg, hogy beszorzds utédn (3) jobb oldaldn két tag kiilonbsége szerepel:
a kisebbitendo az 1j fertézések részaranya, a kivonandé pedig az tjjonnan gyogyul-
také.

Bevezetjiik a megfertézheték részardanydnak kritikus értékét, amelynél a (3)
egyenlet jobb oldala 0, azaz a fertézottek részardnya véltozatlan (maximélis, mert
kisebb értékre novekszik, nagyobbra csékken):

=21 <1

B

Becsempészve (3)-ba s°-t, jobban litszik s° szerepe a fertézottek részardanyanak
alakulasdban:

(4) it—i—l — it = ﬁ(st — So)it.

Mivel 7 nem hat sem s;qi-re, sem i;4q-re, ezért a (2) egyenlettel raériink
utélag torédni; a modell magva (1) és (4), vagy alkalmasabb alakban:

(5) si41 = (1 = Biy)s,
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és
(6) Tgp1 = [1 + B(sy — so)]it.

Az (5)—(6) rekurziét elsérendii nemlinedris differenciaegyenlet-rendszernek ne-
vezziik: elsérendii, mert a jov6 csak a jelentdl fiigg; nemlinedris, mert két valtozo
szorzata is szerepel mindkét egyenlet jobb oldaldn. A rekurzi6 (s,i;) megolddsa
(palyéja) a kezdeti részaranypérostol fiigg: (so,4p), ahol ip = 0 (nagyon kicsi pozi-
tiv szdm, a fert&zés hirtelen jelenik meg), és helyet hagyva az esetleg pozitiv ro-nak,
S0 < 1-— ’io.

1. segédtétel. Az (5)—(6) rendszer minden pdlydjdra teljesiil:

(7) St,it > 0 és St +7,t é 1.

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitunk: feltevés szerint (7) teljesiil t = O-ra, és
beldtjuk, hogyha (7) teljesiil ¢t-re, akkor teljesiil ¢ + 1-re.
Amig i; > 0, addig (2) értelmében ry11 = . Mivel s; +i; = 1 — 1y, ezért

Seq1 i1 <S¢+ 1 <L [l

Szavakkal: (1)-b6l és (3)-bdl kovetkezik, hogy amig van fertézott, addig a meg-
fert6zhetok részaranya monoton csokken, a gyogyultaké viszont monoton no.

Most mar kimondhaté az

1. tétel. a) Ha a megfertézhetdk részardnydnak kezddéértéke legfeljebb a kriti-
kus érték: so < s°, akkor a fertézottek részardnya monoton tart a 0-hoz.

b) Ha a megfertézhetdk részardnydnak kezddértéke nagyobb, mint a kritikus ér-
ték: s° < sg < 1, akkor a fertdzéttek iy részaranya egészen addig névekszik, amig
a megfertézhetdk részardnya nem csokken a kritikus érték ald, aztdn pedig iy a vég-
telenben 0-hoz tart.

Bizonyitas. a) Ha so < s°, akkor s; < s° (¢ > 0). Két alesetet kiilonboztetiink
meg.

(i) Ha sp < s°, akkor (6)-ot felirva 0,1,...,t — 1 id&szakra, és figyelembe véve,
hogy s;_1 < -+- < 51 < 80, adoédik

(81)  dir=[1+B(st—1—5°)] ... [14 B(so —s°)]io < [1+ B(s0 — 50)]%,

azaz i; gyorsan tart 0-hoz. (i) Ha sg = s°, akkor az elsd 1épést kiilon kell kezelni.
i1 = 1o, ¢s (b) szerint s; = (1 — Fig)s°, majd (81) szerint
(8ii) i< [L+B(s1 — %)) N = [1- Bi0s®] i, t>1.

b) 0 < s°<sg<1 esetén, amig a megfertézottek részardnya nagyon kicsi:
iy =~ 0, addig (5) miatt s, ~ so (csak lassan csokken), tehdt i, részardny (6) és
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§° < sp < 1 miatt kozelitéleg egy 1+ Ssg — y-hdnyadosi mértani sorozat szerint né.
Belatjuk, hogy elé6bb-utébb s; a kritikus érték ald siillyed, s a) szerint i; ezutdn
végleg csokkenésre valt.

Indirekt bizonyitunk. Tegyiik {61, hogy s; > s° minden t-re. Az (s;) alulrdl
korldtos csokkend sorozat, tehdt van hatdrértéke, amelyre s* > s° all. (6) szerint
iy = 1o, azaz (5) szerint s; < (1 — ﬁio)tso, azaz s* = 0, s ez ellentmond s* > s° > 0-
nak. (I

Tovabbi vizsgdlatot igényelne, hogy hosszi tdvon milyen esetben sziinik meg
a megfertézhetdség (és viélik teljessé a gydgyultsdg), szdmpélddinkban azonban
az 1d6k végezetéig maradnak megfertézhetdk.

Rétériink a numerikus szemléltetésre. Onkényesen vélasztjuk, hogy i = 0,01.
Els6 futdsunkban S =1 és v=1/3, valamint a megfertézheték részaranydnak
nagy kezdéértéket adunk: so = 0,9 > s° = 1/3. Egyszer(i programmal elkészithetjiik
az 1. dbrdt. Legérdekesebb eredmény: a 10. idészakban éri el a fert6zottség a maxi-
mumat, a lakossdg 27,7%-a fertézott. A 20. idészakra a fertézottség gyakorlatilag
eltlinik, de tovabbi szamitdsok szerint a megfertézhetéség megmarad 5%-nal.

---Megfert6zheték = Fert6zottek = = Gyégyultak
1

0,9 ~«, -
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1 ===2

0 10 20 30 40 50

1. dbra. Erés fertézés, sok megfertézhetd

A miésodik futdsban feltessziik, hogy elkiilonitéssel sikeriilt az erds fert6zési
ratat gyengiteni: 5 = 0,5. Az el6z6 programot haszndlva kapjuk a 2. dbrdt. A leg-
érdekesebb eredmény: a fert6zottség joval késébb, a 22. idészak koriil éri el a ma-
ximumat, s a lakossdgnak csupdn 4,5%-a fertézott, de a megfertézhetdk részardnya
lassabban csokken, és megall 45%-n4l.

A harmadik futdsnél feltessziik, hogy oltassal sikeriilt a megfert6zhetok nagy
kezd6-részaranyat jelentésen csokkenteni, de a kritikus érték folott maradva:
so = 0,5 > s°. A fertézési rata Gjra nagy: = 1. A 3. dbrdn lathatd, hogy a ma-
ximélis fertézottség véletleniil ismét 4,4%, de méar a 16. idészakban elérjiik, és
alacsonyabb lesz a megfertézheték részardnyanak hatarértéke: 19%.
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---Megfertézheték  —— Fertozottek = = Gyégyultak
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2. abra. Gyengén fertéz6, sok megfert6zheto

---Megfert6zheték = Fert6zottek - = Gyégyultak
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8. dbra. Erésen fert6z6, kevés megfertézheto

Eddig kizértuk a v > [ esetet. A teljesség kedvéért most roviden megvizsgal-
juk, mi torténik ekkor. Formdlisan s° > 1, tehét az 1. tétel b) pontja értelmében
minden sy < 1 kezddallapotra teljesiil az so < s° feltétel, azaz a jarvany elhal.

Osszefoglalasként, ne varjunk csoddkat egy modelltsl. Ez a modell csak a leg-
egyszeribb Osszefliggéseket képes megvilagitani, példaul, hogy létezik a megfertz-
hetok részaranyanak egy kritikus értéke. Ha a kritikus érték alattrol vagy {616ttrol
inditjuk a rendszert, az nemcsak kvantitative, de kvalitative is masképp viselke-
dik. Modelliink azonban képtelen kezelni a koronavirus-jarvanynak azt a koézponti
kérdését, hogy az elkiilonités a fertézési folyamat lassitasdval megnoveli a gyogyu-
las valészintiségét (lesz elég 1élegeztetégép). Ennek részletezése azonban tulmutat
a tanulmanyon.

Simonovits Andras
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Gyakorlé feladatsor
' emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a /2 + 6 = 9 — x egyenletet a valds szdmok halmazdn.

(5 pont)
b) Oldjuk meg a log, 3 > log 3 g egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

(3 pont)
¢) Oldjuk meg a sin? 4z + sin 4z + cos? 4z = 2 egyenletet a [0; 7] halmazon.

(4 pont)

2. Adott a derékszogili koordindta-rendszerben az y + 2z = 2% egyenlet{i para-
bola.

a) Irjuk fel a parabola E(2;0) pontjaban hizott érintd egyenletét. (& pont)

b) Szémitsuk ki a parabola tengelypontjidnak koordindtdit és hatdrozzuk meg
a parabola paraméterét. (4 pont)

A koordindta-rendszerben a (—4;0), (4;0), (4;8) és (—4;8) csticspontokkal
megadott téglalapot a fenti parabola harom részre vagja.

¢) Mekkora a kozépsd rész teriilete? (6 pont)

3. a) Egy mértani sorozat 1011-edik tagja megegyezik a sorozat nulldtél kiilon-
boz8 hdnyadosdval. Szamitsuk ki a sorozat elsé 2019 tagjédnak a szorzatét. (6 pont)

b) Jeldlje = és y ebben a sorrendben egy mértani sorozat két egymést kovetd
tagjat. Tudjuk, hogy = # 0 és az (x;y) szampdr megolddsa a

100" — 2- 10" - 10% 4 10" < 0
egyenlStlenségnek. Szamitsuk ki a sorozat hdnyadosat. (6 pont)

4. A VONALAZO nevii jatékot két ember jatszhatja.
A jaték menete

Egy papirlapra a jatékosok néhany pontot rajzolnak. A kezdd jdtékos hiz
egy vonalat valamelyik pontbdl egy masik pontig, és a vonalra egy djabb pontot
rajzol. fgy ebbdl az 1j pontbdl két vonal indul ki. A két jatékos felvaltva huzza
a vonalakat a pontok kozott és a jatékos a megrajzolt vonalra mindig egy 1ij pontot
rajzol a kovetkezo szabalyok betartdsaval:

1. Mindegyik vonal alakja tetszéleges lehet, de nem metszheti 6nmagat és nem
metszhet egyetlen kordbban megrajzolt vonalat sem.

2. Az 0Osszekot6 vonal két pontot kot Ossze és nem mehet 4t méas kordbban
megrajzolt ponton.

3. Két pontot csak egyetlen vonal kothet Gssze.
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4. Egyetlen pontbdl sem indulhat ki haromndl t6bb vonal.

Az veszit, aki mar nem tud hizni egy vonalat sem.

a) A 4.1. d@brdn 3 pont lathaté. Rajzoljuk bele az dbrdba — a fenti feltételek
figyelembevételével — annak a jatéknak az egyes lépéseit, amelyben pontosan 4 1j
pont szerepel. A kezdd jatékos vonala legyen folytonos, az ellenfélé pedig szaggatott.
Az 4j pontokat iires karikaval jelolje. (3 pont)

4.1. dbra 4.2. dbra

A 4.2. dbrdn egy jatszma lépéseit lehet nyomon kovetni. A kezdd jatékos
vonalait a folytonos, az ellenfél 1épéseit pedig a szaggatott vonalak jelzik.

b) Szdmozzuk be az iires karikdval jelzett 4j pontokat a keletkezésiik sorrend-
jében és dontsiik el, melyik jatékos nyerte a jatszmat. (4 pont)

Levente Csabéaval mar nagyon sokszor jatszotta a VONALAZO nevii jatékot.
Annak a valészintisége, hogy Levente 10 jatékbdl legalabb 8-at megnyer kétszer
akkora, mint annak, hogy pontosan 8-at nyer meg. (Tételezziik fel, hogy Levente
mindegyik jétszmaban ugyanakkora valdszintiséggel nyer.)

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy Levente megnyer egy jatszméat? (7 pont)

II. rész

5. Egy zoldségarus a friss arujat a pulton félkorivben helyezi el. Az egyes tarto-
manyokat falécek hatdroljak. A félkor az 5.1. dbrdn lathaté médon négy egybevagd
korcikkre van osztva. Az dbrdn lathatd Osszes egyenes szakasz és a félkoriv is fa-
lécbdl késziilt. A szomszédos sugarakat 6sszekotd elvalasztd lécek parhuzamosak és
hérom egyenl6 részre osztjak a sugarakat. A félkoér sugara 1,5 méter.

5.1. dabra 5.2. dbra
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a) Hany méter falécre van sziikség a pult kialakitdsdhoz? Vilaszunkat egészre
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

Egy masik zoldségesnek megtetszett az 6tlet és bodéjahoz egy félbevagott cson-
kakup alakd bovitményt tervezett az dbra szerint, ahol h a bovitmény magassagat,
a pedig a félbevagott csonkakip bédéval érintkezd alkotdjanak a boédé alsé, vizszin-
tes élével bezart szogét jeloli. A bévitmény méretei: A = 100 cm, o = 70°, a felsd
kor sugara pedig 1,5 m (5.2. dbra).

¢) Mennyi anyag sziikséges a sziirkével jelolt paldstrész beboritdsédhoz, ha az il-
lesztések miatt plusz 4% anyaggal kell szdmolni? Vdlaszunkat tized négyzetméterre
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

6. Egy 8 x 8-as sakktabla mezoire 1-t6l 64-ig beirtuk a természetes szamokat
a 0.1. dbra szerint. Ezutan készitettiink egy olyan alakzatot, amely 5 darab, a sakk-
tdbla mezdivel egybevigd négyzetbdl dll (6.2. dbra). Az igy elkészitett alakzatot
véletlenszeriien rahelyezziik a sakktdblara ugy, hogy annak mind az 6t négyzete
lefedjen egy-egy mezét a tablan.

182022 23 L] —
2o ] (3 E B

343638 39 gl
m505254 55 1§

LY@ 58 it (3N 62 KRN 64

6.1. abra 6.2. dabra

a) Mennyi annak a valészin(isége, hogy a lefedett szdmok Osszege oszthatd
3-mal? (6 pont)

Egy masik alkalommal a sakktdbla mez&ire 64 pozitiv egész szdmot irtunk.
Koziiliik az egyik egyjegyi, a tobbi kétjegyti szam. Tudjuk, hogy a felirt szamok
medidnja és egyetlen modusza a 68, ami kétszer szerepel a tablan. Tudjuk tovabb4,
hogy a szamok atlaga 67,5, a terjedelmiik pedig 93.

b) Mely szdmok szerepelnek a tdblan? (10 pont)

7. Adott a derékszogli koordindta-rendszerben az A(11;—2) és a B(2;1)
pontokat ©sszekotd szakasz, tovabbéd az (z + 4)2 +(y— 3)2 = 20 egyenletli kor.
Az AB szakaszt a koordindta-rendszer origéja koriil +90°-kal elforgatjuk.

a) Széamitéssal igazoljuk, hogy a forgatdssal kapott szakasz egy pontban metszi
a megadott kort. (4 pont)
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Egy r és R sugart kor kiviilrol érinti egymast. A korok kozéppontjain athaladd
egyenes ezeket a koroket az érintési ponton kiviil az A és B pontokban metszi.
Az egyik kozos kiils6 érinté érintési pontjai E és F'.

b) Igazoljuk, hogy az ABEF négyszog hirnégyszog. (6 pont)

¢) Szamitsuk ki a kozos kiils§ érintészakasz hosszat. (6 pont)

8. Egy szabaduldszobanak harom bejarata van. Egy 6 {Gs tarsasag tagjai
barmelyik ajtén, de csak kettesével 1éphetnek be. A belépés sorrendje nem szamit.

a) Hényféle médon juthatnak be a szobdba a tdrsasag tagjai? (4 pont)

A szabaduldszoba egyik feladata igy szolt: adott tiz latszélag egyforma lakat
illetve tiz kulcs. Mindegyik lakatra igaz, hogy pontosan egy kulcs nyitja. A jaték-
szabaly szerint a jatékosnak mind a 10 lakatot ki kell nyitnia. Nevezziik probalko-
zasnak egy kulcs és egy lakat Osszeillesztését, akar nyitja a kulcs a lakatot, akar
nem.

b) Mddszeresen dolgozva legfeljebb hény prébalkozés kell a feladat megolddsé-
hoz? (3 pont)

Egy ,,tulél6” misorban az egyik feladat az volt, hogy a lehet6 leggyorsabban
jussanak el a versenyz6k a tengerparton lévé A pontbdl a tengeren 1évé B pont-
ba, mert akkor védettséget szereznek a kovetkezdé megmérettetésre. Tudjuk, hogy
a parton csak futhatnak, a tengerben csak tszhatnak, segédeszkozoket (faronk,
evez$ stb.) nem haszndlhatnak. Az dbra
szerint a palya méretei: AQ = 4 km, BQ =

=1 km, valamint AQB< = 90°. (A part- TENGER

vonalat az egyszeriiség kedvéért tekintsiik

egyenesnek.) Az egyik versenyz6 8 km/6ra -
sebességgel képes futni a homokban és A Q
2 km/éra sebességgel tiszni a tengerben. PART

¢) Hany km futds utdn ugorjon a versenyzd a tengerbe, ha a lehetd legrovidebb
idén beliil szeretne eljutni A-bol B-be? (9 pont)

9. Egy ottagu csaldd (apa, anya és a hdrom gyerek) életkordanak dsszege ebben
az évben 100 év. Az anya 6 évvel fiatalabb a férjénél. 6 év mulva a kozéps6 gyerek
kétszerannyi id6s lesz, mint most. Amikor a legkisebb gyerek sziiletett, abban
az évben (a kicsi megsziiletése el6tt) a négytagi csalad atlagéletkora 22,5 év volt.
Az anya az els§ gyermekét 22 éves koraban sziilte.

a) Hany éves most az anyuka? (7 pont)

Vasarnap délutan a csalddtagok egy 1j tarsasjatékot probédlnak ki. A térsas-
jaték jatéktablajan 100 mezd kapcsolddik egymads utan, melyeket a tervezdk 1-t6l
100-ig megszdmoztak. A tablan a mésodik mez6tdl kezdve minden 2. mezd zold
szinfl (a tobbi fehér), a harmadik mez&tél kezdve minden 3. mezén egy 4llat ké-
pe, a negyedik mez6tol kezdve minden 4. mezon egy fa képe, és az 6todik mez6tol
kezdve minden 5. mezén egy vadaszhaz képe lathatd. A jatékszabaly szerint, ha
egy mezon két figura szerepel, akkor az erre a mezére 1ép6 jatékos egyszer kimarad
a jatékbol.
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b) Hény olyan fehér szinli mez8 van a tdbldn, amelyre lépve a jatékos egyszer
kimarad a jatékbol? (3 pont)

A tarsasjaték jatékszabdlya szerint a jatékosok egy fehér és egy sarga szinii
szabalyos dobdkockaval dobnak egyszerre, és a 1épésiik szama a dobott szamok
Osszege. Ha a dobéas Osszege 6, akkor a jatékosok tjra dobhatnak, és a 1épések
szama a jatékos altal dobott négy szam Osszege lesz. (Példaul: Ha a jétékos els6
dobésa 2 és 5 volt, akkor a 7-es mezore 1ép. Ha viszont a jatékos elsé dobdsa 2
és 4, az 1j dobdsa 3 és 5 volt, akkor a jatékos a 14-es mezdre léphet.) Ha egy
mez6 sorszama, 10-zel oszthatd, akkor erre rélépve, a jatékos a babujaval visszalép
a legkozelebbi, fat abrazolé mezdre.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az elsd jatékos babuja kezdéskor a 10-es
mezore 16p? (Kezdéskor a jétékosok babui az 1-es mez6 elétt dllnak.) (6 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2020/3. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész
1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletet:
22— 14 =222+ 1. (6 pont)

b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kivetkezd egyenletrendszert:

222y 1

224y 2
1222y _ 1 (7 pont)

422 4+3y 5

Megoldas. a) A gyokjel alatti mennyiség mindig pozitiv. Az egyenlet bal
oldala nem lehet negativ, azaz

2?2 —14 > 0; 2 > 14.
Vezessiink be 1j ismeretlent, azaz legyen
a=Vz2+1 (>0).
Ekkor az egyenletiink az
22 +1—-15=a’—-15=2aq, a’—2a—-15=0

alakot veszi fel. Ennek megoldédsai a; = 5, as = —3. Ebbdl csak az a; johet szami-
tasba az el6jel miatt, azaz

a1 =5=+2z2+1, 25 =22 +1, z? =24, = +v24 = +2V/6.
A kapott gyokoket az ellen6rzés jonak talalja.

210 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/4



b) Ha x = 0 lenne, akkor az egyenletek bal oldaldn nulla dllna, mig jobb olda-
lan nem, tehat x # 0. Ugyanezen gondolat alapjin kapjuk, hogy y # 0. A megold-
hatéséag feltétele, hogy 222 +y # 0 és 42 + 3y # 0 legyen. Vegyiik az egyenletek
reciprokait — az el6zoek alapjan megtehetjiik — és rendezziik:

2x2+y_2 4x2+3y_
222y 1222y
222 422 3
902 + y2 =4 3, T y2 =9
Ty 2x%y 1222y 122%y
1 1 1 1
—+—=2. —+-—=5
Yy * 212 3y * 422

Vezessiink be 1ij ismeretleneket:

1
0/272, b= —
T y
Az egyenletrendszer az
! b=2
R0 TO= a+2b=4
11 - 3a +4b = 60
—a+-b=5 a+4b =
173

alakot nyeri el. Itt a masodik egyenletbdl az els6 kétszeresét levonva kapjuk, hogy
a =52 és b= —24; azaz

1 1 1
=52= = — b=-24= - =——
a 5 1‘23 527 ? y 24)
1 1
=+ =+
V52 T 2V/13

A kapott gyokok (#1—, —i) és (— #1—; —i), az ellenorzés mindkettét jonak
talédlja.
2. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenletet:
4% 4+4.27% =5, (6 pont)
b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kivetkezd egyenletet:

62 =24 3cos 2. (7 pont)

sin® z + cos
Megoldas. a) Vezessiink be 1j ismeretlent, legyen 2* = a (> 0). Igy
4
a*+ - =5, a® —5a+4=0, a®—1—-5a+5=0,
a

(a—1)(a®>+a+1)—5(a—1)=0, (a—1)(a* +a—4)=0.
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Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla, azaz
a—1=0, a’4+a—4=0,
-1+ V17

a; =1, az =

2
-1 -V17
a3 = —— (< 0),
2
9 _ 1, g7 _ —1+\/17,
2
—1+v17
z1 =0, ro = logy ——— .

2
as nem ad megolddst, mivel negativ.
A kapott gyokoket az ellenorzés jonak talalja.

b) Hasznaljuk fel, hogy sin® z = 1 — cos® & és cos 2z = 2cos® z — 1 igaz minden
valds szamra:

(1 — cos? x)3 +cos®z = —2+3(2cos?x — 1),
1 —3cos?z + 3cost x — cosz + cos® . = —2 4 6 cos? x — 3,
3costx —9cos?z +6=0,
cos*r —3cos’z +2=0.
Vezessiink be 1ij ismeretlent, azaz a = cos? z, ekkor egyenletiink az

a>—3a+2=0

alakot veszi fel, aminek a gyokei: a3 = 2 és ag = 1. Ekkor

a1:2:cos2z, CLQ:I:COS21',
cosT = :i:\/i, cosr = *+1,
ami nem lehetséges, x=km; k€ Z.

A kapott gyokoket az ellen6rzés jonak talalja.

3. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kovetkezd egyenletet:

3 4 log, (2 + 1)°

1 p—
+ log, (2 — 62+ 13)  logy(z+ 1) 2

(8 pont)

b) Egy szabdlyos dobdkockdt hatvanszor feldobva 15 esetben kaptunk hatost.
Ezt a kisérletet eqymds utan tobbszor elvégezve mindig ehhez hasonlo eredményre
jJutunk. Emiatt ugy sejtjik, hogy a dobokocka ,cinkelt”, azaz a hatos megnovelt
valosziniiséggel bir. Mekkora ez a valdsziniség, ha minden 60-as sorozatl esetén 15
lett a kapott érték (azaz a varhato érték 15)7 (4 pont)
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Megoldas. a) Az egyenlet értelmezési tartomanydt vizsgalva:
log (2% — 62 +13) #0, 2> —6x+13>0, logy(x+1)#0, x+1>0,
2 —6x+12#0, (z—3)2+4>0, z #0, x> —1,
(z—3)*+3#£0.

Osszefoglalva: —1 < z és x # 0.

1. eset: —1 < x < 0. Ekkor az egyenlet jobb oldala negativ, hiszen x < 0 esetén
logy(x 4+ 1) <0, és igy

4 log, (z + 1) B 4 2logy(xz +1)
log,(z + 1) 2  logy(z +1) 2

4
=—— —4logy(x+1)=logy(x+1) | ——— +1
logy (2 + 1) 1 ) 2l ) (logg(x +1) )

is negativ.
A bal oldal pozitiv, hiszen
2? —6x+13 = (x —3)° +4 >4,
log, (#? — 62 + 13) > log, 4 = 1,

3

1 >1
+ log, (22 — 62 + 13)

Ebben az intervallumban tehat nincs megoldas.

11. eset: 0 < z. Az egyenlet bal oldaldnak értékkészletét vizsgdlva:
22 —6z+13 = (x—3)° +4 >4,
log, (2% — 6z +13) > 1,

! <1
log,(z2 — 6z +13) ~

+ 3 <4
log, (22 — 6z + 13)

1

Az egyenlet jobb oldalat vizsgalva, kdzben hasznélva egy szamtani-mértani kozép
kozti egyenlétlenséget a pozitiv log,(x + 1) kifejezésre:

4 log, (x + 1) B
logy(z + 1) 2 B

4

S| ) =2vVd=4
logy(z + 1) ogz(x +1) Vi ’

= —— +1 1) >2
toga(o - 1) 1087 H Y \/
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azaz
4 log, (z + 1)

logy(z + 1) 2
Kaptuk, hogy az egyenlet bal oldala 4 vagy kisebb, a jobb oldala 4 vagy nagyobb.
Egyenloség akkor és csak akkor lehet, ha mind a két oldal 4, ekkor

> 4.

4
2 2
z*—6zx+13=(x—3)" +4=4, —— =logy(z + 1),
(z—3)>=0, logs(z + 1) = 4,
x] =3, logy(x + 1) = £2,
33‘2:37 ,’Egz—z.

Mindkét kovetelmény csak az x = 3 esetén teljesiil, igy ez az egyenlet megoldasa.
A kapott gyokot az ellendrzés jonak taldlja.

b) Legyen p annak a valdszintisége, hogy hatost dobunk, ekkor a t6bbi dobasra
1 — p adédik. Annak a valészintisége, hogy 60 dobédsbdl 15 esetben kapunk hatost:

P(15 a 60-bdl) = (fg) (1 —p)*.

Tekinthetjiik ezt egy binomialis eloszlasnak.

A varhaté érték np, ami az adott esetben 60-p = 15, p = %1 Ez az elvi % értéktol
erOs eltérést mutat. Mindenképpen igazolja a gyantt, hogy ,cinkelt” a kocka.

4. a) Egy nem dllandd szamtani sorozal elsd, mdsodik és negyedik eleméhez
rendre 1-et adunk, igy egy mértani sorozat mdsodik, harmadik és negyedik elemét
kapjuk. A mértani sorozat elsé, mdsodik és harmadik elemének az dsszege 7. Mennyi
a szdamtani sorozat 1010-edik eleme? (6 pont)

b) Adott a kévetkezd sorozat:
a; = 1; pt1=3-a,+1 (n>=1).
Adjuk meg a sorozat 2020-adik tagjat. (7 pont)

Megoldas. a) Jelsljiik a szdmtani sorozat els§ elemét a-val és a differencidjét
d-vel. Ekkor az els6 négy eleme rendre a1 = a; a2 = a+d; as = a+2d; ay = a+ 3d.
Az els6, masodik és negyedik elemhez 1-et adva egy mértani sorozat egymas utani
hérom elemét kapjuk, amelyekre igaz, hogy a kozépso elem négyzete a két szélsé
szorzata, azaz:

(a+d+1)°=(a+1)(a+3d+1),
a?+d*+1+2a+2d+2ad = a®+ 2a + 1 + 3ad + 3d,

d*—ad—d=0,
d(d—a—1)=0.
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Mivel a sorozat nem allandé, ezért d # 0, igy d = a+ 1. A szadmtani sorozat: a; = a;
az =a+d=2a+1; a3 = 3a + 2; as = 4a + 3. Az elemekhez egyet hozzdadva:

ag=a+1; aa=2a+2; a3=3a+3; a4 =4a+4.

Ezek koziil az els6, masodik és negyedik tényleg egy mértani sorozat elemei, melynek
a hanyadosa ¢ = 2.

Az elsé, masodik és harmadik elem Osszege 7 a feladat szerint, tehat

a+1

7
+(a+1)+2a+1)="7, (a—|—1)~§:7, a=1

Ekkor d = 2, a kezdeti szdmtani sorozat 1; 3; 5; 7. Az elemekhez egyet adva a 2; 4;
6; 8 szdmokat kapjuk és a 2; 4; 8 tényleg egy mértani sorozat elemei. A 2 el6tti
elem 1, és az els6 harom Osszege 1 +2+4 = 7.

A szdmtani sorozat 1010-edik eleme: a1919 = 1 + 1009 - 2 = 2019.

b) I. megoldds. Az elemeket kiszdmolva kapjuk, hogy a1 = 1; as = 4; a3 = 13;
ag = 40; a; = 121. Azt vehetjiik észre, hogy ha a sorozat elemeit megszorozzuk
2-vel:

241 =2 2-a5=8; 2-a3=26; 2 a;=80; 2-a5=242,

akkor mindig egy harom hatvanynal eggyel kisebb szdmot kapunk. Tehét az a sejtés,

hogy a,, = ?’n2—_1 Alkalmazva a képzési szabalyt:

n_ 1 n+1l n+1_1
’ P At S

any1 =3 a,+1=3- 5 =5

azaz igaz volt sejtésiink. fgy a keresett elem:
32020 -1

42020 = 2

II. megoldds. Alakitsuk at az Gsszefiiggést:
1 3
Ont1 =3 - an + 1, an+1+§:3~an+§, py1+ =3 |a,+ < |.

Ezt felirva n-tol 2-ig:

+ios i vlog +1
Qp 2 - Ap—1 2 ) Gp—1 2 — Ap—2 2 )
+3=3 s T .
Ap—2 2 - Apn—3 2 ) s a2 2 - ay 2 )

majd 6sszeszorozva

1 _ 1 4 3 1 3" -1
a7l+2:3n1.<a1+2>:3n1_2:2.371’ an = 9
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és innen
32020 —1

2020 = 9

III. megoldds (vézlat/tlet). Az elemeket kiszamolva ay = 1; ag = 4; az = 13;
aq = 40; a5 = 121. Eszreveheté, hogy a sorozat elemeinek kiilonbsége

as—ay1=3; az—ax=19; a4 —a3=27;, as—ay =281,

vagyis minden kiilonbség az el6z6 kiillonbség haromszorosa, ami adédik az

Ay =3 Ap_1+1
= Qp — Qp_1 = 3Ap_1 — 3ap_2 = 3(a/n—l - an—2)

Ap_1 =3 Ap_o+1
atalakitasbol is. Innen az elemek:
ar=1, a=1+43, a3=143+3, a=1+3+3"+3°
an=14+3+32+...+3" 1,
és adddik a zart alak.

II. rész

5. a) Legyen a és b nemnegativ valds szdm. Bizonyitsuk be, hogy

(a+1)(b+1) _

0< S
a?+0b2+2

Irhatunk-e a nulla helyett nala nagyobb szamot? (9 pont)

b) Egy felil nyitott fémdobozt lemezbdl dllitunk eld 1igy, hogy az 1. dbrén ldthato
modon kivagunk, majd 0sszehajtogatunk egy ilyen alakot.

® 0

1. dbra 2. dbra

QO

A kivagdst egy 30 cm-es széles fémszalagbol végezziik gy, hogy 2 ilyen mintat
forditunk egymdssal szembe a 2. dbra szerint. Hogyan vdlasszuk meg a méreteket,
hogy a kikerild fémdoboz a lehetd legnagyobb térfogati legyen? (7 pont)

Megoldas. a) A nevezd biztosan pozitiv, hiszen a? + b +2 > 2 > 0. Nézziik
a dupla egyenlStlenség bal oldaldt. A vizsgalandé kifejezés szamléldja és nevezdje
is pozitiv, igy maga a tort is.
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Legyen a kicsi és b = n nagy szam. Ekkor

<(a+1)(b+1)_(a+1)(n+l)<2-(n+l)_ 2n+1) 2
a2 +b2+2  a?+n2+2 n2—1  (n+1)n-1 n-1
(a+1)(b+1)< 2 0<(a+1)(b+1) 2
a2 +b2+2 " b—1 Soa+br4+2 Cbh—1

ami azt jelenti, hogy a tort akarmilyen kicsi tud lenni, igy a bal oldalon nem lehet
nulla helyett nagyobb szdmot irni. Egyenloség semmilyen a, b érték esetén nem
teljesiil.

Rendezziik az egyenlétlenség jobb oldalat:

(a+1)(b+1)
L,
a2 +b2 +2

(a+1)(b+1) <a®+b*+2,

ab+a+b+1<a®+b%+2,
ab+a+b<a®+b>+1,

2a 4 2b + 2ab < 2a* + 2b* + 2,

/N

a2 —2a4+14b*—2b+ 1+ a® — 2ab+ b2,

0
0<(@a—124b-1)7°+(a—0b)

Az utolsé sor biztosan igaz, hiszen harom szam négyzetének osszege nem lehet
negativ. Mivel a lépések megfordithatoak, ezért az eredeti egyenlGtlenség is igaz.

Egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, ha egyidejiileg mind a harom négy-
zetszam nulla, azaz a = b = 1.

b) Legyen a kivigandé kérlemez sugara r, ekkor a fémdoboz magasséga

30 —2r

5 =15-r

m

lesz. A térfogata V = r?mm = r2(15 — r)m, ahol 0 < r < 15.

Tekintsiik az f : [0;15] — R; x — x2(15 — x) fiiggvényt. Ennek keressiik a ma-
ximumét. Egy zart intervallumon folytonos fliggvénynek van széls6értéke. Mivel
£(0) = f(15) = 0, ezért a maximumat az intervallum belsé pontjédban veszi fel.

/(@)
f'(x)
f(x)

Ott lehet maximuma, ahol f'(z) =0 és f”(z) < 0.

22(15 — ) = 152% — 23,

Ox — 3x2,

3
30 — 6x.

f'(x) = 30z — 32% = 32(10 — ) = 0.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/4 217



Csak az x = 10 johet sz6ba, ekkor f”(10) = 30 — 610 = —30 < 0; azaz = = 10-ben
tényleg maximuma van a fiiggvénynek, a maximalis értéke f(10) = 10%(15 — 10) =
= 500. Kaptuk, hogy V = r2(15 — r)7 < 5007 és a maximuma r = 10 esetén lesz,
a térfogata ekkor 5007 cm?.

A méretaranyos rajz ezek szerint:

® O

6. a) Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely egyidejilleg érinti
azy =22 ésy = —a% + 4x — 2 paraboldkat. (9 pont)

b) A magyar GugLi Kft. eqy emblémdat
tervez a székhdzuk elé, amely eqy félbevagott
gomb és eqy kup oOsszetételébdl all. Az emb-
lémanak fiiggdlegesen a negyede ki van vagva
ugy, hogy a két vagosik az embléma fiiggdle-

ges tengelye mentén metszi eqymdst. Az emb-
léma keresztmetszete és a fiiggoleges metszete
az dbran ldthato.
A kiup magassdga éppen a félbevdagott gomb sugardnak a kétszerese. Betonbdl
szeretnék elkészittetni majd lefesteni a 1,5 m magassdgira tervezett emblémdt.
— Mennyi beton sziikséges az elkészitéséhez, ha az elkészités folyamdn 15%
veszteséggel szamolhatunk?

— Mekkora lesz az elkésziilt embléma témege?

— Hdny m?-re elegendd festéket kell beszerezniiik, ha az idéjdrds ellen hdrom-
szor szeretnék lefesteni és a festés sordn keletkezd veszteség 5%7 (7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Hatarozzuk meg egy a pontban az y = 2 érint6jét.

Az érinté meredeksége: y' = 22; m = 2a. Ez dtmegy az (a; a®) ponton, gy az érinté:
y = 2a(z —a)+a® = 2ax — a®. Ezen egyenesnek és az y = —x? + 4x — 2 parabolédnak
1 metszéspontja (érintési pont) van. Keressiik ezt meg, azaz oldjuk meg a kovetkezd
egyenletrendszert:

y = 2ax — a,
Yy = —x% + 4z — 2.
2ax — a? = —a% + 4o — 2,

22+ (2a — 4)x — (a® — 2) = 0.
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Mivel az egyenes érint6, ennek a masodfoku egyenletnek csak egy valds szam lehet
a megoldasa, tehat a diszkriminansa nulla:

0=D=(2a—4)" +4(a®>—2) = 8a> — 16a + 8 = 8(a — 1),

vagyis a = 1 és a keresett érint6 y = 2z — 1.

II. megoldds. Hatarozzuk meg egy a pontban az y = 22 érintéjét. Az érintd

meredeksége: y' = 2z; m = 2a. Bz d&tmegy az (a;a?®) ponton, igy az érint
y = 2a(z — a) + a® = 2ax — a®.

Hatdrozzuk meg most egy b pontban az y = —22 4 4z — 2 érintéjét. Az érintd
meredeksége: y' = —2z +4, m = —2b + 4. Ez dtmegy a (b; —b? + 4b — 2) ponton,
igy az érintd:

y=(-2b+4)(x —b) —b* +4b—2=(—2b+4)x +b* - 2.
Ha koz06s az érint6, akkor ugyanaz az egyenes egyenlete, azaz

y = 2ax — a’, y=(—2b+4)x +b* - 2.

2a = —2b+4,
—a?=0b>-2
Megoldva az egyenletrendszert:
20 = —2b+ 4, a=—b+2, —(=b+2)*=b* -2,

WA —4=0> -2,  0=2"—4b+2, 0=b"—2+1=(b—1)
b=1, a=1.

Innen a ko6zos érinté: y = 2z — 1.

b) A félgomb sugara legyen r, ekkor a kip magassdga 2r. Az egész embléma
magassaga igy 3r, ami a feladat szerint 1,5 m: 3r = 1,5, r = 0,5. Nézziik a térfogatot.
A kivagott félgomb térfogatas:

1 3 rr
‘/félgijmb = 3 ' 5 ' Z = 7
A kivagott kap térfogata:
2 3
rém-2r 3 row
Vieap = i
3 4 2
Az embléma térfogata:
3 3
rom o row
Vembléma = Vidigomb + Viap = - + > = i
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Ez a beton térfogatdnak a 85%-a:
3 3 20 3
0,85 - Vheton = r°m, Vheton = 1°7 - T ~ 0,462 m"”.

Az embléma témege (2400 kg/m’-es beton siirliséget hasznalva) 0,462 - 2400 =

= 1108,8 ke.
Nézziik a felszint. A kivigott félgémb felszine:
427 3 rim

Agsigsmb = —5— 7 +

— =2rm.
2 1779 r

Az alkoté rv/5, igy a kivagott kip felszine:

2r7r-\/57"'§+2.2r-r:3r27r-\/5+2r2:37r-\/5+8.7"2.
2 4 2 4 4

Az embléma felszine:

Axip =

3m-vV5+8 3m-vVH+8 8
Aembléma:Afélgémb+Akﬁp:2r27T+$'T2: il fz_ ™ -7’2.

Héaromszor kell festeni és a festék 95%-a hasznosul:
375+ 8148 2
4 )

37-v5+ 87 +8
76

0,95 - Afestex = 3 -

Afesték =60 - 7"2 ~ 10,7 m2.

7. a) 18 tudds e-mail segitségével tartja a kapcsolatot a vildgban. Bdrmely két
tudos eqgymdssal angol, német vagy orosz nyelven levelezik, mindig ugyanazt a nyel-
vet haszndljak egymds kozott. Tudjuk, hogy nincs hdrom olyan tudés, aki egymds
kozott angol, vagy orosz nyelvet haszndl. Bizonyitsuk be, hogy létezik kozottik hd-
rom, akik egymdssal németil leveleznek. (9 pont)

b) Aladar négyjegyii szamokat ir fel egy papirlapra, melyek csak az 1; 2; 3
és 4 szamjegyeket tartalmazhatjdk (lehet ismétlédés, nem kell minden szdmjegyet
felhaszndlni minden négyjegyl szdmban). Figyel arra, hogy l-es utdn csak 4-es,

pdros szamjeqy utan csak pdaratlan jegy kévetkezhet. Hanyféle szamot tud leirni igy?
(7 pont)

Megoldas. a) A feladatot &ltaldnosan oldjuk meg: ha 18 tudds 3 nyelvet
hasznél, akkor biztosan van olyan nyelv, amit 3 tudds egymds kozott hasznal.

A hasznalt nyelvek legyenek A, B és C. Tekintsiik az egyik tudédst, 6 17
madsikkal levelez. A skatulyaelv miatt lesz olyan nyelv (legyen ez az A nyelv), amin
legalabb 6 mésik tuddssal levelez. Ha a 6 levelezé partner kozott van kettd, akik
egymadssal az A nyelven leveleznek, akkor készen vagyunk, hiszen taldltunk harom
tudést, aki az A nyelven leveleznek egymas kozott.

Ha ez nem teljesiil, akkor ez a 6 tudds egymas kozott csak a B és C nyelvet
hasznalja. Tekintsiink most ebbdl a hat tuddosbdl egyet, aki a masik 6ttel levelez.
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A skatulyaelv miatt biztosan van olyan nyelv (legyen ez a B nyelv), amit legaldbb
3 masikkal hasznal. Ezen masik hdarom most egymas kozott ha hasznélja a B nyel-
vet, akkor taldlunk harom tuddst, aki a B nyelvet hasznalja, ha meg nem, akkor

6k egymas kozott a C' nyelvet haszndljak, és ezért vagyunk készen.
Ezt a feladatra alkalmazva adodik az allités.
b) Epitsiik fel balrél jobbra a szdmokat.

Jelolje f1(n) az n hossziisdg esetén az 1-esre végzédd szdmok szamét.

Jelolje fo(n) az n hosszisag esetén az 2-esre végz6dd szdmok szamat.

Jelolje fggn; az n hosszusag esetén az 3-asre végzddd szamok szamat.
Jelolje f4(n) az n hosszisdg esetén az 4-esre végz8d6 szdmok szdmat.
Ekkor
fi(1) = fo(1) = fs(1) = fu(1) =1 s
f1(2) = f2(1) + f3(1) + fa(1),
f2(2) = f5(1),
f3(2) = fa(1) + fs(1) + fu(1),
f4(2) = f1(1) + f3(1), illetve
filn+1) = fo(n) + f3(n) + fa(n),
fa(n+1) = fs(n),
fa(n+1) = fa(n) + f3(n) + fa(n),
fa(n+1) = fi(n) + f3(n).
Tablazatba foglalva:
n | fi(n) | fo(n) | f3(n) | fa(n) | Osszes
1 1 1 1 1 4
2 3 1 3 2 9
3 6 3 6 6 21
4 15 6 15 12 48

Tehat 48 ilyen szamot tud felirni.
Megjegyzés. Ha Sy-nel jeloljiikk az Gsszeget, akkor arra igaz, hogy
4; Sz = 9;

Sn = Sn—l +3Sn—27 n 2 3.

8. a) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a pozitiv egészek halmazdn:

2 (zy) + 17 [z3y] = 257,

ahol a ,kerek” zdardjel a két szam legnagyobb kozos osztojat, a ,szogletes” zdrojel

pedig a legkisebb kozos tobbszorasét jeloli.
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b) Egy szimmetrikus trapéz pdrhuzamos oldalai 2 és 14, szdrai 10 egység hosszi-
ak. Meghuzzuk a belsé szogeinek szogfelezdjét, amelyek egy négysziget zdarnak be.
Amennyiben ennek a négyszognek létezik a beirt és korilirt kore, mekkora ezen ko-
rok sugara? (7 pont)

Megoldas. a) A legnagyobb kézos osztéban a kozos primek, a legkisebb kozos
tobbszordsben az Gsszes prim, tehat a legnagyobb k6zos oszt6 primjei is szerepelnek;
és a legnagyobb kozos osztoban levo primek kitevdje nem lehet nagyobb a legkisebb
kozds t6bbszordsben szerepld primek kitevdjénél. Ezért (z;y) | [x;y]. Az egyenlet
bal oldala oszthat6 (z;y)-nal, tehat a jobb oldal is: (x;y) | 257. Mivel 257 prim,
ezért két eset van.

L eset: (z;y) = 257.
2 (zyy) + 17 - [z;y] = 257, 2257417 [x;y] = 257, 17 - [z y] = —257.

Ekkor a legkisebb kozos tobbszorosre negativ szam adddik (de még egésznek sem
egész), tehat ez nem lehet.

II. eset: (z;y) = 1.
2 (zyy) + 17 - [z;y] = 257, 21417 [x;y] = 257,
17 - [z;y] = 255, ;9] =15

azaz olyan szamokat keresiink, amelyek relativ primek és csak 3-as és 5-6s primeket
tartalmazhatnak, mert a legkisebb kozos tobbszoros a 15.

Négy lehet6ség van: x| 1 ]115[13]|5
511 [5(3

b) Készitsiink dbrdt. Jelsljiink meg
par szoget és bocsassunk merolegest a G
és F pontokbdl a megfelel6 alapokra.

A trapéz magassaga

14— 2V
102—m2+( 5 ) = m=28.

A szégekre pedig

8 4
tg2a0 = — = —; = 90°.
g2« 5 3 a+ =90

A szimmetrikus trapéz miatt a keletkezett négyszog szimmetrikus a GE egyenesre
és konvex, tehat deltoid. A konvex deltoidoknak van beirt kore (szembeni oldalak
Osszege megegyezik).

AFD< = BHC< = 90°, ugyanis a trapéz egy szaran levl szogek dsszege 180°,
igy a szogfelezdk 90°-os szoget zarnak be. Tehat a négyszogiink 2 szemkozti szogé-
nek 6sszege 180°, igy van koré irt kore is.
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Derékszogti haromszogekben szamolva:

AFE = ’ , AF =10 cos a, EF =10-cosa — ,
Cos o Cos o

1
DG = ——, DF =10-cospj, GF =10-cosf — .
cos 3 cos 3

EFGA derékszogl és az atfogdja a négyszog koré irt kor sugaranak a kétszerese,

azaz

1
(2R)* = EF?+GF? = R= 5 VEF?+GF?.
A beirt korre igaz, hogy
Lk , EF-GF _ (2 EF+2 GF) ._ BF.GF
-2 2 2 ’  EF+GF’

Az adatokat behelyettesitve kapjuk: » = 0,745; R = 1,25.

9. a) Bizonyitsuk be, hogy
1-24+2-34...4n-(n+1) =

:n~(n+1)~(n+2)

3

ahol n € NT. (8 pont)
b) Adott egy olyan hirnégyszég, ami
egyben érinténégyszog is.
Az abran jeloltik az érintési ponto-
kat. Bizonyitsuk be, hogy az EG és FH

szakaszok merdlegesek eqgymdsra.
(8 pont)

Megoldas. a) Teljes indukciéval bizonyitunk.
I. Nézziik meg, hogy teljesiil-e a bizonyitand¢ allitds az n =1 és n = 2 esetre:

n=1 1-2:1'2'3:2,
3
n=2 1-2+2-3:2'§'4:8.

I1. Tegyiik fel, hogy n = k-ig minden értékre teljesiil, hogy

ke (k+1)-(k+2)

12423+, .4k -(k+1) = ; .
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ITI. Nézziik az n = k + 1 esetet, induljunk ki a bal oldalbdl:

1:242-3+...+k-(k+1)+(k+1) (k+2)=

:k-(k+1?)’-(k+2)+(k+1).(k+2):

= (k+1)(k+2) <§+1> = (k+1)(k+2)2 =

(k+1)(k +2)(k +3)
3 )

124234tk (bt D)+ (kt1)-(kt2) = (“1)(7‘“;2)(“3),

Ezt akartuk kapni, tehat a bizonyitas kész.

b) Hizzuk meg a FG, GH, HE és
EF szakaszokat. HFG<a=CGH< =
= (CHG< = «, mivel mind a GH sza-
kasz keriileti vagy érint6 szaru keriileti
szogei. Tehat GCH< = 180° — 2av.

FEA<« = EFAd=FGE< = (3,
mivel mind az FE szakasz keriileti
vagy érint6 szaru keriileti szogei. Tehat
EAF<=180° —25.

Mivel az ABCD négyszog hir-
négyszog, ezért a szemben fekvd
szogeinek Osszege 180°, tehat

180° — 2ar + 180° — 23 = 180°,

20+ 20 = 180°, a+ S =90°. Innen GMF< =180° —a — 3 =90° és ezt kellett
bizonyitani.
Szoldatics Jézsef
Budapest

Matematika feladat megoldasa

B. 5023. Az ABC hdromszégben ACB< =90° és AC > BC. A hdromszig
koré irt kor C-t nem tartalmazd AB ivének felezépontja X. A C X -re X -ben dllitott
merdleges a C A egyenest a P pontban metszi. Mutassuk meg, hogy AP = BC.

(3 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)
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Megoldas. Azt fogjuk megmutat-
ni, hogy az XAP és X BC haromszo-
gek egybevagdk. Ebbol azonnal adé-
dik, hogy BC = AP. Mivel BX A< =
= C X P< =90°, ezért mindkett6bol ki-
vonva a CXA< szoget, latjuk, hogy
BXCa=AXP<«. Az X pont az AB
iv felezépontja, ezért XA = XB. Vé-
giil felhasznalva, hogy BC'AX huirnégy-
sz0g:

XBC« =180° — XAC< = XAP<«.

A két haromszognek egy-egy oldala és a rajta fekvl szogek megegyeznek, tehdt

a két haromszog egybevago. Igy oldalaik paronként egyforma hosszisaguak, vagyis
BC = AP.

Vu Phuong Nam (High School for The Gifted, VNU-HCM, Ho Si Minh-véros,

10. évf.) dolgozata alapjan

Megjegyzés. A két haromszog egybevagdsiganak bizonyitasdhoz az is felhasznalhatd,
hogy az abran jelzett szogek BOX< = XCA<« = BAX< = APX< = 45°.

Osszesen 74 dolgozat érkezett. 3 pontos 52, 2 pontos 19 tanulé dolgozata. 1 pontot
3 tanul6 kapott.

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1602-1608.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1602. Két tizedikes és két tizenegyedikes didk nekiiilt az aprilisi KoMaL C
feladatok megoldasanak™. Egy éra elteltével azt vették észre, hogy minden feladat-
ra pontosan egyvalaki tudott megoldast adni koziiliikk, valamint, hogy mindenki
megoldott legaldbb egy feladatot. Hanyféle felosztasban dolgozhattak a példédkon,
ha mindenki csak a sajat korosztdlydnak megfelels feladatokkal foglalkozott? (Kii-
16nb6zének tekintiink két felosztast, ha van legalabb egy feladat, amit mé&s old
meg.)

*Minden hénapban hét gyakorlatot tiliziink ki, ebbdl az 1-5. gyakorlatokra a legfel-
jebb 10. évfolyamosok, a 3—-7. gyakorlatokra pedig a 11-12. évfolyamosok kiildhetnek be
megoldast.
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C. 1603. Az ABC egyenldszéru hdromszog A csticsdbdl indulé magassigvonal
a BC szart T-ben metszi, a magassidgpontot jelolje M, a beirt korének kézéppontjat
pedig O. Bizonyitsuk be, hogy ha az OT egyenes parhuzamos az AB alappal, akkor
MC =2AM.

Feladatok mindenkinek

C. 1604. A mezdgazdasagi kiallitdson és vdsaron egy termel6 az altala el6alli-
tott vetdmaggal jelentkezett. Osszesen 1225 csomagot hozott: 1 db 1 grammos, 2 db
2 grammos, 3 db 3 grammos, ..., k db k& grammos csomagot — 1-t6l k-ig minden
pozitiv egész szam el6fordul. Atlagosan hény gramm vetémag volt egy csomagban?

C. 1605. Az ABCD konvex négyszog atléinak metszéspontja M. Az ABM
héromszog teriilete nagyobb a C DM haromszog teriileténél. A négyszog BC olda-
lanak felez6pontja P, C'D oldaldnak felezépontja pedig @, AP + AQ = /2. Bizo-
nyitsuk be, hogy ekkor az ABC'D négyszog teriilete kisebb, mint 1.

C. 1606. Egy téglatest két oldallapjanak teriilete 40, illetve 56 teriiletegység.
A testdtld hossza /138 egység. Mekkora lehet a téglatest felszine, illetve térfogata?
Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1607. A 4 és a 9 kozé lefrunk néhdny 4-est, majd mellé még ugyanannyi
8-ast (példdul 4489). Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott szam négyzetszam.

C. 1608. Jelmezbalra szeretnénk elkésziteni kartonbdl egy vietnami kalapot.
A kalap egy 97,18° nyildsszogi egyenes korkip, amelynek alkotdja 28 cm hosszi.
Elkészitheto-e egy ilyen méretli kalap a kereskedelemben kaphaté 50 x 70 cm-es
kartonpapirbdl?

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5094-5101.)

B. 5094. Igazoljuk, hogy ha két derékszogli hiaromszog teriilete és keriilete
megegyezik, akkor egybevagdk.

(3 pont) Kiss Sandor (Nyiregyhdza)
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B. 5095. Legyenek a, b, ¢ nullatdl kiillonb6zo egész szamok. Bizonyitsuk be,
hogy ha az %b, % és % szamok Osszege egész, akkor kiilon-kiilon is egészek.

(8 pont) George Stoica (Saint John, Kanada)

B. 5096. Az ABC egységnyi oldalu szabélyos haromszogben legyen P a beir-
haté korvonal tetszbleges pontja. Jelolje a P pont merdleges vetilletét a BC, AC és
AB oldalakra rendre D, E, illetve F'. Igazoljuk, hogy a DEF héromszog teriilete
P valasztasatol fiiggetlen allando.

(4 pont)

B. 5097. Az 1, x5, ..., x, pozitiv szamok szorzata 1. Igazoljuk, hogy

m‘f—l—xé—f—...—i—xﬁ>m?+x§’+...+xi.

(4 pont) Dinu Ovidiu-Gabriel (Balcesgti, Roménia)

B. 5098. Kezdd és Mésodik a kovetkezd jatékot jatsszak:

Kezd6 gondol egy 2020-ndl nem nagyobb pozitiv egészre, amit Mdsodik ugy
szeretne kitalalni, hogy mindig egy konkrét szamra kérdez ré.

Kezdo6 lehetséges valaszai Masodik kérdéseire: , Kisebb szamra gondoltam.”;
»Eltalaltad.”; ,Nagyobb szamra gondoltam.”

Ha a valasz ,Kisebb szamra gondoltam”, vagy ,Eltalaltad”, akkor Masodik

10 forintot fizet Kezdének, mig abban az esetben, ha a vélasz ,Nagyobb szamra
gondoltam”, akkor 20 forintot fizet.

Mennyi az a legkisebb Osszeg, amennyiért Masodik biztosan ki tudja taldlni
Kezdo6 szamat és hogyan kell ehhez jatszania?

(A jaték az elso ,Eltaldltad” vélaszig tart, akkor is, ha a legutolsé kérdés el6tt
Miésodik mér tudja mi a gondolt szdm.)

(5 pont)

B. 5099. Az ABCD rombusz A-nél 1év0 szdge 60°. A rombuszba olyan ellip-
szist irtunk, amelynek tengelyei a rombusz atléi, tovabba az AB és AD oldalakat
az A-hoz, a BC és C'D oldalakat a C-hez kozelebbi negyedelépontjaikban érinti.
Legyen P az ellipszis egy mozgé pontja. Metssziik el a rombusz mindkét kézépvo-
nalat a P ponton keresztiil htizott, a masik kozépvonallal parhuzamos egyenessel;
jeloljiik az igy kapott metszéspontokat Q-val, illetve R-rel. Mutassuk meg, hogy
a QR szakasz hossza nem fiigg a P pont helyzetétol.

(5 pont)

B. 5100. Mutassuk meg, hogy n szomszédos egész szam koziil mindig kiva-
laszthaté néhény (legaldbb egy), melynek osszege oszthaté (14 2+ ... 4 n)-nel.

(6 pont) Kovdes Benedek és Varkonyi Zsombor 6tletébél
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B. 5101. Adott egy ABC DO négyoldalu gila, és az ABC'D alaplap belsejében
egy P pont. Egy O-ra nem illeszked6 sik az OA, OB, OC, OD és OP egyeneseket
rendre az A’, B, C', D', illetve P’ pontokban metszi. Igazoljuk, hogy

tpap tpcp _ lprarp -tpcip
lpc -lppa  tppcr - tpprar

(txyz az XY Z haromszog teriiletét jeloli.)
(6 pont)

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(775-776.)

A. 775. Legyen H C R? olyan, hogy H barmely pontjat H barmely masik
pontjara tiikrozve ismét H-beli pontot kapunk. Igazoljuk, hogy H sfirti R3-ban,
vagy vannak egymdastél egyenld tavolsdgra 1évé parhuzamos sikok, amelyek
lefedik H-t.

Javasolta: Kurusa Arpdd (Szeged) és Totik Vilmos (Szeged)

A. 776. Legyen k > 1 egy rogzitett paratlan szam, és ha n nemnegativ egész,

legyen
n
s )
0<i<n

k|ln—2i
Bizonyitsuk be, hogy f, kielégiti a kovetkezd rekurzidt:

r7=Y (j) Fifui

i=0
Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Informatikabdl kitiizott feladatok ' )

I. 508. A Fold felszinét miiholdakrdl fényképezik. A felszinen a kiilonbozé esz-
kozok pozicionaldsahoz jeladok miikodnek. A jeladdk be- és kikapcsolt dllapotban
lehetnek.

A felszin egy négyzet alaku teriiletét vizsgdljuk, amelyet gondolatban egy
100 x 100-as négyzethaloval boritunk. Errdl a teriiletrél tobb fénykép késziilt. Min-
den kép egy négyzet alaki teriiletet abrazol, melyet kozéppontjanak koordindtaival
és az oldalhosszusag felének nagysagéaval rogzit a mithold. Minden kép minden ol-
dala parhuzamos a négyzethal6 valamely egyenesével. Készitsiink programot i508
néven, amely a kovetkezo kérdésekre ad valaszt:

1. Milyen sorszémi jelad6(k) van(nak) t6bbszor lefényképezve a megadott terii-
leten beliil?

2. Milyen sorszamu képek(en) van egynél tobb miikodd jeladd?
3. Mekkora teriiletrél nem késziilt kép?

A program standard bemenetének elsd sordban N (N < 100) a fényképek
szdma és M (M < 100) a jeladdk szdma. A kovetkezd N sorban egy-egy ké-
pet lefré hdrom egész szdm szerepel: a kép kozéppontjanak (x,y) koordindtédja
(1 <,y <100) és a kép oldalhosszénak fele (1 < h < 10). Azaz a négyzet alaku
kép két szemkozti csicsa (v — h,y — h) és (x + h,y + h) koordindtdkkal bir. A ko-
vetkezd M sorban egy-egy jeladot leird harom szam szerepel egy-egy szokozzel elva-
lasztva: az els6 két szam a jeladd (xjel, yjel) koordinatdja (1 < xjel,yjel < 100)
és a harmadik a jeladé allapotdt jelzi (1 bekapcsolt és 0 kikapcsolt).

A program standard kimenetén a hdarom kérdésre adott valasz jelenjen meg
soronként. Ha egy kérdésre nincs valasz, akkor iires sort irjunk ki.

Bemenet (a / jel a sortorést helyettesiti): Kimenet
64/ 10102 /20204 /30 102 / 10 30 3 / 23
38383/22221/9110/23211/22231 |26
/31111 9771

Bekiildendo egy tomoritett 1508.zip allomanyban a program forrdskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 509 (E). A keszegfalvai horgésztavat a helyi horgdszegyesiilet kezeli.
Az egyesiilet vezetésége gy dontott, hogy felméri a té vizmélységét. Az adato-
kat egy 1 m x 1 m-es racs mentén veszik fel méter pontossaggal és egy tablazatban
rogzitik. A mérési adatok egy tdablazatban talalhatok.

A tablazatban a szarazfold ,,mélysége” egységesen 0 méter.
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1. Toltsiik be a tablazatkezel6 program egyik munkalapjara az Al-es cellatél
kezdve a meres.txt UTF-8 kédolasu, tabulatorokkal tagolt adatfajlt, majd
mentsiik a munkafiizetet horgaszto néven a program alapértelmezett forma-

tumaban.
2. A halak telepitése szempontjabdl fontos

A &l G adat a t6 feliiletének nagysaga és a toban
1 ‘ 1évé viz mennyisége. Hatdrozzuk meg e
2 | A t6 alapteriilete: 666 m?* két adat kozelit6 értékét az AU2:AU3 tar-
3 Atéhan l6v6 viz: 2992 m? tomany celldiban azt feltételezve, hogy
2 At §ilagos milysdge: 450/ a mért r{lelysegadatok ateljes 1 m x 1 m-
s ' ‘ es szelvényre vonatkoznak.

[ L 3. Mennyi a t6 atlagos mélysége? Az ered-
6 A to legnagyobb mélysége 26 m , L. ! , .

' ) ‘ ményt két tizedesjegy pontossaggal kife-
L AkirSheye:] _SUH3) jezve frassuk az AU4-es celldba.

4. Az AU2:AU4 tartomany adatai a feladat szovegének megfelel6 mértékegységben
jelenjenek meg, azaz a feliilet m2-ben, a térfogat m3-ben, az 4tlagos mélység
m-ben.

5. A falu oregjeitol szarmazd szajhagyomény szerint a té egy nagyon mély kiir-
tObdl nyeri a vizét. Ezt a mérések is igazoltdk. Milyen mély itt a t6, és hol van
ez a kiirt6? Az adatokat frassuk az AU6:AU7 tartomdany celldiba a mintdanak
megfelelen.

6. Allitsuk be az A:AP oszlopok szélességét ugy, hogy a t6 mélységadatait tartal-
maz6 celldk szélessége és magassaga megegyezzen.

t6 mélysége (m) | hattérszin 7. Feltételes formazassal emeljiik
1 vildgoskeék ki a t6 mélyséié/rlliekh /Iiicegfel/elé/ig
5 3 viligoszold en az egyes celld attérsziné
1 : a tablazat szerint.
6 SATEd 8. A geolégusok a t6 ,,vizszintes” met-
720 naramcs szetét szeretnék egy adott sor men-
21- halvanyvords tén grafikonon 4brazolni. Irjunk
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ehhez az AR29-es cellaba egy sorszamot, és jelenitsiik meg az adott sor érté-
keit az A29:AP29 tartomdnyban. Készitsiink az igy kapott adatokbdl PontXY
diagramot (grafikont), a diagram cime legyen Metszet.

Bekiildendd egy tomoritett 1509.zip dllomanyban a megoldast adé tablazat-
kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhaszndlt tabla-
zatkel6 nevét és verzidjat.

I. 510. Az iskoldk jelenleg tavoktatasban miikodnek. A tanitds szervezésé-
re a legtobb tanulécsoportban virtualis osztdlyok jottek létre, ahol a tandar-didk
és didk-diak kommunikacié zajlik. A tudds megosztdsa, az ismeretek megszerzé-
se, azok gyakorlasa és szamonkérése is sok esetben a virtudlis térben, interneten
torténik. Ebben a feladatban azt kérjiik, hogy a megoldé néhany otthoni iskolanap-
rél készitsen naplot, illetve a napld alapjan egy adatbazist. A naplé tartalmazza
idorendben az elvégzett tanuldsi tevékenységeket, az azokhoz haszndlt hardver és
egyéb eszkozoket, alkalmazasokat, folkeresett weboldalakat sthb. Erdemes tabldzatos
elrendezést alkalmazni, amelyben idérendben és oszlopokra rendezve megtaldlhatok
a kért informacidk. Példaul:

Szerda | Fizika: Az elekt- | Google Hang- Szamitégép, Google kere-
8:15— romos mezo outs, a tanar mobiltelefon, 86, ,.electric
9:00 szemléltetése MozaBook- szines tollak, field” kép-
erOvonalakkal — | ban rajzol és fizika fiizet talalatok
online 6ra magyaraz
Szerda | Matematika A kapott feladat | Szamitogép, Google Class-
15:00— | hazi feladat megoldasa mobiltelefon room, Google
15:30 megoldasa és a fiizetben majd | (fényképe- Fotok
bekiildése bekiildése fény- | zésre)
képként

A naplé elkészitése utan hozzunk létre adatbézist naplo néven, amelynek téb-
laiban megtalalhaték a megvaldsitashoz hasznélt eszkozok és alkalmazasok, az el-
végzett tevékenységek, a tanuldst tartalma (tantdrgy és témakor), illetve az ezeket
a datum és idépontokkal 6sszekapcsold naplé.

Bekiildend6 egy naplo.pdf allomany hirom egymaés kovetd tanitdsi naprol,
valamint az az alapjan késziilt adatbazis.

I/S. 44. Egy egész évben tartd versenysorozatban N autéversenyzo vesz részt.
Tudjuk, hogy az utolsé fordulé elétt az i-edik versenyzének B; pontja van. A verseny
utolso forduléjanak els6 helyezettje N pontot, masodik helyezettje N — 1 pontot és
fgy tovabb, utolsé helyezettje 1 pontot kap. Irjunk programot, amely az utolsé for-
duld el6tti eredmények alapjan megadja, hogy hany embernek van esélye az Gssze-
tett gyozelemre. Ha az els6 helyen pontegyenloség lenne, akkor minden maximalis
pontszamu versenyzot gydztesnek tekintiink.
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Bemenet: az els6 sor tartalmazza az autéversenyzok N szamat. A mésodik sor
N darab szamot tartalmaz: az i-edik szam azt jelenti, hogy az i-edik versenyzonek
az utolso forduld el6tti pontszama B;. A kimenet egyetlen szdm, amely megadja,
hogy hény versenyzének van esélye az 6sszetett gydzelemre.

Példa: Bemenet Kimenet

5 4
15 14 15 12 14

Korldtok: 1 < N < 100000, 1 < B; < 10°. Td8korlét: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N < 1000.

Bekiildendd egy is44.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 143. Adott egy iranyitott graf, amelynek N csicsa és M éle van. Semelyik
két csuces kozt sines egynél t6bb kozvetlen él (irdnytdl fiiggetleniil). Nevezziik korsé-
tanak a csticsok egy olyan x1, 2, x,, sorozatat, ahol x1 = z,, ésminden 1 <i<n—1
esetén létezik x;-b6l x,;41-be mutatd él, valamint a korséta soran egy csicson tet-
sz06leges sokszor atmehetiink, de egy élen csak egyszer.

Legyen az ilyen korsétak szama egy grafban K. Kérdés, hogy legféljebb hany
iranyitott élt huzhatunk be a grafba dgy, hogy a korsétak szama tovabbra is K
legyen, és semelyik két csucs kozott ne legyen egynél tobb kozvetlen él (irdnytdl
fiiggetleniil). A csticsokat 1-t6] indexeljiik.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N és M szamot. A kovetkezd M sor
mindegyike tartalmaz egy a; és b; szamot, ami azt jelenti, hogy megy egy irdanyitott
él az a; cstucsbdl a b; csicsba. Kimenet: adjuk meg a maximalisan behtzhaté élek
szamat.

Példa:
Bemenet (a / jel sortérést helyettesiti) Kimenet
56 3
12/14/23/43/31/35

Korldatok: 1 < N, M < 10°. Id&korlat: 0,4 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N, M < 100.

Bekiildend6 egy s143.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldésai regisztracié utan a kdvetkez6 cimen tdlthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2020. majus 10.
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Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 681. Régészeti dsatdsok sordn jo dllapotban a felszinre kerilt egqy szin-
aranybol készilt, egyenletes, kis falvastagsagu, egyenes henger alaki, felil nyitott,
2 literes edény. A henger belséd atmérdje és a belsé magassdga ugyanakkora.

Ha az tres edényt cvatosan eqy tal vizbe helyezziik gy, hogy a szimmetriaten-
gelye mindvégig filiggdleges legyen, a test akkor keril egyensulyi helyzetbe, amikor
a kiilsé vizszint az edény belsé magassdganak g részénél helyezkedik el. Hatdrozzuk
meq az edény falvastagsdagat!

(3 pont)

Megoldas. Jelsljiik az edény bels§ atmérdjét (és az ezzel megegyezd belsd
magassagat) d-vel. Az edény ismert (V = 2000 cm®-es) térfogatabdl d kiszamithato:

2
4

%d =V, ahonnan d={ W = 13,7 cm.
™

Az 1sz6 test egyenstlyban van, ezért a kiszoritott viz stilya megegyezik a test
sulyaval. (Az edényben 1évé levegd tomegét elhanyagolhaténak tekintjiik.) Mivel
az edény x falvastagsidga a d atmér6hoz képest kicsi, az arany térfogatét gV mellett
elhanyagolhatjuk, vagyis a kiszoritott viz térfogatat az edény vizbe meriilé részének
belso térfogatdval kozelithetjiik.

Az szés feltétele:

5 d*r
gv Ovizg = (4 T+ d277 Z‘) * Qarany Y,

vagyis az edény falvastagsdga
Vv Oviz . 2000 CII’I3 1

Tr = = .
27d? Qarany  2m (13,7 cm)® 19,3

Schmercz Blanka (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn. és Koll.,
9. évf.) dolgozata alapjan

= 0,088 cm &~ 0,9 mm.

46 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldéds. Kicsit hidnyos (2 pont) 18, hidnyos
(1 pont) 7, hibds 3, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

G. 690. Az asztalon két teljesen egyforma pohdr van sziniltig toltve vizzel.
Az eqyik pohdrban a viz tetején eqy pingponglabda uszik. Melyik pohdr nyomgja jobban
az asztalt?

(3 pont)
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Megoldas. Az egyik pohdr tele van vizzel, a méasikban pedig pontosan annyi-
val kevesebb viz van, amennyit a pingponglabda kiszorit. A kiszoritott viz silya
megegyezik a pingponglabdara haté felhajtéerd ellenerejével, tehat a két pohar
(vizzel és labdédval egyiitt) egyforma silyd. Ezek szerint a két pohdr ugyanakkora
er6vel nyomja az asztalt.

Cynolter Dorottya (Budapest, Veres Pélné Gimn., 9. évf.)
76 dolgozat érkezett. Helyes 60 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 2, hidnyos (1 pont)

9, hibas 3, nem versenyszerii 2 dolgozat.

G. 694. Egy éppen 100 kg tomegt rakéta a vilagiirben masodpercenként 100 g
égésterméket lovell ki. A gdz 1 km/s sebességgel hagyja el a rakéta fivdkdjat.
Mekkora a rakéta gyorsuldsa?

(3 pont)

Megoldés. Az éppen m = 100 kg tomegli, v sebességii rakétat At = 1 s alatt
Am = 0,1 kg tomegli égéstermék hagyja el a rakétahoz képest u = 1 km/s sebes-
séggel, és ennek kovetkeztében a rakéta sebessége Av értékkel megvaltozik. Az im-
pulzusmegmaradds torvénye szerint

mv = (m — Am)(v + Av) — Am(u —v), amib8l
Av=—"" Am=~LAm.
m— Am m
A rakéta gyorsuldsa tehat

a_gAjm_lOOOm/s 01k—g _.m
“m At 100 kg s

Egyhdzi Hanna (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn. és Koll., 10. évf.)

51 dolgozat érkezett. Helyes 33 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 13, hidnyos (1 pont)
2, hibas 3 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5165. FEgységsugari, homogén, kor alaku lemezbdl
az abran ldthato modon kivagunk egymdst kiviilrol érintd,

1 1 1 .1 s . . ,
rendre 7,3, 76+ - - - Sugard, kozéppontjukkal az egyik sugdr-
ra illeszkedd koroket. Hol lesz a maradék idom tomegkozép-
pontja, ha

a) csak a legnagyobb kort vagjuk ki;
b) a két legnagyodb kort vagjuk ki;
¢) nagyon sok kort vagunk ki?
(5 pont) Kozli: Tupi Zoltdn, Budapest
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Megoldéas. A kis korok kivagdsa elétt az alakzat tomegkozéppontja a nagy
kor kozéppontjaban volt. Egyre tobb kis kor kivdgasa utdan a maradék idom témeg-
kozéppontja egyre inkabb jobbra mozdul el.

Az eredeti kor sugara 1, teriilete T'= 7. Az n-edik kis kor sugara x, =
= (1/2)""" teriilete T,, = (1/4)""'x. A forgatényomatékok egyensiilyabdl rendre
kiszamolhatjuk, hogy mekkora ¥, tavolsaggal tolédik el n darab kis kor kivaga-
sa utdn a maradék lemez tomegkozéppontja. (A maradék rész forgatényomatéka
az eredeti lemez kozéppontjara vonatkoztatva nyilvan ugyanakkora, mint amennyi
a kivagott részek forgatényomatéka volt.)

a) Ha csak a legnagyobb kort vdgjuk ki, akkor (a lemez vastagsdgdval, anya-
génak slirliségével és g-vel egyszeriisitve) az aldbbi osszefiiggéshez jutunk:

Tz, = (T =Ty,

ahonnan megkapjuk, hogy y; = % ~ 0,017 egység.

b) Két kordarab eltdvolitdsa utdn a maradékra felirhaté:
Ty + To(201 +22) = (T — Ty — To)ye,
ahonnan y, = % ~ 0,028 egység eredmény adodik.
¢) Ha nagyon sok (formélisan n — co) kort tdvolitunk el a lemezbdl, akkor
a maradék rész tomegkozéppontjanak y-nal jelolt elmozduldsara az aldbbi Gssze-
fliggést irhatjuk fel:
Tl.’L‘l + T2(2.171 + .1‘2) —|—T3(2.Z‘1 + 2.7,‘2 + .173) +...= (T — T1 - T2 — T3 — .. )y

A jobb oldalon szerepld Osszeg:

A forgatényomatéki egyenlet bal oldala:

SRS B T o i S
64 512 4095 32768 ) —~ gk 168

Innen mar adédik, hogy a keresett tavolsag

0 125 0,032 egysé
Y= 168 11 1pa - oL eeYSeE

Téglds Panna (Révkomdrom, Selye Jénos Gimn., 10. évf.)

44 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 16, hibds 3, nem versenyszer( 2 dolgozat.
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P. 5174. Egy illegdlis laboratorium clomkonténerében olyan sugdrzé anyagot
taldltak, amelybdl mdsodpercenként 2- 10" elektron lép ki. A rendbrségi jegyzdkiny-
vek szerint 53 évvel ezeldtt eltint 221 g cézium a kézeli kutatointézetbol. Lehet-e
a megtaldlt anyag az akkor eltiint prepardtum, ha azéta csak raktdroztak? (A cézium
felezési ideje 30,17 év.*)

(4 pont) Tematikus feladatgyijtemény, Szeged

Megoldas. Ha abbdl a feltételezésbol indulunk ki, hogy a megtalalt radioaktiv
anyag tényleg az 53 éve eltulajdonitott cézium-137 preparatum, akkor elészor ki kell
szamolnunk, hogy mara mennyi (hdny atom) maradt bel6le. Az eredeti mennyiség:

221 g
136,9 -5~

mol

= 1,614 mol,

vagyis kezdetben a radioaktiv atomok szama:
1
No = (1,614 mol) - (6,022 107 ) =9,721-10%.
mol
Ebbél a mennyiségbol — ha valéban az ellopott, T felezési idejii céziumrol van

szb — mara, t id6 elteltével

53 év
N(t) = Ny 0,547 = (9,721 -10%%) . 0,530,17 & = 2,88 . 10%*

atom maradt. Ennek a mennyiségnek az aktivitasa:

In2 In2
A(t) = N(t) — =288 -10%
(*) ®) T ’ 30,17 - 365,24 - 24 - 60 - 60 s

=2,1-10* Bq,

ami (a kerekitésekbél adédé pontossaggal) éppen megegyezik a megtaldlt anyag
aktivitasaval.

Az Slomkonténerben térolt radioaktiv prepardatum tehét lehet az 53 éve el-
lopott cézium, ennek lehet6ségét nem zarhatjuk ki. Természetesen a szamolt és
a mért aktivitasok egyenlOsége nem bizonyitja, hogy a régen eltlint preparatumot
talaltak meg. Az is elképzelhetd, hogy egy olyan — mashonnan szarmazé — anyagot
talaltak, aminek az aktvitdsa éppen megegyezik a feladatban megadott értékkel.

A Cs-137-es izotépot mesterségesen allitjdk el6, a természetben csak olyan
nagy katasztréofak utan taldlhatéo meg, mint Csernobil és Fukusima.

Bagu Bdlint (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn. és Koll., 10. évf.)

52 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibds 3 dolgozat.

* A kitlizott feladatban hibds adat jelent meg. Ugyancsak hibds a Négyjegyti fiiggvény-
tablazatokban a cézium-137 felezési ideje.
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P. 5178. Vizszintes talajon lévd, m to- m

megt kiskocsira elhanyagolhato tomegii, o =

= 30°-0s szdgben bedllitott rugos puskdt rogzi- M
tettiink, amely egy m tomegti lovedéket 16 ki

két esetben. Az elsd esetben a kocsi rogzitett, |
a masodik esetben szabadon mozoghat. A 10-
vedék fiiggdleges iranyu emelkedési magassdga
az elsé esetben hy, a mdsodik esetben ho. Hatd-
rozzuk meg a ha/hy ardnyt!

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

Megoldas. Legyen az Osszenyomott rugd rugalmas energidja Ey! Ez elOszor
mozgasi, majd helyzeti és mozgasi energiava alakul.

1. eset (régzitett kiskocsi)

Legyen a kilovés pillanatdban (amikor a rugd energidja mar nulldra cstkkent)

a lovedék sebessége v, ennek vizszintes irdnyu komponense v, fiiggéleges irdnyu

komponense pedig v1, (tehdt v = v, +v7,). Mivel a kocsihoz képest o = 30°-0s

szogben 16ttiik ki a lovedéket, és a kocsi nem tud elmozdulni, a 16vedék asztalhoz
viszonyitott sebességének a vizszintessel bezart szoge is «, tehat
Uﬁ:tgoz:L azaz 07, =30,

Uiz \/g ’
Az energiamegmaradas torvénye szerint:
1 1 1 )

Ey = imvf =5m (v, + ’U%y) =5m (3U%y + vfy) = 2muy,.

Az emelkedési magassagot a lovedék fiiggbleges iranyu kezdGsebessége hata-
rozza meg:

2 _
Smuy, = mghy,

2
vagyis
ot B
2g dmg

2. eset (a kiskocsi szabadon elmozdulhat)

Legyen a kilovés pillanatdban (amikor a rugd energidja mar nulldra csokkent)
a lovedék sebessége vo, ennek vizszintes iranyt komponense vo,, fiiggéleges irdnyu
komponense vy, (tehdt v3 =v3, +v3,), a kocsi sebessége pedig v (ez vizszintes
irdnyt, a lovedékével ellentétes irdnyban).

A kiskocsi+lovedék rendszerre nem hat vizszintes irdanyt kiilsé erd, igy a len-
dilletmegmaradés torvénye alapjan

0 = mwg, — mu, vagyis V= Uy
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FEzek szerint a 16vedék vizszintes irdnya sebessége a kiskocsihoz képest v, +v =
= 2vy,. Mivel a kocsihoz képest o = 30°-0s szogben 16ttiik ki a lovedéket, fennall:

V2 1 3
2@; =tga = 7 ahonnan v3, = ngy
kovetkezik.
Az energiamegmaradds torvénye alapjan:
1 1 1 1
Ey = imvg + §mv2 =5m (v3, +v3,) + imv% =

1 3, 9 1 3, 5 4

im ZUQy + vy, | + im 11121/ = va%.

A 16vedék emelkedési magassagat most is a 16vedék fiiggbleges iranyu kezddsebes-
sége hatarozza meg:

U%y o 2EO

1 ., .
§mv2y = mgheo, vagyis ho = E = bmg’

A két esetet Osszevetve latjuk, hogy az emelkedési magassdgok aranya:

h 8
2 =2 =16.
hy 5
Janosik Aron (Gyér, Révai Miklés Gimn. és Koll., 12. évf.)
48 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (34 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 29, hibas 3, nem versenyszer(i 5 dolgozat.

p B P. 5180. Egyatomos idedlis gaz az abran ldtha-
Apo f--- to ABCA korfolyamatot végzi. Mekkora a kérfolya-
mat hatdsfoka, ha a gdz (kelvinben mért) legmagasabb
hémérséklete kilencszer akkora, mint a legalacsonyabb

hémérséklet?
c (Lasd még Galfi Lasz16: Héfelvétel vagy héleadds? ci-
boy--- ! v mi cikkét a KéMalL 2009. évi 4. szamdban vagy a honla-
‘ ‘ punkon!)
VO )\Vo v s ” .. .
(5 pont) Kozli: Dezsdfi Gyorgy, Miskole

Megoldéas. A gaztorvény szerint pV = nRT, tehat a gz hémérséklete a pV
szorzattal ardnyos. A homérséklet az A pontnak megfeleld dllapotban a legalacso-
nyabb:
poVo
nRkR’

Az ABC héromszog szimmetridja miatt a legmagasabb hémérséklet a BC szakasz

felezépontjédhoz tartozik:
T ( A+l >2 poVo
e 2 nRkR’
A feladat szovege szerint Tinax = 9Tmin, vagyis A = 5.

Tmin =
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A korfolyamat hatdsfoka a gdz éltal végzett hasznos W’ munka és a felvett
hé hényadosa. A géz altal végzett hasznos munka az ABC haromszog teriilete:

W' =

A —1)*po Ve
( 2)p0 0:8p0V0.

Az A — B folyamat izochor, amely soran felvett ho:
3 3
Qap = AUap = §HR(TB —Tya) = §(pBVB —paVa) = 6poVp.

A C — A izobér folyamatban a gz biztosan hét ad le, igy ez a folyamat a kor-
folyamat hatasfoka szempontjabol érdektelen. Nehezebb eset a B — C' folyamat,
amely soran héfelvétel és héleadds egyardant eléfordulhat.

Tekintsiik az AB szakasz valamely D pontjat, amelyhez tartozé nyomas p és
a térfogat V. (Nyilvdn Vp < V < 5Vf.) Mivel D rajta fekszik az egyenesen, teljesiil,

hogy
174
= 6——
p pO( VO>7

ami az © = VKO dimenziétlan aranyszam bevezetésével igy irhato:
p=po(6—x).

Szamitsuk ki, mennyit hét kell kozoljiink a gazzal, hogy az a B allapotbdl
az egyenes mentén haladva a D allapotba jusson. A folyamat sordn addig torténik
folyamatosan héfelvétel, amig a Qpp = f(x) fiiggvény monoton novekszik. Ha
f(x)-nek valahol lokdlis maximuma van, majd onnan kezdve monoton csékken,
akkor ott mér holeadés torténik.

A bels6 energia megvéltozésa:
3 3 5
AUpp = §(pDVD —pBVB) = §poVo(—x +6x —5).

A gdz éltal ekozben végzett munka (a BD szakasz és a V tengely kozotti trapéz
teriilete):

5+(6—=x
Wgp :po%#(x -1).

Az elso fotétel szerint a gaz dltal a B — D allapotvaltozas soran felvett hé:
Qpp = AUpp +Wip = (—22% + 152 — 13)po Vo,

amit
Qpp = (x —1)(13 — 22)poVp
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alakban is felirhatunk. Ez a fiiggvény egy olyan parabolat ir le, amelynek zérushe-
lyei: 1 =1 és xg = 1—23 A parabola maximuma

Ttz 15
24
értéknél van, és ezen a helyen
121
@Bp = ?povm

A teljes korfolyamatban a géz az A — B — D éllapotvaltozds soran vesz

fel hét:
169

Qtel = Qap + Qpp = =5 poVo.
fgy a kérdéses hatédsfok:
w’ 64
= = — ~ 0,38 = 38%.
7T Qw169 7 %

Nguyén Diic Anh Quan (Hanoi, Ta Quang Biru, 12. évf.)
dolgozata alapjan

31 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibds 11 dolgozat.

L P. 5183. Az dbran ldthato fiiggdleges sinpar felsé végét L
(0000000 induktivitdsy tekerccsel zdrtuk. A sinek tdvolsdga ¢, rajtuk sirlo-
dasmentesen mozoghat eqy m tomegi, elhanyagolhato ellendlldsi
rud. A kiilsé magneses tér B indukcidvektora vizszintes és merd-
m leges a sinek sikjdra.

A rudat elengedve
a) legfeljebb mekkora fesziltség indukdlodik a tekercsben;

b) legfeljebb mekkora lesz az indukdlt dram erdssége?
! 14 i (5 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

Megoldés. A rendszerre nem hat disszipativ erd, ezért alkalmazhaté az ener-
giamegmaradds torvénye. A rendszer teljes energidja (a gravitdcids helyzeti energia,
a magneses térenergia és a mozgdasi energia dsszege) a mozgds sordn nem valtozik,
allandé marad. Ha a rad fliggbleges elmozdulédsa x, a sebessége v és az aramerds-
ség I, akkor

1 1
(1) —mgz + §LI2 + §mv2 =0.

(Az elmozduldst és a sebességet lefelé tekintjiik pozitivnak, és a helyzeti energiat
az indulds helyén vélasztottuk nulldnak. A kezdeti helyzetben x = 0, v =0és I = 0,
tehét az Osszenergia is nulla.)

240 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/4



a) A rud sebességének novekedtével egyre nagyobb fesziiltség indukdlédik, ez
egyre nagyobb aramot hoz létre, és emiatt a magneses térben mozgd rudra egyre
nagyobb fékezder6 hat. Az indukalt fesziiltség is, és az aramerdsség is véges hatarok
kozott marad, nem fognak idével korlatlanul noni.

Megjegyzés. A mozgas részletesebb vizsgalataval beldthatd, hogy a rid harmonikus
rezgémozgéast végez; ennek bizonyitdsa azonban nem tartozik a feladathoz.

Az indukalt fesziiltség nagysiga
(2) U =vlB,

ami — a Faraday-féle indukciétorvény szerint — az aramerdsség valtozasi sebességével
is kifejezhetd:

Al
3 U=L—.
(3) A7
Ebbél a két osszefiiggéshél U-t kikiiszobolve, és kihaszndlva, hogy v = % azt
kapjuk, hogy
A(xtB - LI) 0
At -
vagyis
Blx(t) — LI(t) = allando.

Mivel induldskor x = 0 és I = 0, az allandé értéke nulla, tehat

(4) I(t) = %B z(t).

Helyettesitsiik be (4) és (2) felhasznaldsdval I-t és v-t az energiamegmaraddst
kifejezd (1) egyenletbe:
mU? ~2p?
22~ T
majd alakitsuk a jobb oldalt teljes négyzetté:

mU? m2g*L  (?B? (m mgL>2 o m2g*L

2B2 ~ 22B2 2L T 2B2 202R2 "

Innen leolvashat6 az indukalt fesziiltség legnagyobb értéke:

U(t) € Upax = gVmL.

b) A (4) osszefiiggésbél latszik, hogy az indukdlt dram legnagyobb értékénél x
is a legnagyobb értékét veszi fel, és ott a rid sebessége nulla. Ekkor (1) szerint

1
§L12 = mgz,

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/4 241



ami (4) felhasznéldsdval {gy irhaté:

lng _ mgL1

2 BY

Ez az 6sszefiiggés két esetben teljesiil: I = 0, ami a legkisebb aramerdsségnek felel
meg, illetve amikor

2mg
I=1Inax = —-.
BY

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

8 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Bonifert Baldzs, Horvath Aniké, Ludényi
Levente, Nguyén Piic Anh Quan és Téth Abel megoldésa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hibés
1 dolgozat.

P. 5185. Egy vizszintes lapon mozgo kis korongra a pillanatnyi sebességével
aranyos fékezderd hat. Kétféle kisérletet végziink vele:

(1) Ha meglokjik vy sebességgel, akkor a megdlldsdig 50 cm utat tesz meg.

(i) Amikor a meglikitt korong sebessége mdr vo/2-re csokkent, nekiiitkozik
egy masik, dllo korongnak, amelyre ugyancsak a sebességével ardnyos fékezderd hat.
(Az ardnyossdgi tényezd mindkét korongndl ugyanakkora.) Az iitkdzés egyenes és
rugalmas. Meglepé modon a két korong egymds mellett dll meg.

a) Mekkora a két korong témegének ardnya?
b) Az iitkizés helyétdl milyen messze dll meg a két korong?
(6 pont) A Kvant nyomén

Megoldas. a) A vizszintes lapon mozgd, kicsiny, m tomegi(i korongra a pilla-
natnyi v sebességével ardnyos (azzal ellentétes irdny)

F(v) = —av
fékezderd hat, emiatt

(1) a=——

»eyorsuldssal” (ténylegesen lassulva) mozog.

Mivel a gyorsulds a sebesség, a sebesség pedig az s megtett Ut idéegységre es6é
megvéltozdsa (precizen megfogalmazva: az idé szerinti els§ derivéltja),

Av a As «
—_— = Av = ——As.
At AL azaz v - s

A kis véltozdsokat dsszegezve (integralva) megkapjuk a korong sebességét a megtett
at fliggvényében:

u(s) = —— s + allando.
m
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Ha a korong elmozdulasat egy olyan ponttol mérjiik, ahol a korong sebessége egy
ismert vy érték, akkor a fenti egyenletben szereplo dlland6 nagysiga éppen vy, tehat

a mozgast a

«
V(S) —=vg — — S
() = w0~ =

egyenlet irja le. Ebbdl leolvashatd, hogy az m tomegii korong a megallasaig

m
2 —
( ) So o Vo

utat tesz meg. Mivel az els6 kisérletben sg = 50 cm, a fékezber6 egyiitthatdja

mug muvy

so 50 cm’

Legyen a masik, kezdetben &ll6 korong témege M, a pillanatnyi sebességét és
gyorsulasat pedig jeloljiikk V-vel és A-val. Kozvetleniil az iitkozés elétt a korongok
sebessége v = vg/2 és V = 0, az 1itkzés utan pedig v = v és V = V;. (Az iitkozés
utdni sebességeket nem ismerjiik, ezeket kés6bb még meg kell hatdroznunk.)

A két korong ugyanott all meg, tehat az iitkozéstol a megalldsig megtett
d-vel jelolt utjuk ugyanakkora. A mésodik korong mozgdsegyenletét az (1) egyenlet
mintajara frhatjuk fel:

F(V)=MA(V)=—-aV,

amibél — a (2)-nél leirtakhoz hasonld érveléssel — kovetkezik, hogy a megalldsig
megtett ttja

M
(3) d: EVl,

az m tomegl korongra pedig ez érvényes:

m

4 d= —uv;.
(4) el
A fenti két egyenletbdl kapjuk, hogy

(5) muvy = ]\4‘/'17

vagyis az litkozés utan a két korong lendiilete megegyezik egymassal.

Az iitkozés egyenes (a mozgdsok egy egyenesen torténnek) és rugalmas. Az iit-
kozés sordn mind az ésszimpulzus (6sszes lendiilet), mind pedig a mechanikai ener-
gidk Osszege megmarad. Az impulzusmegmaradast a kovetkezé médon irhatjuk fel:

m% =muvy + MV,

amibdl (5) felhasznélasaval

0]
m? = 2muy,
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azZaz
(6) V1 = <o

kovetkezik

A mechanikai energia megmaraddsi torvénye szerint

1 vy 1 1
2 () = gmed #5007,

tehét (5) és (6) ismeretében

1 21 U(]2 1 mv02
b= (3] b (5]
g0 2m(4>+2 M 4

1 1 1 m

S 32 3200

és végiil a kérdezett tomegaranyra % = 3 adddik.

b) A (4), (6) és (2) osszefiiggések szerint a korongok az iitkozés helyétél

m m Vg So
d=—v=——=—=125
ozvl a 4 4 2 e

tavolsagban, éppen egymas mellett allnak meg.

Varga Vizsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Belathatd, hogy mindkét korong sebessége az id6 exponencidlis fiiggvé-
nye szerint (nagyon gyorsan) tart nulldhoz, tehat — ha valéban csak a feladatban szerepld
fékezéerd hatna rajuk — véges idé alatt sohasem allhatnanak meg. A fenti megoldasban ka-
pott d tavolsag igy értendd, hogy ekkora it megtétele utan csdkken a korongok sebessége
elhanyagolhatéan kicsiny értékre.

17 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldas. Kicsit hidnyos (5 pont) 3, hidnyos
(1-4 pont) 4 dolgozat.

p P. 5191. Ugyanannyi idedlis gdzzal az abra
szerinti p =V diagramon dbrdzolt1 — 2 — 3 — 1, il-
letve az 1 — 3 — 4 — 1 korfolyamatot végeztetjiik.
/ Melyik kéorfolyamatot végzd gépnek nagyobb a hatds-
foka, és milyen osszefiiggés all fenn a két hatdsfok

1 4 kozott?

v (5 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

Megoldéas. A hétan 1. f6tétele szerint a korfolyamat egyes , szakaszaira” érvé-
nyes, hogy Q = AE + W’. (A képletben Q a felvett hét, AE a gdz belsd energidnak
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megvaltozasat, W’ pedig a géz altal végzett tdguldsi munkat jeloli, és mindegyik
mennyiség eldjelesen értendd.)

Adjuk Ossze a héfelvételeket az 1. korfolyamat mentén:
Q12+ Q23+ Q31 = (AE12 + AEy3 + AE3y) + (Wi, + Was + Way).

A belsé energia teljes valtozasa nulla, a tadguldsi munkak elGjeles Osszege pedig
a korfolyamat hasznos munkavégzése. Ezek szerint

Q12 + QZB + QSl = Wlllasznosv
amit Q31 = —@13 miatt igy is felirhatunk:

(1) Q12 + Q23 = W}IIaSZIlOS + Q13~

Az 1. korfolyamatban csak az 1 — 2 és a 2 — 3 véltozasok soran torténik tény-
legesen héfelvétel (Q12 > 0 és Q23 > 0), tehdt ennek a korfolyamatnak a hatdsfoka:

(2) nm = Wlllasznos .
Q12 + Q23

A TII. korfolyamatban csak az 1 — 3 dllapotvaltozdskor torténik héfelvétel, és a ha-
tésfok

W/
3 _ hasznos
¥ T T Qs
(Kihasznaltuk, hogy mindkét folyamatban ugyanakkora a hasznos munka, mert
a p—V diagramon az I. és a II. hdromszog teriilete megegyezik.) A héfelvételeket
(2) és (3)-bdl kifejezve, majd (1)-be helyettesitve a hatasfokok kozott az

1 1
=14 =
Uit 12
osszefiiggést kapjuk. Lathatd, hogy n_ll > 77%, vagyis m1 < 1.
Fekete Andrds Albert (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 11. évf.) és
Fiilop Samuel Sihombing (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

27 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos
(1-3 pont) 6, hibas 1 dolgozat.

P. 5197. Micimacko kapott ajindékba egy 20 cm sugard, gomb alaki lufit.
A léggomb gy volt megtiltve héliummal, hogy ha elengedte a fonaldt, éppen lebegett
a levegében, nem emelkedett fel, de nem is siillyedt le.

Micimacko oromében elkezdett korbe szaladni a lufival ugy, hogy az eqyik ke-
zével fogta a luft fonaldnak végét. fgy a lufi egyenletes kdrmozgdst végzett. Malacka
megfigyelte, hogy barmekkora is Micimacko dllando szégsebessége, a lufi fonala min-
dig 45°-0s szoget zdr be a kor érintdjével.

Mekkora a lufi korpdlydjanak sugara? (A fondl sulydtdl és a lufi alakjinak
esetleges megudltozdsatol eltekinthetink. )

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz
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Megoldas. Mivel a lufi all6 helyzetben lebeg, az mg nagysagu nehézségi ero,
valamint a gievegs Vg nagysagu felhajtéerd kiegyenliti egymaést:

mg = Qlevegc’ng‘

Vizsgédljuk az r sugaru korpédlyan mozgd lufira hatd eréket. A fonalat feszi-
t6, I’ nagysagu erd vizszintes sikban hat, és mivel a korpalya érintéjével mindig
45°-0s szoget zar be, a fondlerd érintdirdnyu (tangencidlis) komponense és a sugdr
iranyt komponense ugyanakkora, nevezetesen F//2 nagysigi. Hat még a lufira
a sebességével ellentétes (tehdt érintéirdanyd) kozegellenéllasi erd.

Az egyenletes kormozgdst végzo lufi érintéiranyd gyorsuldsa nulla, igy a tan-
gencidlis er6k egyensilyban vannak:

F 1 1
— = §I€Agleveg5 v? = 3 0,45 - (20 cm)zﬁglevegé r2w?.

V2

A sugdriranyi er6komponens biztositja a centripetalis gyorsulast:

2 3 2
e = Olevegs 5 (20 - .
\/i mrw Oleveg 3 ( cm) rw

Ebbdl a két egyenletbol megkapjuk a korpalya sugarat:

% <20 cm
" 04505
Varga Vidzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

~ 118 cm = 1,18 m.

Megjegyzés. A kozegellenéllasi erd lényegében abbdl szarmazik, hogy a lufi mozgatasa
kozben a kozelében 1évé (nagyjdbdl a lufi térfogatdval megegyez6 mennyiségii) levegét is
mozgdsba kell hoznunk, és a megmozgatott levegd sebessége v nagysagrendii. (A ,nagy-
jabdl” és a ,nagysdgrendli” kifejezések pontositdsit az alaktényez6t6l varhatjuk.)

A fenti megoldasban a centripetdlis eré kiszamitasandl csak a lufi lendiiletének irdny-
valtozdsat vettiik figyelembe, a lufi dltal megmozgatott levegd hatdsaval nem torédtiink.
Egy egyenes mentén gyorsitott testnél a kornyezd levegd hatdsa ugy jelentkezik, mintha
a test dn. ,effektiv tomege” (az a tomeg, ami a Newton-egyenletben szerepel) a valésa-
gos értékénél nagyobb lenne, a kiilonbség kb. a kiszoritott levegd tomegével egyezik meg.
Az a kérdés, hogy vajon az effektiv tomeges leirdsmdd a kérmozgdsndl is alkalmazhaté-e
(vagyis a centripetdlis erd képletébe is valamekkora effektiv tomeget kell-e {rnunk) lénye-
gesen meghaladja a kozépiskolai fizika szintjét, ezért ennek targyaldsat — természetesen —
nem varjuk el a KoMal. megoldoitol sem.

(G. P.)

31 dolgozat érkezett. Helyes 21 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hidnyos
(1-3 pont) 6 dolgozat.

P. 5203. Egy 2A széles, dtlatszo tiveglemezben a lemez sikjdara meréleges z ten-
gely irdnydban vdltozik a torésmutato, értéke z = £A-nal ng, mig z = 0-ndl ny.
Az dveglemez szélénél (z = A ,magassdgban”) az x tengely irdanydban egy vékony
lézersugarat inditunk, amely az tivegben eltérilve eqy koszinuszgorbe mentén halad.
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z
no
T
0

o

—-A

a) Hogyan figg a térésmutatsé z-t617

b) Mekkora a fény pdlyagorbéjének hullimhossza?

Adatok: A=1cm, ng =1,5 ésny = 1,6.

(Lasd a P. 5066. feladat megoldasat a KoMaL 2018. évi decemberi szdméban.)
(5 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vacduka

Megoldas. A lézersugar palyagorbéjét leird egyenlet
x
(1) 2(z) = Acos (%X) :
ennek az inverze (a 0 < z < A intervallumon):

(2) x(z) = — arccos z

27 A

Az (1) egyenletet x szerint derivélva:

(3) 2 (x) = fZ;Asin (271;) .

A derivalt abszolit értéke megegyezik a z = allandé ,réteghez” tartozé « beesési
sz0g kotangensével:

(4) 2 (x) = —ctga.

(A figgvény meredekségét jellemz6 szoget — aminek a tangense a fiiggvény derivalt-
ja —az x tengelytol mérjiik, az optikai beesési szoget pedig a z tengelytdl szamitjuk.
A két szog egymads potszoge.)

A Snellius—Descartes-torvény szerint
n(z) - sin & = konstans,
és mivel a lézersugar belépési pontjanal a = 90° és n = ng, a fenti képletben szerepl$
allandé éppen ng:
n(z)sin o = ny,

vagyis

ng
5 = =ngy/1+ctg?a.
(5) n(z) Sno no + ctg® o
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A (3), (4) és (5) vsszefiiggések felhasznalasaval:

n(z) = no\/l + (2;14)2 sin? (27%).

Innen (2) behelyettesitésével kapjuk, hogy

or 2 A
n(z) = no\/l + <;A> sin? <;27T arccos Z),

amit egyszerfisitve, és sin’ (arccos(:r)) =1 — 22 felhasznalaséval

n(z) = no\/l + (2;A>2 . (1 - (Z)2>

vagyis

(6) n(z) = no\/l + <2)7\TA>2 _ (202 2

adodik.

Tudjuk még, hogy z = 0-nél a torésmutato

1,6 o2\
= 7no:n0 1+<)7\TA>

Ebbél kiszamithatjuk a palyagorbe keresett hullamhosszat:

e T4 0,169 m,
(12) -1

majd ezt (6)-ba visszahelyettesitve megkapjuk a torésmutatéd z-fiiggését:

1
n(z) ~1,5 \/1,138 ~ 0,138 — 22
CcIm

Varga Vdzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

7 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Ludényi Levente, Selmi Balint, Téth
Abel és Varga Vazsony megolddsa. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 2 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 395. Mérjiik meg egy hajszarité léghozamat (id6egységenként kifujt levegd
térfogatdt) kiilonbozé fokozatok esetén!

(6 pont) Kozli: Varga Gyorgy, Pilis

G. 705. Két golydt engediink el egy magasan lebeg6 1éghajobdl. Melyik golyd
esik gyorsabban, ha

a) egyforma nagyok, de nem egyforma nehezek;
b) egyforma nehezek, de nem egyforma nagyok?
(3 pont)

G. 706. Az Apollo 13 cimii film az tirhajé 1970-ben, szerencsésen végzédott
balesetérdl késziilt. A sulytalansag pillanatait a NASA Boeing KC-135 tipusi repii-
16gépén vették fel 612 rovid, egyenként 23 masodperces részletben. Egy-egy részlet
felvételekor a repiil6t parabolapalyan vezették végig olyan médon, hogy benne sily-
talansig uralkodjon.! Mekkora volt a repiilégép legkisebb sebessége a stilytalansagi
szakasz kozben, ha a gép pdlyajanak érintéje 45°-os szoget zart be a vizszintessel
a szakasz elején és a végén is?

(4 pont)

G. 707. Zsiga és Sari egyenes palyan kocognak, Zsiga 3 m/s, Séri 2 m/s nagy-
sagu allando sebességgel. Futas kozben Buksi kutyajuk ide-oda szaladgal kettejitk
kozott. Kezdetben Sari van eldl, Zsiga pedig 20 méterrel mogotte. Buksi ,,csoda-
kutya”, mert ugy tud kozottik 4 m/s dllandé nagysagi sebességgel futni, hogy
az Osszes irdanyvaltoztatdsa pillanatszeri. Buksi tetszoleges kezdeti helyzetét és fu-
tasirdanyat figyelembe véve hatarozzuk meg a kutya utjanak, illetve elmozduldsanak
legkisebb és legnagyobb értékét a kezdbhelyzettol
a két fiatal talalkozasdig szamitva!

(4 pont)

G. 708. Egy vidampark tiikros labirintu-
saba befutott Berci, és elbijt a B pontban.
Lathatja-e 6t az anyukédja, aki az A pontban allva
keresi 0t7 Létja-e Berci az anyukajat? A tiikor-
labirintus alaprajza az dbrdn ldthaté. A vastag
vonalak mindkét oldalukon tiikrozé feliileteket
jeleznek.

(4 pont)

'Ezt — félreérthetd médon — ,,zéré g repiilésnek” (zero gravity flight-nak) nevezik.
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Aprilisi pétgyakorlat.? Becsiiljilk meg, hogy mennyi gliikézt kell elégetnie
Garfieldnak ahhoz, hogy le tudja tolni Ubult az asztalrdl!

Kozli: Kds Olivia, Budapest

P. 5219. Sik vidéken egy rét kozepén gémeskut all, fiiggdleges oszlopa fele
olyan magas, mint amilyen hosszi a gém. A rét szélére érve 2,3°-os latdszogben
latjuk a téliink 100 méterre, pontosan északra 1év6 gémeskit oszlopéat. A szemiink
165 cm magasan van a talaj folott. A gém kelet—nyugat irdnyu, és a kozepénél
tamaszkodik az oszlopra.

Ezt kovetben 1 m/s allandé sebességgel kozelitjitk meg a kutat. Szémitsuk ki
és dbrazoljuk vézlatosan, hogyan valtozik az id6 fiiggvényében a gém latdszoge
az elindulasunktodl a kithoz érkezésiinkig!

(4 pont) Tankonyvi feladat nyomdn

P. 5220. M és 2M tomegt kiskocsik kozé egy 6sszenyomott allapotaban fonal-
lal rogzitett rugdt helyeziink gy, hogy a rugd csak az egyik kocsihoz van roégzitve.
Ezt a rendszert sturlédasmentes, vizszintes asztalon vy sebességgel ellokjiik. Bizo-
nyos idé eltelte utdn a fondl elszakad, ennek hatdsara az egyik kiskocsi megall.

a) Mekkora sebességgel halad tovdbb a mésik kocsi?

b) Mekkora energia volt a rugéban?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros

P. 5221. Egy piciny (pontszertinek tekinthetd) jatékauténak épitiink egy sir-
l6dasmentes palyat, amely vizszintes szakasszal indul, azutdn egy r sugart, fiiggéle-
ges siku, kor alakt hurokban folytatodik, majd a hurok kezdetéhez visszaérve ismét
vizszintessé valik. Legyen v az a legkisebb inditasi sebesség, amellyel a kisauté mar
végighalad a pédlyan. Ezen v sebesség hanyad részével kell elinditani az autoét, hogy
a hurokszakaszrol levalva éppen a kor atellenes pontjaba csapddjon majd be?

(5 pont) Kozli: Vass Miklés, Budapest

?Bekiildhetd a szerk@komal.hu cimre, de nem szadmit bele a pontversenybe.
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P. 5222. Két j6 min6ségii, tomor gumibdl késziilt labdat
az dbrdn lathaté modon egymads tetejére tesziink, majd h ma-
gassaghdl elengedjiik 6ket. A talajjal, illetve egymassal torténé M
titkozésiiket kozelitéleg a kovetkezd modon irhatjuk le: el6szor
az als6, M tomegi labda iitkozik tokéletesen rugalmasan a ta-
lajjal, majd ezt kdvetden igen rovid idé mulva a talajrol vissza-
pattané labda tokéletesen rugalmasan titkozik a felsd, m tome- h
gli labdaval.

a) Milyen m/M tomegardny esetén kapja meg a felsé lab-
da a rendszer teljes kezdeti helyzeti energidjat? Milyen magasra
pattan a felsé labda ebben az esetben?

b) Milyen m/M tomegardny esetén pattan fel legmagasabbra a fels6 labda, és
mekkora ez a magassag?

¢) Milyen m/M tomegarany esetén alkalmazhatjuk az titkozések fenti lefrdsét?
Mi torténik példdul a k = m/M = 3 témegarany esetén?

(Az utkozéseket pillanatszertinek tekinthetjiik. A labddk mérete sokkal kisebb
a h magassdgndl.)

(5 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

P. 5223. Vizszintes asztallapon az db-
rdn lathaté modon elhelyeztiink négy egyforma,
egyenként 30 N sulyt goly6t egy keretben, amely
egy szabdlyos haromszog alapu hasiab. Mekkora
erok hatnak az egyes érintkezési pontokban, ha
a haromszog oldala 15 cm, a golyék atmérdje
pedig 5 cm? (A surlédéstdl eltekinthetiink.)

(5 pont) Kozli: Németh Laszlo, Fony6d

P. 5224. Sotétedéskor az uszoddaban csak a medence fiiggbleges faldba épitett
vilagitotesteket kapcsoljdk be. A ldmpdk 1 méterrel vannak a viz felszine alatt.
Hérom méterre a faltdl igy allunk meg az egyik lampéval szemben, hogy szemiink
30 cm-re van a viz felett. A faltél milyen messze latunk egy fényfoltot a viz felszinén?

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5225. Egy 10 dm? alapteriiletii fazékban 5 liter, 998 kg/m? sfirfiségfi,
20 °C-os viz taldlhat6. A vizet felmelegitjiik 80 °C-ra. A viz térfogati hétdgulasi
egyiitthatojat a 20 °C és 80 °C kozotti hémérséklet-tartomanyban tekintsiik allan-
dé, Byr, = 4-107% 1/K értékiinek. A fazék rozsdamentes acélbdl késziilt, melynek
térfogati hétagulasi egyiitthatéja Bacet = 5 - 1075 1/K. A viz parolgdsit hanyagol-
juk el.

a) Mekkora kezdetben a viz hidrosztatikai nyomésa az edény aljan? Mennyivel
valtozik meg ez az érték a melegités soran?

b) Mennyivel emelkedik meg a melegités sordn a fazékban a vizszint?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
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P. 5226. Két azonos keresztmetszetit, £1 és f5 hosszusagu, A1 és Ay hovezetd-
képességli fémrudat hoszigetel6 boritassal ellatva osszeillesztiink tigy, hogy egyetlen
£1 4 05 hosszusagu rudat alkossanak. A két végén T} és To hémérsékletet allitunk be.

a) Mennyi a rudak hémérséklete ott, ahol érintkeznek?

b) Abrézoljuk a hémérséklet rid menti eloszlasat!

Adatok: ¢ =65 cm, l =40 cm, A\; =395 —=, Ay =76 —, 71 = 30 °C,
T, =80 °C.
(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlé, Budapest

P. 5227. a) Két doboz mindegyikében egy-egy 1 kQ-os, 2 kQ-0s, 3 kQ-os,
4 kQ-os és 5 k2-os ellendllas taldlhats. A két dobozbdl taldlomra kivesziink egy-
egy ellenéllast, és sorosan kapcsoljuk ezeket. Mekkora valészintiséggel lesz az ered6
ellendllas 2 k2, 3 kQ, 4 kQ, 5 k), 6 kQ, 7 kQ, 8 kQ, 9 kQ illetve 10 k27

b) Miésik két doboz mindegyikében egy-egy 60 kQ-os, 30 kQ-os, 20 kQ-os,
15 kQ-os és 12 kQ-os ellendllas taldlhatd. A két dobozbdl taldlomra kivesziink egy-
egy ellenéllast, és parhuzamosan kapcsoljuk ezeket. Mekkora valészintiséggel lesz
az ered¢ ellenédllas 30 k2, 20 k2, 15 k2, 12 k2, 10 k€2, illetve 10 k2-nél kisebb
értéki?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

P. 5228. A galenitkristaly stlirliségének és Osszetételének ismeretében szdmol-
juk ki két szomszédos Slomatom tavolsagéat! (A galenit a kés6hoz hasonléan szaba-
lyos kristalyrdcsi.)

(4 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron

P. 5229. A silytalansag allapotaban egymdstdol 2L tavolsagra két, egyenként
@ nagysagu ponttdltést rogzitiink. A toltések kozott, a szimmetriatengely koriil,
a felezémeroleges sikban R sugaru korpalyan kering egy m tomegi, Q-val ellentétes
el6jelli ¢ ponttoltés.

a) Adjuk meg a keringési id6t a pélyasugar fiiggvényében!

b) Elemezziik az R < L és az R > L hatdreseteket!

c) Allapl'tsuk meg, melyik a nagyobb: a korpalyan keringésnek, vagy ugyan-
ezen testnek a korpalya egyik atmérGje mentén torténd, R amplitiddja rezgésének
az ideje!

(A gyorsulé toltés sugdrzdsabdl és a légellendllasbdl adédo fékezodéstol elte-
kinthetiink.)

(6 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

Aprilisi pétfeladat.? Sikeriilt rddidkapcsolatot létesiteni egy tévoli bolygd
értelmes lakéival, de tavesével sem a csillagjukat, sem a bolygdjukat nem tudtuk
megfigyelni.

3Bekiildhetd a szerk@komal.hu cimre, de nem szadmit bele a pontversenybe.
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A foldi kutatdk a kdvetkezé informécidkat kaptak az idegen civilizécié fiziku-
saitol: bolygéjuk korpdlyan kering a csillagja koriil, a palya sugara (nevezhetjiik
ezt ,foldontuli CSE-nek”) m Jfoldontili fényév”. A csillagjuk tomege 2,4 - 10°7
foldontuli tomegegység. A 2,77 - 10731 foldontili fényév hullimhosszisagi foton
energidja éppen a foldontuli tomegegységhez tartozé nyugalmi energidval egyezik
meg.

a) Hényszorosa a tavoli csillag tomege a mi Napunk témegének?

b) A ,foldontuli csillagdszati egység” hany foldi CSE, és a tavoli bolygd kerin-
gési ideje hany foldi év?

¢) Mekkora a foldontili témegegység kilogrammban kifejezve?

(Az univerzilis fizikai dllandék az univerzum minden részében ugyanakkordk,
szamértékiik csak az eltérd mértékegységek miatt kiilonbozhetnek.)

Kozli: Bertalan Zoltan, Békéscsaba

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: Ko6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 4. April 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 225): Exercises up
to grade 10: C. 1602. Two tenth-grade students and two eleventh-grade students sat
down to solve the exercises of type C in the April issue of K6MaL*. After an hour,
they observed that each exercise was solved by exactly one of them, and that everyone
solved at least one exercise. In how many different arrangements may they have solved
the exercises? (Two arrangements are considered different if there is at least one exercise
that is solved by a different student.) C. 1603. The altitude drawn from vertex A of an
isosceles triangle ABC intersects the leg BC' at T'. Let M denote the orthocentre, and let
O be the centre of the inscribed circle. Prove that if line OT is parallel to the base AB,
then MC' = 2AM. Exercises for everyone: C. 1604. A farmer brought 1225 packets of
seeds to an agricultural fair: 1 packet of 1 gram of seeds, 2 packets of 2 grams, 3 packets
of 3 grams, ..., k packets of k£ grams of seeds in each — every positive integer 1 to k
occurred. What was the average mass of seeds in a packet? C. 1605. The diagonals of
a convex quadrilateral ABCD intersect at M. The area of triangle ABM is greater than
the area of triangle CDM. The midpoint of side BC' of the quadrilateral is P, and the
midpoint of side CD is Q, AP + AQ = v/2. Prove that the area of quadrilateral ABCD is

“There are seven exercises each month. Exercises 1-5 are for students in grade 10 at
most, while exercises 3-7 may be solved by 11th and 12th grade students.
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less than 1. C. 1606. The areas of two faces of a cuboid are 40 and 56 units. The length
of the diagonal of the cuboid is v/138 units of length. Calculate the possible surface area
and the volume of the cuboid. (S. Kiss, Nyiregyhdza) Exercises upwards of grade 11:
C. 1607. Between 4 and 9, some digits of 4 are inserted, followed by the same number
of digits of 8 (e.g. 4489). Prove that the resulting number is a perfect square. C. 1608.
We are making a Vietnamese hat for a costume party. The hat is a right circular cone of
apex angle 97.18°. The slant height is 28 c¢m. Is it possible to make a hat like this out of
a 50 x 70 cardboard sheet available at the stationery store?

New exercises — competition B (see page 226): B. 5094. Prove that if two right-
angled triangles have the same perimeter and the same area, then they are congruent.

(3 points) (S. Kiss, Nyiregyhdza) B. 5095. Let a, b, ¢ denote distinct nonzero integers.

Prove that if the sum of the three numbers a—b, be and < is an integer, then each of

the three numbers is an integer. (3 points) (G. Stoica, Saint John, Canada) B. 5096. In
a regular triangle ABC' of unit sides, let P be an arbitrary point on the circumference
of the incircle. Let D, E, and F denote the orthogonal projections of point P on the
sides BC', AC' and AB, respectively. Prove that the area of triangle DEF is a constant,
independent of the choice of P. (4 points) B. 5097. The product of the positive numbers
T1,T2,...,%, is 1. Prove that o + 24 + - +xh > 2% + a3+ .-+ 3. (4 points) (Dinu
Owvidiu-Gabriel, Balcesti, Romania) B. 5098. Two players, First and Second, are playing
the following game: First selects a positive integer not greater than 2020, which Second is
trying to find out by guessing (by naming a number as a guess). The possible answers of
First are as follows: “My number is smaller than that.”; “You are right.”; “My number is
greater than that.” If the answer is “My number is smaller than that” or “You are right”,
then Second pays 10 forints (Hungarian currency) to First. If the answer is “My number
is greater than that” then he pays 20 forints. What is the minimum possible amount
of money that Second needs to have in order to be certain that he can find out the
number, and what strategy should he use? (The game terminates with the first “You are
right” answer, even if Second already knows the number before asking the last question.)
(5 points) B. 5099. The angle at vertex A of a rhombus ABCD is 60°. An ellipse is
inscribed in the rhombus, with the axes lying along the diagonals of the rhombus. The
points of tangency of the ellipse on sides divide the sides in a ratio 1 : 3. On sides AB and
AD it is the point closer to A, and on sides BC and C'D it is the point closer to C. Let
some point P move along the ellipse. Draw lines through P, parallel to the midlines of
the rhombus, and consider the intersections with the other midline. Let these point be @
and R. Show that the length of the line segment QR is independent of the position of P.
(5 points) B. 5100. Show that it is always possible to select some numbers (at least one)
out of n consecutive integers such that their sum is divisible by (1424 ---+n). (6 points)
(Based on the idea of B. Kovdcs and Zs. Vdarkonyi) B. 5101. ABCDO is a four-sided
pyramid, and P is a point in the interior of base ABC'D. A plane not passing through O
cuts the lines OA, OB, OC, OD and OP at points A’, B, C’, D', and P’, respectively.
Prove that LeABteCD _ tprarprtprcip

tppctppa  tpigrortprprar
(6 points)

, where txy z denotes the area of triangle XY Z.

New problems — competition A (see page 228): A. 775. Let H C R? such that
if we reflect any point in H across another point of H, the resulting point is also in H.
Prove that either H is dense in R® or one can find equidistant parallel planes which
cover H. (Submitted by Arpdd Kurusa, Szeged and Vilmos Totik, Szeged) A. 776. Let
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k > 1 be a fixed odd number, and for non-negative integers n let f, = > (?) Prove
0<i<n
n kln—21¢

that £, satisfy the following recursion: f2 = 3 (7) fifn—i. (Submitted by Andrds Imolay,

Budapest) -

Problems in Physics
(see page 249)

M. 395. Measure the rate of airflow of a hair dryer at different speed settings.

G. 705. Two balls are released from an airship floating at a great height. Which
ball falls faster, if a) they have the same size, but different weights; b) they have the same
weight, but different sizes? G. 706. The docudrama titled Apollo 13 is about the happily
ended accident of the spacecraft, occurred in 1970. The scenes depicting weightlessness
were recorded in a Boeing KC-135 air-plane (belonging to NASA) in 612 short, 23 second-
long parts. In order to create the “zero gravity” for each of these short parts the plane flew
along a parabolic path. What was the smallest speed of the plane during the zero gravity
period of the flights if the angle between the horizontal and tangent to the parabolic path
of the plane both at he beginning and at the end of the zero gravity manoeuvre was 45°7
G. 707. Sam and Sarah are jogging along a straight path at constant speed. Sam’s speed
is 3 m/s and Sara’s speed is 2 m/s. Pluto, their dog, is running back and forth between
them. Initially Sarah is 20 m ahead Sam. Pluto is a “miraculous” dog, because he can
run between them at a constant speed of 4 m/s such that all his turns are immediate.
Considering Pluto’s arbitrary initial location and direction of running, determine the
smallest and greatest values of both the distance covered and the displacement of the dog
until Sam and Sarah meet. G. 708. Ben ran into a mirrored labyrinth of an amusement
park, and hid at point B. Can his mother, who is looking for Ben standing at point A, see
him? The plan of the mirrored labyrinth of the amusement park is shown in the figure.
The thick lines represent mirrors with reflexive surfaces at both of their sides.

P. 5219. There is a shadoof in the middle of a meadow in a plain. Its vertical pole
has half the length of its horizontal beam. Reaching the rim of the meadow, the shadoof
is at a distance of 100 m from us towards the north. Observing the shadoof from the rim
of the meadow the angle subtended by its vertical pole is 2.3°. Our eyes are at a height
of 165 cm, the horizontal beam is east—west and is supported by the pole at its centre.
We walk towards the shadoof at a constant speed of 1 m/s. Calculate and sketch how the
angle subtended by the shadoof change over time as we walk from the rim of the meadow
to the shadoof until we reach it. P. 5220. A compressed spring, which is tied with a piece
of thread, is placed between two carts of masses M and 2M such that it is fixed to only
one of the carts. This system is placed to a horizontal frictionless tabletop and given an
initial speed of vy. After some time the thread breaks, and because of this one of the carts
stops. a) At what speed does the other cart move further? b) How much energy was stored
in the spring? P. 5221. A frictionless track is built for a small (point-like) toy car. The
initial part of the track is horizontal, and then it continues in a vertical circular loop of
radius r, and horizontal again after the loop is closed. Let v be the least initial speed of
the toy car at which it must be started in order that it just go along the circular loop.
What fraction of this speed v should be given to the toy car in order that after leaving
the loop it strike the track exactly at the opposite point of the circle? P. 5222. Two
solid rubber balls, made of high-quality rubber, are placed on the top of one another as
shown in the figure, and then they are released from a height of h. The collisions occur
as follows: first the bottom ball of mass M collides with the ground totally elastically,
then after a very short time the ball that bounced back from the ground collides totally
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elastically with the upper ball of mass m. a) What is the ratio of m/M in the case when
the total initial potential energy of the balls is converted to the energy of the upper ball?
How high will the upper ball go up in this case? b) What is the ratio of m/M in the
case when the upper ball bounces to the greatest possible height and what is this height?
¢) At what ratio of m/M can the above description of the collisions be applied? What
happens for example at the mass ratio of k = m/M = 37 (The collisions are momentary.
The size of the balls is much smaller than the height h.) P. 5228. Four alike balls, each
of which has a weight of 30 N, are placed to the horizontal table into a frame — which has
a shape of an equilateral-triangle-based right prism — as shown in the figure. Calculate
the forces at the contact points if the side of the triangle is 15 cm, and the diameter
of a ball is 5 cm. (Friction is negligible.) P. 5224. In a swimming pool only the lights
built in the vertical walls of the pool are turned on as dusk falls. The lights are 1 metre
below the surface of the water. Someone stands 3 metres from the wall in front of a lamp
such that his or her eyes are at a height of 30 cm above the water. How far from the
wall does he or she observe a light spot on the surface of the water? P. 5225. There is
5 litres water at a temperature of 20 °C in a stockpot of base area 10 dm?. The density of
water is 998 kg/m®. The water is heated to 80 °C. The coefficient of volume expansion of
water can be considered constant between the temperature values of 20 °C and 80 °C, and
it is Bwater = 4 - 10741 /K. The pot is made of stainless steel whose coefficient of volume
expansion is SBsteel = 5+ 10~° 1/K. Neglect the vaporization of water. a) What is the initial
hydrostatic pressure at the bottom of the pot? How much does this value change during
the heating? b) How much does the level of water change due to the heating? P. 5226.
Two metal rods of lengths ¢1 and /2, of thermal conductivity of A1 and A2, and having
the same cross section are both covered with thermal insulating sleeves, and put together
such that they form a single rod of length /1 + ¢>. The temperature values at the the two
ends are adjusted to the values of T1 and 7. a) What is the temperature of the rods at
their contact points? b) Sketch the temperature of the rod as a function of the position

along the rod. Data: £ = 65 cm, f2 = 40 cm, Ay = 305 —=, Ay = 76—, Ty = 30 °C,
T> =80 °C. P. 5227. a) Different resistors were put into two boxes. Each box contains
one from each of the following resistors: 1 k2, 2 k2, 3 k2, 4 k2 and 5 k2. One resistor
is taken out randomly from each box, and they are connected in series. What is the
probability that the equivalent resistance of the series connection is 2 k2, 3 k2, 4 k2,
5kQ, 6 k2, 7kQ, 8 kD, 9 kD or 10 kQ? b) In other two boxes there are also some resistors.
Both of these two boxes contain one from each of the following resistors: 60 k2, 30 k{2,
20 k€, 15 kQ and 12 k. One resistor is taken out randomly from each box, and they are
connected in parallel. What is the probability that the equivalent resistance of the parallel
connection is 30 k€2, 20 k2, 15 k2, 12 k2, 10 k2, or less than 10 kQ2? P. 5228. Calculate
the distance between two lead atoms in a galena crystal, if its density and its constituents
are known. (Similarly to rock salt, galena has a cubic crystal system.) P. 5229. Two
point-like charges, each having a charge of @, are fixed at a distance of 2L from each
other in weightlessness. Between these charges another point like charge of mass m and
of charge g (¢ and Q are opposite charges) is revolving about the symmetry axis of the
charges along a circular path of radius R. The plane of this circle is the perpendicular
bisector of the line segment that joins the two fixed charges. a) Determine the period of
the circular motion as a function of the radius of the path. b) Evaluate the limiting cases
when R < L and when R > L. ¢) Determine which is greater: the period of the motion of
charge ¢ along the circular path, or the period of the same charge when it undergoes simple
harmonic motion along one of the diameters of the circle with amplitude R? (Neglect the
deceleration of the charge due to the radiation of the accelerating charge and due to air
resistance.)

70. évfolyam 4. szam KoMaL Budapest, 2020. aprilis
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