GF 2020.2.5 — 20:18 — 82. oldal — 18. lap KoMalL, 2020. februar ?
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8. Egy haz tizfala egy négyzetbol és egy szabalyos harom-
szogbdl all. A falat két szinnel szeretnék vakolni. A két rész
kozott a hatarvonal egy parabola lesz, amit a mellékelt dbra
mutat. A hézik6 parabola feletti részét vilagosabbra, a tobbit
sotétebbre vakoljak. A feliilet hany szazaléka lesz sotétebb ar-
nyalati? (16 pont)

/ 9. Hatdrozzuk meg azokat az x valds szamokat, amelyre
cos T és cos 2z négyzetosszege a cos 3T négyzetével egyenls.
(16 pont)

9. Van hatféle szamkartyank, mindegyikbél 1-1 darab: 1, 2, 3, 4, 5, 6. A kar-
tydkat véletlenszeriien sorba rendezve hatjegyli szamokat képeziink.

a) Igazoljuk, hogy % annak a valdszintisége, hogy az igy kapott szam oszthato
lesz 12-vel.

b) Hatérozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az igy kapott szdm a 6-os
szamjeggyel kezdddik, feltéve, hogy 12-vel oszthaté.

¢) Egy papirlapra felirjuk a szdmkartydkbdl képezhetd dsszes lehetséges hat-
jegyu szamot.

Hatarozzuk meg a papirlapra felirt szamok medidnjat. (16 pont)

Osszesllitotta:
Szamado Laszlé
Budapest

Megoldasvazlatok a 2020/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan:
a) cos2x +3-cosx—1=0, (7 pont)
b) V6 —ax —+/5—2x=1. (6 pont)
Megoldas. a)
2.cos?x—1+4+3-cosz—1=0,
2. cos’x+3cosz —2=0.
Ebbél: cosz = —2 vagy cosz = % A cosx = —2 egyenletnek nincs megoldasa, mert
—1<cosz <1 Hacosx = %, akkor x = § +2km, k € Z, vagy = — 5 + 2, l € Z.

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, tehat a kapott gyokok kielégitik az eredeti
egyenletet.
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b)r <6ésx <25 = x<25.
V66— =14++vV5—2x.

Mivel a négyzetgyok definicidja alapjan egyik oldal sem negativ, a négyzetre emelés
ekvivalens atalakitas:

6—cx=1+5—-2x+2-v5-2z,
r=2-v5—2z.
A négyzetgyok definicija alapjan x > 0.
z? =20 — 8z,
22 +8x—20=0,

x1 = —10, zo = 2. A feltétel miatt csak az x = 2 megoldés.

Az alaphalmazon ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, tehdt a kapott gyok
kielégiti az eredeti egyenletet.

2. A nem is olyan tavoli jovdben a fizika fakultdcidsok online szimuldcidban
vizsgdlhatjak toltott részecskék viselkedését mdgneses mezdben, ahol a részecskék
helyzetét derékszogil koordindta-rendszer segitségével irjak le. Két fizika fakultdci-
0s didk, Hdcé és Kacé fontos kisérletet tervez: eqy haromszog csucsaiba (A(—2; 1);
B(10;6); C(4;9)) Kdcé hdrom detektort helyez. Hdcé ekkor egy toltitt részecskét
Juttat a hdromszdg silypontjdba. A toltott részecske tomege peti-ben (peti: tomeg-
eqység a szimuldcidban) a hdromszdg teriletének és a BAC cosinusdnak szorzata.
Hatdrozzuk meg a hdromszdg sulypontjanak koordindtdit és a részecske tomegének
pontos értékét. (12 pont)

Megoldés. A stlypontra vonatko-
706 képlet alapjan:

241044

S1= 5 4,
1+6+9 16

Sg = ———— = —.

3 3

Tehat a sulypont: 5(4; 13—6) Az dbra je-
16léseit kovetve: a haromszog teriiletét
megkapjuk, ha a koré irt téglalap te-
riilletébdl kivonjuk a derékszogii harom-
szogek teriiletét. fgy:

R N S N S

12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1
T —-8.12—--.6-8—-.6-3—--12-5=133.
ABc =8 2 6-8 5 6-3 5 5 =33

AC(6:8), igy |AC| = 10; AB(12;5), igy |AB| = 13.
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Az ﬁ és E vektorok skaléris szorzatat kétféle modon felirva:
AC - AB = |AC|-|AB| - cosa =612 +8 -5 = 112,

ekkor cosa = %. Tehat a részecske tomegének pontos értéke: % peti.

3. Pébé tandr ur, a C osztdly osztdlyféndke lelkesen érkezett a reggeli drdra.

— Képzeljétek, megdlmodtam a matematika emelt szinti érettségi dtlagunkat!

~ Es mennyi volt, tandr ur?

— Azt sajnos elfelejtettem, de emlékszem, hogy a D-sek dtlaga szabdlyos koze-
litéssel 84,3, az E-seké 85,1, a hdrom osztdly dtlaga pedig 87,9 wvolt. Tudjuk, hogy
a D-bél 11-en, az E-bol 14-en, tolink pedig 24-en irnak emelt szinti érettségit.
Ebbil mar ki lehet szamolni az osztdlydtlagot.

a) Mennyi a C-sek osztdlydtlaga eqy tizedesjegyre kerekitve, ha minden didk
érettségi eredménye csak egész szdazalék lehet? (8 pont)

A Szalagavatd nyitdtancdban a C-sek 20%-a, a D-sek 25%-a vesz részt. Az
eqyik sziinetben 4 f6 C' osztdlyos és 2 f6 D osztdlyos tanulo vdsdrolt pizzdt a biifében.

b) Mennyi annak a wvaldszindsége, hogy kozilik pontosan ketten tdncolnak
a nyitdtdncban? (6 pont)

Megoldas. a) Legyen a D-sek szizalékainak osszege d, az E-seké e, a C-seké
¢, a hdrom osztalyé pedig h. A kerekités szabdlyainak megfelel6en:

d
84,25 < 11 < 84,35 = 926,75 < d < 927,85,

fgy d = 927,
85,05 < % < 85,15 = 1190,7 < e < 1192,1,

igy d = 1191, vagy d = 1192,
h
87,85 < ) < 87,95 = 4304,65 < h < 4309,55,

igy h lehet 4305, 4306, 4307, 4308, 4309. Foglaljuk a kapott eredményeket egy

tablazatba:
h d e c Citlag
4305 | 927 | 1191 | 2187 | 91,125
4305 | 927 | 1192 | 2186 | 91,083
4306 | 927 | 1191 | 2188 | 91,167
4306 | 927 | 1192 | 2187 | 91,125
4307 | 927 | 1191 | 2189 | 91,208
4307 | 927 | 1192 | 2188 | 91,167
4308 | 927 | 1191 | 2190 | 91,250
4308 | 927 | 1192 | 2189 | 91,208
4309 | 927 | 1191 | 2191 | 91,292
4309 | 927 | 1192 | 2190 | 91,250
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(A tablazatban ac =h —d —e és a Cyglag = i képleteket alkalmaztuk.) Tehdt
a C-sek atlaga 91,1; 91,2 vagy 91,3 lehet.

b) A binomidlis eloszlds képletét felhasznalva:
1) Mindketten D-sek:

2 9 o (4 0 4 16
= -0,25°-0,75" - -0,2" - 0,8 = — = 0,0256.
PbD (2) ’ ) (O) ) ) 625 )

2) Mindketten C-sek:

= .0.22 . . - 0.25" - = — = 4.
pPcC <2) 0, 0,8 (O) 0, 5 0775 625 0,086

3) Egyikiik C-s, mésikuk D-s:

4 e 96
= -0,2-0,87 - -0,25-0,75 = — = 0,1536.
pco <1) ) 3 (1> ) y 625 )

fgy annak valészintisége, hogy pontosan ketten tancolnak a nyitétancban:

16 54 96 166
= —_— —_— _—— = 2 .
P= 5625 T 625 T o5 T gos 12090

4. Adottak az f: R— R, f(x) =23 -8 ésag: R =R, g(x) =4 — 2z fiigg-

vények.
a) Adjuk meg a go f figguény x = 2 abszcisszdji pontjdba hizott érintd egyen-
letét. (7 pont)
b) Adjuk meg a lim L hatdrértéket. (5 pont)
z—2 9

Megoldas. a) Legyen h = go f, ekkor h(z) =4 — 2 (23 —8) =20 — 223. Az
adott pontba htuzott érint6 irdnytangense a fiiggvény derivéaltjanak helyettesitési
értéke az adott helyen:

W (z) = —6a”; 1/ (2) = —24; E(2;4),

Az érint6 egyenlete: y —4 = —24- (x — 2) < 24x+y—52=0.

- —2)-(a? +2z+4 2422 +4
b lim 8:11111(15 )(I+I+):hmw:,6.
z—24 — 21 r—2 —2(,@—2) T—2 -2
II. rész

5. Két birkozo egyesiilet kozds bajnoksagra készil. A felkésziilés sordan eldirds
a napi 8 ora alvds. A korabbi felkészilések soran kiderilt, hogy a felkészilés ha-
tékonysagdt jelentdsen befolydsolja a regenerdlddasra forditott idd. A szakemberek
megdllapitottdk, hogy a hatékonysdgot az E(t) = t3- (3,2 —t) fiigguénnyel lehet le-
irni, ahol t a regeneraléoddsra forditott idd.
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a) Mennyi id6t forditsanak a regenerdldddsra, hogy a felkészilés a lehetd leg-
hatékonyabb legyen? (8 pont)

A bajnoksdgot kieséses rendszerben folytatjak le, a parokat minden egyes mér-
kbzés eldtt véletlenszeriien sorsoljak. Az elséd pdar sorsoldasakor % a valoszinisége
annak, hogy mindkét versenyzd az A egyesiilet tagja. Két mérkdzés utan, ahol eqy
résztvevdt az A, hdrom résztvevdt pedig a B egyestiletbdl sorsoltak ki, ugyanakko-
ra valosziniséggel sorsoljak mindkét versenyzét az A egyestiletbél, mint a B egye-
stiletbol.

b) Hanyan indultak a bajnoksdgon az egyes egyesiiletekbdl? (8 pont)

Megoldas. a) E(t) = 3,2t3 — t*. A fiiggvény szélséértékét a derivalt segitsé-
gével hatarozzuk meg:
E'(t) = 9,6t — 413,

A fiiggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja nulla és a mésodik derivalt
nem nulla:

9,6t — 4t3 = 0,
42 - (2,4 —t) =0,

t = 0vagy t = 2,4. A masodik derivalt: E”(t) = 19,2t —12t?, E"(0) = 0 és E"(2,4) =
— 9304 < 0.

Mivel ¢t € [0;16], meg kell vizsgdlnunk a fiiggvény helyettesitési értékeit az in-
tervallum hatéraiban: E(0) =0 és F(16) = —52428,8. Tehdt a felkésziilés akkor
a leghatékonyabb, ha a regeneralddasra forditott id6 2,4 dra.

b) Mivel két mérkdzés utdn megegyezik annak a valdszintisége, hogy mind-
két versenyzot az A, illetve a B egyesiiletbdl sorsoljak, ezért két mérkozés utan
ugyanannyi versenyzé maradt az A egyesiiletbdl, mint a B egyesiiletbél. Legyen
ez a szam z. Ekkor eredetileg = 4+ 1 versenyz6 indult az A egyesiiletbdl és x + 3
versenyz0O a B egyesiiletbdl, tehat 6sszesen 2x + 4 versenyzo6 indult a bajnoksagon.

Ekkor az A egyesiiletbél (x—gl)—féleképpen valaszthattuk a két versenyzot,

az 0sszes versenyzo koziil pedig (21; 4) -féleképpen. fgy annak valészintisége, hogy

az elsd par sorsolasakor mindkettot az A egyesiiletbél valasztottak:

z+1 (z+1)x

() 7 e 1

() 20 T e T o
2

Ebbél 622 — 29z — 42 =0, 21 = — &;
Ellendrzés: Ha az A egyesiiletb6l 7, a B egyesiiletbél 9 versenyzé indult,
akkor két A-beli versenyzét valaszthatjuk (;) = 21-féleképpen. Két versenyzot

Osszesen (126) = 120-féleképpen vélaszthatunk. Annak valésziniisége, hogy mindkét
21 _ 7

120 — 40°

Tehat az A klubbdl 7-en, a B klubbdl 9-en indultak a versenyen.

r9 = 6. Nyilvan csak az © = 6 lehet megoldas.

versenyzot az A klubbdl vélasztottuk:
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6. Egy paralelogramma alaku fives terilet oldalai 50 m és 34 m, az oldalak
végpontjait 6sszekdtd atlo 56 m hosszu. Az atlo eqy pontjdba eqy dnmiikodd locso-
[0 berendezést helyeziink, amely a tertlet barmely pontjdbol eléri barmely mdsik
pontjat, és ha a tdvolsdgot bedllitottuk, akkor egy koron belil mindent lelocsol.

a) Legaldbb mekkora teriletet kell kézzel locsolni, ha a locsold berendezés a te-
rilet hatdardn tul nem locsolhat? (10 pont)

A fiives teriileten egy kor alaki virdgagydst alakitanak ki. A virdgdgydst két
egyenes gyalogut szeli dt, amelyek eqy a koron kivili P pontban metszik egymdst.
A wirdgagydst az eqyik gyalogit az A és B, a mdsik gyalogut a C és D pontokban
metszi. Tudjuk, hogy PA =3 m, AB =5 m, valamint PD = PC 4 10 m.

b) Mekkora a PD tdvolsdg? (6 pont)

Megoldas. a) Keressiik azt a kort, amely a paralelogramméba beirhatd, ko-
zéppontja az atlon van és sugara a legnagyobb. Ez a kor a paralelogramma két
szemkozti, hosszabb oldalat érinté kor, ebbdl kovetkezden — szimmetria okokbol —
kozéppontja a paralelogramma atléjanak felez6pontja lesz, hiszen barmely mas ko-
zéppont esetén a kor sugara kisebb lesz, vagy metszi valamelyik oldalt a két szem-
kozti oldal koziil.

Felirva a cosinustételt az AC'D haromszog C'D oldalara:

DC2 = AC? + AD? —2- AC - AD - cos a, D
34> = 50% + 56® — 2- 50 - 56 - cos v, B
COSOé—é
0 At 0 C

Mivel a0 < 90°, ezért
, (A ;3
sina = (=] ==
5 5 B
Mivel az érint6 meréleges a sugérra, ezért az AOFE derékszogli hdromszogben:
84
T:AO-sinazgzl&Sm.

Ekkor a kor teriilete: 886,7 m?.

A paralelogramma teriilete:
1 ) 1 3 9
TABCD:2-§-AC-AD~smoz:2-5-56-50-321680m .
Tehat kb. 793,3 m? teriiletet kell kézzel locsolni.
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b) A kiilsé pontbdl a kérhoz huzott szeld
és érinto szakaszok tétele alapjan:
PA-PB=PC-PD,
D * 24 =2z (z+10),

3 2?4+ 10z — 24 = 0,

T =2; x9=—12.
B Tehat a PD tévolsdg 12 m.

7. a) Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos pdratlan szdmok reciprokainak kilonb-
sége egyenld a szdmok szorzata reciprokdnak kétszeresével. (4 pont)

1 1 1 .
Adott az 77 + 7= + 75 T - - - végtelen sor.

b) Bizonyitsuk be, hogy az n-edik részletisszeg:
_n
C3n+1

(8 pont)

¢) Adjuk meg a lim (S,) hatdrértéket. (4 pont)
n— oo

Megoldas. a) Legyenek a szomszédos paratlan szamok: 2k — 1 és 2k + 1.
1 1 2%k+1—(2k—1) 2

%k —1 2k+1 (2k—1)-(2k+1) (2k—1)-(2k+1)

b) A nevezdkben taldlhaté szorzatok elsd tényezdi egy olyan szédmtani sorozatot
alkotnak, amelynek els6 eleme 1, kiilonbsége 3. Igy a részletosszeg i-edik tagjanak
nevezdjében taldlhaté szorzat elsd tényezdje: 1+ (i — 1) - 3 = 3i — 2. Tehdt a rész-
letosszeg i-edik tagja:

1
(3i—2)-(3i+1)

Mivel
1 1 3i+1-(3i—2) 3

3i—2 3i+1 (3i—2)-3i+1) (3i—2)-3i+1)

a részletosszeg i-edik tagja:
1 1 1
3 \3i—-2 3i+1)°

fgy az n-edik részletosszeg:

Ly Ly ! =
1-4 4.7 710 (Bn—2)-Bn+1)
U N U S U B S 1\
3 \1 4 4 7 7 10 3n—2 3n+1)
1 1 1 1 3n n
3 3n+1) 3 3n+1 3n+1°
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Megjegyzés. A bizonyitas természetesen teljes indukciéval is elvégezhetd.

n
n = 1 1
lim (S,) = i = 1 n = li = -
¢) im () 1 (3n+1) nggo<3:_~_l> e <3+%> 3

n—oo n—r oo
n

8. Az abran egy nemzetkézi fogdsz kongresszus emblémdja

. , ®©@ ©
lathato. ~
Az alakzatot az alabbi fligguvények grafikonjai hatdroljdk:
1 1
f:R—R, xr—>1x472z2+2 és g: R—R, xH%x +4.
a) Hatdrozzuk meg a figguények grafikonjainak metszéspontjait. (2 pont)

b) Mekkora az embléma teriilete, ha a koordindta-rendszer 1 egysége a valdsdg-
ban 1 cm-nek felel meg?

A konferencian eqy asztalhoz kerilt hat fogorvos, akik orommel dllapitottdk
meg, hogy valamennyien részt vesznek egqy programban, amelyben hasznos kezelési
eljarasokat osztanak meg eqymdssal. Ennek keretében a hat fogorvos is kapcsolatban
all egymdssal, mindegyik mindegyikkel. A kapcsolattartas két hdlozaton keresztiil
folyik, de két fogorvos eqymds kézott mindig ugyanazon a hdlézaton kommunikdl.

(8 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy az asztalndl helyet foglald hat fogorvos kézétt van hdrom
olyan, aki egymds kézt ugyanazon a hdlozaton kommunikdl. (6 pont)

Megoldas. a)

1
-2 2=— 4,
z? 4 36:c+

9z — 7322 — 72 =0,

A két gyok koziil csak 22 = 9 ad megoldast, igy a met-
széspontok: ( - 3; —) (3 —)

b)

3
1 1
-3

B i5_73$3_x3 |23 T3
|20 108 s |20 4

121
=|-—| =242

5 )

Tehét az embléma teriilete 24,2 cm?.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/2 89

KoMalL, 2020. februar EF

— P



éf 2020.2.5 — 20:18 — 90. oldal — 26. lap KoMalL, 2020. februar ?

— P

¢) Jelolje a halézatokat Hy, illetve Hs. Vdlasszunk ki egy fogorvost. Mivel két
halozat van és 6t partner, ezért a skatulya-elv értelmében a fogorvos az egyik ha-
lézaton legaldbb harom kollégaval kommunikal, legyen ez a halézat H;. Ha az igy
meghatarozott legalabb harom fogorvos kozott van ketto, aki egymassal a Hy halo-
zaton kommunikél, akkor ¢k és az eredetileg kivalasztott fogorvos alkotja a keresett
harmast, hiszen 6k egymas kozott a Hy halézaton kommunikélnak. Ha a legalabb
harom fogorvos kozott semelyik ketté nem kommunikal egymas kozt a Hy héloza-
ton, akkor 6k egymads kozott csak a Hy halézaton kummunikalhatnak. fgy viszont
lesz kozottitk harom olyan, aki egymas kozt a Hy halézaton kommunikal.

9. Egy figgonytarto rid kupban végzddik. Régzitd elemként eqy R sugarid gom-
bot kuposan dtfirunk gy, hogy pontosan illeszkedjen a rid végére, majd az igy ka-
pott testet rahizzuk gy, hogy a kip tengelye atmenjen a gomb kozéppontjan. A rog-
zitéelem magassdga 7 cm, a felsé alapkore r1 = 3 cm, az alsé alapkére ro = 4 cm
sugary.

a) Hatdrozzuk meg a régzitéelem felszinét és térfogatdt. (10 pont)

Az druhdzban a figgonytartd rudakat négyféle szinben (arany, ezist, fehér,
fekete), a rigzitdelemet hdromféle szinben (arany, zold és piros), a figgionyiket
dtféle szinben (arany, ezist, fehér, zéld, piros) druljdk.

b) Hdnyféle kombindcidt lehet dsszedllitani, ha az az el8irds, hogy legaldbb
az eqyik elem aranyszind legyen és a rid két végén lévd rogzitdelem azonos szinid?

Megoldas. a) 1. eset: a gomb kozéppontja az alapkorok kozott van.

A kapott test egy gombréteg, amelybél kivagtak egy csonkakupot. Az 1. dbran
lathaté QAK és PBK haromszogekre felirjuk Pitagorasz tételét:

(7T—2)?+3>=R> ¢ a°>+4>=R>
A két egyenletet kivonva egymaésbdl:
14x — 42 =0,
r = 3.

Ekkor R =5 cm.
A csonkakiip alkotéjara felirva a Pitagorasz-tételt: 72 + 12 = a2, igy a = 5v/2.
A rogzitelem felszine a gobmbov és a csonkakuppaldst felszinének Gsszege:

A =21rRm + 7(ry + ro)a = 707 4 35v2m ~ 375,4 cm?.

A rogzitéelem térfogatat megkapjuk, ha a gombréteg térfogatabdl kivonjuk
a csonkakup térfogatdt:
434 259

V= %m(m2 +3r7 +3r3) — gm(rf + 75+ i) = z T A8 cm?

2. eset: a gomb kozéppontja nincs az alapkorok kozott.

A kapott test egy gombréteg, amelybdl kivagtak egy csonkakiupot. A 2. dbrdn
lathaté QAK és PBK héaromszogekre felirjuk Pitagorasz tételét:

(T+2)>+3*=R> és a2>+4>=R>
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ja 2020.2.5 — 20:18 — 91. oldal — 27. lap KoMalL, 2020. februar ﬂg

1. dbra 2. abra

A két egyenletet kivonva egymasbdl:
1dx +42 = 0,
T = -3

Tehat ebben az esetben nincs megoldas.

b) A kombinécidk szdmat igy hatdrozzuk meg, hogy az dsszes lehetséges eset
szdmabol kivonjuk a komplementer esemény (nincs aranyszinfi elem) lehetdségeinek
szamat.

Osszes lehetéség: négyféle riid, hdromféle rogzits elem és Gtféle fiiggony, Ossze-
sen: 4 -3 -5 = 60.

Komplementer: haromféle rud, kétféle rogzité elem, négyféle fliggdny, Osszesen:

3-2-4=24.
Tehat 6sszesen 60 — 24 = 36 olyan kombinacié van, amelyben valamelyik elem
aranyszint.
Balga Attila
Budapest
Matematika feladatok megoldasa ‘
B. 4973. Legyenek ay,as,...,as01s olyan nemnegativ valds szamok, amelyek
dsszege 1. Adjuk meg az
S = Z aiaj
i#£], ilj
0sszeg lehetd legnagyobb értékét.
(6 pont) (Argentin feladat alapjin)
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