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paronként diszjunkt eltoltjaira. Mivel H megszamlalhato, elég belatni, hogy ha va-
lamely ey, ..., e, € E szamokkal képzett A + e; eltoltak nem tartalmazzdk a h € H
szamot, akkor van olyan e € E szam, hogy az A + e eltolt tartalmazza a h szamot
és diszjunkt A +eq,..., A+ e, mindegyikétél.

Vilasszuk az r > 2 egész szamot olyan nagynak, hogy 3" ~2(h — ¢;) egész legyen
minden ¢ = 1,...,n esetén, tovabbd 37" < 2 — |h| alljon. Ekkor |h| — (1 —37") <
< 1, tehdt tudunk olyan el8jelet vélasztani, hogy az a =+(1—-3"") ése=h—a
vélasztédssal |e| < 1, azaz e € F legyen. Ekkor h=a+e € A+e.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy b,c € A és 1 <7 < n esetén b+ e # ¢ + e,
azaz b+h—a# c+e;, vagyisa—b+c#h—e;. Mivel h ¢ A+ e;, ezért h —e; ¢
¢ A, tehdt a = b vagy a = —c esetén készen vagyunk, hiszen ekkor a — b+ ¢ € A.
(Utébbi esetben hasznéljuk, hogy az A halmaz a 0-ra szimmetrikus.) Egyéb esetben
belatjuk, hogy 3"~2(a — b + ¢) nem egész, amibdl a kivant nem-egyenl6ség azonnal
kovetkezik.

Legyen b==+(1—-37%) és c=+(1—-37"), ekkor 3"(a—b+c)=+(3"—-1)F
(3" —377%) £ (3" — 3" %), ahol 3" egy 9-cel oszthaté egész, F1 £ 3"~ F 3"t pedig
nem, mert max(s,t) > r esetén ez vagy F1, vagy nem egész, max(s,t) < r esetén
pedig vagy F3, vagy nem oszthaté 3-mal. fgy tehdt 3"(a — b+ ¢) nem lehet 9-cel
oszthatd egész. O

Pach Péter Pal

-
—

Térbe kilépd bizonyitasok V.!

Egy olimpiai feladatjavaslat torténete

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Ez a rész egy kicsit személyesebb lesz. Egy feladatjavaslat torténetét mesé-
lem el, amit a 2010-es Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidra (IMO) javasoltam.

A kiindulé feladat

Két pontbdl inditsunk hdrom-hdrom fél-
egyenest gy, hogy bdrmelyik két, kilonbo-
28 pontbol indulo egyenes elmetssze eqgymdst;
ezek a félegyenesek négy négysziget hatdroz-
nak meg. Igazoljuk, hogy ha a négyszogek ko-
2l valamelyik hdrom érinténégyszog, akkor
a negyedik is érinténégyszég (1. dbra).

1. dbra

'A cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tdmogatdsaval késziilt.
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A feladatot sokféleképpen megoldhatjuk, példaul az el6z6 részben bemutatott
kupokkal. Hasznaljuk az 1. és a 2. dbra jeloléseit; feltessziik, hogy az ai1biaqbs,
az aybsagbs, valamint az asbiasbs, négyszogek érinténégyszogek, és ebbdl fogjuk
megmutatni, hogy az asbsasbs négyszog is érinténégyszog.

2. abra

A terviink az, hogy a ¥ alapsikunkbdl a térbe kilépbe, a négyszogekbe irt
korokre egymashoz hasonlé kiupokat illesztiink, majd megszerkesztjitk a negyedik
kipot. (A 2. 4brén olyan kipokat rajzoltam, amelyek magassaga kétszerese az alap-
koriik sugardnak; a konkrét ardnynak nincs jelentdsége.)

Az olyan kupoknak a csucsai, amelyek alapkore érinti az a; és as félegye-
neseket, egy A-bdl indulé félegyenesen vannak; jeloljiik ezt a félegyenest ci-gyel.
Hasonlban, az as és az félegyeneseket, a by és by félegyeneseket, illetve a by és b3
félegyeneseket érinté korokre emelt kipok csicsail is egy-egy félegyenesen vannak;
jelolje ezeket rendre co, dy, illetve do (2. dbra).

A ¢; és dy félegyenesek a P pontban, az a1biasbs négyszogbe irt korhoz tartozd
kip csicsaban metszik egymast. Ugyanigy, a c; és da, illetve a co és d; is metszik
egyméast a masik két kup cstucsaban, a Q és a P pontban. A feladat allitasahoz
elég azt igazolnunk, hogy a cy és a do félegyenes is elmetszi egymadst, ugyanis
a metszéspontjuk egyértelmiien meghatarozza a negyedik kupot, amelynek alapkore
érinti az aso, b, as, bz félegyenesek mindegyikét.

Legyen II az ABP haromszog sikja. A @ pont a ¢; = AP egyenesen, az R pont
pedig a di = BP egyenesen van, tehdt @, R € II. Akkor viszont a ¢y = AR és
a dy = BQ félegyenes is a II sikban fekszik.

A ¢y és a do félegyenesek Y-ra valé merdleges vetiilete az as és az ag, illetve
a by és by szogfelezbje, ezek az asboaszbs négyszog belsejében metszik egymast;
a metszéspontjukat X-ra merolegesen visszavetithetjitkk Il-re, az igy kapott pont
co-nek és do-nek kozos pontja, ami bizonyitja az allitast.

Valamikor 2009 6szén a 6-os villamoson kapaszkodva ezen a klasszikus felada-
ton gondolkodtam, akkor jottem ra, hogy a bizonyitas hiperbolikus geometridban
is elmondhat6, ha a kupok hasonlésdga helyett azt kotjiik ki, hogy az alkotoik
ugyanakkora szogben metszik az alapsikot. Hazaérve megprobaltam az észrevétel-
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bol feladatot gyartani ugy, hogy lerajzoltam az abrat a hiperbolikus sik egyik jol
ismert modelljében, a Poincaré-féle kormodellben.

A Poincaré-féle kérmodell?

A hiperbolikus sik modellje azt jelenti, hogy bizonyos dolgokat elneveziink
pontnak” pontok bizonyos halmazait ,egyenesnek”, definialjuk a pontok sorrendjét
az egyeneseken, pontok ,tavolsagat” és egyenesek ,,sz6gét”, és mindezt gy, hogy
az Osszes geometriai axiomank teljesiiljon, kivéve a parhuzamossagi axiémat, ami
helyett azt kotjiik ki, hogy barmely egyeneshez barmely rajta kiviil fekvé pontbdl
végtelen sok parhuzamos egyenest lehet hizni.

Egy korébbi, a KéMaL honlapjdn is elérhet6 cikkben [1] dsszefoglaltam négy-
féle hiperbolikus modell, a Beltrami-Cayley—Klein-modell, a Poincaré-féle kor-,
félsik- és félgombmodellek alapveté definiciéit és a modellek kozotti megfelelte-
téseket. A mostani jatékunkhoz csak a kormodell néhdny alapveto tulajdonsagara
lesz sziikség.

Vegyiink az euklideszi sikon egy korlapot, ez lesz az ,alapkor”. A kor belsejébe
es6 pontok a kormodell pontjai. A kérmodell egyenesei az alapkort merdlegesen
metsz6 koroknek az alapkor belsejébe esé ivei, beleértve az alapkor atméroit is
(3. dbra).

Két pont tavolsdgat a kovetkezdképpen definidlhatjuk: ha X és Y két pont
az alapkorre merdleges AB koriven, akkor az X és Y pontok tavolsaga

N AX-YB
AY - XB

d(X,Y) = k- |In(ABXY)| = k- ’1

(A kozépso képletben négy, egy koron fekvd pont kettOsviszonya szerepel, ami
pontosan ugyanugy fejezheté ki a hurok hosszaval, mint amikor egy egyenesre
esnek.)

A tavolsdgokndl sokkal szebb a szogek definicidja: két egyenes” szoge éppen
akkora, mint amekkoranak a modellben latszik.

N AN

N

3. dbra 4. abra 5. dbra

A modellben a tengelyes tiikrozések az egyeneseknek megfelelé korivre vald
inverzidk; ennek kovetkezménye, hogy a hiperbolikus korvonalak a kérmodellben is

2Jules Henri Poincaré francia matematikus, 1854-1912
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korvonalnak ldtszanak. A modell hatardhoz kozeledve az egyenlé nagysagi koro-
ket a modellben egyre kisebb korokkel kell lerajzolnunk; a 4. dbrdn a koérmodell
egy kicsempézése lathatd olyan egybevagd szabalyos 6tszogekkel, amelyek szogei
derékszogek, és az 6tszogekbe irt koroket is megrajzoltam.

A kormodell csempézéseit rengeteg miivészi alkotdsban hasznéltak maéar fel;
példaul az 5. dbrdn lathaté Escher® Circle Limit I cimfi fametszete.

Olimpiai feladatjavaslat

Az 6. dbrdn az 1 abra hiperbolikus valtozatat rajzoltam le: az A pont az alap-
kor kozéppontja, az ebbdl kiindulé aq, as, as félegyenesek az alapkor sugarai.
A B pont egy méasik pont a modellben, az ebbdl kiindulé félegyenesek képei az alap-
korre meréleges korivek. Az dbrat invertalhatjuk az alapkor hatdrara; a by, bo, bs
korivek meghosszabbitasai az B pont inverzén mennek at, és a modellen kiviil meg-
kapjuk az abra tiikorképét is.

6. dbra

Az abraval nem voltam elégedett. Tl nyilvanvalé volt, hogyan késziilt, a tii-
korkép abra létrejotte sem tetszett, és a képen szerepld sugarakat és koriveket sem
kénnyl megrajzolni gy, hogy metsszék egymast. Azt taldltam ki, hogy megval-
toztatom a pontok sorrendjét: az A pont nem a BB’ szakasz meghosszabbitdséan,
hanem a belsejében lesz, ettdl kezdve az abra tobbé mar nem a koérmodell része.
Az alapkor lerajzoldsara sincs sziikség. A pontok cseréje utan ez lett az 1j feladat:

Feladat. A sik A és C' pontjail az a1, as és as korivek gy kitik dssze, hogy
az AC' egyenesnek ugyanazon az oldaldn vannak, és az agy koriv az ay €s az ag kozott
helyezkedik el. Az AC' szakasz eqy B pontjabol indulnak a by, by és by félegyenesek,
ugyanabban a félsikban, mint a kérivek; a bs félegyenes by és by kdzitt helyezkedik el.

Tekintsiik a korivek és félegyenesek altal hatdrolt, mégyoldalti a1byasbs,
a1baasbs, asbiasbs, €s asbsasbs tartomdnyokat. Bizonyitsuk be, hogy ha ezek ko-
ziil valamelyik hdromba kirt lehet irni, akkor a negyedikbe is (7. dbra).

A feladatot (kicsit més betiizéssel) javasoltuk a 2010-es, Nemzetkozi Matema-
tikai Didkolimpidara, amelyet Kazahsztan 1j févarosdban, Asztanaban rendeztek.

3Maurits Cornelis Escher holland grafikus, 1898-1972.
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A pontok atrendezése miatt az eredeti, hiperbolikus geometriai megoldas méar
nem miikodik, de egy feladatjavaslathoz egyébként is illik elemi megoldasokat mel-
lékelni. Két megoldast mutatok.

1. megoldas, kipokkal

A kiindul6 feladat mintdjara, az dbraban szerepld korokre egymashoz hason-
16 kipokat fogunk illeszteni, majd megszerkesztjiik a negyedik kupot. A véltozds
az, hogy most olyan korok is szerepelnek, amelyek két rogzitett koriv ,,kozé” van-
nak irva. Megvizsgaljuk, hol lehetnek, milyen palyan mozoghatnak az ilyen koérok
kozéppontjai, és a korokre illesztett kipok csticsai.

1. lemma. Azoknak a koroknek a kézéppont-
jai, amelyek kivilrdl érintik a;-t és belilrdl érintik
a;y1-et, eqy, A-t és C-t dsszekdtd ellipszisiven van-
nak. (i =1 vagy i = 2.)

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy i = 1.

Legyen k olyan kor, amely kiviilrol érinti a;-et
és beliilrol érinti as-t, az érintési pontjai az a;
iven T, az as iven U, a kozéppontja P. Legyen
az a1 kor kozéppontja O1, az as kozéppontja Oo,
a korok sugarai r, rq, illetve ro (8. dbra).

Vegyiik észre, hogy
01P+02P:(01T+TP)+(OQU—PU):(T1 +7’)+(7’2—7’):7"1+7"2,

vagyis P rajta van az Oy, Oy fékuszu, r1 + ro nagytengelyt ellipszisen; ez az ellipszis
atmegy az A és C' pontokon, mert O1 A+ OsA = O1C + O2C =1y +1ro.

Megforditva, ha P egy pont az ellipszisnek az a; és as kozotti ivén, akkor
a P kozéppontu, r = O1 P — r; = ro — O P sugaru kor kiviilrdl érinti ai-et és be-
lilrol érinti ao-t.

2. lemma. Legyen ¢ régzitett hegyessziog, ési =1 vagy i = 2. Tekintstik azokat
a koroket, amelyek kivilrol érintik a;-t és belilrol érintik a;41-et, és emeljiink ezekre
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felfelé ezekre a korokre olyan kupokat, amelyek alkotoi ¢ széget zdarnak be a 3 sikkal.
Az igy kaphato kupok csucsai eqy, A-t és C-t dsszekitd ellipszisiven vannak.

Bizonyitas. Ismét feltessziik, hogy ¢ = 1. Illessziink az ay korre lefelé, az as-re
felfelé egy-egy kuppalédstot, amelyek alkotdi ¢ szoget zarnak be Y-val; ezek cstcsa
legyen P, illetve Q.

Legyen k egy tetszéleges kor, amely kiviilrél érinti a;j-et és beliilrdl érinti ao-t,
a kozéppontja O, az érintési pontjai az ay iven T, az as iven U. A k-ra felfelé
illesztett kip cstcsa legyen K. (9. dbra).

9. dbra

Legyen u a k és az as iv U-ban hizott kozos érintéje. Az U K félegyenes a k-ra
emelt kip, az UQ félegyenes pedig az as-re emelt kiup alkotdja. Mindkettd merdleges
u-ra, @ szoget zar be X-val, és a korok belseje felé ddl, ezért a két félegyenes ugyanaz.
Tehat a K pont rajta van az U(Q) egyenesen, és ezaltal az ay ivre illesztett kipon.

Ugyanigy lathatjuk, hogy a TK félegyenes a k-ra illesztett kiup, a TP félegye-
nes az aj-re lefelé illesztett kip alkotdja, és ezek egymdas meghosszabbitédsai, igy
a K pont az aj-re illesztett kippaldston is rajta van, tehat K kozos pontja az aq-re
és az ao-re illesztett kippalastoknak.

A cikk 3. részében lattuk, hogy parhuzamos tengelyii, azonos meredekségii
kupok kozos pontjai egy sikban vannak. Tehat a lehetséges K pontok egy rogzitett
IT sikban vannak. A két kiupnak A és C' is kozos pontja, tehat a II sik illeszkedik
az AC egyenesre.

Az 1. lemma szerint a lehetséges O pontok egy e ellipszisivet alkotnak, amely
Osszekoti A-t és C-t. Ha ezt az ellipszist Y-ra merdlegesen visszavetitjitk Il-re,
megkapjuk a lehetséges K pontokat tartalmazé ellipszisivet a II sikban.

Most térjiink ra a feladat megoldasara. A 2. lemma szerint az a; és a;41 {vek
kozé irt korokre emelt kupok csiicsai egy A-t és C-t 6sszekotd ¢; ellipszisiven vannak
(t=1,2). A b; és bjyq tvek kozé irt korokhoz tartozé kipok csicsai pedig egy B-bél
indulé d; egyenesen (j = 1,2).
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Legyen P, Q és R az a1biasbs, az a1bsagbs, illetve az asbyazbs tartomanyokba
irt korre emelt kip cstcsa; ekkor P a ¢ és dy metszéspontja, @ a ¢; és do metszés-
pontja, és R a co és dy metszéspontja. A feladat megoldasdhoz elég azt igazolnunk,
hogy co és dy is elmetszi egymadst (10. dbra).

10. dabra

Legyen II az a félsik, aminek hatdra az AC egyenes, és illeszkedik a BPR
félegyenesre. Ez a félsik tartalmazza a ¢y és ¢y ellipszisiveknek harom-hdrom pontjat
(A, C, P, illetve A, C, R), igy mindkét ellipszisiv része II-nek. Mivel ¢; dtmegy
@-n, a Q pont és a dy félegyenes is része II-nek. A ¢y ellipszisnek B belsé pontja,
ezért a BQ félegyenes elmetszi co-t. Ezzel a feladatot megoldottuk.

2. megoldas, térbe kilépés nélkiil

Az elébbi megoldédst nem nehéz tisztan sikbeli bizonyitassé alakitani. Az 1. lem-
méra most is sziikségiink lesz.

3. lemma. Vilasszunk egy tetszdleges k kort, amely kivilrdl érinti a;-t és
belilrdl érint a;1-et (i =1 vagy i = 2), a kozéppontja O, sugara r, és legyen d
az O pont és az AC' egyenes tavolsiga. Az r/d ardny nem fiigg a k megvdlasztasdtdl.

Nem nehéz észrevenni, hogy a 3. lemma a 2. lemma egyszert atfogalmazasa.

Bizonyitas. Az 1. lemmahoz hasonléan legyen i = 1, az a; kdzéppontja Oq,
az az kozéppontja Oy. Legyenek k és k' kiilonbozd korok, amik érintik a két ivet,
sugaraik 7, illetve r’; kozéppontjaik O, illetve O, tavolsdguk az AC egyenestdl d,

T r’

illetve d'. Azt akarjuk igazolni, hogy 5 = 7.

Ha k és k' szimmetrikus az O 05 egyenesre, akkor az allitds trividlis; feltehet-
jiik, hogy a két kor nem egymas tiitkorképe. A két kor érintési pontja a két koriven
legyen T', T', U és U’ a 11. dbra szerint.

Legyen a k és k' korok kiilsé hasonlésdgi pontja H. A k és az as kiilsd
hasonlésdgi pontja U, a k' és az as kiilsé hasonlésagi pontja U’; a Monge-tétel
szerint a hdrom hasonléségi pont, H, U és U’ egy egyenesen van. Hasonléan, a k
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11. dbra

és az ay bels6 hasonldosdgi pontja T, a k' és az a; belsd hasonlésigi pontja T';
a Monge-tétel szerint H, T és T’ is egy egyenesen van. A H pont tehdt a TT' és
az UU’' egyenes metszéspontja.

A TT'U'U négyszog szemkozti szogeinek osszegét osszeszamolhatjuk az OUT),
O\TT', O'T'U’ és OxU'U egyenld szart hdromszogekbdl, és lathatjuk, hogy a sz6-
gek Osszege két szemkozti csicsparndl ugyanakkora; tehat a TT'U'U négyszog hur-
négyszog. (A hiromszogek irdnyitasatdl fiiggben az dbra tobbféleképpen is kinéz-
het, ezért a teljes bizonyitdshoz tobbféle esetet is meg kell vizsgdlni.) Az ay és
a TT'UU’ kor hatvanyvonala a TT' egyenes, az ag és a TT'UU’ kor hatvanyvona-
la pedig az UU’ egyenes, tehat H a hdrom kér hatvdnypontja, és ezen a harmadik
hatvanyvonal, az AC' egyenes is atmegy.

A k és k' koroket, sugaraikat és a d, d’ tavolsdgokat egymésba nagyithatjuk
a H pontbdl, ez bizonyitja, hogy 2 = Z_:

Az 1. és a 3. lemma egyiitt megoldja a feladatot. Tegyiik fel, hogy az a;1biasbs,
a1baasbs és asbiazby tartomanyokba kort lehet irni; ezt a harom kort jelolje rendre
k1, ko, illetve k3. Sugaraik legyenek rq, ro, illetve r3; kozéppontjaik tavolsaga az AC
egyenestol dy, ds, illetve ds.

12. dbra
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Legyen e az az 1. lemma szerinti ellipszisiv, amely az as és az koriveket érint6
korok kozéppontjaibdl all, és legyen f a ba, bs félegyenesek szogfelezoje; az e és az f
metszéspontja legyen O, az O tavolsiga az AC egyenestdl d (12. dbra).

A 3. lemma, szerint T—l = r—z , tovabbd a k1 és ks kbréket a B pontbdl egymésba
lehet nagyitani, ezért —1 = 3 Legyen r==2.d==2.d. A 3. lemma szerint az O
koézéppontt, r sugari kor ermtl az as és az as 1vet is. Tovabba a ko kort a B pontbol

ugyanebbe a korbe nagyithatjuk. Ezzel megszerkesztettiik az asboazbs tartomany
beirt korét.

Asztanai koézjaték

Asztanaba megérkezve az a meglepetés ért, hogy az olimpia helyszinén létezik
egy épiilet (a neve Shabyt), ami két parhuzamos tengely(i kip metszete. A feladat-
kivélasztd bizottsdg tagjaival készitettiink is néhany fényképet rélam és a felada-
tomrol.

i

A ,Shabyt” (,IlIabbIT”, jelentése: inspirdcid) mivészeti egyetem Asztandban,
Kazahsztan févdrosaban

A zsiiriben a feladat nem volt annyira népszerii. Tobbeknek tetszett, de a tér-
geometriatdél ddzkodo csendes tobbség gyorsan kiszavazta a lehetséges nehéz jeloltek
koziil. (De azért nem ez volt a legnépszeriitlenebb feladat: a C6-os feladatot még
ennél is jobban utéltdk.)

Az olimpia megnyité iinnepsége a Fiiggetlenségi Palotaban volt, kozvetleniil
a Shabyt melletti épiiletben. A zsiiri nagy része a megnyitéra utazds kozben,
a buszrdl latta el0szor az épiiletet, amikor mar rég kivélasztottdk a hat feladatot
a versenyre.

Feladatok

1. Oldjuk meg a Kiindul6 feladatot a kérokhoz hizott érint6 szakaszok Gssze-
hasonlitasaval.

2. Bizonyitsuk be a 2. lemmat gy, hogy az a; és ag korivekre nem kipokat,
hanem olyan gomboket illesztiink, amelyek ¢ szogben metszik a 3 sikot.
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3. Bizonyitsuk be a 3. lemmat ko-
ordinatakkal.

4. Mutassuk meg, hogy a 7. abrat
inverzioval egy félgombfeliiletre képez-
hetjiik gy, hogy az ay, as, as, by, ba, b3
gorbék képei a gombon fél fokorok le-
gyenek (13. dbra). Az igy kapott gom-
bi allitast bizonyitsuk be a békaszem-
modszerrel.

13. dbra

Irodalom
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[2] GT feladat. IMO Shortlist 2010, 60-63.
https://www.imo-official.org/problems/IM02010SL. pdf

Kos Géza

Viélogatas az
Emelt szintii érettségi matematikabdl —

% 24 valogatott gyakorlo feladatsor megoldassal
cimi kiadvanyunkbdl*

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert az egész szampéarok halmazéan:

9% . 3¥ =81,
(11 pont)
6x + 6y + bxy = 0.

2. A miskolci péalyaudvar utasellaté biiféjének ajtajan a kovetkezd tdjékoztatd
szoveg olvashato:

Nyitva tartds 03.30-23.30.
Miiszakatadas miatt 07.30-08.30 és 19.30-20.30 kozott zérval

a) Mekkora eséllyel talaljuk nyitva a biifét, ha reggel 7 és este 9 kozott vélet-
lenszertien érkeziink a bejaratahoz?

b) Egy vargabélest vésaroltunk 200 Ft-ért. A pénzt pontosan kiszdmolva adtuk
at a pénztarosnak. Hanyféleképpen tehettiik ezt meg, ha 20 Ft-osnal kisebb cimletet
nem adtunk, és a sorrend nem szamit?

¢) Az utanunk kovetkez6 vasarlé harom péksiiteményt szeretne venni, a kind-
lat: diés burkifli, izes levél, tiurds taska, meggyes rétes és kakads csiga. Mekkora

*B6vebb informécié: https://www.komal .hu/kiadvany/emeltszintu3.h.shtml.
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