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II. dijban és 20000 Ft pénzjutalomban részesiil

Beke Csongor, a Békasmegyeri Veres Péter Gimnazium 12. osztalyos tanuldja
(tandrai Sziics Gabor és Varga Mdria),

Nagy Nandor, a Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn. 12. osztélyos
tanuléja (tandrai Gyenes Zoltan, Kiss Géza és Dobos Sandor),

Velich Noéra, a Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn. 11. osztalyos
tanuldja (tandrai Fazakas Ttnde és Kocsis Szilveszter),

Weisz Maté Barnabas, a Szegedi Radndti Miklds Kisérleti Gimnazium
12. osztélyos tanuldja (tandrai Schultz Jdnos és Tigyi Istvdn).

II1. dijban és 15000 Ft pénzjutalomban részesiil

Janosik Aron, a gy6ri Révai Miklés Gimnéazium és Kollégium 12. osztélyos
tanuléja (tandra Arki Tamdas) az els6 feladat helyes és a masodik feladat némileg
hianyos megoldéasaért.

Dicséretben és 10000 Ft pénzjutalomban részesiil

Hamori Janka, a Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimnazium 11. osztélyos
tanuléja (tandrai Schultz Janos és Tigyi Istvdn) az els6 feladat helyes megoldasdért
és a masodik feladatban elért értékes részeredményekért,

Varkonyi Zsombor, a Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn. 11.
osztalyos tanuldja (tandrai Fazakas Tiinde, Kocsis Szilveszter, Pésa Lajos és Dobos
Sdndor) az els6 feladat lényegében helyes megoldasaért és a masodik feladatban
elért értékes részeredményekért.

A versenybizottsag eziton koszoni meg minden versenyzé, felkészité tanar és
a lebonyolitasban kozremi(ikodd kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratulal.”

A 2019. évi Kiirschak Joézsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasai

1. Az ABC hegyesszogi hdaromsziogben AB < AC < BC, az A, B, C cstcsok-
bol indulé magassagok talppontjai rendre Ay, By, illetve Cy. Legyen P a C1 pont
tikorképe a BB egyenesre, és legyen QQ a By pont tikiérképe a CCy egyenesre.
Mutassuk meg, hogy az A1 PQ hdromszog koré irt kor atmegy a BC' oldal felezd-
pontjdan.

Megoldas. Elészor megmutatjuk, hogy a P pont az A1 By, a Q pedig az A;Cy
szakasznak belsé pontja. Legyen A’ az A csticsnak a BB; magassdgra vonatkozd
titkorképe. Az AB < BC feltétel miatt AB; < B1C, ezért az A’ pont a B1C sza-
kasznak belsé pontja. A BA’ szakasz a haromszog belsejében halad, és P ennek
bels6 pontja, tehat P a haromszog belsejébe esik.

Jél ismert, hogy barmely hegyesszogli haromszogben a magassédgvonalak felezik
a talpponti haromszog szogeit, ezért a B1C; félegyenesnek a BB; magassagra
vonatkozé tiikorképe a By A; félegyenes. A P pont tehdt a By A; félegyenesnek
a haromszog belsejébe es6 szakaszan, vagyis az A; By szakasz belsejében helyez-
kedik el.
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Hasonléan lathatjuk, hogy AC < BC miatt @ az A;Cy szakasznak belsd
pontja.

A

B ATS——F c

Legyen BC felezépontja F'; az F'By és F'Cy szakaszok a BC oldal Thalész-
korének sugarai, ezért F'B; = F (. Szintén jél ismert, hogy az Ay, By, C1, F pontok
egy koron, a haromszog Feuerbach-korén vannak.

Vegyiik észre, hogy az F'B1 P és F(C1Q haromszogek egybevagok, mert F'B; =
=FCi, BiP=BC, =C1Q, és PBiF<<=A1B1F<x=ACiF<14=QC F<« az
Ay By F ivhez tartozé keriileti szogek a Feuerbach-koron. Tehdt

A;PF< = 180° — FPB;< = 180° — FQC < = A,QF«,

ez pedig mutatja, hogy az A1, ', P, (Q pontok egy koron vannak, ahogy az bizo-
nyitandé volt. O

2. Legyen n pozitiv egész szam. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan F halmaz-
rendszert, amely az {1,2,...,n} halmaz bizonyos részhalmazaibdl dll, és amelyre
minden régzitett, nemiires X C {1,2,...,n} mellett ugyanannyi A € F esetén lesz
ANX elemszima pdros, mint pdratlan.

I. megoldéas. Szamoljuk meg kétféleképpen, hogy hany olyan (A, B,C) ren-
dezett harmas van, melyre A és B az F halmazrendszer két kiilonbozé eleme,
C CA{1,2,...,n} pedig egy olyan nemiires részhalmaz, melyre az ANC és BNC
halmazok elemszamanak paritasa kiilonbozik.

() Eldszor is megjegyezziik, hogy barmely (véges) nemiires S halmaz részhal-
mazainak pontosan a fele paros, illetve paratlan méretii. S6t, altalanosabban,
ha T'D S egy (véges) halmaz, akkor T részhalmazainak éppen a fele met-
szi (a nemiires) S-et péros, illetve pdratlan elemszdmi halmazban (hiszen S
minden részhalmaza ugyanannyiféleképpen, 217\5|-féleképpen, egészithetd ki
T részhalmazavd). Ezt az észrevételt a megoldds sordn tobbszor is fel fogjuk
hasznalni.
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Legyen |F| = t. El6szor A és B megvalasztasaval kezdjiik: A-ra t lehetdség van,
ezutédn B-re (t — 1), hiszen A # B € F. Ezutan pontosan azok a C' nemiires halma-
zok megfelelék, melyek az AAB (nemiires) halmazt (vagyis A és B szimmetrikus
differencidjat) paratlan sok elemben metszik. Ezt a feltételt (%) alapjan a részhal-
mazok fele teljesiti (és nincs koztiik az (), igy a megfelel6 C' halmazok szdma 271
Tehét a megfelels (A, B, C') hdrmasok szdma ¢(t — 1)2"~ 1.

Most ugyanezt masféleképpen is megszamoljuk: el0szor C-t valasztjuk meg,
erre (2" — 1)-féle lehetéség van. Ezutdn az olyan (A, B) péarok lesznek megfeleldk,
melyekre |ANC| és |BNC| paritésa kiilonboz6. Az A € F halmaz tetszélegesen
megvalaszthatd, majd ezutdn a feltétel szerint éppen t/2 esetben lesz |B N C|
paritésa megfeleld (vagyis |A N C| paritdsatol kiilonbdzs). Igy a hirmasok szdma
(2™ — 1)t(t/2).

A t(t—1)2""1 = (2" — 1)t(t/2) (t-ben masodfokii) egyenlet megolddsai t = 0
és t = 2". Tehat az iires halmazon és az Gsszes részhalmazt tartalmazé halmazrend-
szeren kiviil nincs megfelel6 F.

Ez a két halmazrendszer pedig teljesiti a feltételeket: ha F az {ires halmaz-
rendszer, akkor AN X elemszama 0-szor lesz paros, 0-szor lesz paratlan; ha pedig
F az Osszes részhalmazt tartalmazé halmazrendszer, akkor () szerint barmely nem-
iires X-re AN X elemszdma 27! esetben paros, 271 esetben paratlan.

Tehét két megfelel§ halmazrendszer van: az iires halmaz és az {1,2,...,n}
osszes részhalmazat tartalmaz6 halmazrendszer. O

II. megoldas (Fleiner Zsigmond és Velich Néra megolddsa alapjan). Meg-
mutatjuk, hogy csak az iires halmazrendszer és az Osszes részhalmazt tartalmazé
halmazrendszer megfelel6.

Legyen ismét | F| = t. Készitsiink egy ¢ x 2" méretii tdblazatot, melynek sorai
az JF-beli halmazoknak, oszlopai pedig az {1,2,...,n} részhalmazainak felelnek
meg. Barmely A € F és X C {1,2,...,n} halmazok esetén az A-nak megfelel$ sor
és az X-nek megfelelé oszlop kozos mezdjébe irjunk (+1)-et, ha |A N X| péros,
illetve (—1)-et, ha |A N X| paratlan. Ebben a tabldzatban szamitsuk ki a szamok
Osszegét kétféleképpen: oszloponként és soronként is.

A feltétel szerint barmely nemiires X esetén az A € F halmazoknak pontosan
a felére lesz |A N X| péros, illetve paratlan, vagyis az X-nek megfelel§ oszlopban
a szamok fele +1, fele —1; az 6sszegiik 0. Az iires halmaz minden A € F-et a paros
iires halmazban metsz, tehat az iires halmaznak megfelel6 oszlopban mind a ¢ elem
+1. Azt kaptuk, hogy a tabldzatban az elemek 6sszege t.

Ha () € F, akkor az (-nak megfelels sorban csupa +1 all, ezek dsszege 2. Te-
kintsiink most egy tetszoleges nemiires A € F elemet és a neki megfelel sort. Mivel
az A nemiires, az {1,2,...,n} részhalmazaival vett metszeteinek éppen a fele paros,
iletve paratlan; az ilyen sorokban az elemek osszege 0. Osszességében, a téblazat
Osszege 2" ha () € F, és0, ha () ¢ F.

A kétféle osszeszamoldsbdl azt kaptuk, hogy t =0 vagy t = 2", vagyis F
az iires halmazrendszer, vagy pedig {1,2,...,n} Osszes részhalmazabdl all. Azt,
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hogy ez a két halmazrendszer teljesiti a feltételeket, ugyanigy ellendrizhetjiik, mint
az 1. megoldasban. |

3. Igaz-e, hogy ha H és A a szamegyenes korldtos részhalmazai, akkor H legfel-
jebb egyféleképpen bonthatd fel A pdronként diszjunkt eltolt példinyaira? (Végtelen
sok eltolt példdnyt is megengediink.)

I. megoldas. Megmutatjuk, hogy a kérdéses kovetkeztetés nem igaz. Rekur-
zivan felépitjitk A-t, H-t, és az E # E’ eltoldshalmazokat (mind R nemiires rész-
halmazai), gy, hogy

H= U(A—l—e): U (A+¢),

ecE e’eE’

és mind az A+e={a+e: ac A} (e € E) eltoltak, mind az A+¢ ={a+¢:
a € A} (¢! € E') eltoltak paronként diszjunktak.

Legyen el6szor Ay = {0}, By = {0}, By ={1},és Hy = (A1 + E1)U(A1 + E)) =
= {0, 1}. Innen rekurzivan haladunk tovabb. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrudltuk
avéges A, E,, E!, halmazokat gy, hogy F,, NE!, =0, A, + E, és A, + E/, minden
altaluk lefedett elemet egyszer fednek (vagyis az A+e (e € E,,) halmazok paronként
diszjunktak, és az A+ e’ (¢’ € E/)) halmazok is paronként diszjunktak). Legyen
ekkor H,, = (A, + E,)U (A4, + E]). Most egymds utan minden egyes h € H,, elemre
a kovetkezot tessziik: ha h eddig nem volt benne A, + E,-ben, akkor betesziink
Ap-be egy a, E,-be egy e elemet, hogy azok Gsszege éppen h legyen, és a korabbi
tulajdonsdgok ne romoljanak el, azaz a ne legyen a; + e; — eo alaku (ahol ezek
korédbbi elemek: a; € A, e1,es € E,), és e se legyen e; + a; — as alaku (ahol
e1 € By, a1,a2 € Ay), s6t, az 1) e ne legyen E/ -ben sem. Mindegyik feltétel véges
sok elem letiltdsat jelenti. Ugyanigy jarunk el A, + E! esetében is. fgy kapjuk
az Ani1, Eny1, E) o halmazokat, nyilvan H,, C A1+ Epq1, Hy C Ay +E) .

o0 o0 (o]

Vildgos, hogy A= U A4,, E= U E,, E'= \J E),, H=J,_, H, megfe-
n=1 n=1 n=1

lelnek, amennyiben a korlatossag is teljesiil. Azonban a korldtossagot is kdnnyen

betarthatjuk, ha minden 4j elemet a (—2,2) intervallumbdl vélasztunk a kovetkezs-
képpen: egy tipikus lépésben egy adott H,, 3 h € (—2,2) 4+ (—2,2) = (—4,4) elemet
akarunk felirni a + e alakban, ahol a € A, 41, és e € E,41 (vagy K, ). Vildgos,
hogy mivel csak véges sok letiltott elem van, 1éteznek ennek megfelel6 a,e € (—2,2)
szamok. (]

II. megoldas (Matolcsi David dolgozata alapjan). Legyen H a (—2,2) nyilt
intervallumba es6, 3-hatvany nevez6jii raciondlis szamok halmaza. Legyen A C
C (—=1,1) a £(1 — 37") alaku szdmok halmaza, ahol r nemnegativ egész. Be fogjuk
latni, hogy H tobbféleképpen is felbonthaté A-nak paronként diszjunkt eltoltjaira.

Legyen E a [—1,1] zart intervallumba esd, 3-hatvény nevezjii raciondlis sza-
mok halmaza. Ekkor A+ E ={a+e: a € A, e € E} C H (itt val6jaban egyenléség
all). Mivel A és A+ 2/3 is tartalmazza a 2/3 szdmot, ezért A-nak ez a két eltoltja
nem diszjunkt. Elég beldtni, hogy mindkett6 kiegészitheté6 H felbontdsava A-nak
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paronként diszjunkt eltoltjaira. Mivel H megszamlalhato, elég belatni, hogy ha va-
lamely ey, ..., e, € E szamokkal képzett A + e; eltoltak nem tartalmazzdk a h € H
szamot, akkor van olyan e € E szam, hogy az A + e eltolt tartalmazza a h szamot
és diszjunkt A +eq,..., A+ e, mindegyikétél.

Vilasszuk az r > 2 egész szamot olyan nagynak, hogy 3" ~2(h — ¢;) egész legyen
minden ¢ = 1,...,n esetén, tovabbd 37" < 2 — |h| alljon. Ekkor |h| — (1 —37") <
< 1, tehdt tudunk olyan el8jelet vélasztani, hogy az a =+(1—-3"") ése=h—a
vélasztédssal |e| < 1, azaz e € F legyen. Ekkor h=a+e € A+e.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy b,c € A és 1 <7 < n esetén b+ e # ¢ + e,
azaz b+h—a# c+e;, vagyisa—b+c#h—e;. Mivel h ¢ A+ e;, ezért h —e; ¢
¢ A, tehdt a = b vagy a = —c esetén készen vagyunk, hiszen ekkor a — b+ ¢ € A.
(Utébbi esetben hasznéljuk, hogy az A halmaz a 0-ra szimmetrikus.) Egyéb esetben
belatjuk, hogy 3"~2(a — b + ¢) nem egész, amibdl a kivant nem-egyenl6ség azonnal
kovetkezik.

Legyen b==+(1—-37%) és c=+(1—-37"), ekkor 3"(a—b+c)=+(3"—-1)F
(3" —377%) £ (3" — 3" %), ahol 3" egy 9-cel oszthaté egész, F1 £ 3"~ F 3"t pedig
nem, mert max(s,t) > r esetén ez vagy F1, vagy nem egész, max(s,t) < r esetén
pedig vagy F3, vagy nem oszthaté 3-mal. fgy tehdt 3"(a — b+ ¢) nem lehet 9-cel
oszthatd egész. O

Pach Péter Pal

-
—

Térbe kilépd bizonyitasok V.!

Egy olimpiai feladatjavaslat torténete

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Ez a rész egy kicsit személyesebb lesz. Egy feladatjavaslat torténetét mesé-
lem el, amit a 2010-es Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidra (IMO) javasoltam.

A kiindulé feladat

Két pontbdl inditsunk hdrom-hdrom fél-
egyenest gy, hogy bdrmelyik két, kilonbo-
28 pontbol indulo egyenes elmetssze eqgymdst;
ezek a félegyenesek négy négysziget hatdroz-
nak meg. Igazoljuk, hogy ha a négyszogek ko-
2l valamelyik hdrom érinténégyszog, akkor
a negyedik is érinténégyszég (1. dbra).

1. dbra

'A cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tdmogatdsaval késziilt.
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