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Jelentés a 2019. évi Kiirschak Joézsef
Matematikai Tanul6versenyro6l

=)

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2019. évi Kiirschdk Jozsef Matematikai
Tanuléversenyt oktober 4-én, kozép-eurdpai ido szerint 14 érai kezdettel rendezte
meg a kovetkez6 husz helyszinen: Békéscsaba, Budapest, Cambridge, Debrecen,
Eger, Gy6r, Kaposvar, Kecskemét, Kolozsvar, Miskolc, Nagykanizsa, Nyiregyhaza,
Pécs, Sopron, Szeged, Székesfehérvar, Szombathely, Tatabanya, Veszprém és Zala-
egerszeg.

A Tarsulat elnoksége a verseny lebonyolitdsara az aldbbi bizottsdgot kérte
fel: Biré Andrds, Frenkel Péter, Kds Géza, Maga Péter (titkar), Pach Péter Pdl
(elnok), Tdth Géza. A bizottsdg szeptember 13-ai {ilésén a kovetkezd feladatokat
tlzte ki:

1. Az ABC hegyesszogii haromszogben AB < AC < BC, az A, B, C csicsok-
bol indulé magassagok talppontjai rendre Ay, By, illetve Cy. Legyen P a C1 pont
tikorképe a BBy egyenesre, és legyen QQ a By pont tikorképe a CCy egyenesre.
Mutassuk meg, hogy az A1 PQ hdromszig koré irt kor dtmegy a BC oldal felezd-
pontjdn.

2. Legyen n pozitiv egész szam. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan F halmaz-
rendszert, amely az {1,2,...,n} halmaz bizonyos részhalmazaibdl dll, és amelyre
minden régzitett, nemiires X C {1,2,...,n} mellett ugyanannyi A € F esetén lesz
AN X elemszama pdros, mint paratlan.

3. Igaz-e, hogy ha H és A a szamegyenes korlatos részhalmazai, akkor H legfel-
jebb egyféleképpen bonthatd fel A pdronként diszjunkt eltolt példdinyaira? (Végtelen
sok eltolt példdnyt is megengediink. )

A bizottsag a beérkezett dolgozatok atnézése utan, december 5-ei iilésén a ko-
vetkezd jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le: a 90 regisztralt versenyzotél
Osszesen 74 dolgozat érkezett be.

Az idei versenyen az elsé feladatot 14-en, a maésodik feladatot pedig 16-an
oldottak meg helyesen vagy lényegében helyesen, a harmadik feladat megolddsanak
kozelébe pedig egy versenyzo jutott.

Egy versenyz6 apré pontatlansagoktdl eltekintve helyesen oldotta meg az els6é
két feladatot, és hibas, de javithaté konstrukeiét adott a harmadik feladatnal. Ezért

I. dijban és 45000 Ft pénzjutalomban részesiil

Matolcsi David, a Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn. érettségi-
zett tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Kiss Géza és Kiss Gergely).

Négy versenyzd oldotta meg lényegében az els6 két feladatot. Ezért a teljesit-
ményért
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II. dijban és 20000 Ft pénzjutalomban részesiil

Beke Csongor, a Békasmegyeri Veres Péter Gimnazium 12. osztalyos tanuldja
(tandrai Sziics Gabor és Varga Mdria),

Nagy Nandor, a Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn. 12. osztélyos
tanuléja (tandrai Gyenes Zoltan, Kiss Géza és Dobos Sandor),

Velich Noéra, a Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn. 11. osztalyos
tanuldja (tandrai Fazakas Ttnde és Kocsis Szilveszter),

Weisz Maté Barnabas, a Szegedi Radndti Miklds Kisérleti Gimnazium
12. osztélyos tanuldja (tandrai Schultz Jdnos és Tigyi Istvdn).

II1. dijban és 15000 Ft pénzjutalomban részesiil

Janosik Aron, a gy6ri Révai Miklés Gimnéazium és Kollégium 12. osztélyos
tanuléja (tandra Arki Tamdas) az els6 feladat helyes és a masodik feladat némileg
hianyos megoldéasaért.

Dicséretben és 10000 Ft pénzjutalomban részesiil

Hamori Janka, a Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimnazium 11. osztélyos
tanuléja (tandrai Schultz Janos és Tigyi Istvdn) az els6 feladat helyes megoldasdért
és a masodik feladatban elért értékes részeredményekért,

Varkonyi Zsombor, a Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn. 11.
osztalyos tanuldja (tandrai Fazakas Tiinde, Kocsis Szilveszter, Pésa Lajos és Dobos
Sdndor) az els6 feladat lényegében helyes megoldasaért és a masodik feladatban
elért értékes részeredményekért.

A versenybizottsag eziton koszoni meg minden versenyzé, felkészité tanar és
a lebonyolitasban kozremi(ikodd kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratulal.”

A 2019. évi Kiirschak Joézsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasai

1. Az ABC hegyesszogi hdaromsziogben AB < AC < BC, az A, B, C cstcsok-
bol indulé magassagok talppontjai rendre Ay, By, illetve Cy. Legyen P a C1 pont
tikorképe a BB egyenesre, és legyen QQ a By pont tikiérképe a CCy egyenesre.
Mutassuk meg, hogy az A1 PQ hdromszog koré irt kor atmegy a BC' oldal felezd-
pontjdan.

Megoldas. Elészor megmutatjuk, hogy a P pont az A1 By, a Q pedig az A;Cy
szakasznak belsé pontja. Legyen A’ az A csticsnak a BB; magassdgra vonatkozd
titkorképe. Az AB < BC feltétel miatt AB; < B1C, ezért az A’ pont a B1C sza-
kasznak belsé pontja. A BA’ szakasz a haromszog belsejében halad, és P ennek
bels6 pontja, tehat P a haromszog belsejébe esik.

Jél ismert, hogy barmely hegyesszogli haromszogben a magassédgvonalak felezik
a talpponti haromszog szogeit, ezért a B1C; félegyenesnek a BB; magassagra
vonatkozé tiikorképe a By A; félegyenes. A P pont tehdt a By A; félegyenesnek
a haromszog belsejébe es6 szakaszan, vagyis az A; By szakasz belsejében helyez-
kedik el.
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Hasonléan lathatjuk, hogy AC < BC miatt @ az A;Cy szakasznak belsd
pontja.

A

B ATS——F c

Legyen BC felezépontja F'; az F'By és F'Cy szakaszok a BC oldal Thalész-
korének sugarai, ezért F'B; = F (. Szintén jél ismert, hogy az Ay, By, C1, F pontok
egy koron, a haromszog Feuerbach-korén vannak.

Vegyiik észre, hogy az F'B1 P és F(C1Q haromszogek egybevagok, mert F'B; =
=FCi, BiP=BC, =C1Q, és PBiF<<=A1B1F<x=ACiF<14=QC F<« az
Ay By F ivhez tartozé keriileti szogek a Feuerbach-koron. Tehdt

A;PF< = 180° — FPB;< = 180° — FQC < = A,QF«,

ez pedig mutatja, hogy az A1, ', P, (Q pontok egy koron vannak, ahogy az bizo-
nyitandé volt. O

2. Legyen n pozitiv egész szam. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan F halmaz-
rendszert, amely az {1,2,...,n} halmaz bizonyos részhalmazaibdl dll, és amelyre
minden régzitett, nemiires X C {1,2,...,n} mellett ugyanannyi A € F esetén lesz
ANX elemszima pdros, mint pdratlan.

I. megoldéas. Szamoljuk meg kétféleképpen, hogy hany olyan (A, B,C) ren-
dezett harmas van, melyre A és B az F halmazrendszer két kiilonbozé eleme,
C CA{1,2,...,n} pedig egy olyan nemiires részhalmaz, melyre az ANC és BNC
halmazok elemszamanak paritasa kiilonbozik.

() Eldszor is megjegyezziik, hogy barmely (véges) nemiires S halmaz részhal-
mazainak pontosan a fele paros, illetve paratlan méretii. S6t, altalanosabban,
ha T'D S egy (véges) halmaz, akkor T részhalmazainak éppen a fele met-
szi (a nemiires) S-et péros, illetve pdratlan elemszdmi halmazban (hiszen S
minden részhalmaza ugyanannyiféleképpen, 217\5|-féleképpen, egészithetd ki
T részhalmazavd). Ezt az észrevételt a megoldds sordn tobbszor is fel fogjuk
hasznalni.
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Legyen |F| = t. El6szor A és B megvalasztasaval kezdjiik: A-ra t lehetdség van,
ezutédn B-re (t — 1), hiszen A # B € F. Ezutan pontosan azok a C' nemiires halma-
zok megfelelék, melyek az AAB (nemiires) halmazt (vagyis A és B szimmetrikus
differencidjat) paratlan sok elemben metszik. Ezt a feltételt (%) alapjan a részhal-
mazok fele teljesiti (és nincs koztiik az (), igy a megfelel6 C' halmazok szdma 271
Tehét a megfelels (A, B, C') hdrmasok szdma ¢(t — 1)2"~ 1.

Most ugyanezt masféleképpen is megszamoljuk: el0szor C-t valasztjuk meg,
erre (2" — 1)-féle lehetéség van. Ezutdn az olyan (A, B) péarok lesznek megfeleldk,
melyekre |ANC| és |BNC| paritésa kiilonboz6. Az A € F halmaz tetszélegesen
megvalaszthatd, majd ezutdn a feltétel szerint éppen t/2 esetben lesz |B N C|
paritésa megfeleld (vagyis |A N C| paritdsatol kiilonbdzs). Igy a hirmasok szdma
(2™ — 1)t(t/2).

A t(t—1)2""1 = (2" — 1)t(t/2) (t-ben masodfokii) egyenlet megolddsai t = 0
és t = 2". Tehat az iires halmazon és az Gsszes részhalmazt tartalmazé halmazrend-
szeren kiviil nincs megfelel6 F.

Ez a két halmazrendszer pedig teljesiti a feltételeket: ha F az {ires halmaz-
rendszer, akkor AN X elemszama 0-szor lesz paros, 0-szor lesz paratlan; ha pedig
F az Osszes részhalmazt tartalmazé halmazrendszer, akkor () szerint barmely nem-
iires X-re AN X elemszdma 27! esetben paros, 271 esetben paratlan.

Tehét két megfelel§ halmazrendszer van: az iires halmaz és az {1,2,...,n}
osszes részhalmazat tartalmaz6 halmazrendszer. O

II. megoldas (Fleiner Zsigmond és Velich Néra megolddsa alapjan). Meg-
mutatjuk, hogy csak az iires halmazrendszer és az Osszes részhalmazt tartalmazé
halmazrendszer megfelel6.

Legyen ismét | F| = t. Készitsiink egy ¢ x 2" méretii tdblazatot, melynek sorai
az JF-beli halmazoknak, oszlopai pedig az {1,2,...,n} részhalmazainak felelnek
meg. Barmely A € F és X C {1,2,...,n} halmazok esetén az A-nak megfelel$ sor
és az X-nek megfelelé oszlop kozos mezdjébe irjunk (+1)-et, ha |A N X| péros,
illetve (—1)-et, ha |A N X| paratlan. Ebben a tabldzatban szamitsuk ki a szamok
Osszegét kétféleképpen: oszloponként és soronként is.

A feltétel szerint barmely nemiires X esetén az A € F halmazoknak pontosan
a felére lesz |A N X| péros, illetve paratlan, vagyis az X-nek megfelel§ oszlopban
a szamok fele +1, fele —1; az 6sszegiik 0. Az iires halmaz minden A € F-et a paros
iires halmazban metsz, tehat az iires halmaznak megfelel6 oszlopban mind a ¢ elem
+1. Azt kaptuk, hogy a tabldzatban az elemek 6sszege t.

Ha () € F, akkor az (-nak megfelels sorban csupa +1 all, ezek dsszege 2. Te-
kintsiink most egy tetszoleges nemiires A € F elemet és a neki megfelel sort. Mivel
az A nemiires, az {1,2,...,n} részhalmazaival vett metszeteinek éppen a fele paros,
iletve paratlan; az ilyen sorokban az elemek osszege 0. Osszességében, a téblazat
Osszege 2" ha () € F, és0, ha () ¢ F.

A kétféle osszeszamoldsbdl azt kaptuk, hogy t =0 vagy t = 2", vagyis F
az iires halmazrendszer, vagy pedig {1,2,...,n} Osszes részhalmazabdl all. Azt,
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hogy ez a két halmazrendszer teljesiti a feltételeket, ugyanigy ellendrizhetjiik, mint
az 1. megoldasban. |

3. Igaz-e, hogy ha H és A a szamegyenes korldtos részhalmazai, akkor H legfel-
jebb egyféleképpen bonthatd fel A pdronként diszjunkt eltolt példinyaira? (Végtelen
sok eltolt példdnyt is megengediink.)

I. megoldas. Megmutatjuk, hogy a kérdéses kovetkeztetés nem igaz. Rekur-
zivan felépitjitk A-t, H-t, és az E # E’ eltoldshalmazokat (mind R nemiires rész-
halmazai), gy, hogy

H= U(A—l—e): U (A+¢),

ecE e’eE’

és mind az A+e={a+e: ac A} (e € E) eltoltak, mind az A+¢ ={a+¢:
a € A} (¢! € E') eltoltak paronként diszjunktak.

Legyen el6szor Ay = {0}, By = {0}, By ={1},és Hy = (A1 + E1)U(A1 + E)) =
= {0, 1}. Innen rekurzivan haladunk tovabb. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrudltuk
avéges A, E,, E!, halmazokat gy, hogy F,, NE!, =0, A, + E, és A, + E/, minden
altaluk lefedett elemet egyszer fednek (vagyis az A+e (e € E,,) halmazok paronként
diszjunktak, és az A+ e’ (¢’ € E/)) halmazok is paronként diszjunktak). Legyen
ekkor H,, = (A, + E,)U (A4, + E]). Most egymds utan minden egyes h € H,, elemre
a kovetkezot tessziik: ha h eddig nem volt benne A, + E,-ben, akkor betesziink
Ap-be egy a, E,-be egy e elemet, hogy azok Gsszege éppen h legyen, és a korabbi
tulajdonsdgok ne romoljanak el, azaz a ne legyen a; + e; — eo alaku (ahol ezek
korédbbi elemek: a; € A, e1,es € E,), és e se legyen e; + a; — as alaku (ahol
e1 € By, a1,a2 € Ay), s6t, az 1) e ne legyen E/ -ben sem. Mindegyik feltétel véges
sok elem letiltdsat jelenti. Ugyanigy jarunk el A, + E! esetében is. fgy kapjuk
az Ani1, Eny1, E) o halmazokat, nyilvan H,, C A1+ Epq1, Hy C Ay +E) .

o0 o0 (o]

Vildgos, hogy A= U A4,, E= U E,, E'= \J E),, H=J,_, H, megfe-
n=1 n=1 n=1

lelnek, amennyiben a korlatossag is teljesiil. Azonban a korldtossagot is kdnnyen

betarthatjuk, ha minden 4j elemet a (—2,2) intervallumbdl vélasztunk a kovetkezs-
képpen: egy tipikus lépésben egy adott H,, 3 h € (—2,2) 4+ (—2,2) = (—4,4) elemet
akarunk felirni a + e alakban, ahol a € A, 41, és e € E,41 (vagy K, ). Vildgos,
hogy mivel csak véges sok letiltott elem van, 1éteznek ennek megfelel6 a,e € (—2,2)
szamok. (]

II. megoldas (Matolcsi David dolgozata alapjan). Legyen H a (—2,2) nyilt
intervallumba es6, 3-hatvany nevez6jii raciondlis szamok halmaza. Legyen A C
C (—=1,1) a £(1 — 37") alaku szdmok halmaza, ahol r nemnegativ egész. Be fogjuk
latni, hogy H tobbféleképpen is felbonthaté A-nak paronként diszjunkt eltoltjaira.

Legyen E a [—1,1] zart intervallumba esd, 3-hatvény nevezjii raciondlis sza-
mok halmaza. Ekkor A+ E ={a+e: a € A, e € E} C H (itt val6jaban egyenléség
all). Mivel A és A+ 2/3 is tartalmazza a 2/3 szdmot, ezért A-nak ez a két eltoltja
nem diszjunkt. Elég beldtni, hogy mindkett6 kiegészitheté6 H felbontdsava A-nak
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paronként diszjunkt eltoltjaira. Mivel H megszamlalhato, elég belatni, hogy ha va-
lamely ey, ..., e, € E szamokkal képzett A + e; eltoltak nem tartalmazzdk a h € H
szamot, akkor van olyan e € E szam, hogy az A + e eltolt tartalmazza a h szamot
és diszjunkt A +eq,..., A+ e, mindegyikétél.

Vilasszuk az r > 2 egész szamot olyan nagynak, hogy 3" ~2(h — ¢;) egész legyen
minden ¢ = 1,...,n esetén, tovabbd 37" < 2 — |h| alljon. Ekkor |h| — (1 —37") <
< 1, tehdt tudunk olyan el8jelet vélasztani, hogy az a =+(1—-3"") ése=h—a
vélasztédssal |e| < 1, azaz e € F legyen. Ekkor h=a+e € A+e.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy b,c € A és 1 <7 < n esetén b+ e # ¢ + e,
azaz b+h—a# c+e;, vagyisa—b+c#h—e;. Mivel h ¢ A+ e;, ezért h —e; ¢
¢ A, tehdt a = b vagy a = —c esetén készen vagyunk, hiszen ekkor a — b+ ¢ € A.
(Utébbi esetben hasznéljuk, hogy az A halmaz a 0-ra szimmetrikus.) Egyéb esetben
belatjuk, hogy 3"~2(a — b + ¢) nem egész, amibdl a kivant nem-egyenl6ség azonnal
kovetkezik.

Legyen b==+(1—-37%) és c=+(1—-37"), ekkor 3"(a—b+c)=+(3"—-1)F
(3" —377%) £ (3" — 3" %), ahol 3" egy 9-cel oszthaté egész, F1 £ 3"~ F 3"t pedig
nem, mert max(s,t) > r esetén ez vagy F1, vagy nem egész, max(s,t) < r esetén
pedig vagy F3, vagy nem oszthaté 3-mal. fgy tehdt 3"(a — b+ ¢) nem lehet 9-cel
oszthatd egész. O

Pach Péter Pal

-
—

Térbe kilépd bizonyitasok V.!

Egy olimpiai feladatjavaslat torténete

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Ez a rész egy kicsit személyesebb lesz. Egy feladatjavaslat torténetét mesé-
lem el, amit a 2010-es Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidra (IMO) javasoltam.

A kiindulé feladat

Két pontbdl inditsunk hdrom-hdrom fél-
egyenest gy, hogy bdrmelyik két, kilonbo-
28 pontbol indulo egyenes elmetssze eqgymdst;
ezek a félegyenesek négy négysziget hatdroz-
nak meg. Igazoljuk, hogy ha a négyszogek ko-
2l valamelyik hdrom érinténégyszog, akkor
a negyedik is érinténégyszég (1. dbra).

1. dbra

'A cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tdmogatdsaval késziilt.
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A feladatot sokféleképpen megoldhatjuk, példaul az el6z6 részben bemutatott
kupokkal. Hasznaljuk az 1. és a 2. dbra jeloléseit; feltessziik, hogy az ai1biaqbs,
az aybsagbs, valamint az asbiasbs, négyszogek érinténégyszogek, és ebbdl fogjuk
megmutatni, hogy az asbsasbs négyszog is érinténégyszog.

2. abra

A terviink az, hogy a ¥ alapsikunkbdl a térbe kilépbe, a négyszogekbe irt
korokre egymashoz hasonlé kiupokat illesztiink, majd megszerkesztjitk a negyedik
kipot. (A 2. 4brén olyan kipokat rajzoltam, amelyek magassaga kétszerese az alap-
koriik sugardnak; a konkrét ardnynak nincs jelentdsége.)

Az olyan kupoknak a csucsai, amelyek alapkore érinti az a; és as félegye-
neseket, egy A-bdl indulé félegyenesen vannak; jeloljiik ezt a félegyenest ci-gyel.
Hasonlban, az as és az félegyeneseket, a by és by félegyeneseket, illetve a by és b3
félegyeneseket érinté korokre emelt kipok csicsail is egy-egy félegyenesen vannak;
jelolje ezeket rendre co, dy, illetve do (2. dbra).

A ¢; és dy félegyenesek a P pontban, az a1biasbs négyszogbe irt korhoz tartozd
kip csicsaban metszik egymast. Ugyanigy, a c; és da, illetve a co és d; is metszik
egyméast a masik két kup cstucsaban, a Q és a P pontban. A feladat allitasahoz
elég azt igazolnunk, hogy a cy és a do félegyenes is elmetszi egymadst, ugyanis
a metszéspontjuk egyértelmiien meghatarozza a negyedik kupot, amelynek alapkore
érinti az aso, b, as, bz félegyenesek mindegyikét.

Legyen II az ABP haromszog sikja. A @ pont a ¢; = AP egyenesen, az R pont
pedig a di = BP egyenesen van, tehdt @, R € II. Akkor viszont a ¢y = AR és
a dy = BQ félegyenes is a II sikban fekszik.

A ¢y és a do félegyenesek Y-ra valé merdleges vetiilete az as és az ag, illetve
a by és by szogfelezbje, ezek az asboaszbs négyszog belsejében metszik egymast;
a metszéspontjukat X-ra merolegesen visszavetithetjitkk Il-re, az igy kapott pont
co-nek és do-nek kozos pontja, ami bizonyitja az allitast.

Valamikor 2009 6szén a 6-os villamoson kapaszkodva ezen a klasszikus felada-
ton gondolkodtam, akkor jottem ra, hogy a bizonyitas hiperbolikus geometridban
is elmondhat6, ha a kupok hasonlésdga helyett azt kotjiik ki, hogy az alkotoik
ugyanakkora szogben metszik az alapsikot. Hazaérve megprobaltam az észrevétel-
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bol feladatot gyartani ugy, hogy lerajzoltam az abrat a hiperbolikus sik egyik jol
ismert modelljében, a Poincaré-féle kormodellben.

A Poincaré-féle kérmodell?

A hiperbolikus sik modellje azt jelenti, hogy bizonyos dolgokat elneveziink
pontnak” pontok bizonyos halmazait ,egyenesnek”, definialjuk a pontok sorrendjét
az egyeneseken, pontok ,tavolsagat” és egyenesek ,,sz6gét”, és mindezt gy, hogy
az Osszes geometriai axiomank teljesiiljon, kivéve a parhuzamossagi axiémat, ami
helyett azt kotjiik ki, hogy barmely egyeneshez barmely rajta kiviil fekvé pontbdl
végtelen sok parhuzamos egyenest lehet hizni.

Egy korébbi, a KéMaL honlapjdn is elérhet6 cikkben [1] dsszefoglaltam négy-
féle hiperbolikus modell, a Beltrami-Cayley—Klein-modell, a Poincaré-féle kor-,
félsik- és félgombmodellek alapveté definiciéit és a modellek kozotti megfelelte-
téseket. A mostani jatékunkhoz csak a kormodell néhdny alapveto tulajdonsagara
lesz sziikség.

Vegyiink az euklideszi sikon egy korlapot, ez lesz az ,alapkor”. A kor belsejébe
es6 pontok a kormodell pontjai. A kérmodell egyenesei az alapkort merdlegesen
metsz6 koroknek az alapkor belsejébe esé ivei, beleértve az alapkor atméroit is
(3. dbra).

Két pont tavolsdgat a kovetkezdképpen definidlhatjuk: ha X és Y két pont
az alapkorre merdleges AB koriven, akkor az X és Y pontok tavolsaga

N AX-YB
AY - XB

d(X,Y) = k- |In(ABXY)| = k- ’1

(A kozépso képletben négy, egy koron fekvd pont kettOsviszonya szerepel, ami
pontosan ugyanugy fejezheté ki a hurok hosszaval, mint amikor egy egyenesre
esnek.)

A tavolsdgokndl sokkal szebb a szogek definicidja: két egyenes” szoge éppen
akkora, mint amekkoranak a modellben latszik.

N AN

N

3. dbra 4. abra 5. dbra

A modellben a tengelyes tiikrozések az egyeneseknek megfelelé korivre vald
inverzidk; ennek kovetkezménye, hogy a hiperbolikus korvonalak a kérmodellben is

2Jules Henri Poincaré francia matematikus, 1854-1912
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korvonalnak ldtszanak. A modell hatardhoz kozeledve az egyenlé nagysagi koro-
ket a modellben egyre kisebb korokkel kell lerajzolnunk; a 4. dbrdn a koérmodell
egy kicsempézése lathatd olyan egybevagd szabalyos 6tszogekkel, amelyek szogei
derékszogek, és az 6tszogekbe irt koroket is megrajzoltam.

A kormodell csempézéseit rengeteg miivészi alkotdsban hasznéltak maéar fel;
példaul az 5. dbrdn lathaté Escher® Circle Limit I cimfi fametszete.

Olimpiai feladatjavaslat

Az 6. dbrdn az 1 abra hiperbolikus valtozatat rajzoltam le: az A pont az alap-
kor kozéppontja, az ebbdl kiindulé aq, as, as félegyenesek az alapkor sugarai.
A B pont egy méasik pont a modellben, az ebbdl kiindulé félegyenesek képei az alap-
korre meréleges korivek. Az dbrat invertalhatjuk az alapkor hatdrara; a by, bo, bs
korivek meghosszabbitasai az B pont inverzén mennek at, és a modellen kiviil meg-
kapjuk az abra tiikorképét is.

6. dbra

Az abraval nem voltam elégedett. Tl nyilvanvalé volt, hogyan késziilt, a tii-
korkép abra létrejotte sem tetszett, és a képen szerepld sugarakat és koriveket sem
kénnyl megrajzolni gy, hogy metsszék egymast. Azt taldltam ki, hogy megval-
toztatom a pontok sorrendjét: az A pont nem a BB’ szakasz meghosszabbitdséan,
hanem a belsejében lesz, ettdl kezdve az abra tobbé mar nem a koérmodell része.
Az alapkor lerajzoldsara sincs sziikség. A pontok cseréje utan ez lett az 1j feladat:

Feladat. A sik A és C' pontjail az a1, as és as korivek gy kitik dssze, hogy
az AC' egyenesnek ugyanazon az oldaldn vannak, és az agy koriv az ay €s az ag kozott
helyezkedik el. Az AC' szakasz eqy B pontjabol indulnak a by, by és by félegyenesek,
ugyanabban a félsikban, mint a kérivek; a bs félegyenes by és by kdzitt helyezkedik el.

Tekintsiik a korivek és félegyenesek altal hatdrolt, mégyoldalti a1byasbs,
a1baasbs, asbiasbs, €s asbsasbs tartomdnyokat. Bizonyitsuk be, hogy ha ezek ko-
ziil valamelyik hdromba kirt lehet irni, akkor a negyedikbe is (7. dbra).

A feladatot (kicsit més betiizéssel) javasoltuk a 2010-es, Nemzetkozi Matema-
tikai Didkolimpidara, amelyet Kazahsztan 1j févarosdban, Asztanaban rendeztek.

3Maurits Cornelis Escher holland grafikus, 1898-1972.
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A pontok atrendezése miatt az eredeti, hiperbolikus geometriai megoldas méar
nem miikodik, de egy feladatjavaslathoz egyébként is illik elemi megoldasokat mel-
lékelni. Két megoldast mutatok.

1. megoldas, kipokkal

A kiindul6 feladat mintdjara, az dbraban szerepld korokre egymashoz hason-
16 kipokat fogunk illeszteni, majd megszerkesztjiik a negyedik kupot. A véltozds
az, hogy most olyan korok is szerepelnek, amelyek két rogzitett koriv ,,kozé” van-
nak irva. Megvizsgaljuk, hol lehetnek, milyen palyan mozoghatnak az ilyen koérok
kozéppontjai, és a korokre illesztett kipok csticsai.

1. lemma. Azoknak a koroknek a kézéppont-
jai, amelyek kivilrdl érintik a;-t és belilrdl érintik
a;y1-et, eqy, A-t és C-t dsszekdtd ellipszisiven van-
nak. (i =1 vagy i = 2.)

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy i = 1.

Legyen k olyan kor, amely kiviilrol érinti a;-et
és beliilrol érinti as-t, az érintési pontjai az a;
iven T, az as iven U, a kozéppontja P. Legyen
az a1 kor kozéppontja O1, az as kozéppontja Oo,
a korok sugarai r, rq, illetve ro (8. dbra).

Vegyiik észre, hogy
01P+02P:(01T+TP)+(OQU—PU):(T1 +7’)+(7’2—7’):7"1+7"2,

vagyis P rajta van az Oy, Oy fékuszu, r1 + ro nagytengelyt ellipszisen; ez az ellipszis
atmegy az A és C' pontokon, mert O1 A+ OsA = O1C + O2C =1y +1ro.

Megforditva, ha P egy pont az ellipszisnek az a; és as kozotti ivén, akkor
a P kozéppontu, r = O1 P — r; = ro — O P sugaru kor kiviilrdl érinti ai-et és be-
lilrol érinti ao-t.

2. lemma. Legyen ¢ régzitett hegyessziog, ési =1 vagy i = 2. Tekintstik azokat
a koroket, amelyek kivilrol érintik a;-t és belilrol érintik a;41-et, és emeljiink ezekre
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felfelé ezekre a korokre olyan kupokat, amelyek alkotoi ¢ széget zdarnak be a 3 sikkal.
Az igy kaphato kupok csucsai eqy, A-t és C-t dsszekitd ellipszisiven vannak.

Bizonyitas. Ismét feltessziik, hogy ¢ = 1. Illessziink az ay korre lefelé, az as-re
felfelé egy-egy kuppalédstot, amelyek alkotdi ¢ szoget zarnak be Y-val; ezek cstcsa
legyen P, illetve Q.

Legyen k egy tetszéleges kor, amely kiviilrél érinti a;j-et és beliilrdl érinti ao-t,
a kozéppontja O, az érintési pontjai az ay iven T, az as iven U. A k-ra felfelé
illesztett kip cstcsa legyen K. (9. dbra).

9. dbra

Legyen u a k és az as iv U-ban hizott kozos érintéje. Az U K félegyenes a k-ra
emelt kip, az UQ félegyenes pedig az as-re emelt kiup alkotdja. Mindkettd merdleges
u-ra, @ szoget zar be X-val, és a korok belseje felé ddl, ezért a két félegyenes ugyanaz.
Tehat a K pont rajta van az U(Q) egyenesen, és ezaltal az ay ivre illesztett kipon.

Ugyanigy lathatjuk, hogy a TK félegyenes a k-ra illesztett kiup, a TP félegye-
nes az aj-re lefelé illesztett kip alkotdja, és ezek egymdas meghosszabbitédsai, igy
a K pont az aj-re illesztett kippaldston is rajta van, tehat K kozos pontja az aq-re
és az ao-re illesztett kippalastoknak.

A cikk 3. részében lattuk, hogy parhuzamos tengelyii, azonos meredekségii
kupok kozos pontjai egy sikban vannak. Tehat a lehetséges K pontok egy rogzitett
IT sikban vannak. A két kiupnak A és C' is kozos pontja, tehat a II sik illeszkedik
az AC egyenesre.

Az 1. lemma szerint a lehetséges O pontok egy e ellipszisivet alkotnak, amely
Osszekoti A-t és C-t. Ha ezt az ellipszist Y-ra merdlegesen visszavetitjitk Il-re,
megkapjuk a lehetséges K pontokat tartalmazé ellipszisivet a II sikban.

Most térjiink ra a feladat megoldasara. A 2. lemma szerint az a; és a;41 {vek
kozé irt korokre emelt kupok csiicsai egy A-t és C-t 6sszekotd ¢; ellipszisiven vannak
(t=1,2). A b; és bjyq tvek kozé irt korokhoz tartozé kipok csicsai pedig egy B-bél
indulé d; egyenesen (j = 1,2).
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Legyen P, Q és R az a1biasbs, az a1bsagbs, illetve az asbyazbs tartomanyokba
irt korre emelt kip cstcsa; ekkor P a ¢ és dy metszéspontja, @ a ¢; és do metszés-
pontja, és R a co és dy metszéspontja. A feladat megoldasdhoz elég azt igazolnunk,
hogy co és dy is elmetszi egymadst (10. dbra).

10. dabra

Legyen II az a félsik, aminek hatdra az AC egyenes, és illeszkedik a BPR
félegyenesre. Ez a félsik tartalmazza a ¢y és ¢y ellipszisiveknek harom-hdrom pontjat
(A, C, P, illetve A, C, R), igy mindkét ellipszisiv része II-nek. Mivel ¢; dtmegy
@-n, a Q pont és a dy félegyenes is része II-nek. A ¢y ellipszisnek B belsé pontja,
ezért a BQ félegyenes elmetszi co-t. Ezzel a feladatot megoldottuk.

2. megoldas, térbe kilépés nélkiil

Az elébbi megoldédst nem nehéz tisztan sikbeli bizonyitassé alakitani. Az 1. lem-
méra most is sziikségiink lesz.

3. lemma. Vilasszunk egy tetszdleges k kort, amely kivilrdl érinti a;-t és
belilrdl érint a;1-et (i =1 vagy i = 2), a kozéppontja O, sugara r, és legyen d
az O pont és az AC' egyenes tavolsiga. Az r/d ardny nem fiigg a k megvdlasztasdtdl.

Nem nehéz észrevenni, hogy a 3. lemma a 2. lemma egyszert atfogalmazasa.

Bizonyitas. Az 1. lemmahoz hasonléan legyen i = 1, az a; kdzéppontja Oq,
az az kozéppontja Oy. Legyenek k és k' kiilonbozd korok, amik érintik a két ivet,
sugaraik 7, illetve r’; kozéppontjaik O, illetve O, tavolsdguk az AC egyenestdl d,

T r’

illetve d'. Azt akarjuk igazolni, hogy 5 = 7.

Ha k és k' szimmetrikus az O 05 egyenesre, akkor az allitds trividlis; feltehet-
jiik, hogy a két kor nem egymas tiitkorképe. A két kor érintési pontja a két koriven
legyen T', T', U és U’ a 11. dbra szerint.

Legyen a k és k' korok kiilsé hasonlésdgi pontja H. A k és az as kiilsd
hasonlésdgi pontja U, a k' és az as kiilsé hasonlésagi pontja U’; a Monge-tétel
szerint a hdrom hasonléségi pont, H, U és U’ egy egyenesen van. Hasonléan, a k

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/2 it



éf 2020.2.5 — 20:18 — 78. oldal — 14. lap KoMalL, 2020. februar ?

— P

11. dbra

és az ay bels6 hasonldosdgi pontja T, a k' és az a; belsd hasonlésigi pontja T';
a Monge-tétel szerint H, T és T’ is egy egyenesen van. A H pont tehdt a TT' és
az UU’' egyenes metszéspontja.

A TT'U'U négyszog szemkozti szogeinek osszegét osszeszamolhatjuk az OUT),
O\TT', O'T'U’ és OxU'U egyenld szart hdromszogekbdl, és lathatjuk, hogy a sz6-
gek Osszege két szemkozti csicsparndl ugyanakkora; tehat a TT'U'U négyszog hur-
négyszog. (A hiromszogek irdnyitasatdl fiiggben az dbra tobbféleképpen is kinéz-
het, ezért a teljes bizonyitdshoz tobbféle esetet is meg kell vizsgdlni.) Az ay és
a TT'UU’ kor hatvanyvonala a TT' egyenes, az ag és a TT'UU’ kor hatvanyvona-
la pedig az UU’ egyenes, tehat H a hdrom kér hatvdnypontja, és ezen a harmadik
hatvanyvonal, az AC' egyenes is atmegy.

A k és k' koroket, sugaraikat és a d, d’ tavolsdgokat egymésba nagyithatjuk
a H pontbdl, ez bizonyitja, hogy 2 = Z_:

Az 1. és a 3. lemma egyiitt megoldja a feladatot. Tegyiik fel, hogy az a;1biasbs,
a1baasbs és asbiazby tartomanyokba kort lehet irni; ezt a harom kort jelolje rendre
k1, ko, illetve k3. Sugaraik legyenek rq, ro, illetve r3; kozéppontjaik tavolsaga az AC
egyenestol dy, ds, illetve ds.

12. dbra
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Legyen e az az 1. lemma szerinti ellipszisiv, amely az as és az koriveket érint6
korok kozéppontjaibdl all, és legyen f a ba, bs félegyenesek szogfelezoje; az e és az f
metszéspontja legyen O, az O tavolsiga az AC egyenestdl d (12. dbra).

A 3. lemma, szerint T—l = r—z , tovabbd a k1 és ks kbréket a B pontbdl egymésba
lehet nagyitani, ezért —1 = 3 Legyen r==2.d==2.d. A 3. lemma szerint az O
koézéppontt, r sugari kor ermtl az as és az as 1vet is. Tovabba a ko kort a B pontbol

ugyanebbe a korbe nagyithatjuk. Ezzel megszerkesztettiik az asboazbs tartomany
beirt korét.

Asztanai koézjaték

Asztanaba megérkezve az a meglepetés ért, hogy az olimpia helyszinén létezik
egy épiilet (a neve Shabyt), ami két parhuzamos tengely(i kip metszete. A feladat-
kivélasztd bizottsdg tagjaival készitettiink is néhany fényképet rélam és a felada-
tomrol.

i

A ,Shabyt” (,IlIabbIT”, jelentése: inspirdcid) mivészeti egyetem Asztandban,
Kazahsztan févdrosaban

A zsiiriben a feladat nem volt annyira népszerii. Tobbeknek tetszett, de a tér-
geometriatdél ddzkodo csendes tobbség gyorsan kiszavazta a lehetséges nehéz jeloltek
koziil. (De azért nem ez volt a legnépszeriitlenebb feladat: a C6-os feladatot még
ennél is jobban utéltdk.)

Az olimpia megnyité iinnepsége a Fiiggetlenségi Palotaban volt, kozvetleniil
a Shabyt melletti épiiletben. A zsiiri nagy része a megnyitéra utazds kozben,
a buszrdl latta el0szor az épiiletet, amikor mar rég kivélasztottdk a hat feladatot
a versenyre.

Feladatok

1. Oldjuk meg a Kiindul6 feladatot a kérokhoz hizott érint6 szakaszok Gssze-
hasonlitasaval.

2. Bizonyitsuk be a 2. lemmat gy, hogy az a; és ag korivekre nem kipokat,
hanem olyan gomboket illesztiink, amelyek ¢ szogben metszik a 3 sikot.
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3. Bizonyitsuk be a 3. lemmat ko-
ordinatakkal.

4. Mutassuk meg, hogy a 7. abrat
inverzioval egy félgombfeliiletre képez-
hetjiik gy, hogy az ay, as, as, by, ba, b3
gorbék képei a gombon fél fokorok le-
gyenek (13. dbra). Az igy kapott gom-
bi allitast bizonyitsuk be a békaszem-
modszerrel.

13. dbra

Irodalom

[1] Kés Géza: Hiperbolikus Escher-grafikdk. K6MaL 55/1 (2005. januér), 2-10.
https://www.komal.hu/cikkek/2005-01/escher.h.shtml

[2] GT feladat. IMO Shortlist 2010, 60-63.
https://www.imo-official.org/problems/IM02010SL. pdf

Kos Géza

Viélogatas az
Emelt szintii érettségi matematikabdl —

% 24 valogatott gyakorlo feladatsor megoldassal
cimi kiadvanyunkbdl*

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert az egész szampéarok halmazéan:

9% . 3¥ =81,
(11 pont)
6x + 6y + bxy = 0.

2. A miskolci péalyaudvar utasellaté biiféjének ajtajan a kovetkezd tdjékoztatd
szoveg olvashato:

Nyitva tartds 03.30-23.30.
Miiszakatadas miatt 07.30-08.30 és 19.30-20.30 kozott zérval

a) Mekkora eséllyel talaljuk nyitva a biifét, ha reggel 7 és este 9 kozott vélet-
lenszertien érkeziink a bejaratahoz?

b) Egy vargabélest vésaroltunk 200 Ft-ért. A pénzt pontosan kiszdmolva adtuk
at a pénztarosnak. Hanyféleképpen tehettiik ezt meg, ha 20 Ft-osnal kisebb cimletet
nem adtunk, és a sorrend nem szamit?

¢) Az utanunk kovetkez6 vasarlé harom péksiiteményt szeretne venni, a kind-
lat: diés burkifli, izes levél, tiurds taska, meggyes rétes és kakads csiga. Mekkora

*B6vebb informécié: https://www.komal .hu/kiadvany/emeltszintu3.h.shtml.
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eséllyel talaljuk el, hogy mit fog vasarolni, ha azt feltételezziik, hogy mindegyik
valasztasdnak ugyanannyi az esélye? (12 pont)

3. Az abran egy egység oldalu négyzet, annak beirt ko-

re, oldalfelezé pontjai dltal meghatarozott négyzet és annak is
a beirt kore lathato.
a) Hény szézalékat szineztiik ekkor sziirkére a nagy négy-
zetnek? K /

b) Ismételjiik meg ezt az eljardst végtelen sokszor. Hény
szézalékét szineztiik igy sziirkére a nagy négyzetnek? (14 pont)

4. Egy 30 f6s osztalybol hanyféle kiilonbozé médon dllithatunk éssze
a) egy 6tf6s csoportot; (2 pont)
b) egy legfeljebb 6t-, de legaldbb kétfds csoportot; (4 pont)

¢) egy 0tf6s csoportot, ha az osztély didkbizottsdg elndokének mindenképp
benne kell lennie; (4 pont)

d) egy 6tf6s csoportot, akik koziil egy embert csoportvezetének jeloliink ki?
(4 pont)

II. rész

5. Adott a [0;9] intervallumon értelmezett f(z) = 2,/ fiiggvény.

a) Egy szabélyos hdromszog egyik csticsa az origd, egy mdsik csicsa az x ten-
gelyre, a harmadik csicsa pedig az f(x) fiiggvény gorbéjére illeszkedik. Mekkora
e haromszog tertilete?

b) Egy téglalap egyik oldala az z tengelyre, egy mdsik oldala az @ = 9 egye-
nesre, egy csicsa pedig az f(x) fiiggvény gorbéjére illeszkedik. Hatdrozzuk meg
a legnagyobb ilyen téglalap teriiletét.

¢) Az f(x) fiiggvénygorbe és az x tengely kozotti teriiletet az x = a egyenes
felezi. Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét. (16 pont)

6. Egy haromszog csucsainak koordinatai: A(—7; —2), B(11; —2), C(—1;10).

a) Adjuk meg a hdromszog mindhdrom cstcsatdl egyenld tavolsdgra taldlhatéd
K pont koordinatéit.

b) Adjuk meg a haromszog M magassdgpontjinak koordinétéit.

¢) Igazoljuk szdmitédssal, hogy az ABC hdromszogben az S stulypont harma-
dolja az MK szakaszt. (16 pont)

7. a) Két pozitiv egész szam kobének kiilonbsége 169. Melyek ezek a szamok?
b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy pozitiv természetes szdm 6todik hatvanydbol
kivonjuk magéat a szamot, a kiilonbség minden esetben oszthaté lesz a hérom
legkisebb pozitiv primszammal. (16 pont)
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8. Egy haz tizfala egy négyzetbol és egy szabalyos harom-
szogbdl all. A falat két szinnel szeretnék vakolni. A két rész
kozott a hatarvonal egy parabola lesz, amit a mellékelt dbra
mutat. A hézik6 parabola feletti részét vilagosabbra, a tobbit
sotétebbre vakoljak. A feliilet hany szazaléka lesz sotétebb ar-
nyalati? (16 pont)

/ 9. Hatdrozzuk meg azokat az x valds szamokat, amelyre
cos T és cos 2z négyzetosszege a cos 3T négyzetével egyenls.
(16 pont)

9. Van hatféle szamkartyank, mindegyikbél 1-1 darab: 1, 2, 3, 4, 5, 6. A kar-
tydkat véletlenszeriien sorba rendezve hatjegyli szamokat képeziink.

a) Igazoljuk, hogy % annak a valdszintisége, hogy az igy kapott szam oszthato
lesz 12-vel.

b) Hatérozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az igy kapott szdm a 6-os
szamjeggyel kezdddik, feltéve, hogy 12-vel oszthaté.

¢) Egy papirlapra felirjuk a szdmkartydkbdl képezhetd dsszes lehetséges hat-
jegyu szamot.

Hatarozzuk meg a papirlapra felirt szamok medidnjat. (16 pont)

Osszesllitotta:
Szamado Laszlé
Budapest

Megoldasvazlatok a 2020/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan:
a) cos2x +3-cosx—1=0, (7 pont)
b) V6 —ax —+/5—2x=1. (6 pont)
Megoldas. a)
2.cos?x—1+4+3-cosz—1=0,
2. cos’x+3cosz —2=0.
Ebbél: cosz = —2 vagy cosz = % A cosx = —2 egyenletnek nincs megoldasa, mert
—1<cosz <1 Hacosx = %, akkor x = § +2km, k € Z, vagy = — 5 + 2, l € Z.

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, tehat a kapott gyokok kielégitik az eredeti
egyenletet.
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b)r <6ésx <25 = x<25.
V66— =14++vV5—2x.

Mivel a négyzetgyok definicidja alapjan egyik oldal sem negativ, a négyzetre emelés
ekvivalens atalakitas:

6—cx=1+5—-2x+2-v5-2z,
r=2-v5—2z.
A négyzetgyok definicija alapjan x > 0.
z? =20 — 8z,
22 +8x—20=0,

x1 = —10, zo = 2. A feltétel miatt csak az x = 2 megoldés.

Az alaphalmazon ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, tehdt a kapott gyok
kielégiti az eredeti egyenletet.

2. A nem is olyan tavoli jovdben a fizika fakultdcidsok online szimuldcidban
vizsgdlhatjak toltott részecskék viselkedését mdgneses mezdben, ahol a részecskék
helyzetét derékszogil koordindta-rendszer segitségével irjak le. Két fizika fakultdci-
0s didk, Hdcé és Kacé fontos kisérletet tervez: eqy haromszog csucsaiba (A(—2; 1);
B(10;6); C(4;9)) Kdcé hdrom detektort helyez. Hdcé ekkor egy toltitt részecskét
Juttat a hdromszdg silypontjdba. A toltott részecske tomege peti-ben (peti: tomeg-
eqység a szimuldcidban) a hdromszdg teriletének és a BAC cosinusdnak szorzata.
Hatdrozzuk meg a hdromszdg sulypontjanak koordindtdit és a részecske tomegének
pontos értékét. (12 pont)

Megoldés. A stlypontra vonatko-
706 képlet alapjan:

241044

S1= 5 4,
1+6+9 16

Sg = ———— = —.

3 3

Tehat a sulypont: 5(4; 13—6) Az dbra je-
16léseit kovetve: a haromszog teriiletét
megkapjuk, ha a koré irt téglalap te-
riilletébdl kivonjuk a derékszogii harom-
szogek teriiletét. fgy:

R N S N S

12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1
T —-8.12—--.6-8—-.6-3—--12-5=133.
ABc =8 2 6-8 5 6-3 5 5 =33

AC(6:8), igy |AC| = 10; AB(12;5), igy |AB| = 13.
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Az ﬁ és E vektorok skaléris szorzatat kétféle modon felirva:
AC - AB = |AC|-|AB| - cosa =612 +8 -5 = 112,

ekkor cosa = %. Tehat a részecske tomegének pontos értéke: % peti.

3. Pébé tandr ur, a C osztdly osztdlyféndke lelkesen érkezett a reggeli drdra.

— Képzeljétek, megdlmodtam a matematika emelt szinti érettségi dtlagunkat!

~ Es mennyi volt, tandr ur?

— Azt sajnos elfelejtettem, de emlékszem, hogy a D-sek dtlaga szabdlyos koze-
litéssel 84,3, az E-seké 85,1, a hdrom osztdly dtlaga pedig 87,9 wvolt. Tudjuk, hogy
a D-bél 11-en, az E-bol 14-en, tolink pedig 24-en irnak emelt szinti érettségit.
Ebbil mar ki lehet szamolni az osztdlydtlagot.

a) Mennyi a C-sek osztdlydtlaga eqy tizedesjegyre kerekitve, ha minden didk
érettségi eredménye csak egész szdazalék lehet? (8 pont)

A Szalagavatd nyitdtancdban a C-sek 20%-a, a D-sek 25%-a vesz részt. Az
eqyik sziinetben 4 f6 C' osztdlyos és 2 f6 D osztdlyos tanulo vdsdrolt pizzdt a biifében.

b) Mennyi annak a wvaldszindsége, hogy kozilik pontosan ketten tdncolnak
a nyitdtdncban? (6 pont)

Megoldas. a) Legyen a D-sek szizalékainak osszege d, az E-seké e, a C-seké
¢, a hdrom osztalyé pedig h. A kerekités szabdlyainak megfelel6en:

d
84,25 < 11 < 84,35 = 926,75 < d < 927,85,

fgy d = 927,
85,05 < % < 85,15 = 1190,7 < e < 1192,1,

igy d = 1191, vagy d = 1192,
h
87,85 < ) < 87,95 = 4304,65 < h < 4309,55,

igy h lehet 4305, 4306, 4307, 4308, 4309. Foglaljuk a kapott eredményeket egy

tablazatba:
h d e c Citlag
4305 | 927 | 1191 | 2187 | 91,125
4305 | 927 | 1192 | 2186 | 91,083
4306 | 927 | 1191 | 2188 | 91,167
4306 | 927 | 1192 | 2187 | 91,125
4307 | 927 | 1191 | 2189 | 91,208
4307 | 927 | 1192 | 2188 | 91,167
4308 | 927 | 1191 | 2190 | 91,250
4308 | 927 | 1192 | 2189 | 91,208
4309 | 927 | 1191 | 2191 | 91,292
4309 | 927 | 1192 | 2190 | 91,250
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(A tablazatban ac =h —d —e és a Cyglag = i képleteket alkalmaztuk.) Tehdt
a C-sek atlaga 91,1; 91,2 vagy 91,3 lehet.

b) A binomidlis eloszlds képletét felhasznalva:
1) Mindketten D-sek:

2 9 o (4 0 4 16
= -0,25°-0,75" - -0,2" - 0,8 = — = 0,0256.
PbD (2) ’ ) (O) ) ) 625 )

2) Mindketten C-sek:

= .0.22 . . - 0.25" - = — = 4.
pPcC <2) 0, 0,8 (O) 0, 5 0775 625 0,086

3) Egyikiik C-s, mésikuk D-s:

4 e 96
= -0,2-0,87 - -0,25-0,75 = — = 0,1536.
pco <1) ) 3 (1> ) y 625 )

fgy annak valészintisége, hogy pontosan ketten tancolnak a nyitétancban:

16 54 96 166
= —_— —_— _—— = 2 .
P= 5625 T 625 T o5 T gos 12090

4. Adottak az f: R— R, f(x) =23 -8 ésag: R =R, g(x) =4 — 2z fiigg-

vények.
a) Adjuk meg a go f figguény x = 2 abszcisszdji pontjdba hizott érintd egyen-
letét. (7 pont)
b) Adjuk meg a lim L hatdrértéket. (5 pont)
z—2 9

Megoldas. a) Legyen h = go f, ekkor h(z) =4 — 2 (23 —8) =20 — 223. Az
adott pontba htuzott érint6 irdnytangense a fiiggvény derivéaltjanak helyettesitési
értéke az adott helyen:

W (z) = —6a”; 1/ (2) = —24; E(2;4),

Az érint6 egyenlete: y —4 = —24- (x — 2) < 24x+y—52=0.

- —2)-(a? +2z+4 2422 +4
b lim 8:11111(15 )(I+I+):hmw:,6.
z—24 — 21 r—2 —2(,@—2) T—2 -2
II. rész

5. Két birkozo egyesiilet kozds bajnoksagra készil. A felkésziilés sordan eldirds
a napi 8 ora alvds. A korabbi felkészilések soran kiderilt, hogy a felkészilés ha-
tékonysagdt jelentdsen befolydsolja a regenerdlddasra forditott idd. A szakemberek
megdllapitottdk, hogy a hatékonysdgot az E(t) = t3- (3,2 —t) fiigguénnyel lehet le-
irni, ahol t a regeneraléoddsra forditott idd.
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a) Mennyi id6t forditsanak a regenerdldddsra, hogy a felkészilés a lehetd leg-
hatékonyabb legyen? (8 pont)

A bajnoksdgot kieséses rendszerben folytatjak le, a parokat minden egyes mér-
kbzés eldtt véletlenszeriien sorsoljak. Az elséd pdar sorsoldasakor % a valoszinisége
annak, hogy mindkét versenyzd az A egyesiilet tagja. Két mérkdzés utan, ahol eqy
résztvevdt az A, hdrom résztvevdt pedig a B egyestiletbdl sorsoltak ki, ugyanakko-
ra valosziniséggel sorsoljak mindkét versenyzét az A egyestiletbél, mint a B egye-
stiletbol.

b) Hanyan indultak a bajnoksdgon az egyes egyesiiletekbdl? (8 pont)

Megoldas. a) E(t) = 3,2t3 — t*. A fiiggvény szélséértékét a derivalt segitsé-
gével hatarozzuk meg:
E'(t) = 9,6t — 413,

A fiiggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja nulla és a mésodik derivalt
nem nulla:

9,6t — 4t3 = 0,
42 - (2,4 —t) =0,

t = 0vagy t = 2,4. A masodik derivalt: E”(t) = 19,2t —12t?, E"(0) = 0 és E"(2,4) =
— 9304 < 0.

Mivel ¢t € [0;16], meg kell vizsgdlnunk a fiiggvény helyettesitési értékeit az in-
tervallum hatéraiban: E(0) =0 és F(16) = —52428,8. Tehdt a felkésziilés akkor
a leghatékonyabb, ha a regeneralddasra forditott id6 2,4 dra.

b) Mivel két mérkdzés utdn megegyezik annak a valdszintisége, hogy mind-
két versenyzot az A, illetve a B egyesiiletbdl sorsoljak, ezért két mérkozés utan
ugyanannyi versenyzé maradt az A egyesiiletbdl, mint a B egyesiiletbél. Legyen
ez a szam z. Ekkor eredetileg = 4+ 1 versenyz6 indult az A egyesiiletbdl és x + 3
versenyz0O a B egyesiiletbdl, tehat 6sszesen 2x + 4 versenyzo6 indult a bajnoksagon.

Ekkor az A egyesiiletbél (x—gl)—féleképpen valaszthattuk a két versenyzot,

az 0sszes versenyzo koziil pedig (21; 4) -féleképpen. fgy annak valészintisége, hogy

az elsd par sorsolasakor mindkettot az A egyesiiletbél valasztottak:

z+1 (z+1)x

() 7 e 1

() 20 T e T o
2

Ebbél 622 — 29z — 42 =0, 21 = — &;
Ellendrzés: Ha az A egyesiiletb6l 7, a B egyesiiletbél 9 versenyzé indult,
akkor két A-beli versenyzét valaszthatjuk (;) = 21-féleképpen. Két versenyzot

Osszesen (126) = 120-féleképpen vélaszthatunk. Annak valésziniisége, hogy mindkét
21 _ 7

120 — 40°

Tehat az A klubbdl 7-en, a B klubbdl 9-en indultak a versenyen.

r9 = 6. Nyilvan csak az © = 6 lehet megoldas.

versenyzot az A klubbdl vélasztottuk:
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6. Egy paralelogramma alaku fives terilet oldalai 50 m és 34 m, az oldalak
végpontjait 6sszekdtd atlo 56 m hosszu. Az atlo eqy pontjdba eqy dnmiikodd locso-
[0 berendezést helyeziink, amely a tertlet barmely pontjdbol eléri barmely mdsik
pontjat, és ha a tdvolsdgot bedllitottuk, akkor egy koron belil mindent lelocsol.

a) Legaldbb mekkora teriletet kell kézzel locsolni, ha a locsold berendezés a te-
rilet hatdardn tul nem locsolhat? (10 pont)

A fiives teriileten egy kor alaki virdgagydst alakitanak ki. A virdgdgydst két
egyenes gyalogut szeli dt, amelyek eqy a koron kivili P pontban metszik egymdst.
A wirdgagydst az eqyik gyalogit az A és B, a mdsik gyalogut a C és D pontokban
metszi. Tudjuk, hogy PA =3 m, AB =5 m, valamint PD = PC 4 10 m.

b) Mekkora a PD tdvolsdg? (6 pont)

Megoldas. a) Keressiik azt a kort, amely a paralelogramméba beirhatd, ko-
zéppontja az atlon van és sugara a legnagyobb. Ez a kor a paralelogramma két
szemkozti, hosszabb oldalat érinté kor, ebbdl kovetkezden — szimmetria okokbol —
kozéppontja a paralelogramma atléjanak felez6pontja lesz, hiszen barmely mas ko-
zéppont esetén a kor sugara kisebb lesz, vagy metszi valamelyik oldalt a két szem-
kozti oldal koziil.

Felirva a cosinustételt az AC'D haromszog C'D oldalara:

DC2 = AC? + AD? —2- AC - AD - cos a, D
34> = 50% + 56® — 2- 50 - 56 - cos v, B
COSOé—é
0 At 0 C

Mivel a0 < 90°, ezért
, (A ;3
sina = (=] ==
5 5 B
Mivel az érint6 meréleges a sugérra, ezért az AOFE derékszogli hdromszogben:
84
T:AO-sinazgzl&Sm.

Ekkor a kor teriilete: 886,7 m?.

A paralelogramma teriilete:
1 ) 1 3 9
TABCD:2-§-AC-AD~smoz:2-5-56-50-321680m .
Tehat kb. 793,3 m? teriiletet kell kézzel locsolni.
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b) A kiilsé pontbdl a kérhoz huzott szeld
és érinto szakaszok tétele alapjan:
PA-PB=PC-PD,
D * 24 =2z (z+10),

3 2?4+ 10z — 24 = 0,

T =2; x9=—12.
B Tehat a PD tévolsdg 12 m.

7. a) Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos pdratlan szdmok reciprokainak kilonb-
sége egyenld a szdmok szorzata reciprokdnak kétszeresével. (4 pont)

1 1 1 .
Adott az 77 + 7= + 75 T - - - végtelen sor.

b) Bizonyitsuk be, hogy az n-edik részletisszeg:
_n
C3n+1

(8 pont)

¢) Adjuk meg a lim (S,) hatdrértéket. (4 pont)
n— oo

Megoldas. a) Legyenek a szomszédos paratlan szamok: 2k — 1 és 2k + 1.
1 1 2%k+1—(2k—1) 2

%k —1 2k+1 (2k—1)-(2k+1) (2k—1)-(2k+1)

b) A nevezdkben taldlhaté szorzatok elsd tényezdi egy olyan szédmtani sorozatot
alkotnak, amelynek els6 eleme 1, kiilonbsége 3. Igy a részletosszeg i-edik tagjanak
nevezdjében taldlhaté szorzat elsd tényezdje: 1+ (i — 1) - 3 = 3i — 2. Tehdt a rész-
letosszeg i-edik tagja:

1
(3i—2)-(3i+1)

Mivel
1 1 3i+1-(3i—2) 3

3i—2 3i+1 (3i—2)-3i+1) (3i—2)-3i+1)

a részletosszeg i-edik tagja:
1 1 1
3 \3i—-2 3i+1)°

fgy az n-edik részletosszeg:

Ly Ly ! =
1-4 4.7 710 (Bn—2)-Bn+1)
U N U S U B S 1\
3 \1 4 4 7 7 10 3n—2 3n+1)
1 1 1 1 3n n
3 3n+1) 3 3n+1 3n+1°
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Megjegyzés. A bizonyitas természetesen teljes indukciéval is elvégezhetd.

n
n = 1 1
lim (S,) = i = 1 n = li = -
¢) im () 1 (3n+1) nggo<3:_~_l> e <3+%> 3

n—oo n—r oo
n

8. Az abran egy nemzetkézi fogdsz kongresszus emblémdja

. , ®©@ ©
lathato. ~
Az alakzatot az alabbi fligguvények grafikonjai hatdroljdk:
1 1
f:R—R, xr—>1x472z2+2 és g: R—R, xH%x +4.
a) Hatdrozzuk meg a figguények grafikonjainak metszéspontjait. (2 pont)

b) Mekkora az embléma teriilete, ha a koordindta-rendszer 1 egysége a valdsdg-
ban 1 cm-nek felel meg?

A konferencian eqy asztalhoz kerilt hat fogorvos, akik orommel dllapitottdk
meg, hogy valamennyien részt vesznek egqy programban, amelyben hasznos kezelési
eljarasokat osztanak meg eqymdssal. Ennek keretében a hat fogorvos is kapcsolatban
all egymdssal, mindegyik mindegyikkel. A kapcsolattartas két hdlozaton keresztiil
folyik, de két fogorvos eqymds kézott mindig ugyanazon a hdlézaton kommunikdl.

(8 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy az asztalndl helyet foglald hat fogorvos kézétt van hdrom
olyan, aki egymds kézt ugyanazon a hdlozaton kommunikdl. (6 pont)

Megoldas. a)

1
-2 2=— 4,
z? 4 36:c+

9z — 7322 — 72 =0,

A két gyok koziil csak 22 = 9 ad megoldast, igy a met-
széspontok: ( - 3; —) (3 —)

b)

3
1 1
-3

B i5_73$3_x3 |23 T3
|20 108 s |20 4

121
=|-—| =242

5 )

Tehét az embléma teriilete 24,2 cm?.
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¢) Jelolje a halézatokat Hy, illetve Hs. Vdlasszunk ki egy fogorvost. Mivel két
halozat van és 6t partner, ezért a skatulya-elv értelmében a fogorvos az egyik ha-
lézaton legaldbb harom kollégaval kommunikal, legyen ez a halézat H;. Ha az igy
meghatarozott legalabb harom fogorvos kozott van ketto, aki egymassal a Hy halo-
zaton kommunikél, akkor ¢k és az eredetileg kivalasztott fogorvos alkotja a keresett
harmast, hiszen 6k egymas kozott a Hy halézaton kommunikélnak. Ha a legalabb
harom fogorvos kozott semelyik ketté nem kommunikal egymas kozt a Hy héloza-
ton, akkor 6k egymads kozott csak a Hy halézaton kummunikalhatnak. fgy viszont
lesz kozottitk harom olyan, aki egymas kozt a Hy halézaton kommunikal.

9. Egy figgonytarto rid kupban végzddik. Régzitd elemként eqy R sugarid gom-
bot kuposan dtfirunk gy, hogy pontosan illeszkedjen a rid végére, majd az igy ka-
pott testet rahizzuk gy, hogy a kip tengelye atmenjen a gomb kozéppontjan. A rog-
zitéelem magassdga 7 cm, a felsé alapkore r1 = 3 cm, az alsé alapkére ro = 4 cm
sugary.

a) Hatdrozzuk meg a régzitéelem felszinét és térfogatdt. (10 pont)

Az druhdzban a figgonytartd rudakat négyféle szinben (arany, ezist, fehér,
fekete), a rigzitdelemet hdromféle szinben (arany, zold és piros), a figgionyiket
dtféle szinben (arany, ezist, fehér, zéld, piros) druljdk.

b) Hdnyféle kombindcidt lehet dsszedllitani, ha az az el8irds, hogy legaldbb
az eqyik elem aranyszind legyen és a rid két végén lévd rogzitdelem azonos szinid?

Megoldas. a) 1. eset: a gomb kozéppontja az alapkorok kozott van.

A kapott test egy gombréteg, amelybél kivagtak egy csonkakupot. Az 1. dbran
lathaté QAK és PBK haromszogekre felirjuk Pitagorasz tételét:

(7T—2)?+3>=R> ¢ a°>+4>=R>
A két egyenletet kivonva egymaésbdl:
14x — 42 =0,
r = 3.

Ekkor R =5 cm.
A csonkakiip alkotéjara felirva a Pitagorasz-tételt: 72 + 12 = a2, igy a = 5v/2.
A rogzitelem felszine a gobmbov és a csonkakuppaldst felszinének Gsszege:

A =21rRm + 7(ry + ro)a = 707 4 35v2m ~ 375,4 cm?.

A rogzitéelem térfogatat megkapjuk, ha a gombréteg térfogatabdl kivonjuk
a csonkakup térfogatdt:
434 259

V= %m(m2 +3r7 +3r3) — gm(rf + 75+ i) = z T A8 cm?

2. eset: a gomb kozéppontja nincs az alapkorok kozott.

A kapott test egy gombréteg, amelybdl kivagtak egy csonkakiupot. A 2. dbrdn
lathaté QAK és PBK héaromszogekre felirjuk Pitagorasz tételét:

(T+2)>+3*=R> és a2>+4>=R>
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1. dbra 2. abra

A két egyenletet kivonva egymasbdl:
1dx +42 = 0,
T = -3

Tehat ebben az esetben nincs megoldas.

b) A kombinécidk szdmat igy hatdrozzuk meg, hogy az dsszes lehetséges eset
szdmabol kivonjuk a komplementer esemény (nincs aranyszinfi elem) lehetdségeinek
szamat.

Osszes lehetéség: négyféle riid, hdromféle rogzits elem és Gtféle fiiggony, Ossze-
sen: 4 -3 -5 = 60.

Komplementer: haromféle rud, kétféle rogzité elem, négyféle fliggdny, Osszesen:

3-2-4=24.
Tehat 6sszesen 60 — 24 = 36 olyan kombinacié van, amelyben valamelyik elem
aranyszint.
Balga Attila
Budapest
Matematika feladatok megoldasa ‘
B. 4973. Legyenek ay,as,...,as01s olyan nemnegativ valds szamok, amelyek
dsszege 1. Adjuk meg az
S = Z aiaj
i#£], ilj
0sszeg lehetd legnagyobb értékét.
(6 pont) (Argentin feladat alapjin)
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I. megoldas. Eloszor belatjuk, hogy a legnagyobb 6sszeg elérhetd olyan a;
szamokkal, amelyekre igaz a kovetkezo: ha a; és a; pozitiv szdmok, és 7 < j, akkor
il]7.

Legyen S egy olyan 6sszeg, amelynél van olyan i és j, hogy i1 j, j1i,dea; >0
és aj > 0.

Egy olyan ,cserét” fogunk definialni, ami az S Osszeget nem csokkenti. Le-
gyen s;, illetve s; azon ay szdmok Osszege, melyeknek indexével i, illetve j valédi
0szt6, vagy valddi tobbszoros relaciéban all, azaz

S; = Z ak, illetve 55 = Z ay.
ki k#j
(i|kVk|i) (41kVE|F)

Ekkor i1 j és j{¢ miatt s;,-ben nem szerepel a;, és s;-ben nem szerepel a;.

S = Zakal

k£l
K|l

Legyen s; > s;. Az

Osszeget bontsuk harom részre; az els6 részben legyenek azok a kéttényezos szor-
zatok, amelyeknek valamely tényezdje a;, a masodikban azok, melyeknek valamely
tényezdje a;, mig a harmadik ,maradék” rész alljon azokbdl a szorzatokbdl, ame-
lyeknek egyik tényezdje sem a; vagy a;, azaz

S =a;s; +a;s; + Z apay.
,maradék”
Ha most a;-t kicseréljiik aj = a; + aj-re, mig a;-t a} = 0-ra, akkor az ij
S’ sszegre (mivel a maradék, i, j-tdl fiiggetlen rész nem valtozik)

! / /
S§'— S =ajsi+ajs; —a;si —ajs; = (a; + aj)s; — a;s; — ajs; = aj(si — s5) = 0,

tehat az S 6sszeget nem csokkentettiik.

Mindaddig, amig van olyan i és j, hogy i1 j, j 1 ¢, de a; > 0 és a; > 0, hajtsuk
végre a fent definialt cserét. A cserék nem folytatédhatnak a végtelenségig, mivel
a pozitiv ai-k szama minden csere sordn 1-gyel csokken; emiatt legfeljebb 2017
lépés utdn nem tudunk tobbet cserélni. Ekkor valéban teljesiil, hogy ha a; és a; 0-
61 kiilonboz6 szémok, és i < j, akkor i | j. A tovdbbiakban mdr csak ezzel az esettel
fogunk foglalkozni.

Legyenek a pozitiv a; szamok indexei novekedd sorrendben i1, s, . . ., ig. Pozitiv
szamok korében ha j valédi tobbszorose i-nek, akkor 2-¢ < j. Emiatt az i1, 40, ...,k
index-sorozatnak legfeljebb 11 tagja lehet, hiszen 1 =20 < 41;2 = 2! < ip;4 =22 <
<is;...; 1024 = 219 < 4yq és a 12-edik tag esetén 2018 < 2048 < 15 lenne.

Tizenegy ilyen tag viszont kivalaszthatd, ha példaul a 2018-n4l kisebb 2-hatva-
nyokat vessziik; ekkor a pozitiv tagok: a1, as,aq,...,a3n,...;a1024.

Vizsgéljuk meg, hogy 1 < k < 11 darab pozitiv a; tag esetén mekkora a maxi-
malis (k-tdl fiiggd) S = Sy Osszeg.
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Fel fogjuk hasznalni a szamtani és a négyzetes kozép kozotti Osszefiiggést.
Ennek alapjan a nemnegativ, 1 6sszegl ¢; szdmokra:

1 catet...te <\/c;f—|—c§—|—...—|—c%
no n h

)

n

innen rendezéssel adédik:

1
Eécf—l—c%—l—...—i—ci

(és az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = ¢y = . ..

I
o
3
Il
3=
\._/

S, = Ajy Gy + Q4 Ay + o+ A4y Q4 =

(ai1+ai2+ai3+...+aik)2—(afl+a?2+a§3+,,,+a2)

ik

2
1
1—(a?1+a32+a§3+...+afk) - L—2
N 2 o2

Mivel nyilvan Sy < Sk41, akkor kapjuk a lehet6 legnagyobb S-et, ha a lehetd
legtobb, azaz pontosan 11 pozitiv a; tagunk van. Ekkor

S =51 < 11— —

L
11

Osszegezve: S maximuma 77 €s ez meg is valésithat6, haa; =ax =as = ... =

és az egyenlOség pontosan akkor teljesiil, ha mind a 11 pozitiv a; tagra a; =

—agn—...:a1024:ﬁ.

Molndr Bdlint (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Soroljuk az 1,2,3,...,2017,2018 szamokat a Hy, Hy,...,Hig
csoportokba aszerint, hogy multiplicitassal szamolva hany primosztojuk van. Az 1
keriiljon Hy-ba, a primszamok H;-be, a primszamok négyzetei, és azok a szamok,
amelyek két kiilonb6z6 prim szorzataként allnak elo keriiljenek Hy-be és igy tovabb.
(Példdul 24 = 23 -3 a Hy-be keriil, és ha egy n Osszetett szam primfelbontdsa
n= p’fl -p§2 S -pf’, akkor az a Hjy,yp,+.. +k csoportba kerill, mig az utolsé
csoport: Hyp = {219;29 - 3} = {1024; 1536}.)

A csoportok szdma valéban 11 lesz, mert 2!! = 2048 > 2018 miatt nincs olyan
szémunk, melynél a (multiplicitdssal szamolt) primoszték szdma 10-nél t6bb.

Ha az i # j szdmokra i | j, akkor ¢ és j mds-mds csoportba keriilnek, hiszen
i-nek (multiplicitdssal szdmolva) kevesebb primosztdja van, mint j-nek.

Legyen 0 < ¢ < 10 esetén b; = > a;. (Példaul by = a1, b1 = az +az +as +
JEH;
+a7 + ...+ a7, mig big = ai024 + a1536-)

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/2 93



éf 2020.2.5 — 20:18 — 94. oldal — 30. lap KoMalL, 2020. februar ?

— P

Tekintsiik a

B= % bibi=bobi +bobs +bobs + ...+ bobio
0<k<I<10

Osszeget. Legyen i € Hy; j € Hy; i# j; i]j. Ekkor a kéttényezOs a;a; szorzat
abyby=(..+a;+...)(...+a; +...) zardjel-felbontott alakjanak valamely tagja.
Emiatt

(bo + by + ...+ bio)” — (B3 + b3 + ... +b3)
5 :

S<B= Z bb, =

0<k<iIL10

Erre az osszegre (az el6z6 megolddsban leirt médon) adédik:

2 1
<(b0+b1+...+b10) —(b%+b%+...+b%0)<l—ﬁ:7
= 2 ) 11°
Masfelsl az S = 2 elérheté az a1 = a2 = a4 = as = ... = azn = ... = Q1024 =

= 1—11 valasztassal.

Jedlovszky Pdl (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) és

Szabé Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Jedlovszky P&l a masodik megoldassal ekvivalens sajat megoldasdban
az ott definidlt Ho, H1, ..., Hio halmazokat tgy vette fel, hogy Ho = {1}; H1 = {2;3};
Hy = {4;5;6;7}; ...; Hio = {1024;1025;...;2018} legyen, mig T'dth Baldzs (Budapesti
Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) egy 2018 cstcsu (1-2018-ig cimkézett) graf
csticsait szinezte meg 11 szinnel aszerint, hogy a megfeleld cimke-szdmoknak (multiplici-
téssal szdmolva) hdny primosztéja van.

Osszesen 37 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 14 versenyzé: Beke Csongor, Dobék
Déniel, Fiiredi Erik Benjamin, Gy6rfly Agoston, Hegedtis Daniel, Jedlovszky Pal, Marton
Dénes, Molnar Balint, Nagy Nandor, Szab6 Dévid, Téth Balazs, Tubak Déniel, Varkonyi
Zsombor, Weisz Maté. 5 pontos 4, 4 pontos 7, 3 pontos 3, kevesebb tovabbi 9 tanuld
dolgozata.

B. 5017. Van-e olyan f: R — R fligguény, amely teljesiti a kovetkezd tulaj-
donsdagokat?

(1) &1 # xo esetén f(x1) # f(x2) teljesiil,
(2) léteznek olyan a,b > 0 konstansok, melyekre bdrmely x € R esetén

o~ =

F(a?) = (flaz +1b))* =

(4 pont)
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Megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik a feladat kovetelményeit kielégitd fligg-
vény és a hozzd tartozd a és b pozitiv konstansok. Keressiik meg azokat az x széa-
mokat, amelyekre 22 = az + b.

E mésodfoki egyenletnek — mivel a és b pozitivak — két (kiilonboz6) megoldasa
van, legyenek ezek x1 és xo. Az x1 és x5 nem egymas ellentettjei, hiszen a # 0. Ekkor
i = 1,2 barmelyik értékére

£(a?) = (Flaai+0)* = £(a) = (7)) > 7.
azaz
2
0> (1) - 1lat) 4 g = (1) - 5 ) -
Ez csak akkor teljesiil, ha f(m%) = %, vagyis f(x%) = % = f(x%) Mivel x1 # +xo,

azért a fliggvény két kiilonbozé (a:% és x%) helyen is felveszi ugyanazt az értéket,
ami ellentmond a feladat els6 feltételének. Tehat a kérdéses fiiggvény nem létezik.

Téth Bdlint (Kaposvari Téncsics M. Gimn., 9. évf.)

35 dolgozat érkezett. 4 pontos 28, 3 pontos 3, 1 pontos 1, 0 pontos 3 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kéz6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(649-653.)

K. 649. Egy gyorsvonat és egy személyvonat egymadassal szemben halad két
parhuzamos viganyon. A vonatok egyforma hossziak. A sinpélyan van egy alagiit,
amelynek két bejaratdhoz egyszerre érnek a vonatok. A gyorsvonat innen szamitva
3 mésodperc, a személyvonat 6 masodperc alatt ér be teljes terjedelmében az alag-
utba. A vonatok az alagutban az alagit elérésének pillanatatol szamitva 18 mé-
sodperc mulva taldlkoznak egymassal. Hiny méasodperc alatt haladnak el egymas
mellett? A taldlkozastdl szamitva hany masodperc elteltével ér ki a gyorsvonat,
illetve a személyvonat az alagutbdl teljes terjedelmében?

K. 650. Az dbran lathaté kis négyzet oldala 3 cm,
a nagy téglalap oldalai egész szamok, és az egyik 2 cm-
rel hosszabb a mésiknal. A téglalap és a négyzet olda-
lai parhuzamosak, kozéppontjuk egybeesik. A satiro-
zott tertilet ugy keletkezett, hogy a kis négyzet oldalait
meghosszabbitottuk az egyik irdnyba, és ahol a nagy
téglalap oldalait ezek elmetszették, azokat a pontokat
kotottiik Ossze. Lehet-e a satirozott teriilet nagysaga
(cm2-ben mérve) paros szam?
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T K. 651. Az abrdn lathaté teriiletekre telje-
u YT kil hogy Ty Ty i T3 =2 : 7: 3. Mennyi az  és v,
T illetve az u és v szakaszok aranya?
Y
v 7‘!3

K. 652. Egy dobozban sarga, kék és piros golydk vannak, mindegyikbél 10-10
darab. Hanyféleképpen oszthatjuk szét ezeket egy 10-es és egy 20-as csoportra gy,
hogy mindkét csoportban mindegyik szinti golyébdl legyen legaldbb egy? (Az azonos
szin{l golydkat nem tudjuk egymdstél megkiilonboztetni.)

K. 653. Tudjuk, hogy 1/av/ay/a = bés a,b > 1 egész szdmok. Adjuk meg a+b
minimélis értékét.
L1

Bekiildési hatarid6é: 2020. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A C pontversenyben kittizott gyakorlatok
(1588-1594.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1588. Legyenek az ABCD négyszog AB, illetve AD oldalainak A-hoz ko-
zelebbi harmadolépontjai E és F, a BC oldal B-hez kozelebbi harmadolépontja
pedig G. Tiikrozziik a G pontot E-re, majd az igy kapott titkorképet F-re. Igazol-
juk, hogy a kapott tiikorkép réesik a négyszog valamely oldaldra. Melyik oldalon
van, és milyen aranyban osztja azt?

C. 1589. Oldjuk meg a valés szamparok halmazan az alabbi egyenletet:

2
1
(y2+y—$—1)2+<x+x> =4.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
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Feladatok mindenkinek

C. 1590. Oldjuk meg a pozitiv egész szamokbdl 4116 szamharmasok halmazén
az alabbi egyenletet:

(a+ 1" (b+1)" (c+1)" = (40a + 1) - (40b + 1) - (40¢ + 1).

C. 1591. Egy haj6 koordinatai x = 2, y = 0. A szemkozti tengerpart az y =
=2z + 1 egyenletli gorbe mentén hizddik. Mekkora szogben térjen el a hajé
az északi irdanytdl, ha azt szeretnénk, hogy a part legkdzelebbi pontjat egyenes
uton elérje? (Tegyiik {61, hogy az x tengely kelet irdnydba mutat.)

C. 1592. Anglidban két jébarat elindult megkeresni egyikiik elveszett jegygyi-
riijét. Azt ugyan nem talaltdk meg, de a fémkeresével néhany VIII. Henrik idejébél
szarmazo aranypénzre bukkantak, amelyek 100000 fontot hoztak a két jobarat-
nak. A kiting allapotban megmaradt 1 fontos érmék évi atlagos értéknovekedése
az 500 év alatt 1,42% és 1,43% kozott volt. Hany érmét talalhattak?

Feladatok 11. évfolyamtél
C. 1593. Egy haromszog két oldala 3 cm, illetve 4 cm hosszi. Mekkora a két

oldal altal bezért szog, ha a hozzdjuk tartozé silyvonalak merélegesek egymasra?

C. 1594. Egy rendezvény nézoterének elso sordban 24 szék van. Ezek koziil 20
maér foglalt. Mekkora annak a valészintisége, hogy van 2 iires hely egyméas mellett?

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5078-5085.)

B. 5078. Definialjuk az ay, as, ... sorozatot a kovetkezo rekurzioval:

n+1
n—1

a1 =1, a,= (a1 +as+...4+an_1), han>1

Hatarozzuk meg asgog értékét.
(4 pont)

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/2 97



GF 2020.2.5 — 20:18 — 98. oldal — 34. lap KoMalL, 2020. februar ?

— P

B. 5079. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a
6
log, logs « + logs log, © = logy @

egyenletet.
(3 pont) Javasolta: Bird Balint (Eger)

B. 5080. Az ABC egyenld szari haromszog AB alapjanak felez6pontja D,
AC szardnak C-hez kozelebbi harmadolépontja H. A BCH kor a C'D egyenest
a C és az X pontban metszi. Mutassuk meg, hogy CX = %r, ahol r az ABC' kor
sugara.

(4 pont)

B. 5081. Egy haromszogben az a és b odalakhoz tartozé sulyvonalak merdle-
gesek egymasra. Bizonyitsuk be, hogy % < % < 2.

(3 pont)
B. 5082. Igazoljuk, hogy tetszOleges haromszogben a magassagok mértani,

szamtani és négyzetes kozepe rendre nem nagyobb a hozzairt kérck sugarainak
a mértani, szamtani, illetve négyzetes kozepénél.

(5 pont)

B. 5083. Van-e olyan 100-adfokd valds egytitthatés p(z) polinom, melyre
a p(p(x)) polinomnak 10000 kiiléonbéz6 valds gydke van?
(5 pont)

B. 5084. Legyen n pozitiv egész szam, és legyen S az n hosszu 0 — 1 — 2

sorozatok halmaza. Hatarozzuk meg, hogy mely () # A C S halmazok rendelkeznek
a kovetkez6 tulajdonsaggal: barhogyan is valasztunk egy

(c1,¢2,...,¢n) ES\{(0,0,...,O)}

vektort, az A halmaz egy véletlenszer(ien vélasztott (aq,as,...,a,) elemére a cya; +
+ coag + ... + cpa, szorzatosszegnek 1/3-1/3 valdsziniiséggel lesz 0, 1, illetve 2
a harmas maradéka.

(6 pont) Kiirschdk feladat alapjan

B. 5085. Mutassuk meg, hogy a szabdalyos hétszoget fel lehet darabolni véges
sok, egymashoz hasonld szimmetrikus trapézra.

(6 pont) Javasolta: Laczkovich Miklés (Budapest)

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(769-771.)

A. 769. Hatarozzuk meg azokat a harom kiilonb6z6 pozitiv egész szambol 4llo
(a,b,c) szamharmasokat, melyekhez létezik olyan H részhalmaza a pozitiv egész
szamoknak, hogy minden pozitiv egész n-re az an, bn, cn szamok koziil pontosan
egy van benne a H halmazban.

Javasolta: Carl Schildkraut (Massachussets Institute of Technology)

A. 770. Hatdrozzuk meg azokat az n pozitiv egészeket, melyekre n! két
Fibonacci-szam szorzata.

A. 771. Legyen az ABC haromszog beirt kore w, mely a BC' oldalt a D pont-
ban érinti. Az AD egyenes mésodik metszéspontja az w korrel legyen G. Az w kor-
héz a G pontban hizott érinté messe az AB és AC oldalakat rendre az F és
az F pontban. A DEF koriilirt korének D-tél kiilonb6z6 metszéspontja w-val le-
gyen M. A BCG koriilirt kérének a G-t6l kiillonb6z6 metszéspontja w-val legyen N.
Bizonyitandd, hogy az AD és M N egyenesek parhuzamosak.

Javasolta: Gyérffy Agoston (Remetesz6l6s)

Bekiildési hatarid6: 2020. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 502. A szdmegyenesen N darab intervallumot adunk meg. Az intervallu-
mok nyiltak vagy zartak lehetnek, hatarpontjaik egészek vagy tizedes tortek. Jelo-
1ésiik a szokdsos mddon torténik (az informatikdban megszokottabb tizedes pontot
hasznélva), példaul [4,5.2] vagy ]—3.3,4.66[, ahol az els§ intervallum balrdl zart és
jobbrdl nyilt, mig a masodik mindkét oldalrdl nyilt. Keressiik meg a szamegyenes
azon egész szamait, amelyek a legtobb intervallumban vannak benne.

A program olvassa be a bemenet els6 sorabdl az intervallumok N szamat
(2 < N £100), és a kovetkez& N sorbdl egyenként az intervallumokat. A bemenet
intervallumai az egyszeriibb beolvasds céljabdl szokozokkel tagoltak a mintanak
megfelelen, valamint mind a [—1000, 1000] intervallum részei.
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A kimenet egyetlen soraba irjuk ki novekvé sorrendben a legtébb intervallum-
ban szerepl$ egészeket. Az eredmény szdmait székozokkel hataroljuk, az egymast
koveto egészek sorozatanak csak szélsé értékeit adjuk meg kotdjellel elvalasztva.

Példa Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Példa Kimenet
3/[0-56,91/17,11.10/13,51I 48 -9

Bekiildend6 egy tomoritett 1502.zip allomanyban a megoldast tartalmazo
forrasallomany, valamint egy rovid szoveges leirds, ami tdjékoztat az alkalmazott
programozési nyelvrol és a fejlesztéi kornyezetrol.

Letolthetd dllomanyok: i502beki.zip (példa be- és kimenetek).

I. 503 (E) Magyarorszag kozigazgatasi helynévkonyve egy 1992 6ta évente
megjelend kiadvany, mely tartalmazza minden telepiilés hivatalos megnevezését,
megyei beosztasat, a kozos onkormanyzati hivatalokat, a helységek jarasi besoroléa-
sat, valamint a nemzetiségi 6nkormanyzatokat. Kozli a helységek 2018. januar 1-jei
teriiletnagysag-, lakonépesség- és lakdsszamadatét, tovabba a helységek KSH &ltal
kibocsatott telepiilésazonosité torzsszamat. Feladatunk ezen adatok feldolgozésa
lesz tablazatkezel6 program segitségével.

1. Toltsiik be a telepiilési adatokat tartalmazé hnk1_2018.txt szovegfajlt a tab-
lazatkezel6 egy munkalapjira az Al-es cellatdl kezd6dden, a kédok jelentését
tartalmaz6 hnk2_2018. txt szovegfdjlt pedig egy mésik munkalapra. A munka-
lapok neve legyen rendre adat és statisztika. Mindkét dllomany pontosvesszo-
vel tagolt, UTF-8 kdédolasu.

2. Munkankat kozighelynev néven mentsiik el a tabldzatkezeld alapértelmezett
formatumaban.

3. A (C3183-as cellatdl kezdédben egymas ald gytijtsiik ki a jogallasokat. Minden
tipust egyszer. A mellette 1év6 D oszlopban pedig masolhaté fiiggvény segitsé-
gével adjuk meg, hogy az egyes jogdllastipusokbdl hany talalhaté az orszagban.

4. Hozzunk létre egy 1j oszlopot a jelenlegi H oszlop mogé és ebben az oszlop-
ban jelenjen meg az onkorményzati hivatali kéd jelentése, ami a statisztika
munkalapon talalhato.

5. A statisztika munkalap C11:Ell-es cellaiban fiiggvény segitségével adjuk meg
Magyarorszag teriiletét (hektarban), lakénépességét és a lakdsok szdmat.
Ugyeljiink ra, hogy Budapest szerepel keriiletenként lebontva is a listdban.

6. Tudjuk, hogy legtobben Budapesten laknak. A statisztika munkalap B9-es
celldjaban egész mondatba foglalva, fliggvények segitségével a lakossagszamot
is megadva, irjuk ki annak a telepiilésnek a nevét, ami a masodik legnagyobb
lakossagszama.

7. Az el6z6 mintajara a B10-es celliban adjuk meg annak a telepiilésnek a nevét,
megyéjét, és lakossdgszamat, ahol a legkevesebben laknak.

Budapest utan a legtobber - .. - 116 ~ben lakik.
A legkevesebben 6 -an lakik, ami megyében taldlhaté.
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8. Az N oszlopban adjuk meg, hogy két tizedesjegyre felfelé kerekitve atlagosan
hanyan élnek egy lakasban.

9. Készitsiink egy 21 soros, 14 oszlopos téblazatot a statisztika munkalapra
az eredeti tablazat mellé, tigy, hogy a G3-as cellaba ,,Bacs-Kiskun” megye keriil-
jon. Alatta gytjtsiik ki az adatok munkalap D oszlopaban taldlhaté ,megye”
neveket és rendezzitk ABC-rendbe. A H2-es cellaba a ,,bolgar” szé keriiljon,
a mellette 1év6 celldkba a tobbi nemzetiségi 6nkormanyzat az adat munkalap-
rél. A tébldzatot toltsiik fel egyetlen méasolhaté fiiggvény hasznalatdval gy,
hogy megyénként adja meg az énkorméanyzatok szamat.

bolgar gorog horvat lengyel
Bacs-Kiskun ‘ [
Baranya
Békés 2
Borsod-Abauj-Zemplén
Csongrad 1
Fejér
fovaros
Gydr-Moson-Sopron I
Hajdui-Bihar '
Heves - : 3

10. A statisztika munkalapon taldlhaté C oszlopban adjuk meg, hogy az egyes
onkormanyzati hivatalokhoz hany lakas tartozik.

Forrds: http://www.ksh.hu/apps/shop.kiadvany?p_kiadvany_id=
1039140&p_lang=HU (2019.09.11.).

Bekiildend6 egy tomoritett 1503.zip alloméanyban a megoldast adé tablazat-
kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhaszndlt tabléa-
zatkezel6 nevét és verzidjat.

I. 504. A kozépkorban haszndlt titkositési eljarasok egyike a Cardano-racs.
A titkositandé szoveget ebben az esetben négyzet alakban rendezik el, a szoveg
rejtjelezése és visszafejtése pedig az erre illeszkedd, megfelelé helyeken kivagott
rostély ablakain keresztiil torténik. A szovegbdl a racsban csak a betiik szerepelnek,
az irasjelek és szokozok nem. A rostély egy-egy helyzetében a lathatd betiiket
sorfolytonosan kiolvassuk, a rostély haromszori korbeforditasaval a négyzet minden
bettije felhaszndlasra keriil. (A dupla betiliket két karakterrel kédoljuk, példdul GY
helyett G és Y.)

A moédszer bemutatdsa az I. 201. feladatban szerepelt, érdemes belenézni
a kit{iné mintamegolddsokba (https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=
1201&1=hu).

Készitsiink programot, amely a Cardano-raccsal torténo rejtjelezést és vissza-
fejtést végzi el:
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KIKITIOlI|Z KIKIT|O|I1|Z KIK|T|O|I|Z KIKIT|O|I|Z
I'\N|L|F|EJA IIN|L|F|EA I'\N|L|F|EJA I N|L|F|EA
RIK|P|I|A|O RIK|P|I|A|O RIK|P|I|AJO RIKIP|I|A|O
M| I [Vl S|A MITIVIIT|S A M| T|V]|IT|S|A M| T |V][I|[S|A
AIL|T|T|E K AL T|T E[K AIL|T|T|E|K AIL|T|T|EIK
AIM|P|O|O|A AIMIP|O|O|A AM|P|O|O|A AM|P/O|O|A

1. Olvassuk be és taroljuk el a Cardano-racsot tartalmazé cardano.txt &allo-
manyt, amely egy 6 X 6-os rostélyt tartalmaz. Az atlatszé racspontokban O
szerepel, a nem &tlatszokban 1.

2. Készitsiink eljarast Forgat néven, amely lehet6vé teszi a Cardano-racs —90 fo-
kos (vagyis az 6ramutaté jardsaval egyezd irdanyt) elforgatdsdt.

3. Irassuk ki a képerny6re a megadott Cardano-récsot, valamint annak —90 fokos
elforgatasat. A két rdcs egymds alatt jelenjen meg.

4. A fenti mintan lathaté szoveget a titkos.txt fjl tartal- RIA[GIATATZ
mazza 6 X 6-0s racsokra bontva. Olvassuk be a f4jl tartal- UlY|GIGIRIE
mat, fejtsiik vissza azt a megadott Cardano-racs segitségével A[F|X|S|G|M
a Forgat eljards felhasznalasaval, majd a megfejtést sorfoly- N|T|L|A|R|E
tonosan frassuk ki a képernyére. E|ZILIF|T E

Ha a titkositand6 szoveg ,egy négyzetnél” hosszabb, akkor azt SIE[RIE|OIG
tobb négyzetre kell bontani. Ha nem tesz ki a széveg utolsd része TKATETEIN
egy teljes négyzetet, akkor azt véletlenszerii karakterekkel tol- NTEIBTLIM
tik fel. sIN[EIBlOlL
A Cardano-racs alkalmazasdval talalkozhatunk Jules Verne: TIKIE|Z|K]Y
Sdndor Mdtyds c. kényvében is. A kdényvben szerepld titkositan- GIA|GIEJA[E
dé szoveget a nyilt.tat UTF-8 kédolasi dlloméany tartalmazza. EINJRIGIE|L

A konyvben a titkositdst két 1épésben végezték, az alabbiakban S
ezt kell végrehajtani: SILIOJOJE|Z
ZIKIBIN|E|T

5. Olvassuk be a nyilt.txt fijl tartalmat, majd forditsuk meg EIAKIZILID
a szoveget. A beolvasott, illetve a megforditott szoveget egy- sIRINILIEIE
arant frassuk ki a képernyére. AT IMIRI L

6. A feleserélt karakterekbdl all6 szoveget rejtjelezziik a meg- N|TIE|O]Z|N

adott Cardano-racs alkalmazéasaval, és az eredményt 6 x 6-os
racsban — a minta szerint — irassuk ki a sandormatyas.txt fijlba.

Bekiildendo egy i504.zip tomoritett alloményban a program forrdskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithato.

Letolthetd fajlok: cardano.txt, titkos.txt, nyilt.txt.

I/S. 42. Egy Ut mindkét oldalan kilométerenként taldlhaté egy-egy kilomé-
terkd. N csirke szeretne dtkelni az it egyik (ugyanazon) oldalardl a méasikra. Mind-
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egyikrol tudjuk, hogy melyik kilométerk6tol indul és melyik kilométerkéhoz érke-
zik. Minden kilométerkétol legfeljebb egy csirke indul és minden kilométerkéhoz
legfeljebb egy csirke érkezik. Ha két csirke ttvonala keresztezi egymaést, akkor ta-
lalkozhatnak, 6sszezavarodnak és esetleg nem érnek célba. Adjuk meg, hany csirke
atja biztonsagos, tehat hanyat nem fenyeget a keresztezésbol addédo veszély.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a csirkék N szamat. A kovetkezd N sor
mindegyike két szamot tartalmaz, mely azt jelenti, hogy az i-edik csirke az A;
kilométerko6tol indul és a B; kilométerkéhoz érkezik.

Kimenet: az els6 sor tartalmazza azon csirkék szamat, amelyek biztonsagosan
at tudnak kelni az uton.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
4 2
18/ 1112/ 14 20 / 7 13

Korldtok: 1 < N < 10°, 1 < A;, B; < 10°. Id6korlat: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha N < 10000.

Bekiildendd egy is42.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 141. Egy épiilet legfels6 emelete N darab lépcséfokra van a foldszinttol.
Baldzs M napon at, minden nap felmegy a foldszintrél az épiilet legfels6 szintjére.
Az els6 nap maximum P darab lépcséfokot tud lépni egy lépéssel. Mivel Baldzs
egy novekedésben levo tini, ezért a masodik nap mar P + 1 fokot tud megtenni egy
lépéssel, a harmadik nap P + 2 fokot, és igy tovdabb. A legfels6 szintrdl lefelé mindig
lifttel kozlekedik, csak felfelé lépcsézik. Adjuk meg, hogy az M nap alatt legalabb
hény 1épést tesz meg Baldzs.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N, M és P szamokat ebben a sorrendben.
Kimenet: adjuk meg a minimalisan megtett 1épések szamat.
Példa:

Bemenet Kimenet
12 4 2 16
Korldtok: 1 < N, M, P < 10*2. Idékorlat: 0,4 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N < 107,

Bekiildendo egy s141.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2020. marcius 10.
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R4tz Tanar Ur Eletmﬁdijak atadasa
2019 decemberében

2019. december 4-én 19. alkalommal adtdk at a hires pedagdgus, tobb vilaghiri
magyar tudos tudomanyos karrierjét is elindité Ratz Laszld tandr trrdl elnevezett
életmiidijakat. Az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft és a Richter Gedeon Nyrt.
altal alapitott elismerés célja, hogy elismerje a természettudomanyos oktatds te-
riiletén kiemelked6 teljesitményt nyujté pedagégusok munkéjat, és egyben felhivja
a figyelmet a természettudoményos oktatas fontossagara.

Az elmult kozel két évtizedben osszesen 144 olyan, az 5-12. évfolyamos di-
akoknak matematikat, fizikat, biolégiat vagy kémiat tanité tanar kapta meg az
életmuidijat, akik maradandot alkottak tantdargyaik népszeriisitésében és a tehet-
séggondozas teriiletén. A fejenként 1,5 millié forinttal jaré elismerésre — amelyet
minden évben valamennyi fenti szakteriiletrol két-két pedagogus kap meg — kollé-
gaik jelolhetik a tandrokat, a nyertesek személyérol pedig a harom alapito vallalat
altal létrehozott Alapitvany a Magyar Természettudoméanyos Oktatasért kuratori-
uma dont.

A Rétz Tanér Ur Eletmﬁdijat az orszag barmely iskoldjaban tanité vagy ko-
rabban ott tevékenyked6 pedagogus megkaphatja, igy idén is Szombathelytol Ege-
rig jutalmaztak a kiemelkedé teljesitményt. A dijazott pedagdgusok valamennyien
a realtantargyak oktatdsi szinvonaldnak emeléséért dolgoznak, didkjaik sikeresen
szerepelnek orszéagos tudomanyos versenyeken, az oktatds mellett rendszeresen to-
vabbképzik magukat, tdjékozottak az adott tudomany teriiletén elért eredmények-
r6l, gyakran tankonyvek és szakmai folydiratok szerz6i. A tehetséggondozas mellett
torekednek a természettudoméanyos tudast nemcsak a legjobbakkal, hanem vala-
mennyi didkjukkal elsajatittatni és egyben széles latokorrel rendelkezo felnétteket
nevelni.

Az életmiidijat hdrom, a természettudoméanyos oktatds tdmogatdsaban elkote-
lezett vallalat, az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft és a Richter Gedeon Nyrt.
hozta 1étre 2000-ben Ratz Laszlénak, a mult szazad legendds tanaregyéniségének
emléket allitva.

A 2019-ben R4tz Tanar Ur Eletmﬁdijban részesiilt tanarok:
Kémisbsl Mostbacher Eva (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimnédziuma és
Kollégiuma) és Martonné Ruzsa Valéria (Szombathely, Paragvari Utcai Alta-
lanos Iskola);

Biol6giabél Dr. Kardon Ferenc (Budapest-Fasori Evangélikus Gimnédzium) és
Dr. Székely Andrasné (Szabadbattyan, Batthyany Lajos Altalanos Iskola);
Matematikdb6l Biré Balint (Egri Szildgyi Erzsébet Gimnazium és Kollégium)
és Kovacs Csongorné (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimnézium);

Fizikébol Gyéri Istvan (Szeged, Sagvéari Endre Gyakorlé Gimnédzium) és
Horvathné Fazekas Erika (Szeged, SZTE Juhdsz Gyula Gyakorld Altaldnos és
Alapfoki Miivészeti Iskolaja).
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Idéziink a matematika, illetve a fizika teriiletén dijazott tanarokrdl készitett
rovidfilmekbol.

Matematika

Biré Balint (Eger): Az dranak sohase szabad nagyon-nagyon szigorinak len-
ni. En nem szeretem a rossz hangulati ordkat, amikor az ember dll a katedrdn,
és a katedra tekintélyét probdlja meg latba vetni azért, hogy az, amit mond, hiteles
legyen. Ugy gondoltam mindig, hogy matematikdbol meg kell mutatni azt, ami ér-
dekes, ami szép, és ami 0sszefiiggésben dll a mivészetekkel is. l'jgy gondolom, hogy
az egy nagyon fontos dolog, hogy jo tanulni. Tudom és latom, hogy érdekli ket
a matematika. Vannak, akik fogékonyak rd, €s azokkal lehet sikereket elérni. Nem
okvetlendil csak versenyen elért sikerekre gondolok, hanem siker az is, ha eqy gyerek
azt mondja, hogy ,,E’rtem!”

A tandr urrdl sz6l6 rovidfilm itt tekinthetd meg:

https://vimeo.com/375379912.

Kovéacs Csongorné (Budapest): Azt hiszem, hogy a matematika tanitdsinak
eqyik célja, hogy gondolkozni tanitsuk a gyerekeket, nem bizonyos szabdlyok vég-
rehajtdsdra, hanem problémamegolddsra. Ehhez viszont problémakat kell nyujtani.
Ugy tanulja a matematikdt, hogy lehetéleg minél tobb érzékszervével tanulja: tapasz-
talja meg, rakja ki, rajzolja le, szinezze ki, jarja koril — ha lehet a mozgds dltal.
Mindig megjutalmaztam azt, aki kérdez. Tessék kiabdlni, hogy ,Mara néni, ne olyan
gyorsan!”

A tanarnordl szol6 rovidfilm itt tekintheté meg:

https://vimeo.com/375381523.
Fizika
Gyori Istvan (Szeged): Az ember 8 drdn keresztil készit eld eqy olyan kisér-
letet, ami majd 10 mdsodperc lesz az oran — ha sikeril. Aki jart iskoldba, az ismeri
azt a tandri mondatot, ami a nem sikerilt kisérleteket szokta kisérni, hogy ,tegnap
a szertdrban még jo volt”. Az embernek a memdridja szerencsére szelektiv. Elmaulik
4 év, elmaulik 10 év, és akkor mdr nem emlékszik az ember a hétkiznapi bosszu-
sagokra, viszont megmaradnak azok az élmények, azok a jutalmak, amiket cserébe
kapunk. Nem szabad, hogy kettévdljon a fizikatandr és a pedagogus, azaz sziinte-
lendil nevelni kell, még akkor is, ha Newton torvényei vannak a centrumban azon
az ordn.
A tanar urrdl szol6 rovidfilm itt tekintheto meg:
https://vimeo.com/375382407.

Horvathné Fazekas Erika (Szeged): A gyerckeket motivdlni élménnyel lehet.
Fontos, hogy olyan feladatokat kapjanak, ami 6ket érdekli. Hogy olyan problémakat
vesstink fel, amin tényleg elgondolkoznak. Az én tanitvdnyaim nagyon lelkesek azért,
hogy vannak olyan kisérletek, amikbdl odahaza készilhetnek, ezekbdl fotot vagy vi-
dedt készitenek, és ezekel a felvételeket utana megmutatjik. A jovd mindenképpen
az, hogy hagyni kell a gyerekeket, hogy ezekkel az eszkiozokkel dolgozzanak, és ezzel
nyerhetink a természettudomanyoknak, a fizikdnak is.

A tandrnérél sz6lé rovidfilm itt tekinthetd meg:

https://vimeo.com/375380506.
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Beszamolé a 2019. évi E6tvis-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat 2019. évi Eotvos-versenye oktéber 11-én
délutédn 3 drai kezdettel tizenkét magyarorszagi helyszinen* keriilt megrendezésre.
Ezért kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigye-
lettel a segitségiinkre voltak. A versenyen a harom feladat megoldasara 300 perc
all rendelkezésre, barmely {rott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznélhaté, de (nem
programozhatd) zsebszamolégépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznédlata ti-
los. Az Eotvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanulék, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 56 versenyzé
adott be dolgozatot, 19 egyetemista és 37 kozépiskolas.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldasét.

L1

1. Egy konnyen mozgo dugattyd egy hdszigetelt, vizszintes tengelyd hengert
kezdetben két azonos, Vy térfogati részre oszt. Mindkét részben py myomdsi, eqy-
atomos idedlis gdz van. A bal oldali részben a kezdeti homérséklet 2T, mig a jobb
oldali részben Ty. A két részt elvdlaszto dugattyu mérsékelten hévezetd, hédtada-
sat az o paraméter jellemzi, azaz AT hémérséklet-kilonbség esetén a dugattyun
iddegységenként dtdramlo hd aAT.

a) Mekkora lesz a két részben a gdzok térfogata, hémérséklete és nyomdsa
hosszi idd elteltével?
b) Adjuk meg az idé figguényében a két térrészben levd gdaz Vi(t) és Va(t)
térfogatat!
(Tasnddi Tamds)
Megoldas. a) Amint a feladat szovege is mutatja, a kezdeti értékeket nulla
indexszel, a bal oldali részt egyes, és a jobb oldali részt kettes indexszel jeloljiik.

A végs6 dllapot mennyiségeit a v’ index mutatja. Az 1. dbra a folyamatot és
az allapotjelzok értékeit foglalja Gssze.

po Vo po Vol |poW1 po Va | IpoVie| | po Vav

ny 2T() 2711 T(J ny T1 277,1 Tg mny Tv 2n1 Tv

1. dbra

*Részletek a verseny honlapjdn: http://eik.bme.hu/"vanko/fizika/eotvos.htm
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Mivel mindkét részben egyatomos idedlis gédz van, a szabadsagi fok f = 3.
A kezdeti allapotra felirt gaztorvénybol,

poVo = n1 R2Ty, poVo = na RTY,

megkapjuk, hogy a jobb oldalon a mélok szama kétszer annyi, mint a bal oldalon:
Nng = 2’[7,1.

A dugattyid héatadasa kovetkeztében a bal oldali gaz lassan lehiil, és a jobb
oldali melegszik, mikézben a dugattyu balra tolédik. A folyamat lassisaga kovetkez-
tében a dugattyu két oldaldan a nyomasnak meg kell egyeznie, azaz p; = po. Tovabba
a rendszerben az energia megmarad, tehat a belsé energidk Gsszege allando:

f f

§R1R2T0 + 527’L1RT0 = ganTl + gQ’I’LlRTQ,

amely egyszeriisitések utan, és a gaztorvényt felhasznalva:
poVo +poVo = p1Vi + p1Va.

A jobb és bal oldali térfogat tsszege nem valtozik, és igy a fenti egyenletbdl kovet-
kezik, hogy a nyomds végig mindkét oldalon allandé marad, azaz

P1 = P2 = Po,

és a folyamat izobar.

Most ratériink a végsé allapot meghatarozasara. Mar tudjuk, hogy a végso
nyomas megegyezik a kezdetivel. A dugattyin torténd hédtadds kovetkeztében
a végso homérséklet a két oldalon ugyanakkora. Az energiamegmaradds

£H1R2TO + §2n1RTO = ganTv + anlRTv

egyenletébdl

4
T, = -Tj.
30

Gay-Lussac els6 torvényébol

2 ) 4
Viv = gVO €5 Vov = gvb
b) Most térjiink ra a folyamat vizsgdlatdra. A bal oldali rész lehiil, a jobb
oldali melegszik, azaz a bal oldal At id6 alatt bekovetkezd kicsiny AT hémérséklet-
valtozasa negativ, mig a jobb oldalra ATy > 0. A folyamat izobar, ezért a bal és
jobb oldal egyenlete:

f+2 f+2

niRAT, = Oé(Tg — Tl)At, illetve 2n1 RAT, = Oé(Tl — TQ)At.

Ezek az egyenletek az

2 dT 2 dT:
f; anT; = OZ(TQ — T1>, illetve %QTMRT; = Oé(Tl — Tg)
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differencidlegyenleteknek felelnek meg. Ezekbdl kifejezve a dT/dt és dTo/dt hé-
nyadosokat, valamint bevezetve a AT =T} — Tb homérséklet-kiilonbséget
dAT 3o d(T1 + 2T2)
= - AT ¢ — =0.
at (f +2)mR e at
A masodik egyenletben a differencidlandé mennyiség nem véaltozik, és kezdeti érté-
két ismerjiik, tehat

Ty + 2Ty = 4Ty.
Az elso egyenletben talalhaté allandé a hoatadasi folyamat lecsengési egyiitthatdja:
3o _ 6aTy

(f+2)mR  5peVy’

A fentihez hasonlé differencidlegyenlet a tudomanyokban szamos helyen el6-
fordul. Ezek koziil a legismertebb a radioaktiv bomlds, amelynek a megolddsa
a A allanddval lecseng6 exponencidlis fliiggvény. Mivel ismerjiik ennek a fiiggvénynek
a kezdeti értékét, ennélfogva

AT = Tye M,
és igy
4 2 4 1
Ti(t) = <To + =Tpe ™ ™ To(t) = Ty — = Toe .
1(t) 30+306 ) 5 (t) 310 30e
A térfogatok valtozdsat most is Gay-Lussac elsd torvénye adja:
2 1 4 1
t)=" Ve M Va(t) = Vo — 5 Voe ™.
Vi(t) 3V0+3 e, 2(t) 5 V0 3Voe

Ezeket a fliggvényeket a 2. dbra grafikonjain is bemutatjuk, ahol a hémérsék-
letet Tp, a térfogatot Vj, az idét pedig 1/X egységekben mértiik.

2 T T 1,5 T T

-
-
-

[
ot
T
L
\
\

hémérséklet
—
\
\
53
=
térfogat
—_

-
-
-

=
(S5
T

(e=)
o

2. abra

2. Egy a oldaléli kocka minden éle egyforma, R ellendlldsi huzalbdl késziilt.
A kocka homogén, kezdetben By indukcioji mdagneses mezébe meril, amit T idd
alatt egyenletesen nulldra csékkentink. Mekkora a folyamat kézben keletkezd Joule-
hé, ha a mdgneses indukciovektor a kocka egy csucsban taldlkozo éleivel rendre o,
B és v hegyesszdget zdr be? (cos® v + cos? B+ cos?y = 1.)

(Vigh Mdté)

108 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/2



QF 2020.2.5 — 20:18 — 109. oldal — 45. lap KoMalL, 2020. februar EF

— P

Megoldas. Képzeljiik el egy pillanatra, hogy a mégneses térnek csak az x ira-
nyu, idében
B, (t) = By o(1 —1t/7)

szerint valtozé komponense létezik, a méasik két komponens pedig zérus! Ekkor
a szimmetria miatt a 3. dbra bal szélén lathaté arameloszlas jonne létre. A kocka
8 élében folyd, egyforma nagysagi I, dramokat a Faraday-féle indukciétorvénybdol
lehet meghatarozni:

de —+ 4RI, = a2@,

Uina = o -

ahol felhasznaltuk, hogy a magneses tér iranyara meréleges lapokon atmeno, kezdeti
a®B, o nagysagi fluxus 7 id6 alatt csokken nullara.

3. abra

Hasonléan kapjuk az élekben folyé dramerisségeket azokra az elképzelt esetek-
re, melyekben a magneses mezének csak az y- vagy z-komponense van jelen (3. dbra
kozépsd és jobb széls6 rajza):
a2 Ba;,O - a2 By)o a2 Bz 0

Iw: ) = ) Izzi —.
4R T Y 4R T 4R T

Ha a magneses térnek mindharom
komponense jelen van, akkor a kialakuld
fesziiltség- és arameloszlast a fenti harom
eset szuperpozicigjaként kapjuk, ezt mutatja
a 4. dbra.

A teljes Joule-h§ teljesitménye az ido-
ben allandé erésségli aramok miatt konstans,
nagysaga pedig az egyes élekben disszipalodd
RI? teljesitmények Gsszege:

P =2R(I, + I,)> + 2R(I, — I,,)* +

+2R(I, + I.)* + 2R(I, — I.)* +

+2R(I, + I.)* + 2R(I,, — I.)*.
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Ha a zérdjeleket felbontjuk, az (I, + Iy)2 + (I, — Iy)2 = 2172 + 21 Gsszefiiggés miatt
a teljesitmény az alabbi alakra egyszertisodik:

P =8R(I; +1;+1I7).

A keletkez6 Joule-hét az elébb kiszamitott teljesitmény és a 7 1d6 szorzataként
szamolhatjuk. Az I, I, I, dramerdsségekre korabban levezetett eredmények fel-
hasznalasaval kapjuk a kovetkezot:
Q= pPr— Ci B§,0+B§70+B370 _ ‘L‘Bj.
2R T 2R T

Azt az érdekes eredményt kaptuk, hogy a Joule-hé fiiggetlen a méagneses tér ira-
nyatdl, csupan annak nagysdgatol fiigg. A feladatban megadott «, 5 és v szogekre
tehdt nem is volt sziikség!

3. Egy nagyon hosszu kdtelet vizszintes helyzetben, a sulydndl sokkal nagyobb
Fy erdvel megfeszitiink. A kotél a pozitiv x tengelyen helyezkedik el, eqyik vége pedig
az origoban van.

a) Ha a kdtél origéban 1évd végét A amplitiddji, [ frekvencidji harmonikus
rezgomozgassal az x tengelyre merdleges, vizszintes y iranyban mozgatjuk, a kotélben
transzverzdlis hulldmok jonnek létre, amelyek (a kitél hosszegységre esé tomegétdl
és a feszitettségétdl fiiggd) c sebességgel terjednek. (A hullimok amplitiddja kicsi,
vagyis A << c/f.) Adjuk meg a kitél x koordindtdji pontjinak t idbpillanatbeli
y(x,t) kitérését!

b) Mekkora dtlagos teljesitmény sziikséges a kitél végének mozgatdsdhoz?

¢) Most a kdtél origéban lévd vége y iranyban szabadon elmozdulhat, de moz-
gdsdt a kitél végének v(t) sebességével ardnyos, —yv(t) erd fékezi. A kitélen egy
A amplitudoju szinuszhulldm érkezik az origo felé. Azt tapasztaljuk, hogy a hullam
részben vagy esetleg teljesen visszaverddik, melynek kovetkeztében egy, az origotol
tdvolodo, B amplituddji szinuszhullam is kialakul.

Mekkora a visszavert hulldm amplitiddja? Adjuk meg a B/A ardnyt! Vizsgdljuk
ay— 00 ésv—0 (nagyon erds és nagyon gyenge csillapitds) eseteket! Van-e
olyan v csillapitdsi tényezd, amelynél egyaltaldn nem verddik vissza hulldim a kotél
végérdl?

(Gnddig Péter)

Megoldas. a) A kotél végpontjanak rezgémozgdsit az
y(t) = Asin(27 ft + o)

fliggvénnyel irhatjuk le, ahol g a rezgés fazisa a 0 idépillanatban, amely az id6-
mérés kezdetének megfelelé megvalasztasaval nulla lehet.

A rezgés c sebességgel terjed az x tengely mentén, z tdvolsdgra % id6 alatt
ér el. Igy az = koordinatdju pontban a kitérés akkora, mint az origéban % idovel
korabban volt. Ez alapjan a keresett hullamfiiggvény:

y(z,t) = Asin [27rf (t — %)} = Asin (27rft — 2Zfz> .
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b) A kotél alakjit egy rogzitett ¢ = t1 pillanatban az

y(x) =y(x,t =t1) = Asin (27Tft1 - 2?cm>

egyvaltozoés fliggvény adja meg, ahol 27 ft; egy konstans.

Barmely = pontban a kotél x tengellyel bezart szogének tangense éppen en-
nek a fiiggvénynek a meredeksége, amit legegyszeriibben (az = véltozd szerinti)
derivaldssal hatarozhatunk meg:

d 2 2
tga(z,t=11) = Y _ _ALf cos (gﬂftl _ fo) )

dx c c

A kotél alakja azonban valtozik az idovel, igy egy adott ponton a meredekség
(és az « szdg is) az id8 fiiggvénye lesz. Az origéban (az x =0 helyen) a kotél
irdnytangense eszerint:

tga(t) =tga(zr =0,1) = fA@ cos <27rft - 27;]60> = fA? cos(2m ft).

A kotél mozgatdsdhoz sziikséges (id6ben véltozd) pillanatnyi teljesitményt a
P(t) = Fy(t)vy ()

szorzat hatdrozza meg, ahol Fy(t) az altalunk a kotél végére kifejtett y-irdanyu erd,
vy (t) pedig a kotél origdban 1évé végének (y-irdnyu) sebessége (5. dbra).

—Fy Uy

5. dbra

Az y-irdnyu erd (felhaszndlva, hogy a < 1):

2
F,=—-Fysina~ —Fytga = FOALf cos(2m ft).
¢
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A kotél végének sebessége a rezgdmozgdsat leird y(t) = y(xz = 0,1) egyvaltozos
fiiggvény (¢ szerinti, j6l ismert) derivéaltja:
P dy
Prax V=g 27 f A cos(27 ft).

P A pillanatnyi teljesitmény ezek alapjan:

A fPACR,

P(t) = F,(t)vy(t) cos? (27 ft).

6. dbra

A keresett atlagos teljesitmény — a cos?(2n ft) fiiggvény 6. dbrdrdl leolvashatd,
jol ismert atlagértéke alapjan — a maximalis teljesitmény fele:
Prax 2w f2A%F,
2 c '

ﬁ:

¢) Ebben a részben az origé felé érkezik egy hullim. Ennek hulldmfiiggvénye
az ellenkez6 irdnyt terjedés miatt:

Yo (x,t) = Asin (27rft + 27fo> .

C

A visszaver6dé hullam ismét a pozitiv irdnyban halad:

2
y—(x,t) = Bsin <27Tft— fo—I—go) ,

itt fel kell venniink egy egyel6re ismeret-
len @ faziskiilonbséget is. A kotélen kiala-
kulé hullam ennek a két hullamnak a szu-
perpozicidja:

7. dbra

A kotél vége y iranyban szabadon mozoghat, igy a rd haté y-irdnyd erék
ereddjének minden pillanatban nullanak kell lennie:
dy  dy _

Fysina — yvy, =~ Fy——

—0.
dz ' at

A hullamfiiggvény és a derivéltak:

2 2
Y=Y +y = Asin (27Tft+ 71-f:10> + Bsin (27Tft— fo—i—go) ,
¢ c

2 2 2 2
dy = %fAcos (27Tft+ ﬂfx) — Lchos (27rft— fo—i-go) ,

dx ¢

&
d 2 2
ditJ = 27w fAcos (27Tft + 7rfx> + 27 f B cos (27rft — Lfﬂc + 30) .
& C
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FEzeket behelyettesitve az erdegyensily képletébe, és rendezve:

dy
R =Y
0 4z Tt

)

=0

=0

FOﬁA cos(27 ft) — FOﬁB cos(2mft + ) =
c c

= 2w fAcos(2nmft) + v27 f B cos(2m ft + ),
FyAcos(2mft) — FoB cos(2m ft) cos p + FyBsin(27 ft) sin p =
~veA cos(2m ft) + yeB cos(2m ft) cos p — yeB sin(27 ft) sin .

Ezeknek az egyenleteknek minden idépontban teljesiilnie kell, igy a cos(27 ft)-s
és a sin(27 ft)-s tagokra kiilon-kiilon is:

FoA — FyBcosp = ycA + veB cos o,
FyBsingp = —ycBsin .

A miésodik egyenlet alapjdn sinp =0, p =0 (vagy ¢ = 7) és igy cosp = 1 (vagy

cos = — 1). Ezt felhasznédlva az els§ egyenlet alapjéan:
-
B 20 e
Fy +n~c

Ha v — oo (rogzitjik a kotél végét), akkor B = — A, tehdt a hullim azonos
amplitudéval, de ellentétes fazisban (7 fazisugrassal) verédik vissza.

Ha v — 0 (a kotél vége teljesen szabadon mozog), akkor B = A, azaz a hulldm
szintén azonos amplitiddval, de most azonos fazisban verddik vissza.

B = 0-t akkor kapunk, ha v = Fy/c, ilyenkor tehdt egydltaldn nincs vissza-
verddés.

Megjegyzés. A b) és c) kérdésekre vialaszolhatunk energetikai megfontoldsokkal is.
Ehhez a hullam — mozgéasi és rugalmas helyzeti energidbdl szdrmazé — energiastiriiségét
kell meghatarozni.

L1

Az tinnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2019. november 22-én dél-
utan keriilt sor az ELTE TTK Konferenciatermében. Jelen volt a 70 évvel ezel6tti,
héboru utani els6 Eotvos-verseny gyo6ztese, Holics Laszlo, aki par széban visszaem-
lékezett erre a versenyre. Meghivast kaptak az 50 és 25 évvel ezel6tti Eotvos-verseny
nyertesei is. Az 50 évvel ezelStti dijazottak koziil Laz Jozsef volt jelen, a 25 évvel
ezel6tti dijazottak koziil pedig Horvdth Péter, Kovics Krisztian, Toth Gdbor Zsolt
és Varga Dezsd jott el — 6k par mondatban beszéltek a palyafutasukrol.

Ezutan kovetkezett a 2019. évi verseny feladatainak és megoldasainak bemuta-
tasa. Az 1. feladat megoldasat Tichy Géza, a 2. feladatét Vigh Maté, a 3. feladatét
Vanké Péter ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Sdélyom Jend,
az Eotvos Lordnd Fizikai Tarsulat elndke adta at.
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Mindharom feladat helyes megoldédsaért I. dijban részesiilt Elek Péter, a BME
fizika BSc. szakos hallgatdja, a Debreceni Reformétus Kollégium Ddéczy Gimnaziu-
ménak érettségizett tanuldja, T'dfalusi Péter tanitvanya.

Két feladat hibatlan megolddsaért, illetve mindhdrom feladat kisebb hibdkkal
valé megoldédsaért I1. dijban részesiilt Bokor Endre, a Budapesti Fazekas Mihdly
Gyakorlo Altaldnos Iskola és Gimndzium 11. osztélyos tanuldja, Schramek Anikd
tanitvanya, Fajszi Bulcsi, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo Altaldnos Is-
kola és Gimnéazium 12. osztédlyos tanuléja, Horvdth Gdabor tanitvanya, valamint
Fitos Bence, a BME fizika BSc. szakos hallgatdja, a Budapesti Németh Laszld
Gimnéazium érettségizett tanuldja, Szdszvdri Irén és Dégen Csaba tanitvanya.

Két feladat lényegében helyes megolddsaért III. dijban részesiilt Csépanyi
Istvan, a BME fizika BSc. szakos hallgatéja, az Egri Szildgyi Erzsébet Gimnéazium
érettségizett tanuldja, Szabo Miklos tanitvanya, Math Benedek Huba, a BME fi-
zika BSc. szakos hallgatdja, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola
és Gimnézium érettségizett tanuldja, Horvath Gabor és Nagy Piroska Mdria tanit-
vanya, Olosz Adél, a BME épitémérnoki BSc. szakos hallgatdja, a PTE Gyakorld
Altaldnos Iskola és Gimndzium érettségizett tanuldja, Koncz Kdroly tanitvanya,
valamint Svastits Domonkos, a BME fizika BSc. szakos hallgatéja, a budapesti
Piarista Gimnazium érettségizett tanuléja, Chikdn Eva tanitvanya.

Egy feladat hibatlan megolddsaért dicséretben részesiilt Kondakor Mark,
a BME fizika BSc. szakos hallgatéja, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Alta-
lanos Iskola és Gimnazium érettségizett tanuldja, Horvath Gabor és Nagy Piroska
Miria tanitvanya, Magyar Rébert Attila, a BME fizika BSc. szakos hallgatdja,
az Egri Dob6 Istvan Gimnazium érettségizett tanuldja, Hobor Sindor tanitvanya,
valamint Pacsonyi Péter, a Zalaegerszegi Zrinyi Mikl6s Gimnazium 12. osztalyos
tanuldja, Pdlovics Robert tanitvanya.

Az els6 dijjal a verseny plakettjén kiviil az NKFI Hivatal altal nyujtott tamo-
gatdsbdl 70 ezer, a masodik dijjal 50 ezer, a harmadik dijjal 30 ezer, a dicsérettel
20 ezer forint pénzjutalom jart, a dijazottak tanarai és az orszagos verseny szerve-
7061 pedig a Typotex Kiado konyveit kaptdk. A verseny megszervezését az Eotvos
Lorand Fizikai Téarsulat ebben az évben szintén az NKFI Hivatal altal az Edtvds
100 emlékév alkalmabdl nyujtott tamogatasbdl fedezte.

Tichy Géza, Vanké Péter, Vigh Maté

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 683. Van két egyforma (piros) ellendlldsunk és mdsik két egyforma (kék)
ellendlldsunk. Melyik kapcsoldsban nagyobb az eredd ellendllds, ha

a) a két pirosat és a két kéket is sorba, majd ezeket pdrhuzamosan kapesoljuk;

b) egy-egy piros és kék ellendlldst sorba, ezeket pedig parhuzamosan kapcsoljuk?

(4 pont)
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Megoldas. Legyen K a kék, P a piros ellendllas nagysagal

p P
a)

Az a) esetben a két kék ellendlldst sorba kapcsoltuk, {gy az ereddjiik 2K, a két
sorba kapcsolt piros ellendllds ereddje pedig 2P. A két 4g egymadssal parhuzamos
kapcsolasi, az ered6jiik tehat

1 2KP

X = = .
K+ P

1 1
K T 2P
A D) esetben mindkét dgban egy-egy kék és piros ellenallds van sorba kapcsolva,

igy az eredgjiik egyenként K + P. Ezen két — parhuzamosan kapcsolt — ag ereddje:

1 K+P
Y = _n+r

1 1
K+P T K+P
Hozzuk k6zos nevezore ezt a két kifejezést:

AKP (K + P)?

2(K +P)’ 2(K +P)

Az a tort nagyobb, amelyiknek a szdmlaléja nagyobb, hiszen a kézos nevez6 pozitiv.
Vonjuk ki Y szamlaléjabol X-ét:

K? 4+ 2KP+ P? —4KP =K?-2KP +P?= (K - P)*>0.

K = P esetén nyilvdn X =Y, de minden m4s esetben Y > X. Tehdt a b) kap-
csolasban lesz nagyobb az eredd ellendllas.

Egyhdzi Hanna (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. Az a) eset ered§ ellenélldsa K és P harmonikus kozepe, a b) kapcsoldsnél
pedig a szdmtani kozepe. Ismert, hogy a harmonikus kozép nem lehet nagyobb, mint
a szamtani kozép, ebbdl mar kovetkezik, hogy a b) kapcsoldsban nagyobb (vagy esetleg
a mdsikéval egyenld) az eredd ellendlls.

74 dolgozat érkezett. Helyes 37 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 12, hidnyos
(1-2 pont) 16, hibds 5, nem versenyszer(i 4 dolgozat.

G. 684. Egy repildgép — légi térképészeti célbol — dllando sebességgel és vi-
szonylag kis magassagban hosszi ideig repil az Egyenlitd folott. A foldi irdnyitok
azt észlelik, hogy a gép 48 ordanként halad dat a kiinduldsi pontja folott. Mennyi idd
telik el a napnyugta és a napkelte kézott a repiilégépen, ha a gép
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a) kelet felé repiil,
b) nyugat felé repil?
(A repiilégépet idénként a levegdben tiltik fel izemanyaggal.)
(4 pont) Zétényi Gergd (Obudai Harrer P4l Alt. Isk.) kérdése alapjan

Megoldas. Ha a repiil6 a Foldon allna, akkor 48 6ra alatt 2 napfelkeltét és
2 naplementét latna a rajta utazo utas, hiszen ennyi id6 alatt a Fold kett6t fordul.

a) A repiil6gép 48 ora alatt egyszer keriili meg a Foldet. Ha a gép kelet
felé, vagyis a Fold forgasi irdnydval megegyezd iranyba repiil, akkor az utasok
(a 2+ 1 = 3 fordulatnak megfelelden) 3 napfelkeltét és 3 naplementét 1dtnak 48 éra
alatt. fgy a napnyugta és a napkelte kozott a repiilégépen %8 = 8 dra telik el.

b) Ha a repiil6gép nyugat felé, vagyis a Fold forgdsi irdnyaval ellentétes irdnyba
halad, akkor 48 dra alatt az utasok (a 2 —1 =1 fordulatnak megfeleléen) csak
1 napkeltét és 1 napnyugtat latnak. Ennek megfeleléen a napnyugta és a napkelte
kozott a repiildgépen % = 24 6ra telik el.

Sebestyén Jozsef Tas (Budapest, Badar-Madas Ref. Gimn., 8. évf.)

54 dolgozat érkezett. Helyes 26 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 18, hibds 4 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5122. Egy autd fékutja szdraz,
vizszintes aszfalton 50 km/h sebesség-
nél legaldbb 13 méter, azaz ennyi utat
tesz meg az autd a fékezés megkezdésétdl
a megdllds pillanatdig. (A fékat definici-
gjaban mem szerepel sem az ember, sem
az autd reakcidideje.)

Mekkora ugyanennek az autonak
a minimalis fékitja 20 km/h sebességnél
eqy szokatlanul meredek, 30°-o0s hajlds-
s20g1 (kb. 58%-0s!) lejtén?* Vizsgdljuk a felfelé és a lefelé haladds esetét is!

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

Megoldas. A teljes rendszerre felirhatjuk a munkatételt. Ha a lejté dolés-
szoge «, a fékut hossza s, az autd és terhelésének egyiittes tomege m, a nehézségi

*A vildg legmeredekebb utcéja az Uj-Zélandon, Dunedin vérosaban taldlhaté, 350 mé-
ter hosszi Baldwin Street, ami 38°-os, tehat 78%-0s meredekségii.
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gyorsulas g és a surlédési egytitthaté u, akkor
1 5 .
pmgs cos o = omy + mgssin a.

(A porzitiv el6jel a lefelé haladd, a negativ pedig a felfelé haladé auténal érvényes.)

Az elsd esetben a; = 0, tehat

1
©wmgs; = §mvf = pu=0,76.

A maésodik esetben ay = 30°, igy fenndll:
o 1 2 . o
pwmgss cos 30° = imv2 + mgss sin 30°.

Ebbél adéddan a fékut
(le)

a) a lejtés tdton lefelé haladé auténdl sy~ ~ 10 m;

b) a lejtén felfelé pedig sgd) ~ 1,4 m.

Varga Vidzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

56 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 28, hibds 1 dolgozat.

P. 5156. Vékony lemezbdl készilt ontozékanna gombeikk ala-
ku rozsajat peremkorének egyik pontjandl az abran ldthato mdodon o)
csuklosan régzitettik. Mekkora a h/r ardny, ha egyensilyi dllapot-
ban a test tengelye vizszintes? (A vékony lemez homogén, dllandd
vastagsagu. A rozsa vizbevezetd csovecskéjének méretét és a kifo- r
lyonyilasok dsszes teriiletét tekintsik elhanyagolhatéan kicsinek.)

o oo
o o

5o 00 o

(5 pont) Kozli: Németh Ldszlo, Fony6d

Megoldéas. A rézsa két részre oszthaté fel; egy kippaldstra és egy gémb-
siivegre. Egyensiily esetén a két rész sulyabdl adodé forgatényomatékok kiegyenlitik
egymast:

Giz1 = G2$27

ahol G1 és Gy a részeknek (az Ap o-vel jelolt felszi-
niikkel ardnyos) silya, x1 és x5 pedig az egyes részek
tomegkozéppontjanak az elvalaszto siktél mért tavol-
sdga (lasd az dbrdt). (Mivel a rézsa forgdsszimmetri-
kus, a tomegkozéppontok nyilvan a szimmetriatenge-
lyen helyezkednek el.) Az egyensily feltétele tehat igy
is felirhato:

G

(1) A1$1 = AQI’Q.
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A kuppalést felszine (ha az alapkorének sugara y):

(2) Ay = mry,

a tomegkozéppontja pedig (14sd pl. a Fiiggvénytdabldzat 198. oldaldt):
r—nh

(3) Tr1 = 3 .

Egy r sugart gombfeliiletbél kivagott, h vastagsagu géombsiiveg felszine (ldsd
pl. a Fiiggvénytédblazat 66. oldalat)

(4) Ay = 27rh,
a tomegkozéppontjanak tavolsaga a korlap kozéppontjatdl pedig
h

Ez utébbi ugy lathaté be, hogy gondolatban szétvagjuk a h magas gbmbsiiveget na-
gyon sok, egyforma vastag gombovre. Ezeknek a gomboveknek a felszine, és emiatt a to-
megiik is ugyanakkora, tehat az egész gombsiiveg tomegkozéppontja a ,,k6zépsé gobmbov”
kozéppontjaban, a h felénél taldlhato.

Irjuk vissza (2)-(5) alapjan szémitott értékeket (1)-be:

—h h
ﬂryr = 271'7"]157

3

vagyis

(6) Yy

Hatarozzuk meg y-t az abran lathaté derékszogi haromszogbol:
=12 —(r— h)2, vagyis y =+ h(2r —h).
Ezt (6)-ba helyettesitve a

r—h:h2

h(2r — h)

egyenletet kapjuk. Ebbdl négyzetre emelés és algebrai atalakitdsok utan kovetkezik,
hogy

h3 h? h

10— —-4—+5--2=0.

73 72 r

Ez az x = h/r ardnyra nézve harmadfoku egyenlet:
102% — 42? + 5z — 2 = (5z — 2)(22% +1) = 0,
aminek egyik gyoke x = 2/5, a masik két gyoke pedig nem valds.
Az egyensilyban 16v6 test tengelye tehét h/r = 2/5 ardny esetén lesz vizszintes.

Fiilop Samuel Sihombing (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)
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Megjegyzések. 1. Ha a fenti gondolatmenet helyett mar a megoldas elején azt téte-
lezziik fel, hogy a rézsa két részének tomege megegyezik, vagyis hogy G1 = G2, akkor
az egyensily feltétele z1 = x5 lesz. Ez a h/r ardnyra egy els6foku egyenletet jelent:

r—h h

3 2’
aminek megolddsa: h/r = 2/5. Visszahelyettesitéssel megkapjuk, hogy ilyen ardnyszdm
esetén A; = As, vagyis a kezdeti feltevésiink helyes volt. Ez azonban nem bizonyitja, hogy
mas aranyszam esetén nem lehet egyensilyban a test a vizszintes tengelyallas mellett.
A két félrész tomege (és silyponttdvolsiga) dltaldban kiilonbozik egymdéstdl, és csak
h/r = 2/5 ardnynél egyeznek meg.

2. Tobb versenyz6 a forgasszimmetridra hivatkozva azt allitotta, hogy az egyensily
feltétele ugyanaz, mint ami a kétdimenzids esetben lenne, amikor az alakzat egy harom-
szogbdl és egy korcikkbél allna. Ez azonban hibds &llitas!

3. E)hrdekes7 hogy a hdromdimenzids esetben (vagyis egy tomér kip és egy gombszelet
Osszeillesztésénél) is h/r = 2/5 ardnyndl lesz a tengely egyensilyi helyzete vizszintes.

24 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 7, hibds 7 dolgozat.

P. 5157. Céllovéskor a gyorsabb vagy a lassabb lovedék téril el jobban a Fold

forgdsa kévetkeztében fellépd tehetetlenségi (Coriolis-) erd hatdsdra?
(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

I. megoldas. Ismert, hogy az inerciarendszerekhez képest alland6 w szogse-
bességgel forgé (példaul a Foldhoz rogzitett) vonatkoztatdsi rendszerekben csak
akkor érvényes a dinamika alaptérvénye, ha a ,valédi er6k” mellett in. tehetetlen-
ségi erbket is belefrunk a mozgasegyenletbe. Ilyen tehetetlenségi erd az mrw? nagy-
sagu centrifugdlis erd és a 2mow sin « nagysdgi Coriolis-erd. (r a vizsgalt test és
a forgastengely tavolsaga, v a test sebessége a gyorsulé koordinata-rendszerhez ké-
pest, a pedig a sebességvektor és a forgastengely szoge. Mivel esetiinkben v < rw,

a centrifugdlis erét elhanyagolhatjuk a Coriolis-er6é mellett.)

Léjiink ki egy lovedéket az északi félteke o szélességi fokanal vizszintesen, pon-
tosan észak felé. A 16vedék sebessége legyen v, a céltabla tavolsdga pedig pedig L.
A 16vedék mozgasanak ideje (ha a fékez0dését nem vessziik figyelembe): ¢t = L/v.
A Coriolis-erd ebben az esetben F' = 2muw sin a nagysagu, irdnya vizszintes és kelet
felé mutat. Ezen er6 hatasara a lovedék kelet felé is gyorsul

a=— = 2uwsin«
m

(dllandd) gyorsuldssal, {gy az északi irdanytol vald eltériilésének nagysdga a céltab-
lanél:
Ay — Ay _ szsina'
2 v
Lathato, hogy nagyobb sebességli 16vedék kevésbé teriil el, mint a lassabb.
Somldn Gellért (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldés. Az eltériilés nagysigét kiszamithatjuk a forgdsmentes inercia-
rendszrben is. Itt csak a fliggéleges irdanyu nehézségi erd hat a l6vedékre, igy annak
vizszintes irdnyd mozgédsa egyenletes. A Fold (és vele egyiitt a fegyver) kelet felé
fordul el, a keriileti sebessége a kilovés helyénél v; = Rwcosa (R a Fold sugara).
Ezzel a sebességgel haladva a 16vedék a becsapddésig eltelé ¢ = L/v id6 alatt

Yy = vt = Ccos av

utat tesz meg.

Ugyanennyi id6 alatt a céltabla is elmozdul kelet felé, de mivel a kilovés
helyénél L tévolsaggal északabbra, az o + (L/R) szognek megfeleld szélességi koron
helyezkedik el, a céltabla elmozdulasa y;-nél egy kicsit kevesebb, mind&ssze

wcos a+£
R

Vegyiik figyelembe, hogy L < R, emiatt jogos a

Y2 =

cos|a+ — | =cosa cos — —sina sin — &~ cosa — — sin«
( R> R R R

kozelités.

Mivel yo < y1, az eltolodas mértéke kelet felé

LRw L . L?vwsina  4llandé
Ay=y; —yo = —— =sina = = .
v R v v
Lathato, hogy azonos koriillmények kozott a nagyobb sebességli 16vedék kevéshé

tériil el a Fold forgasa miatt, mint a kisebb sebességti.
Mihalik Balint (Kecskeméti Banyai Jilia Gimn., 10. évf.) és
Sepsi Csombor Mdrton (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata felhasznalasaval

55 dolgozat érkezett. Helyes 25 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 23, hibds 6 dolgozat.

P. 5158. Tdbldzati adatok felhaszndldsdval hatdrozzuk meg, hogy eqy kukta-
fazékban lévd, 120 °C-os telitett vizgdz a siiriség szempontjabdl mekkora hibdval
tekinthetd idedlis gaznak!

(3 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. Téablazati adatok szerint™ a telitett g6z nyomaéasa a megadott hé-
mérsékleten: p = 0,20 MPa. Az idedlis géz allapotegyenlete segitségével szdmolt
striség:

J =~ 3"
(8,31 m) - (393 K) m

M (18-10~° kg) - (2,0-10° Pa) ke
R

Nl

Oszéamitott =

“forrds: www.muszeroldal.hu/assistance/telitettvizgoz.html
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Ezt 6sszehasonlitva a gy = 1,13 %—es adattal, megéllapithatjuk, hogy az eltérés
csupéan 3 szazalék.

Rdcz Tamds Gaspdr (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 10. évf.)

33 dolgozat érkezett. Helyes P&lfi Fanni, Rdcz Tamds Gaspar és Toronyi Andrés
megoldésa. Kicsit hidnyos (2 pont) 9, hidnyos (1 pont) 17, hibéds 4 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 393. Egy sodrott spargat vagy fonalat fliggessziink fel, majd terheljiik
meg kiilonboz6 sulyokkal! Keziinkkel folyamatosan fékezve engedjiik kitekeredni
a szalat egészen addig, amig egyensilyi allapotba nem jut. Hogyan fiigg a szl
aljanak elfordulasa a terheléstél?

(6 pont) Kozli: Tichy Géza, Budapest

G. 697. Belenéziink egy kaleidoszkopba; a lat-
vany egy részét az dbra mutatja. Hol helyezkedhet-
nek el a kaleidoszkoép tiikrei?

(3 pont)

G. 698. Harom tomor kockank van, amelyek
oldalélei 1 cm, 3 cm és 9 cm. Hanyszor nagyobb nyo-
mast fejt ki a kockdkbdl épitett torony a vizszintes
asztallapra, ha a legnagyobb kocka helyett a legki-
sebbet helyezziik alulra?

(3 pont)

G. 699. Pilyaudvarokon, vasutalloma-
sokon figyelhetjiik meg, hogy elektromos veze-
tékeket példaul az dbrdn lathaté médon csiga-
kon atvetett drotkotélre akasztott, nehéz su- —
lyokkal feszitenek Kki.

a) Miért elényssebb ez a médszer, mint-
ha fix rogzitése lenne a felsévezetéknek?

b) Mekkora erd fesziti a dupla vezeték
egyes szalait, ha a feszitosilyok egyiittes t6-
mege 300 kg?

¢) Egy ver6fényes, felh6tlen napon hogyan valtozik a sulyok helyzete reggeltol
estig?

(4 pont)
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G. 700. A D28 jelii, 315 millidrd
tonnds jéghegy (az tUgynevezett Zap-
foghegy) 2019. szeptember 25-én vAlt
le az Antarktiszrol. Ha kis jégkockédk-
ka tornénk, és 20 °C-os vizbe szérnank,
hany Balatonnyi vizet tudna 0 °C ho-
mérsékletiire hiiteni? A Balaton vizé-
nek térfogata 1,9 km>. A jéghegyet te-
kintsiik egységesen —10 °C hémérsékle-
tlinek.

(4 pont)

P. 5197. Micimacké kapott ajdndékba egy 20 cm sugari, gomb alaku lufit.
A 1léggomb gy volt megtoltve héliummal, hogy ha elengedte a fonaldt, éppen
lebegett a levegében, nem emelkedett fel, de nem is siillyedt le.

Micimacké oromében elkezdett korbe szaladni a lufival 1gy, hogy az egyik
kezével fogta a lufi fonalanak végét. fgy a lufi egyenletes kormozgédst végzett.
Malacka megfigyelte, hogy barmekkora is Micimacké allandé szogsebessége, a lufi
fonala mindig 45°-0s szoget zar be a kor érintGjével.

Mekkora a lufi kérpalydjdnak sugara? (A fondl silyatdl és a lufi alakjdnak
esetleges megvaltozasatol eltekinthetiink. )

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhdz
Yo, P. 5198. Hasab alakd, M tomegii

D test nyugszik egy vizszintes, sima lapon.

m mm M Egy D rugéallandoji, a hasab hossz-
tengelyével parhuzamos, konnyld rugd

egyik végét a hasabhoz rogzitjiik, a ma-
sik végére egy elhanyagolhaté tomegt titkozotanyért erdsitiink. Egy mésik, m t6-
megl test vy sebességgel nekicsuszik a tanyérnak gy, hogy az elegend6 hosszisagi
rugot részben Gsszenyomja.
a) Mekkora a rendszer tomegkozéppontjanak sebessége?
b) A m tomegli test és a tdnyér érintkezésétdl szamitva mennyi idé milva lesz
a rugd a legrovidebb?

(5 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlo, Budapest
o} @) P. 5199. Az dbran lathat6 £ hosszu, kor-

v alaku, vékony (de kelléen merev) fémhu-

, y; Y Vi zal mindkét végpontjat ¢ hosszisagi, igen

konnyt fonallal a koriv O koézéppontjihoz

erOsitjiik. Az igy elkészitett inga az dbra fiig-

P gbleges sikjaban T3 periédusidejli, kis kitéré-

sl lengéseket végezhet az O pont korill. Ha

a fémhuzalt kiegyenesitjiik, az igy atalakitott test az dbra sikjaban 75 periédusidejii,
kis kitérésli lengéseket végezhet. Mekkora a Th /Ty ardny?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
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P. 5200. Egy volgy felett ativeld fiiggéhidban a transzverzalis rezgések mint-
egy 400 m/s sebességgel terjednek. Egy viharban a hidat éré erés szél masodper-
cenként ismétl6dé erdlokéseket hozott létre. Mekkora lehetett a fiiggéhid pilléreinek
tavolsaga, ha a hid er6s lengésekbe kezdett?

(3 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5201. Az dbrdn lathatd elren-
dezésben a rugdk direkcids ereje D =
= 1000 N/m, a kiils§ légnyomés py =
=105 Pa, és az A =10 dm? kereszt-
metszetlt dugattyu altal elzart gaz egy-
atomos. Kezdetben a rugdk nyujtat-
lanok, ekkor a gaz térfogata V=
= 50 liter. Mennyit mozdul el a dugattyd, ha a gazzal Q =2 kJ hét kozlink?
(A tartdly fala és a dugattyt hészigetels, a sirlédds és a flitészdl hékapacitdsa
elhanyagolhatd.)

(4 pont) Kozli: Berke Martin, Zalaegerszeg, Zrinyi M. Gimndzium

P. 5202. A fémek fajhéje nagyon alacsony hémérsékleteken jo kozelitéssel
az abszolit hémérséklettel ardnyos (¢ = a- T, az « ardnyossigi tényezd a fémre
jellemz6 dllandd). Egy hidegfizikai laboratérium igen jé hészigetelésii kamrdjaban
két kiilonboz6 tomegli és kiilonbozé fajta fémet dsszeérintiink. Az egyik (A jeldi)
fémdarab kezdeti hémérséklete 1,0 K, a (B jelli) masiké 3,0 K, a kialakulé kozos
hémérséklet pedig 2,0 K. Mennyi lesz a kozos hémérséklet, ha a fémdarabok kezdeti
hémérséklete: Tq = 1,5 K és T = 2,5 K?

(5 pont) Kozli: Bertalan Zoltdn, Békéscsaba

P. 5203. Egy 2A széles, atlatszd iiveglemezben a lemez sikjara merdleges
z tengely iranyaban valtozik a torésmutato, értéke z = + A-ndl ng, mig z = 0-nal n;.
Az iiveglemez sz6lénél (z = A ,magassidgban”) az x tengely irdnydban egy vékony
lézersugarat inditunk, amely az {ivegben eltériilve egy koszinuszgorbe mentén halad.

z
no
T
0

o

—A

a) Hogyan fligg a torésmutatd z-t617

b) Mekkora a fény pélyagorbéjének hulldmhossza?

Adatok: A=1cm, ng =1,5ésny =1,6.

(Lésd a P. 5066. feladat megoldédsat a KoMaL 2018. évi decemberi szdméban.)
(5 pont) Kozli: Gndidig Péter, Vacduka
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P. 5204. Hatérozzuk meg az dbrdn vazolt katodsugaras oszcilloszkopesé érzé-
kenységét mm/volt egységben!

| K I
I Uo U__ ’J/d
B

Adatok: az eltéritblemezek hossza £ = 2 cm, a lemezek tdavolsdga d = 0,5 cm,
az ernyo tavolsaga a lemezek kozepétol s = 20 cm, a gyorsitéfesziiltség Uy = 1000 V,
és az eltéritéfesziiltség legnagyobb értéke Upa, = 100 V.

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5205. Az dbra rézvezetékbol ké-

@ @ sziilt hurkot mutat, amely két koncent-

: rikus félkorbol és az azokat Osszekotod

egyenes vezetékekbdl all. A hurok viz-

szintes asztalon fekszik, el6szor a kisebbik félkor fliggbleges helyzetben van. A ki-

sebbik félkor a szaggatott vonal mint tengely mentén 1 s alatt vizszintes helyzetbe

fordul. A hurok teljes egészében fliggélegesen felfelé irdnyuld, homogén méagneses
mez6ben van.

a) Melyik esetben nagyobb a hurkon dtmend mégneses fluxus?

b) Mekkora az indukdlt dram dtlagos nagysdga, és milyen az irdnya, mikézben
a kis félkor lefordul?

¢) Mekkora az indukalt dram maximaélis értéke, ha a kis félkort dllandé szogse-
bességgel forgatjuk, és éppen At = 1 s alatt keriil fiigg6leges helyzetébdl vizszintes
helyzetbe?

Adatok: a mégneses indukcidvektor nagysaga B = 0,35 T, a hurok ellenalldsa
R = 0,025 Q, a kisebbik félkor sugara pedig r = 0,2 m.

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmez6évéasarhely

P. 5206. Hatdrozzuk meg az urdnbdl két a-atalakulds és két S-bomlas ered-
ményeként keletkez6 ionium témegszamat! Melyik elem izotépja az ionium?

(4 pont) Példatdri feladat

P. 5207. A miion (u~) bomlékony elemi részecske, atlagos élettartama
2,197 us, tomege 207 elektrontomeg, toltése megegyezik az elektronéval.

Egy részecskegyorsito tarologytiriijében a gytru sikjara merdleges, homogén-
nek tekintheté mégneses tér van. A gylirii egy adott pontjandl érinté irdnybdl mono-
energetikus milonnyaldbot vezetnek a tarolégytiriibe. A korpalyén keringé miionok
atlagosan 5 teljes kor megtétele utan maguktél elbomlanak.
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a) Mekkora a miionok (dtlagos) sebessége és mozgdsi energidja, ha a tdrold-
gylrd atmérdje 120 m?

b) Mekkora a gyflirliben a magneses indukci6é nagysdga?

(6 pont) Kozli: Fajszi Bulest, Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

Bekiildési hatarid6é: 2020. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 2. February 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 95): K. 649. A fast
train and a slow train of the same length are travelling on two parallel tracks, in opposite
directions. The tracks both pass through a tunnel. The fronts of the two trains arrive at
the two entrances of the tunnel simultaneously. It takes 3 seconds for the total length of
the fast train to become covered by the tunnel, and it takes 6 seconds for the slow train.
The trains meet inside the tunnel 18 seconds after reaching the tunnel. How long do they
take to pass each other? At what time after meeting will the full length of the individual
trains emerge from the tunnel? K. 650. The side of the small square in the figure is
3 cm, the sides of the large rectangle have integer lengths, one being 2 cm longer than the
other. The sides of the rectangle and the square are parallel, their centres coincide. The
shaded region was made by extending the sides of the small square in one direction, and
connecting the points where the sides of the large rectangle were reached. Is it possible
for the area of the shaded region to be an even number (of cm?)? K. 651. For the areas
marked in the figure, Th : T : T5 = 2 : 7 : 3. What are the ratios of the lengths = to y,
and u to v?7 K. 652. A box contains yellow, blue and red balls, 10 of each colour. In how
many different ways is it possible to divide the balls into a group of 10 and a group of 20
such that each group should contain at least one of each colour? (Balls of the same colour

cannot be distinguished.) K. 653. We know that y/ay/ay/a = b and a,b > 1 are integers.
Find the minimum value of a + b.

New exercises for practice — competition C (see page 96): Exercises up
to grade 10: C. 1588. Let E and F' be the points lying closer to vertex A which
divide the sides AB and AD of a quadrilateral ABCD, respectively, in a 1: 2 ratio.
Let G be the point lying closer to B which divides side BC in a 1:2 ratio. Reflect
point G in the point F, and reflect its image in the point F'. Prove that the final image
lies on a side of the quadrilateral. Which side is it, and in what ratio is it divided by
the final image? C. 1589. Solve the following equation over the set of real numbers:
WP 4+y—z— 1)2 + (r + %)2 = 4. (Proposed by B. Bird, Eger) Exercises for everyone:
C. 1590. Find the positive integer solutions of the equation (a + 1)*- (b+1)*- (¢ + 1)* =
(40a 4+ 1) - (400 + 1) - (40c + 1). C. 1591. The coordinates of a ship are x = 2, y = 0. The
shoreline is given by the curve of equation y = v/2x + 1. At what angle should the ship
deviate from the direction due north in order to reach the closest point of the shore in
a straight line? (Assume that the xz-axis points towards the east.) C. 1592. In England,
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a man lost his wedding ring, and set out to search for it with the help of a friend and
a metal detector. They did not find the ring, but they did find some gold coins from the
time of King Henry VIII, delivering 100000 pounds to the two friends. The one-pound
coins were preserved in very good condition, and during the 500 years elapsed, their
average annual increase in value was between 1.42% and 1.43%. How many coins may
they have found? Exercises upwards of grade 11: C. 1593. Two sides of a triangle
are 3 cm and 4 cm long. What is the angle enclosed by the sides if the medians drawn from
the opposite vertices are perpendicular to each other? C. 1594. The first row of seats in
an auditorium consists of 24 seats. 20 seats are already taken. What is the probability
that there are 2 adjacent vacant seats?

New exercises — competition B (see page 97): B. 5078. Define a sequence
ai,as, ... by the following recurrence relation: a1 = 1, a, = Z—i(al +az+---+an—1) for
n > 1. Determine the value of azo20. (4 points) B. 5079. Solve the equation log, log; = +

log, log, = log, @ over the set of real numbers. (3 points) (Proposed by B. Bird,

Eger) B. 5080. Let D denote the midpoint of the base AB in an isosceles triangle ABC'.
Let H be the point lying closer to C' that divides the leg AC in a 1 : 2 ratio. The circle

BC'H intersects line C'D at the points C' and X. Show that CX = %r, where r is the radius
of the circle ABC'. (4 points) B. 5081. In a triangle, the medians drawn to sides a and b

are perpendicular. Prove that % < % < 2. (8 points) B. 5082. Prove that the geometric
mean, the arithmetic mean, and the quadratic mean of the altitudes in any triangle is not
greater than the geometric mean, the arithmetic mean, and the quadratic mean of the
radii of the escribed circles, respectively. (& points) B. 5083. Is there a polynomial p(z) of
degree 100 with real coefficients for which the polynomial p(p(x)) has 10000 distinct real
roots? (5 points) B. 5084. Let n be a positive integer, and let S denote the set of 0 — 1 — 2
sequences of length n. Determine which sets ) # A C S have the following property: no
matter how a vector (c1,cz,...,cn) € S\ {(0,0,...,0)} is selected, the probabilities that
the sum of products cia1 + caaz2 + -+ - + cpa, formed with a randomly chosen element
(a1,az2,...,an) of set A will leave a remainder of 0, 1, or 2 are 1/3 each. (6 points)
(Based on a problem of Kiirschdk competition) B. 5085. Show that a regular heptagon
can be dissected into a finite number of symmetrical trapezoids, all similar to each other.
(6 points) (Proposed by M. Laczkovich, Budapest)

New problems — competition A (see page 99): A. 769. Find all triples (a, b, ¢) of
distinct positive integers so that there exists a subset S of the positive integers for which
for all positive integers n exactly one element of the triple (an,bn,cn) is in S. (Proposed
by Carl Schildkraut, Massachussets Institute of Technology) A. 770. Find all positive
integers n such that n! can be written as the product of two Fibonacci numbers. A. 771.
Let w denote the incircle of triangle ABC', which is tangent to side BC' at point D. Let
G denote the second intersection of line AD and circle w. The tangent to w at point G
intersects sides AB and AC' at points E and F'. The circumscribed circle of DEF' intersects
w at points D and M. The circumscribed circle of BC'G intersects w at point G and N.
Prove that lines AD and M N are parallel. (Proposed by Agoston Gydrffy, Remetesz616s)

Problems in Physics
(see page 121)

M. 393. Hang a piece of twisted rope or yarn, and then attach different weights to
its free end. Leave the rope unwind, continuously slowing the motion with your hand until
it reaches the equilibrium position. How does the angle turned by the lower end of the
rope depend on the load?
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G. 697. We look into a kaleidoscope; part of the observed view is shown in the
figure. Where are the mirrors of the kaleidoscope? G. 698. We have three solid cubes of
edges 1 cm, 3 cm and 9 cm. A tower is built from the three cubes. By what factor will the
pressure exerted by the tower on the horizontal tabletop be greater when the smallest cube
is at the bottom compared to when the largest cube is at the bottom? G. 699. At railway
stations, we can often observe that the overhead contact wires are stretched with heavy
weights suspended by wire ropes looped over, for example, a pulley system shown in the
figure. a) Why is this method better than fixing the overhead contact lines? b) What is
the tension in each of the double overhead contact wires if the total mass of the weights is
300 kg? ¢) How does the position of the weights change during a bright cloudless day from
dawn to dusk? G. 700. The 315 billion-tonne D28 iceberg (also known as Loose tooth,
or Molar Berg) broke off Antarctica on 25 September 2019. If it was smashed to small
ice-cubes and put into water at a temperature of 20 °C, how many times of the amount
of the water in lake Balaton could be cooled down to a temperature of 0 °C? The volume
of the water in lake Balaton is 1.9 km®. Suppose that the temperature of the ice-berg is
—10 °C everywhere.

P. 5197. As a present, Winnie-the-Pooh was given a sphere-shaped balloon of radius
20 cm. The balloon was filled with helium such that when Winnie-the-Pooh released its
thread, it just floated in the air, so it neither rose up nor sank. Winnie-the-Pooh was so
happy that he began to scamper around in a circle with the balloon such that he held
the end of the thread of the balloon in his hand. The balloon executed uniform circular
motion. Piglet observed that whatever Winnie-the Pooh’s constant angular speed was the
thread of the balloon always had an angle of 45° with the tangent of the circular path of
the balloon. What was the radius of the path of the balloon? (Neglect the weight of the
thread and the incidental changes in the shape of the balloon.) P. 5198. There is a prism-
shaped object of mass M on a horizontal smooth surface. One end of a light spring of
spring constant D is attached to the prism such that the spring is parallel to the symmetry
axis of the prism, whilst the other end is fixed to a disc-shaped bumper of negligible mass.
Another object of mass m, sliding at a speed of vg, collides with the bumper such that it
partly compresses the long enough spring. a) What is the speed of the centre of mass of
the system? b) Starting the stopwatch at the moment when the object touches the bumper
first, how much time elapses until the spring becomes the shortest? P. 5199. A piece of
thin and rigid metal wire of length ¢ has a shape of a circular arc. Each end of the wire
is attached to a thin thread of length ¢ and the other ends of the threads are fixed at
the centre of the circular arc, O, as shown in the figure. The period of the pendulum,
which can swing with small amplitude in the vertical plane of the figure, is Ti. If the
metal wire is straightened then the pendulum with the altered shape has a period of 7%,
when it swings about O in the plane of the figure, with small amplitude. What is the
ratio 7> /717 P. 5200. The speed of transverse waves in a suspension bridge over a valley
is 400 m/s. In a storm the strong wind generated impulses, which are repeated in each
second. What is the distance between the pillars if the bridge started to swing heavily?
P. 5201. The figure shows a piston and two springs attached to it. The spring constant
of both springs is D = 1000 N/m, the ambient air pressure is pg = 10° Pa, and the piston
of cross-sectional area A = 10 dm? encloses a sample of monatomic gas. Initially both
springs are unstretched, and the volume of the gas is Vo = 50 litres. How much does the
piston move, if @ = 2 kJ thermal energy is added to the sample of gas? (The walls of the
container and the piston are thermally insulated; friction, and the heat capacity of the
heating element are negligible.) P. 5202. The specific heat capacity of metals at very low
temperatures is approximately proportional to the absolute temperature (¢ = a- T, where
the proportionality constant « is characteristic of the material). In a very well insulated
chamber of a cryogenic laboratory, two pieces of different metals of different mass are
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placed such that they came into contact. The initial temperature of one of them (denoted
by A) is 1.0 K, whilst that of the other (B) is 3.0 K, and the final common temperature is
2.0 K. What will the final common temperature be if the initial temperature values of the
metals are T4 = 1.5 K and T = 2.5 K7 P. 5203. The refractive index of a transparent
glass sheet of width 2A varies in the direction of axis z, which is perpendicular to the
plane of the sheet. At z = + A its value is ng, whilst at z = 0 it is n1. A thin ray of laser
enters into the glass (at a “height of” z = A) and travels in the direction of axis x. The
laser beam is deflected in the glass and travels along the curved path of a cosine function.
a) How does the refractive index depend on z? b) What is the wavelength of the path of
the laser? Data: A =1 cm, no = 1.5 and n; = 1.6. P. 5204. Determine the sensitivity of
the cathode-ray oscilloscope shown in the figure in the unit of mm/volt. Data: the length
of the deflecting plates is £ = 2 cm, their distance is d = 0.5 cm, the distance between the
screen and the centre of the plates is s = 20 cm, the accelerating voltage is Uy = 1000 V,
and the greatest value of the deflecting voltage is Umax = 100 V. P. 5205. The figure
shows a loop made of a piece of copper wire. The shape of the loop is two concentric semi-
circles and two connecting straight line segments. The loop is on a horizontal tabletop, but
initially the smaller semi-circle is in a vertical position. The small semi-circle is turned into
the horizontal position in 1 s. The dashed line is the axis of rotation. The whole loop is in
uniform vertically upward magnetic field. a) In which case is the flux linkage of the loop
greater? b) What is the average value, and the direction of the induced current in the loop,
while the smaller loop turns? What is the direction of the current? ¢) What is the greatest
value of the induced current if the small semicircle is rotated at a constant angular speed
and it takes exactly At = 1 s to turn from the vertical position to the horizontal position?
Data: the magnetic induction is B = 0.35 T, the resistance of the loop is R = 0.025 €,
the radius of the smaller semi-circle is » = 0.2 m. P. 5206. Determine the atomic mass
number of ionium, which is the daughter element of uranium, after the uranium emits
two a and two 3 particles. Which is the element whose isotope is the ionium? P. 5207.
Muon (x~) is an unstable elementary particle, its mean lifetime is 2.197 us, its mass is
207 times the mass of an electron, and its charge is the same as the charge of an electron.
In a storage ring (a type of circular particle accelerator) there is uniform magnetic field,
which is perpendicular to the plane of the ring. At a certain point of the ring, from the
direction of the tangent at that point, a mono-energetic muon beam is injected into the
storage ring. The muons revolve along the circular path and on average they decay after
completing five whole turns. a) What is the (average) speed and kinetic energy of the
muons if the radius of the storage ring is 120 m? b) What is the magnetic induction in
the storage ring?

Problems of the 2019 Kiirschak competition

1. In the acute triangle ABC we have AB < AC' < BC. Let Ay, By and C; be the
feet of the altitudes from A, B and C, respectively. The point P is obtained by reflecting
C over the line BB, and the point @ is obtained by reflecting B; over the line C'C'. Prove
that the circumcircle of the triangle A1 PQ passes through the midpoint of the side BC.

2. Let n be a positive integer. Find all families F that consist of certain subsets
of {1,2,...,n} and satisfy that for every fixed, nonempty subset X C {1,2,...,n}, the
number of sets A € F yielding an intersection A N X of even, resp. odd cardinality is the
same.

3. Is it true that for any bounded subsets H and A of the real line, the set H can
be partitioned into pairwise disjoint translates of A in at most one way? (Infinitely many
translates may be used.)
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