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b) A cég pidrosa Ugy taldlta, hogy az embléma nem elég szines. Szeretné
a gyémant 5 Osszefiiggd részében megjeleniteni a piros, a fehér és a zold szineket.
Hényféle kiilonb6z6 ilyen hdrom szinli embléméat kaphatunk, ha azt szeretnénk,
hogy az élben szomszédos részek szine kiillonboz6 legyen, valamint mind a harom
szin meg is jelenjen az emblémdban? (6 pont)

8. Egy specidlis trépusi halaknak val6 feliil nyitott, alul és oldalt tiveg akvari-
umot épitiink. Az akvarium paramétereire EU-eléirdasok alapjan a kovetkezknek
kell teljesiilnie:

— Az akvérium térfogata 1 m? kell, hogy legyen;

— az akvarium alapja olyan téglalap, melynél az oldalak ardnya 1 : 2;

— a négy oldalfal olyan {ivegbdl késziil, melynek ara 90 eurd négyzetméterenként;

— az akvarium alsé lapja pedig olyan iivegbol késziil, melynek négyzetmétere
120 eurdba keriil.

Milyennek vélasszuk az akvarium éleit, hogy a lehetd legkevesebb legyen
az anyagkoltség, és az hdny eurd lesz? (16 pont)

9. Hény olyan 0 < § <165 0< ¢ <1 (a,b,c,d € N¥) nem egyszerfisithets
kozonséges tort van, hogy az
a c
1+3) (1+9)
(1+ AR

szorzat egész, valamint a + b+ ¢+ d = 1007 (16 pont)

Sztranyak Attila
Budapest

Megoldasvazlatok a 2019/7. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a cos2x = 5cosx — 3 egyenletet, ha x € [—m;2x]. (5 pont)

b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdin a

2\/5—\/304-2—\/334—420

egyenlétlenséget. (7 pont)
Megoldas. a) (2cos?z — 1) —5cosz +3 = 0; 2cos?z — 5cosx + 2 = 0;

5++v25—-16 5H5+£3
(cosz); 5 = 1 =~

(cosz), = 2 nem lehetséges; (cosx), = % = = j:% +2km, k € Z. Az egyenletnek
T 5T

ezek koziil harom megoldasa van az adott halmazon: —%, 3 3
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b) Kikotések: @ > 0; x +4 > 0; v +2 — o +4 > 0. Ha az elsd teljesiil, akkor
a masodik is. Ezek teljesiilését feltéve alakitsuk a harmadikat: x4+ 2 > vz + 4;
mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens miivelet, ezért

P t4r+4>a+4
m2+3x20;

ebbdl © < —3 vagy 0 < = adddik. Ezt egybevetve a korabbiakkal végiil x > 0 a fel-
tétel.

Rendezziik az egyenlotlenséget:

QﬁE\/x+2\/x+4.

Most is négyzetre emelhetiink,

4-—2x+2—-Va+4

ol &

Verdz o+

25 5
2
0> — — —;
25 5
O>x275x;

ebbdl 0 < x < 5 kovetkezik, ami a kikotéseknek is megfelel. Tehdt a megoldas:

x € [0;5].
2. Vizsgaljuk meg az a,, = 2;:13, n € Z* sorozatot korldtossdg, monotonitds
és konvergencia szempontjabol. Megdllapitasainkat igazoljuk. (11 pont)

Megoldéas. A sorozat korlatos, mert alulrdl pl. a —1, feliilrél a 2 korldtja.
2:;13 >—1;n+1>0, tehdt 2n —3 > —(n + 1); 3n > 2, ami igaz, ide ekvivalens

lépéseken keresztiil jutottunk, ezért a kiindulé allitas is igaz.

2n —3
n+1

<2, 2n—-3<2n+2; —-3<2
(indoklds ugyanaz, mint az elébb).
A sorozat szigortian monoton névé, azaz a, < a,.1 minden n € ZT esetén.

2n-3 _2n+1)-3
n+1 (n+1)+1’

2n—3)(n+2) < (2n—1)(n+1);
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M2 4+n—6<2n®+n—1;
—6< -1

(ismét egy mindig igaz &llitdst kaptunk, ...).

A sorozat konvergens, hatarértéke 2.

n(2—%) 2 —
ap = N =
n(l+5) 1+

S-Sl

Tudjuk, hogy lim, . % =0, a konvergens sorozatokra vonatkozo tételek szerint
ad- % sorozat hatarértéke 3 -0 = 0; a szamléléé 2, a nevezdé 1, igy a hanyadosé
2 lesz. Ha az € > 0, ng-os definiciét hasznaljuk, akkor a megsejtett 2 hatarértékkel
felirhatjuk, hogy

b)
— <& —-—1l<mn
n €

‘2_271—3‘ ;
n+1

amibdl € > 5 esetén ng = 1, egyébként ng = [g — 1] (a [ ] egészrészt jelent), tehét

van minden pozitiv e-hoz kiiszobindex.

3. Egy bardti tdarsasdgban 32 lapos magyar kdrtydval jatszottak. (Itt a ,szinek”:
piros, zold, makk, tok; mindegyik szinen belil dsz, kiraly, felsd, alsd, tizes, kilences,
nyolcas, hetes lapok taldlhatdk.) Egyik este Kdroly feljegyezte, hogy az elsd tiz oszlds
alkalmdbdl hany piros lapot kapott. Az 1, 3,0, 2, 4, 2, 5, 3, 2, 4 adatokat irta fel.

a) Mennyi az dtlag, mddusz, medidn, szérds? (4 pont)

Egyszer a piros lap el6forduldsdnak torvényszeriiségeit vizsgaltdk gy, hogy a jol
megkevert paklibol taldlomra kihiztak egy lapot, feljegyezték, hogy piros-e vagy sem,
magd visszatették a tobbi kozé. Ezt dsszesen nyolcszor végezték el.

b) Mennyi a valdszinisége, hogy legfeljebb 5-szor kaptak pirosat? (6 pont)

Késobb megudltoztattak a hizds modjdt, ekkor egyszerre vettek ki 8 lapot a meg-
kevert paklibol.

¢) Mennyi a valdszintisége, hogy legaldbb 6 piros lap van kozéttik? (3 pont)

Megoldas. a) Az étlag 2,6; médusz 2; medidn 2,5; szérds 1,43.

b) A piros hizdsénak esélye: p = %1; nem pirosé: ¢ = % Jelolje ¢ azt, hogy
hényszor lett piros a huzas eredménye. Kevesebb szamolassal kapjuk a komp-
lementer esemény valdszinliségét, igy ezt szamitjuk ki elészér (négy tizedesjegy-

6,372 7
re kerekitiink). P(¢ = 6) = (3) () (2) = 0,0038, P(¢ =7) = ($)(3) 2 = 0,0004,
P(¢=38)= (%) = 0,0000; ezek osszege: 0,0042, tehdt az esemény valdszintisége
P(A) =1-0,0042 = 0,9958.

8\ (24

() (7)

O
R

(5) (%) _  7om
+ 8(382)0 = 10518300 ~ 0008

+
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4. a) Van-e olyan mdsodfoki egyenlet, amelynek egyik gyike raciondlis, a mdsik

irraciondlis szam? (3 pont)
b) Van-e olyan egész egyiitthatds mdsodfokid egyenlet, amelynek egyik gyoke
raciondlis, a mdsik irraciondlis szdm? (6 pont)
¢) Van-e olyan egyszertd grdf, amelynek 8 pontja és 29 éle van? (3 pont)

Ha az elobbi kérdésekre igen a wvdlasz, adjunk példdt ilyen esetre, ha nem,
indokoljuk a valaszt.

d) Mutassuk meg, hogy az A, B kijelentések tetszbleges logikai értéke esetén
AV (AAB)=A. (3 pont)

Megoldas. a) Igen, pl. (x — 1)(r — \ﬁ) = 0; felbontva, rendezve:
—(1+V2)z+v2=0;

vagy pl. z(z — m) = 0; 22 — 72 = 0 stb.

b) Nincs ilyen egyenlet. Eloszor belatjuk, hogy egy raciondlis és egy irracionédlis
szam Osszege irraciondlis szam. Tegyiik fel, hogy ¢1 + ¢* = ¢2; ¢* = q2 — q1; ez azon-
ban ellentmonddas, mert a racionélis szamok halmaza a négy alapmiiveletre nézve
zart halmaz, azaz két raciondlis szam kiilonbsége is raciondlis. Az altalanos mésod-
foku egyenlet egyiitthatdi és gyokei kozotti egyik Osszefiiggés szerint 1 + x9 = — Q

Tegyiik fel, hogy az egyik gyok raciondlis, a mésik irraciondlis, ekkor a bal oldal
irraciondlis, a jobb oldal racionalis, ami lehetetlen.

¢) Nincs ilyen graf. Ha a graf egyszerti teljes graf volna, akkor (2) = 28 éle
lenne. Mivel 29 éle van, legalabb egy hurokélnek kell lennie, ekkor viszont nem
egyszer a graf.

d) Készitsiik el az igazsdg tébldzatot:

A B AANB | AV(ANAB)
i i i i
i h h i
h i h h
h h h h

Lathatjuk, hogy az elsd és utolsé oszlop rendre egyezik, ezzel az allitast iga-
zoltuk.

II. rész

5. Nydri vitorlastabor 26 fiataljanak iszdsoktatdst szerveztek fizikai erdnlétik
javitdsa, vizi biztonsdaguk erdsitése céljabol. A taborban gyors-, mell- és hatuszds
oktatasdra volt szakképzett oktato, igy a résztvevdk e hdrom uszdsnemre jelentkez-
hettek. Mindenkinek legaldbb egyet vdlasztania kellett. 17-en vdlasztottdk a gyors-
uszast, 15-en jelentkeztek hdtuszasra, 16-an pedig melliszdsra. 8 olyan, gyorsuszast
valasztott fiatal van, aki hatiszdasra nem jelentkezett. Azok koziil, akik a gyorsot va-
lasztottdk, 8-an mellre is jelentkeztek. Csupdn ketten vdlasztottak mindhdrom vszds-
nemet.
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a) Hdny résztvevd vdlasztotta a mell- és hatiszdst is? (7 pont)

Az oktatdas végén a balatonboglari uszodaban versenyt rendeztek a tdborlakok
szamdra. A leany melluszds dontdjébe Anna, Bea, Cecilia, Ddra, Edit és Flora
keriilt.

b) Hdnyféleképpen végzddhetett a dontd, ha tudjuk, Ddra nem lett dobogds (nem
volt az elsé hdromban), de nem is lett utolsd, tovdabbd Bea megelbzte Flordt, azonban
kikapott Edittél? Holtverseny nem volt. (6 pont)

A tdborzdrs estén dijak, jutalmak dtaddsdra kerilt sor. A szponzorok hdrom
értékes targyat sorsoldassal kivdntak kiosztani, ezért a tdaborozok nevét felirtak egy-
egy céduldra és ezeket eqy urndba dobtdk, majd a fészponzor kihizott harom céduldt.

¢) Mennyi a valdszindsége annak, hogy mindhdrom nyertes csak eqy uszdsnem
oktatdsdn vett részt? (3 pont)

Megoldas. a) A lefrdsban szerep- Gy (17) M (16)
16 adatok alapjan elkészithetjiik a mel-
lékelt dbrdt, ahol az ismeretlen részhal-
mazok elemeinek szamat x, y, z jeloli.

Felirhatjuk az alabbi egyenleteket: p?“

r+y==6
y+z=8,=> 6+2=9 =

= Z:37y:57l':1

Tehat a mell- és hatuszast is 7 résztvevo valasztotta.

b) Déra 4., vagy 5. lett. Tegyiik fel, hogy Déra negyedik helyezett lett. Edit,
Bea és Flora egyméshoz képest ilyen sorrendben kovetkeztek, tehat ha kivalasztjuk
a maradék 6t helyezésbdl azt a harmat, amelyikre 6ket tessziik, akkor a fennmaradé

két helyen Anna és Cecilia osztozik. A hdrom hely kivalasztasa (g) = 10-féleképpen
lehetséges, Anna és Cecilia kétféleképpen helyezkedhetnek el, igy ebben az esetben
20 lehet6ség adodik. Ugyanez a helyzet akkor is, ha Déra 6todik lett. Tehdt a donté
40-féleképpen végzddhetett.

¢) Osszesen 6 olyan fiatal volt, aki csak egy tiszasnem oktatdsan vett részt, ko-
ziilitk (g) = 20-féleképpen vélaszthatjuk ki a hdrom nyertest (sorrend nem szamit,

hiszen nem ismétlédhetnek), mig az dsszes lehetdség (236) = 2600, tehat

20 1
(4) 2600 130 ’

6. Az ABC hdromszig csicsainak koordindtai: A(—10;6), B(2; —10), C(11;3).
a) Irjuk fel a hdromszdg korilirt korének egyenletét. (4 pont)
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b) Jeldlje O a koriilirt kor kézéppontjdt, S a sulypontot. frjuk fel az OS egyenes
egqyenletét. Milyen helyzetii az OS egyenes az AB egyeneshez viszonyitva? Igazoljuk

észrevételiinket. (4 pont)
¢) Hol van a C-n dtmend magassdgvonal és a korilirt kor C-tdl kiilonbozd
metszéspontja? (4 pont)
d) Mekkora a hdaromszdg terilete? (4 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A kor egyenlete (z — u)2 +(y— v)2 = R?, ahol
O(u;v) a kor kozéppontja, R a sugara.

B(2

(=10 —u)® + (6 — v)* = R?,
(2 —u)® + (=10 —v)* = R?,
(11 —u)*+ (3 —v)* = R?, felbontva
u? + 0% + 20u — 12v + 136 = R?,
u? + 0% — du + 200 + 104 = R?,
u? + v? — 22u — 6v + 130 = R?,
B 24u —32v+32=0 = 3u=4v—4,

- B: —18u — 26v + 26 = 0,
—6(4v —4) — 260 + 26 = 0,
—24v + 24 — 26v + 26 = 0; 50v = 50;

Q= Q - = Q @ =

v=1;3u=4—4;u=0; O(0;1); R? = 125.
A koriilirt kor egyenlete : 22 4 (y — 1)* = 125.

II. megoldds. Az oldalak felezOmer6legeseit felirva (barmelyik kett6t), a bel6-
liikk alkotott egyenletrendszer megoldésa a kortilirt kor kozéppontjanak koordinatait
eredményezi. Ezt barmelyik csticcsal 6sszekotve, a kapott szakasz hossza adja a kor
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sugarat. Az a oldal felezOmerélegesének egyenlete: 9x + 13y = 13; a b oldal fele-
zémerolegesének egyenlete: 7x —y = —1; a ¢ oldal felezémerdlegesének egyenlete:
3r —4y = —4. 0(0;1), R =5/5.

b) A héromszog silypontja

~10+2+11 6-10+3 1
. . 1: ——
() ()

@(1—0;—;—1» 07';(1;—;1).

Hasznaljuk iranyvektornak az O?—sel parhuzamos v(3; —4) vektort, pontnak O-t,
igy az OS egyenes egyenlete:

Vol — V1Y = Voo — V1Yo; —4dr—3y=0-3; 4dx+ 3y=3.

Az OS egyenes (Euler-egyenes) parhuzamos AB-vel, mert E(lz; —16) pér-
huzamos (ﬁ—sel.

¢) A C-n d4tmend magassdgvonal merdleges AB-re, {gy a v(3; —4) vektor a ma-
gassagvonal normélvektora lesz. A magassagvonal egyenlete:

T + NoYy = N1xg + N2Yo;
3r — 4y = 33 — 12.

3 21

Innen y = Jx — 7, ezt beirva a koriilirt kor egyenletébe:
2
3 21
2
—x—— —1) =125.
T°+ (496 1 >

Osszevonas, négyzetre emelés utan az

9 150 625
2, 9 o 10U b0
T +16x 16x+ 6 125

egyenletet kapjuk. 16-tal szorozva, 25-tel osztva az z? — 62 — 55 = 0 egyenlethez

jutunk. Ebbol
_ 64+v36+220 6+16
B 2 2

x1 = 11, ez a C pont abszcisszdja, xo = —5; yo = %(75) — % = —9; tehat P(—5; —9).

T1,2

d) A teriiletet a legegyszeri{ibben tigy kaphatjuk meg, hogy téglalapba foglaljuk
a haromszoget és levagjuk a felesleget. A téglalap vizszintes oldala 21 egység,
a fiiggbleges 16 egység, igy teriilete 336 teriiletegység.
_16-12 . 9-13 21-3

= : t - = . ta = —— = 31.5:
1 2 96a 2 2 58757 3 9 3 757

tehédt a hdromszog teriilete: T = 336 — (96 + 58,5 + 31,5) = 150 teriiletegység.
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Tovabbi megoldasok is vannak, nézziink vazlatosan néhanyat.

I. Meghatédrozzuk AB egyenletét, ez: 4o + 3y = —22, dsszekapcsolva a C-n at-
mend magassagvonal 3z — 4y = 21 egyenletével, a megoldas a magassag talppontja-
nak koordinétéit eredményezi: T'(—1; —6). Az AB hossza 20, a TC hossza 15 egység,
innen a teriilet 150 teriiletegység.

I1. Koszinusz tétellel kiszamitjuk az A csicsndl levd szoget, erre 45° adddik,
alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet:

20152 - Y2
r=——_——2

= 150.
5 50

ITI. Hasznaljuk a Heron-képletet. Sok szamoldssal jar, ugyanezt az eredményt
adja.

7. Egy mértani sorozat elsé négy tagjabol rendre 1-et, 2-t, 5-6t, 11-et elvéve
egy szamtani sorozat négy szomszédos tagjdt kapjuk.

a) Mennyi a mértani sorozat elsé tagja és hdanyadosa? (8 pont)

Szamitsuk ki az adott eljardssal a szdmtani sorozat elemeit, majd képzeletben
folytassuk mindkét iranyba a sorozatot.

b) Van-e ebben a szdmsorban olyan szomszédos elemekbdl dllo rész, amelyben

az elemek dsszege 20197 Ha igen, adjuk meg az dsszes megoldast. Indokoljuk a va-
laszt. (8 pont)

Megoldés. a) A mértani sorozat elsé négy tagja: a, aq, aq®, aq®. Az alaki-
tds utdni szdmtani sorozat elemei: a — 1; aq — 2; aq® — 5; ag® — 11. Tudjuk, hogy
a szamtani sorozat n-edik elemére a,, = % (n > 2) teljesiil, ezért felirhatjuk
az aldbbi egyenleteket:

20aq—2)=(a—1)+(ag®—5) =0=ag®—2ag+a—2 =2=a(qg—1)°

2(aq® —5) = (ag — 2) + (ag® — 11) = 0 = a¢® — 2a¢> + aqg — 3 = 3 = ag(q —1)°.

Ez utébbiban az a(q — 1)2—‘5 2-vel helyettesitve 3 = 2¢-t kapunk, amibél ¢ = g, ezt
2
felhasznlva 2 = a(3 — 1), ebbél a = 8.

A mértani sorozat els6 tagja 8, hanyadosa %

Ellenorzés: a mértani sorozat elsé négy tagja: 8; 12; 18; 27, ezekbdl a levonasok
utdan 7; 10; 13; 16 lesz, amely szamok kozotti kiilonbség mindeniitt 3, azaz egy
szémtani sorozat (amely csupa egész szambol &ll) négy szomszédos eleme.

b) ...,—5,-2,1,4,7,10,13,16,19,22,25,28, ... . Tegyiik fel, hogy van ilyen
rész, az elso tagjat jeloljiik b-vel, a benne szerepld tagok szamat k-val. Ekkor

b+ (b+3)+ (b+6)+...+ [b+ (k—1)3] = 2019.

b+b+(k—1)3

Hasznaljuk az 6sszegképletet: k 5

=2019; k(b+ 2513) = 2019 (k € Z*).
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Mivel 2019 = 3-673, ezért k lehetséges értéke 1, 3, 673, 2019, az ezekhez tartozo
méasodik tényezd rendre 2019, 673, 3, 1.

k=1, b+%'3:2019 = b = 2019,
3-1

k=3, b+ =5~ -3=073 = b = 670,
673 — 1

k =673, bt —3=3 - b= —1005,
2019 — 1

k = 2019, b+%-3:1 = b = —3026.

Szerepelnek-e ezek a szamok a szamsorban?

Ha a 670, illetve 2019 benne volna, akkor a négy szamtol — a felsorolds szerint —
jobbra lenne, a 7-t6l az n-edik helyen. 670 = 7+n-3 = n=221;2019=74+n-3 =

n = 670,6 ¢ ZF.
Azt kaptuk, hogy a 670 tagja a szamsornak, a 2019 pedig nem (670 + 673 +
+ 676 = 2019).

Ugyanigy jarhatunk el a két méasik b-vel, ezek balra vannak, tehat —1005 =
=74+n(=3) = n=3373¢7Z"; —3026=7+n(-3) = n = 1011, azaz a —1005
nincs a szamok kozott, a —3026 viszont igen (7-t6l balra az 1011. helyen). Ez utébbi
esetben a —3026-t0] kezdve 2019 szamot véve a szamsorbol, ezek Gsszege is 2019
lesz:

— 3026+ (—3026 + 2018 - 3 -
[ il sl ] 2019% — 2019.

Tehat van a szamsorban két olyan rész, amelyben a szomszédos tagok 6sszege 2019.

2019

Megjegyzés: a 670, 673, 676 szamharmasra viszonylag konnyen rd lehet jonni, mert
a 2019 szorzatta bontasakor a 3 - 673-at kapjuk, tehat csak azt kell megnézni, hogy a 673
benne van-e a szamsorban. Ha ugyanis igen, akkor a 3-as differencia miatt a két szomszédja
is, és ennek a hdrom szamnak az Gsszege 2019. Mint tudjuk, a 673 benne van a szamsor-
ban. A mésikra a szdmsor (...,—11,—8,—5,—-2,1,4,7,10,13,...) 1 elemének szomszédjait
Osszeadva johetiink ra, ugyanis 2-t kapunk eredményiil; ha a masodik szomszédokat adjuk
Ossze, szintén 2 lesz az eredmény, és igy tovabb. Ilyen médon 1009 part képezve, majd
a végén az l-et hozzdadva 2019-et kapunk. Konnyen kiszamithato, hogy a legtdvolabbi
par bal vége —3026, a jobb vége pedig 3028. Ezek utdn természetesen igazolni kellene,
hogy tovabbi megoldasok nincsenek.

8. Egységsugari korbdl megfeleld korcikket kivagva, majd egyenes korkip pa-
lastjanak kialakitva tolcsért készitink.

a) Mekkora a korcikk kozépponti szége, ha a tolcsér térfogata a lehetd leg-
nagyobb? (9 pont)

Rendelkezésre dll egy 10 x 16 egység oldalu téglalap alaki lemez, amelybdl
az a) részben kapott mazimdlis térfogatd téleséreket szeretnénk kialakitani.

b) Tudunk-e ebbdl a lemezbdl 50 db ilyen tolesért csindlni? Megdllapitdsunkat
indokoljuk. (7 pont)
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Megoldas. a) 1. megoldds. Legyen a kip félnyildsszoge «, ekkor az alapkor

7 sin? ov-cos o

sugara r = sin o, magassaga m = cos «, térfogata V = 3 ,

V'(a) = % [2sin @ cos® a + sin® a(—sina)| = g [2sina (1 —sin® ) —sin® a] =

= g(Qsinoz — 3sin® ).
Ahol az els6 derivélt 0, ott lehet szélséértéke a fiiggvénynek:
0 = sin (2 — 3sin? a).

I. eset. sina =0 = a =0, ez nem lehet maximumbhely.
II. eset.

2
0=2-3sina = Sina:\/; = a=>54,74° (0 < a < 90°),

2
V' (a) = g(2cosa—9sin2acosa) = gcosa (2—93) <0,

itt tehat valoban maximuma van a térfogatnak. Ekkor a korcikk kézépponti szo-
ge (p):p-1=2rm; p= ZW\/g ~ 5,13.
A legnagyobb térfogati tolesérhez tartozé korcikk kozépponti szoge 293,93°.
11. megoldds. Az egyenes korkup félnyi-
lasszoge és kiteritett palastjanak kozépponti

szoge kozott osszefliggés van. Egyrészt p-a =
= 2rm, masrészt

2rm

. r . .
sina = — = ya =2masina = ¢ = 2wsina,
a

innen

, 2 Py
S =——, cosa=14/1-— (—) .
111 & o (&% o

A térfogatfiiggvény:

2
—(2Y-T 2 VAT Z 9t L gt g —

T PN
0=3(2)
(W) =33, o a2 on 247
o V/8m2pt — 2¢6.
24/ 272

Mivel a négyzetgyok fiiggvény szigorian monoton nd, ezért elég meghatarozni
a gyokjel alatti mennyiség maximumat. Ezt megoldhatjuk elemi 1iton is:

p* o (877 — 20%) = 87" — 2¢°,
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a szamtani-mértani kozép kozotti osszefiiggést hasznalva kapjuk, hogy

@2 + @2 + (87'['2 _ 2(,02
3

8 2
) > YR =207, = > VP —2p%).

A bal oldal allandé, a jobb oldali mennyiség akkor lesz a legnagyobb, ha az egyen-
16ség teljesiil, ez pedig csak a tényez6k egyenlésége esetén valdsul meg (a kobgyok
fiiggvény is szigortian monoton novekvé).

2
8w —2¢° = ¢* = 8% =3¢p® = 90—27r\/;,

ami 293,93°-nak felel meg.

b) Az hamar beldthatd, hogy egység-
sugaru korckbdl nem lehet kivagni 50 db-
ot az adott méretli lemezbél. (Ellen6riz-
hetd, hogy legfeljebb 41 kor fér el a 10 x
16-0s téglalapon.) Azonban két — a leg-
nagyobb térfogatot eredményez6 — kor-
cikk befoglalhatd egy 2 x 3,2 egység ol-
dalu téglalapba az dbrdnak megfelelGen.

16:3,2=05, 10:2=25, ezért a le-
mezbdl kivaghatd 25 db ilyen kis tégla-
lap, mindegyikben 2 korcikkel, tehat tu-
dunk 50 db tolesért késziteni.

9. Adott az f(x) = cosx és a g(x) = sin 2z figguény (z € R).
a) Irjuk fel a h(z) = fog, iletve k(zx) = go f figguényeket, dllapitsuk meg

az értékkészletiiket. (6 pont)

b) Hol metszi eqymdast az f(x) és g(x) figguény grafikonja? Adjuk meg a met-

széspontok koordindtdit. (5 pont)
¢) Mekkora e két girbe dltal kizrefogott sikidom teriilete, ha x € [f %; %]7

(5 pont)

Megoldas. a) h(x) = fog = cos(sin 2z); k(x) = go f = sin (2 cos z). Mindkét
esetben a belso fliggvény értékkészlete lesz a kiilsé fiiggvény értelmezési tartoméd-

nya.

,,,,,, A S | R R R S T O | N N
cos(—1) . _|EXK. EK sinz,
LT g st o PN e
—rf2 -1 0] 122 —m/2 -1 n/22

777777 N Y R N B e A
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h(zx) esetén: —1 < sin2x < 1; cos (—1) = cos 1, ezért cos 1 < h(z) < 1, més je-
l6léssel h(x) € [cos 1;1].

k(z) esetén: —2 < 2cosx < 2, ennek részhalmaza a[— %;%]7 ahol a sinz
—1-t6l 4+1-ig minden valds értéket felvesz, igy —1 < k(z) < 1, vagy k(z) € [—1;1].

b) A metszéspontok abszcisszdja a cosx = sin 2z egyenlet megoldésa.

T
cosx =2sinz-cosz; 0=cosz(2sinz —1); cosz=0 = x1=§+p7r, pEL;

vagy 2sinx —1=0 = sinx = % Innen x4 = %+2q7r, q € Z,illetve x3 = 5F7r+27’7r,
V3 V3

r € Z. Ezekhez tartozé ordinatak rendre: y; = 0; y2 = 73; Ys = —5.
A metszéspontok tehat:

3 5 3
P(%-l—pﬂ';()), Q(g—FQqﬂ;\g), R(g+2r7r;—\2[), p,q,r € 7.

A trigonometrikus egyenlet II. megolddsa: cosx = sin (% — x) (pétszogek ko-
z6ttl Osszefiiggés) sin (g - x) = sin 2z,

1. eset: § —x = 2z + 2km, innen x = § — %%7 ke Z.

2. eset: % —x+2x =7+ 2m, innenx:%—I—Qlﬂ, leZ.

Meggy6zodhetiink, hogy ezek az elébbi megoldassal azonosak.

¢) A teriiletszamitast két részre bontjuk:

cos 2x
2

SYE]
I
N
+
W~ |
|
/T\
—
|
DO
~
Il
=] ©

E]

G
tlz/(cosm—sin2x)dx: {Sinx—i—

o[y

[N E]

3

cos 2x 1 1 1 1

to /(sm x — cosx)dx [ 5 smx] 5 ( 1 2) 1
6

t=1t1 +1ty = % + % = g A bezart sikidom teriilete %

Németh Laszlo
Fonyéd
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