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A 60. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia
feladatainak megoldasa II.

Masodik nap*

4. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, pozitiv egészekbdl dllé (k,n) szdmpdrt,

K= (20— 1)@ 22" —4)- (2"~ 2",

Matolcsi David megoldasa. Legyen
T=(2"-1)(2" —2)(2" —4)... (2" —2"71).

n(n 1)

T-ben a 2 kitevéje 0+ 1+2+ ...+ (n—1) = . A Ekl-ban a 2 kitevije
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Tehat, ha k! = T, akkor "1 < .
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Az % gyok vondasa szigorian monoton novekvé fiiggvény, igy
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Igy, ha T = k!, akkor

n—1
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Itt n > 11-re

2 o=l 10 10
n°—n\n 10 L 27 1,5

11 i

( 1 ) > 2711, és 1611> 16 > 1.

*Az els6 nap feladatainak megolddsat az oktdberi szémban kozoltiik.
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Ezek alapjan 2719 > 16!, tehat 2711 > 16 = 2%. Vagyis n > 11-re nem teljesiilhet
az egyenloség, azaz n < 10.

Az n=1-reT =1, ekkor k =1 j6 megoldas; n = 2-re pedig T' =6, igy k = 3
is j6 megoldas.

Az n=3-ra T =168, errl konnyen ellen6rizheté, hogy nem irhaté fel k!
alakban.

Azn=4reT =15-14-12- 8, ez sem irhaté ol k! alakban.
Ha n > 5, akkor T oszthat6 2" — 275 = 31 - 2" ~°-nel, tehdt oszthaté 31-gyel.

fgy, ha T = k!, akkor k > 31. Ekkor viszont k! > 16'6 = 264 ezért 2" > T
miatt n > 8, azaz n > 9, igy T oszthaté 2" — 2"~ "-nel, ami oszthaté 127-tel. Ha
viszont k! oszthaté 127-tel, akkor k > 127, igy k! > 6059 > 2300 szerint n > 17. Ez
azonban lehetetlen, mert mar belattuk, hogy n < 10.

Tehat csak két megoldasa van a feladatban szerepld egyenloségnek: n =1 és
k=1, illetve n=2¢és k= 3.

5. Bath Bankja érméket bocsdt ki, melyeknek egyik oldalan H, mdasik oldaldn
T betl ldthato. Harrynek n ilyen érméje van, amelyek elétte balrol jobbra, egy
sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kovetkezd miveletet: ha
pontosan k > 0 olyan érme van, amin H van felil, akkor megforditja a balrdl k-adik
érmét; maskiilonben minden érmén T wvan felil, és ekkor Harry megdll. Példdul
n =3 esetén a THT sorozatbol indulva THT — HHT — HTT — TTT a lépések
sorozata, ami harom lépés utan megdll.

(a) Bizonyitsuk be, hogy bdarmi legyen is a kiinduldsi sorozat, Harry véges sok
lépés utan megdll.

(b) Minden C kiinduldsi sorozatra jelolje L(C') azt a lépésszamot, ahdny lépés
utdn Harry megdll. Példiul L(THT) =3 és L(TTT) = 0. Hatdrozzuk meg L(C)
atlagos értékét, amint C végigfut a 2™ lehetséges kiinduld sorozaton.

Nagy Nandor megoldasa. (a) Tekintsiik azt a mutatét, amely mindig éppen
a k-adik érmére mutat. Mivel minden forditas sordn k értéke pontosan eggyel
valtozik meg, ezért a forditdas utan a mutaté H és T esetén rendre balra, illetve
jobbra 1ép egyet.

Hogyha a mutatotél jobbra mar nincsen H érme, akkor pontosan k 1épésen
beliil fejezédik be az eljaras, hiszen ekkor az elsé k érme mind H oldaldval van
feliil.

Minden mas helyzetben k véges sok 1épésben megdonti sajat korabbi rekordjat.
Ennek igazolasdhoz haladjunk végig a rekordokon. Abban az esetben, ha a mutaté
helyén T van, akkor egybdl jobbra lép, k értéke 1-gyel no, azaz megdontotte a re-
kordot. Egyébként pedig egészen addig 1ép balra, amig H oldali érmékre mutat, de
lesz tole balra T oldal is, hiszen az eltéro esetet mar megvizsgaltuk. Ennél az ér-
ménél megfordul a mutaté mozgésa, és az imént T-re forditott elemeken is jobbra
fog 1épni a mutatd, vagyis ismét megdonti a rekordjat.

Tehat véges sok 1épés alatt eld fog fordulni, hogy az elsé k érme H oldalaval
van feliil, hiszen a rekord legfeljebb n lehet.
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(b) Létezik bijekcié az n érmébdl 4ll6 dsszes dllapot és az n + 1 érmébdl 4ll6
H-ra végzodo sszes allapot kozott, amelyre az egyes allapotok irdnyitott grafja
izomorf lesz: A bijekcidhoz forditsunk minden érmét a tuloldaldra, ezutan az egész
sorozatot tikrozziik (eleje és vége helyet cserél) és a sorozat végére tegyiink még
egy H érmét.

Az n = 3 esethez tartozé allapotok:

L TTT TTH THT THH HTT HTH HHT HHH

1 2 3 4 5 6 7 8
II. HHHH THHH HTHH TTHH HHTH THTH HTTH TTTH
1 2 3 4 5 6 7 8
6 5 Ha az I. esetben k darab H érme volt, akkor

a II. esetben n — k + 1 lesz, igy a mutatd pozicigja
az L. esetben a k., mig a I1.-ban az n — k + 1. helyen
van. Mivel az érméket megforditottuk, tiikkroztiik és
a végére tettiink még egy (H) érmét, igy az L. esetbe-
li k. érme a II. esetben éppen az n —k+ 1., és a masik
oldala van feliil. Tehat a mutaté éppen az ellenkezé
irdnyba mozog a II. esetben, mint az I. esetben, és
a II. esetbeli 1j allapot éppen az I. esetbeli 1ij alla-

{ A pot bijekcié szerinti megfeleltetése.
Az n szerinti teljes indukciéval igazoljuk, hogy
Az n = 3 esethez tartozo (n+1)

L(C) vérhaté értéke =
kintsiik az n =1 esetet, ahol valéban % a 1épés-
szém varhat6 értéke. Az indukeids 1épés sordn n-rél (n + 1)-re 1épiink, és két esetet

kiilonboztetiink meg:

irdnyttott grdf . Kiindulé 1épésként te-

— Ha a sorozat utolsé érméje T (az esetek fele), akkor a mutaté pontosan ugyan-
ugy viselkedik, mint n érme esetén.

— Kiilénben pedig iddig (az utolsé érméig) el kell jutnia egyszer a mutaténak,
ami csakis akkor lehet, ha mar az 6sszes érme H oldalat mutatja. Minden egyes

ilyen lépéssorozatnak a bijekcié miatt megfeleltethetd egy 1épéssorozat az el6z6
n(n+1)

esetbOl, vagyis a mutatd a végig H éallapotig varhaté értékben 1épést
fog tenni. Persze még el kell érni a végig T allapotot, ami tovabbi n + 1 1épést
igényel.

Mivel a két eset egyformén valdszinti, igy az L(C) varhaté értéke a két szdm
atlaga:
+1 +1
%4—%4—(7%1—1) (n+2)(n+1)

2 4 ’

tehat mikodik az indukcids 1épés.

6. A hegyesszogli ABC hdromszig, amiben AB # AC, beirt korének a kézép-
pontja I. Az ABC hdromszdg w beirt kére a BC', CA, AB oldalakat rendre a D, E,
F pontokban érinti. A D-bdl EF -re bocsdtott merdleges eqyenes és az w kor mdso-
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dik metszéspontja R. Az AR egyenes és az w kor mdsodik metszésponta P. A PCE
és a PBF hdromszdgek korilirt koreinek mdsodik metszéspontja Q.

Bizonyitsuk be, hogy a DI és PQ egyenesek az Al-ra A-ban dllitott merédleges
egyenesen metszik egymdst.

Haiman Milan megoldasa. Legyen S az A csucshoz tartozo kiils6 szogfelezo
metszéspontja I D-vel. Megmutatjuk, hogy PS, (PCFE) és (PBF) athaladnak egy
P-t6l kiilonb6z6 ponton. E pont lesz majd @), ahonnan koévetkezik, hogy P, @Q és .S
az allitasnak megfelel6en valoban kollinearisak.

A PS egyenes és a (PCE), (PBF) korok P-t6l kiilonbozd kozos pontjanak
megmutatasdhoz alkalmazzunk a beirt koérre vonatkozé inverziot. fgy aD, E F,
R, P pontok helyben maradnak. Az A, B, C, S pontok inverz képét jelolje rendre
A’ B’ C’, S’. Innen mar elég megmutatni, hogy (PS’I), (PC'E) és (PB'F) egy P-
t6l kiilonb6z6 pontban talalkoznak. Ez azzal ekvivalens, hogy a harom kor koaxidlis,
ami pedig ekvivalens azzal, hogy a kozéppontjaik kollinearisak.

A héarom kozéppont kollinearis elhelyezkedését komplex szdmok segitségével
bizonyitjuk, ahol a beirt kort tekintjiik egységkornek. Legyenek a, d, e, f, p, r, b, ¢,
saz A, D, E, F, P, R, B', C', S’ pontoknak megfelel6 komplex szdmok. Az érint8k
metszéspontjara vonatkozo Osszefiiggés miatt

2ef
e+ f

a =

Ebbél @ = % Mivel DR L EF, dr +ef = 0. lgy r = —%. Ekkor mivel A rajta
van a PR hur egyenesén, a + pra = p + r. Ebbol p értékére a

ef 2ef
. r—a T d erf _ef(2d+e+f)
Cra—1  _ef 2 2 de + d
ra _d'e+f_1 ef + de+ df

kifejezés adodik.
Kovetkezd 1épésként szamitsuk ki a (PB'F) kor kozéppontjit. Legyen a ko-
zéppont jp. A koriilirt korre vonatkozé osszefiiggés alapjan

p pﬁ
frr
. bbb
JB = —
PP
I
b b

Elészor a széamlaléban 4116 determindnst szamitjuk ki. Tudjuk, hogy pp = ff =
=1, mivel P és F rajta vannak az egységkoron. Mésrészt b = d;r—f, mivel B’ a DF
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szakasz felezépontja. Ezért b = % A jp szamlaldja igy

? RS St N A GtV N e
dtf  (d+])? Adf 2 Adf 5
2 1df

=@—ﬂ@—“;f3.

A jp nevezdje pedig

1
D = 1
; Tog|_p @D d+f (@d+fp f dif
dif ﬁ ) f 2df 2p 2df p  2f
2 2df

:4f_m(d+f d+f_p+f>
2df 2pf pf )
Igy jp értéke
d 2
! p(d— f)? ~

d+f _d+f _ptf  2(pd +pf + d® +df — 2dp — 2d
b+ oor — Bl (pd+pf If — 2dp — 2df)

_pd=p* _ pd- )
2(d—f)d=p)  2(d—p)’

Ugyanigy a (PC'E) kor jo kozéppontja 5%3:3 Ezutdn szémitsuk ki a (PS'T) kor
kozéppontjat. Vegyiik észre, hogy s a beirt kor D pontjabdl hiizott dtmérére A’-bol

allitott meroleges talppontja. Ezért

s:1<e+f+d+(_d)_d(_d)m> :;<6;f+d262tff> =

2 2

_ (et )lef +a)
def ’

Vegyiik észre tovabba, hogy
gt (L 1y _ s
4 ef d2) d*
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A koriilirt kérre vonatkozd formulét (PS’I)-re alkalmazva kapjuk, hogy
D pp
s Ss )
0 0 1] pss—pps pz—z—s 7p(psfd2)
p B 1 ps—Dps  pp—, P -d
s 5 1
0 0 1
pld=e) pld—f) . pps—d®) ; . . .
Azt kell megmutatnunk, hogy Nd—p)’ 2d—p) B =& kollinearisak. Alkal-
mazzunk ﬁ aranyu nagyitast, akkor ekvivalens modon azt kell belatnunk, hogy
2
d—e,d— f és Aps—d) kollinearisak. Kiszamitva
ptd
_efQd+e+f) et f d4ef  (2d+e+ flet f)(d +ef)
- 2ef +de+df 4 ef 4(2ef + de + df)
értékét,
2d? — ps) =2 42ef +de+df)d®> — (2d+e+ f)le+ f)(d* +ef)
ps) = 4(2ef + de + df) -
_Ad3(e+ f) + 8d2%ef — 2d3(e + f) — d2(e + f)? N
B 2(2ef + de + df)
—2def(e+ f) —ef(e+ f) B
2(2ef + de + df) n
_ 2d%(e + f) + (=€ + Bef — f?) —2def(e + f) —efle+ f)° _
B 2(2ef + de + df) N
_ (2d—e—f)(d*(e+ f)+4def +ef(e+ f))
2(2¢ef + de + df) '
Figyelembe véve, hogy
de 2ef +e*f +ef?+2def + d*e + d*f  d*(e+ f)+4def +ef(e+ f)
N 2ef + de + df N 2(2ef + de + df) '
adédik, hogy
2(d* —ps) 2d—e—f 1
= =—((d—- d—f)).
o d 5 s5((d—e)+(d= 1)
Vagyis (PS'I) kozéppontja a (PB'F) és (PC'E) kozéppontjai altal meghatérozott
szakasz felezépontja. A harom kozéppont tehat kollinedris, az allitdst belattuk. O
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