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A 60. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia
feladatainak megoldasa II.

Masodik nap*

4. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, pozitiv egészekbdl dllé (k,n) szdmpdrt,

K= (20— 1)@ 22" —4)- (2"~ 2",

Matolcsi David megoldasa. Legyen
T=(2"-1)(2" —2)(2" —4)... (2" —2"71).

n(n 1)

T-ben a 2 kitevéje 0+ 1+2+ ...+ (n—1) = . A Ekl-ban a 2 kitevije

2] <

i=1

Tehat, ha k! = T, akkor "1 < .
Nyilvén T < (27)" = 2", és

k AN —_
k\2 2 _ 1
k!>Hj><2)><n4n>

(4]

2 nzfnn4
2’ﬂ
- ()

Az % gyok vondasa szigorian monoton novekvé fiiggvény, igy

o
S
0
|
3

Igy, ha T = k!, akkor

n—1
n2—n\n
94
- ()
Itt n > 11-re

2 o=l 10 10
n°—n\n 10 L 27 1,5

11 i

( 1 ) > 2711, és 1611> 16 > 1.

*Az els6 nap feladatainak megolddsat az oktdberi szémban kozoltiik.
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10
Ezek alapjan 2719 > 16!, tehat 2711 > 16 = 2%. Vagyis n > 11-re nem teljesiilhet
az egyenloség, azaz n < 10.

Az n=1-reT =1, ekkor k =1 j6 megoldas; n = 2-re pedig T' =6, igy k = 3
is j6 megoldas.

Az n=3-ra T =168, errl konnyen ellen6rizheté, hogy nem irhaté fel k!
alakban.

Azn=4reT =15-14-12- 8, ez sem irhaté ol k! alakban.
Ha n > 5, akkor T oszthat6 2" — 275 = 31 - 2" ~°-nel, tehdt oszthaté 31-gyel.

fgy, ha T = k!, akkor k > 31. Ekkor viszont k! > 16'6 = 264 ezért 2" > T
miatt n > 8, azaz n > 9, igy T oszthaté 2" — 2"~ "-nel, ami oszthaté 127-tel. Ha
viszont k! oszthaté 127-tel, akkor k > 127, igy k! > 6059 > 2300 szerint n > 17. Ez
azonban lehetetlen, mert mar belattuk, hogy n < 10.

Tehat csak két megoldasa van a feladatban szerepld egyenloségnek: n =1 és
k=1, illetve n=2¢és k= 3.

5. Bath Bankja érméket bocsdt ki, melyeknek egyik oldalan H, mdasik oldaldn
T betl ldthato. Harrynek n ilyen érméje van, amelyek elétte balrol jobbra, egy
sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kovetkezd miveletet: ha
pontosan k > 0 olyan érme van, amin H van felil, akkor megforditja a balrdl k-adik
érmét; maskiilonben minden érmén T wvan felil, és ekkor Harry megdll. Példdul
n =3 esetén a THT sorozatbol indulva THT — HHT — HTT — TTT a lépések
sorozata, ami harom lépés utan megdll.

(a) Bizonyitsuk be, hogy bdarmi legyen is a kiinduldsi sorozat, Harry véges sok
lépés utan megdll.

(b) Minden C kiinduldsi sorozatra jelolje L(C') azt a lépésszamot, ahdny lépés
utdn Harry megdll. Példiul L(THT) =3 és L(TTT) = 0. Hatdrozzuk meg L(C)
atlagos értékét, amint C végigfut a 2™ lehetséges kiinduld sorozaton.

Nagy Nandor megoldasa. (a) Tekintsiik azt a mutatét, amely mindig éppen
a k-adik érmére mutat. Mivel minden forditas sordn k értéke pontosan eggyel
valtozik meg, ezért a forditdas utan a mutaté H és T esetén rendre balra, illetve
jobbra 1ép egyet.

Hogyha a mutatotél jobbra mar nincsen H érme, akkor pontosan k 1épésen
beliil fejezédik be az eljaras, hiszen ekkor az elsé k érme mind H oldaldval van
feliil.

Minden mas helyzetben k véges sok 1épésben megdonti sajat korabbi rekordjat.
Ennek igazolasdhoz haladjunk végig a rekordokon. Abban az esetben, ha a mutaté
helyén T van, akkor egybdl jobbra lép, k értéke 1-gyel no, azaz megdontotte a re-
kordot. Egyébként pedig egészen addig 1ép balra, amig H oldali érmékre mutat, de
lesz tole balra T oldal is, hiszen az eltéro esetet mar megvizsgaltuk. Ennél az ér-
ménél megfordul a mutaté mozgésa, és az imént T-re forditott elemeken is jobbra
fog 1épni a mutatd, vagyis ismét megdonti a rekordjat.

Tehat véges sok 1épés alatt eld fog fordulni, hogy az elsé k érme H oldalaval
van feliil, hiszen a rekord legfeljebb n lehet.
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(b) Létezik bijekcié az n érmébdl 4ll6 dsszes dllapot és az n + 1 érmébdl 4ll6
H-ra végzodo sszes allapot kozott, amelyre az egyes allapotok irdnyitott grafja
izomorf lesz: A bijekcidhoz forditsunk minden érmét a tuloldaldra, ezutan az egész
sorozatot tikrozziik (eleje és vége helyet cserél) és a sorozat végére tegyiink még
egy H érmét.

Az n = 3 esethez tartozé allapotok:

L TTT TTH THT THH HTT HTH HHT HHH

1 2 3 4 5 6 7 8
II. HHHH THHH HTHH TTHH HHTH THTH HTTH TTTH
1 2 3 4 5 6 7 8
6 5 Ha az I. esetben k darab H érme volt, akkor

a II. esetben n — k + 1 lesz, igy a mutatd pozicigja
az L. esetben a k., mig a I1.-ban az n — k + 1. helyen
van. Mivel az érméket megforditottuk, tiikkroztiik és
a végére tettiink még egy (H) érmét, igy az L. esetbe-
li k. érme a II. esetben éppen az n —k+ 1., és a masik
oldala van feliil. Tehat a mutaté éppen az ellenkezé
irdnyba mozog a II. esetben, mint az I. esetben, és
a II. esetbeli 1j allapot éppen az I. esetbeli 1ij alla-

{ A pot bijekcié szerinti megfeleltetése.
Az n szerinti teljes indukciéval igazoljuk, hogy
Az n = 3 esethez tartozo (n+1)

L(C) vérhaté értéke =
kintsiik az n =1 esetet, ahol valéban % a 1épés-
szém varhat6 értéke. Az indukeids 1épés sordn n-rél (n + 1)-re 1épiink, és két esetet

kiilonboztetiink meg:

irdnyttott grdf . Kiindulé 1épésként te-

— Ha a sorozat utolsé érméje T (az esetek fele), akkor a mutaté pontosan ugyan-
ugy viselkedik, mint n érme esetén.

— Kiilénben pedig iddig (az utolsé érméig) el kell jutnia egyszer a mutaténak,
ami csakis akkor lehet, ha mar az 6sszes érme H oldalat mutatja. Minden egyes

ilyen lépéssorozatnak a bijekcié miatt megfeleltethetd egy 1épéssorozat az el6z6
n(n+1)

esetbOl, vagyis a mutatd a végig H éallapotig varhaté értékben 1épést
fog tenni. Persze még el kell érni a végig T allapotot, ami tovabbi n + 1 1épést
igényel.

Mivel a két eset egyformén valdszinti, igy az L(C) varhaté értéke a két szdm
atlaga:
+1 +1
%4—%4—(7%1—1) (n+2)(n+1)

2 4 ’

tehat mikodik az indukcids 1épés.

6. A hegyesszogli ABC hdromszig, amiben AB # AC, beirt korének a kézép-
pontja I. Az ABC hdromszdg w beirt kére a BC', CA, AB oldalakat rendre a D, E,
F pontokban érinti. A D-bdl EF -re bocsdtott merdleges eqyenes és az w kor mdso-
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dik metszéspontja R. Az AR egyenes és az w kor mdsodik metszésponta P. A PCE
és a PBF hdromszdgek korilirt koreinek mdsodik metszéspontja Q.

Bizonyitsuk be, hogy a DI és PQ egyenesek az Al-ra A-ban dllitott merédleges
egyenesen metszik egymdst.

Haiman Milan megoldasa. Legyen S az A csucshoz tartozo kiils6 szogfelezo
metszéspontja I D-vel. Megmutatjuk, hogy PS, (PCFE) és (PBF) athaladnak egy
P-t6l kiilonb6z6 ponton. E pont lesz majd @), ahonnan koévetkezik, hogy P, @Q és .S
az allitasnak megfelel6en valoban kollinearisak.

A PS egyenes és a (PCE), (PBF) korok P-t6l kiilonbozd kozos pontjanak
megmutatasdhoz alkalmazzunk a beirt koérre vonatkozé inverziot. fgy aD, E F,
R, P pontok helyben maradnak. Az A, B, C, S pontok inverz képét jelolje rendre
A’ B’ C’, S’. Innen mar elég megmutatni, hogy (PS’I), (PC'E) és (PB'F) egy P-
t6l kiilonb6z6 pontban talalkoznak. Ez azzal ekvivalens, hogy a harom kor koaxidlis,
ami pedig ekvivalens azzal, hogy a kozéppontjaik kollinearisak.

A héarom kozéppont kollinearis elhelyezkedését komplex szdmok segitségével
bizonyitjuk, ahol a beirt kort tekintjiik egységkornek. Legyenek a, d, e, f, p, r, b, ¢,
saz A, D, E, F, P, R, B', C', S’ pontoknak megfelel6 komplex szdmok. Az érint8k
metszéspontjara vonatkozo Osszefiiggés miatt

2ef
e+ f

a =

Ebbél @ = % Mivel DR L EF, dr +ef = 0. lgy r = —%. Ekkor mivel A rajta
van a PR hur egyenesén, a + pra = p + r. Ebbol p értékére a

ef 2ef
. r—a T d erf _ef(2d+e+f)
Cra—1  _ef 2 2 de + d
ra _d'e+f_1 ef + de+ df

kifejezés adodik.
Kovetkezd 1épésként szamitsuk ki a (PB'F) kor kozéppontjit. Legyen a ko-
zéppont jp. A koriilirt korre vonatkozé osszefiiggés alapjan

p pﬁ
frr
. bbb
JB = —
PP
I
b b

Elészor a széamlaléban 4116 determindnst szamitjuk ki. Tudjuk, hogy pp = ff =
=1, mivel P és F rajta vannak az egységkoron. Mésrészt b = d;r—f, mivel B’ a DF
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szakasz felezépontja. Ezért b = % A jp szamlaldja igy

? RS St N A GtV N e
dtf  (d+])? Adf 2 Adf 5
2 1df

=@—ﬂ@—“;f3.

A jp nevezdje pedig

1
D = 1
; Tog|_p @D d+f (@d+fp f dif
dif ﬁ ) f 2df 2p 2df p  2f
2 2df

:4f_m(d+f d+f_p+f>
2df 2pf pf )
Igy jp értéke
d 2
! p(d— f)? ~

d+f _d+f _ptf  2(pd +pf + d® +df — 2dp — 2d
b+ oor — Bl (pd+pf If — 2dp — 2df)

_pd=p* _ pd- )
2(d—f)d=p)  2(d—p)’

Ugyanigy a (PC'E) kor jo kozéppontja 5%3:3 Ezutdn szémitsuk ki a (PS'T) kor
kozéppontjat. Vegyiik észre, hogy s a beirt kor D pontjabdl hiizott dtmérére A’-bol

allitott meroleges talppontja. Ezért

s:1<e+f+d+(_d)_d(_d)m> :;<6;f+d262tff> =

2 2

_ (et )lef +a)
def ’

Vegyiik észre tovabba, hogy
gt (L 1y _ s
4 ef d2) d*
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A koriilirt kérre vonatkozd formulét (PS’I)-re alkalmazva kapjuk, hogy
D pp
s Ss )
0 0 1] pss—pps pz—z—s 7p(psfd2)
p B 1 ps—Dps  pp—, P -d
s 5 1
0 0 1
pld=e) pld—f) . pps—d®) ; . . .
Azt kell megmutatnunk, hogy Nd—p)’ 2d—p) B =& kollinearisak. Alkal-
mazzunk ﬁ aranyu nagyitast, akkor ekvivalens modon azt kell belatnunk, hogy
2
d—e,d— f és Aps—d) kollinearisak. Kiszamitva
ptd
_efQd+e+f) et f d4ef  (2d+e+ flet f)(d +ef)
- 2ef +de+df 4 ef 4(2ef + de + df)
értékét,
2d? — ps) =2 42ef +de+df)d®> — (2d+e+ f)le+ f)(d* +ef)
ps) = 4(2ef + de + df) -
_Ad3(e+ f) + 8d2%ef — 2d3(e + f) — d2(e + f)? N
B 2(2ef + de + df)
—2def(e+ f) —ef(e+ f) B
2(2ef + de + df) n
_ 2d%(e + f) + (=€ + Bef — f?) —2def(e + f) —efle+ f)° _
B 2(2ef + de + df) N
_ (2d—e—f)(d*(e+ f)+4def +ef(e+ f))
2(2¢ef + de + df) '
Figyelembe véve, hogy
de 2ef +e*f +ef?+2def + d*e + d*f  d*(e+ f)+4def +ef(e+ f)
N 2ef + de + df N 2(2ef + de + df) '
adédik, hogy
2(d* —ps) 2d—e—f 1
= =—((d—- d—f)).
o d 5 s5((d—e)+(d= 1)
Vagyis (PS'I) kozéppontja a (PB'F) és (PC'E) kozéppontjai altal meghatérozott
szakasz felezépontja. A harom kozéppont tehat kollinedris, az allitdst belattuk. O
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Térbe kilépo6 bizonyitasok II.

Vetités és inverzié
Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-

riai alakzatokat ,,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzios
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

A misodik részben olyan példakat vesziink sorra, amikor egy sikbeli alakza-
tot egy médsik sikra vagy egy gombfeliiletre vetitiink egy pontb6l. Az alakzataink
pontokbdl, egyenesekbdl és korvonalakbdl fognak dllni. Az 4j helyzetben az dbra-
nak tovabbi szimmetriai lesznek, és szimmetriabdl fog kévetkezni a bizonyitandd
allitas.

T6bbszor is hasznalni fogunk egy fontos geometriai transzforméaciot, az inver-
ziot. Az inverzié legfontosabb tulajdonsagait a Fiiggelékben foglaltam Gssze.

Korvonal vetitése korvonalra

A moédszert el6szor a kovetkezd, a cikk el6z6 részébél is ismert tételen muta-
tom be.

1. példa. Ha az ABCD érinténégyszég beirt kore az AB, BC, CD, DA
oldalakat rendre az E, F, G, illetve H pontban érinti, akkor az AC, BD, EG
és FH szakaszok eqy ponton mennek dt.

A tételt az eddigi eszkozeinkkel is sokféleképpen be lehet bizonyitani (lasd
az 1.a—1.c feladatokat), de most kovetkezzen inkabb egy tdjabb térbe kilépés. Jelol-
jik k-val a beirt kort, és legyen K az EG és F'H hurok metszéspontja. Ha akkora
szerencsénk van, hogy K éppen a k kozéppontja, akkor rengeteg szimmetriat lat-
hatunk az dbrdban (1. dbra).

C
G =" F
k i
e B S e B
H E
A
1. dbra

Az EFGH négyszogben az FG és F'H atlok a kor atméroi, a K kozéppontban
felezik egymadst és egyenld hossziak, tehat a négyszog egy téglalap. A téglalap egyik
szimmetriatengelye az EF' és a GH oldalak kozos felez6merdlegese. Erre a tengely-
re szimmetrikusak a kérhéz E-ben és F-ben hizott érintok is; ezek metszéspontja,
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B tehat rajta van a szimmetriatengelyen. Ugyanigy D is, és persze a téglalap ko-
zéppontja, K is a tengelyen van. Ugyanezt a masik szimmetriatengelyre is elmond-
hatjuk, és igy latjuk, hogy a K ponton az AC egyenes is atmegy.

Az &ltaldnos esetben azzal prébédlkozunk, hogy az dbra X sikjat a térben
helyezziik el, és valamilyen O pontbdl egy mdsik X' sikra vetitjiik 4t. Szokds szerint
a kiilonboz6 alakzatok képét vesszével jeldlve, a célunk, hogy a k kor képe, k' az 1]
stkon egy K’ kozépponti korvonal legyen (2. dbra).

2O

3

2. abra

Ha ilyen vetités 1étezik, akkor a Y’ sikban az el6bbi, szimmetrikus abrat kapjuk
meg tUjra, és mdr lattuk, hogy az A'C’, B'D’, E'G’, és F'H' szakaszok mind
dtmennek a K’ ponton. Az O-bdl visszavetitve a pontokat az eredeti ¥ sikra,
a bizonyitandé allitast kapjuk.

A bizonyitashoz sziikséges vetités mindig létezik, de ez nem magatol értetddo;
rovidesen mutatok ra egy lehetséges konstrukciot.

Ugyanennek az otletnek egy masik alkalmazdsa a kovetkezd, néhany évvel
ezel6tti KoMal-feladat.

2. példa. Az ABCD konvex érinténégyszigbe irt kor az AB és BC' oldalakat
az E, illetve az F' pontban érinti. Az AC' dtlé a beirt kort a P és a (Q pontban metszi;
a Q pont az A és a P pontok kozitt helyezkedik el. Mutassuk meg, hogy a BD, EP
és FQ egyenesek egy ponton mennek dt. (KoMaL A. 594., 2013. szeptember)

Megoldés. Az 1. példdhoz hasonléan definidljuk a G, H és K pontokat, majd
az egész abrat ugy vetitsiik egy 1j sikra, hogy a beirt kor képe korvonal legyen,
és a kozéppontja a K’ pont. A vetités utdn az dbra szimmetrikus a B’D’ egye-
nesre; specidlisan az E'P’ és F'Q’ szakaszok egymds tiikorképei, ezért a tiikrozés
tengelyét, a B'D’ egyenest ugyanabban a pontban metszik (3. dbra).

Az dbran még egy érdekes pontot megjeloltem: az I pont az FF és GH
egyenesek metszéspontja. A vetités utdn ezek képei, az E'F’ és G' H' parhuzamosak
az A'C’" egyenessel, és konny(i meggondolni, hogy a vetitéshez haszndlt OI egyenes
is paArhuzamos veliik. Ezért az I’ pont nem jon létre, vagy pedig tigy is mondhatjuk,
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vetités U tiikrozés

3. dbra

hogy — a ' sfkot projektiv értelemben kiterjesztve — I’ ezeknek az egyeneseknek
a kozos végtelen tavoli, idedlis pontja.

Erdemes a megoldashoz felhasznalt harom transzformécié egymdés utanjat is
megvizsgalni: el6szor a szimmetrikus helyzetbe vetitiink, utdna tiikroziink a B’D’
egyenesre, végill visszavetitjiik a pontokat és egyeneseket az eredeti sikra. Ez
a transzformacio felcseréli az A-C', E-F, G-H, P—(Q pontparokat, és fixen hagyja
a BD egyenes pontjait. Az EIF' és GH egyenesek onmaguk képei, ezért a metszés-
pontjuk, az I pont is fix.

A szorzat transzforméaciénk a projektiv siknak egyfajta tiikrozése. Egyenes-
tarto, vagyis egyenesek képe egyenes, van egy tengelye, amelynek minden pontjat
onmagara képezi, és a tengelyen kiviil még egy fixpontja. A sik tobbi pontjait pa-
rosaval egymasnak felelteti meg.

A projektiv transzformécidkrol, ezek osztélyozdsardl (és fleg a latin neveikrol)
sokkal tobbet lehetne irni, de ez most nem cél.

Korvonal vetitése korvonalra térbeli inverziéval

Még addsok vagyunk annak igazoldsaval, hogy egy korvonalat és egy belso
pontjat egy masik kérvonalba és annak kozéppontjaba lehet vetiteni.

1. lemma. Legyen k korvonal a 3 sikban, és K a kor egy belsé pontja. Fkkor
létezik a térben olyan X' sik és olyan, a két sikra mem illeszkedd O pont, hogy
O-bdl vetitve a k kor vetiilete a X' sikon szintén kérvonal, és ennek a kérvonalnak
a kozéppontja K vetiilete.

Bizonyitas. Huzzuk meg a k kornek a K ponton atmend egyik atmérojét,
legyen ez AB. A ¥ sikra &llitsunk merdleges egyenest a K pontban, és valasszuk
ezen az egyik olyan O pontot, amelyre AOB< derékszog. A K pont meréleges
vetiilete az OA és OB szakaszokon legyen A’, illetve B’. Ezek a pontok mind
az ABO haromszog sikjdban vannak. Az OA'K B’ négyszog téglalap, mert az O,
A’ és B’ csicsaindl is derékszoge van. Legyen K’ a téglalap kozéppontja; ekkor
tehat az OK és A’ B’ szakaszok a K’ pontban felezik egymést (4. dbra).
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4. abra

Tekintsitk most az O kozépponti, K-n atmend gdémbre vald inverziét; ez a k
korvonalat egy &’ korvonalba képezi. Ennek az 1ij kornek a sikja legyen X'.

Az OAK és OBK derékszogli haromszogekben A’, illetve B’ a derékszogi
csticsnak az atfogéra esé vetiilete; a befogététel miatt OA-OA’ = OB-OB' = OK?,
tehdt az A pont inverzié szerinti képe A’, a B pont képe B’. A k' kor tehat dtmegy
az A’ és a B’ ponton. A k koér meréleges az ABO sikra, ezért a k' is meréleges 14,
tehdt a k' kornek az A’'B’ szakasz atmérGje, és igy a K’ pont a k' kozéppontja.
Az O pontbdl vetitve a X' sikra, a k kor vetiilete a k' kor, a K pont vetiilete pedig
k' kdzéppontja, K’.

Megjegyzés. Nem az imént megszerkesztett O pont (és X-ra valé tiikorképe) az egyet-
len, amely eleget tesz az 1. lemma feltételeinek. Végtelen sok lehetséges vetitési kozéppont
létezik, ezzel kapcsolatban lasd a 485. oldalon a B. 5060. feladatot.

Korok vetitése gombfeliiletre

A tovabbiakban két olyan példa kovetkezik, amelyekben egyeneseket és kor-
vonalakat vetitiink a sikbdl egy gombfeliiletre.

Ha a sikot invertaljuk egy kiils6 pontbdl, a sik képe egy gombfeliilet, egyediil
az inverzié polusa nem all el6 képként. Ezt a kolecsonosen egyértelmii megfelel-
tetést sztereografikus projekciénak is hivjuk. A sikbeli egyeneseknek és koroknek
a gombfeliileten korvonalak felelnek meg; az egyenesek megfelel6i azok a korvona-
lak, amelyek dtmennek az inverzié pélusén. (5. dbra)

A projektiv stkhoz hasonléan, a sikot kiegészithetjiik egyetlen idedlis ponttal,
ami az inverzié pélusanak felel meg. A sik minden egyenese dtmegy ezen az idedlis
ponton. Az igy kapott rendszert hivjuk inverziv siknak.

A példédinkban két, kozos pont nélkiili korvonalat vagy egy kort és egy egyenest
fogunk a gomb két parhuzamos korvonaldra vetiteni. A kovetkezd lemma szerint ez
mindig lehetséges.

2. lemma. a) Ha k egy korvonal és e egy egyenes a 3 sikban, és nincs kiézis
pontjuk, akkor ezekhez létezik a sikon kivil olyan O pont, hogy O-bol invertdlva,
a k és e képei parhuzamos sikokban fekszenek.

b) Ha ky és ko két, kozds pont nélkiili korvonal a X sikban, akkor ezekhez létezik
a sitkon kivil olyan O pont, hogy O-bdl invertdlva, a ki és ko képei pdrhuzamos
sikokban fekszenek.
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5. abra

Bizonyitas. Mindkét &llitashoz hasonlé konstrukciét mutatunk, mint az
1. lemma bizonyitasdban.

a) Legyen AB a k kor e-re meréleges atméréje, E az e és az AB egyenes met-
széspontja. Az A, B pontokat vélasszuk olyan sorrendben, hogy B az AFE szakasz
belsejében helyezkedjen el. Allitsunk B-n keresztiil egy Y-ra mer6leges egyenest,
és legyen ezen O olyan pont, amelyre AOE< = 90°. A B pont mer6leges vetiile-
te az OA és OF szakaszokon legyen A’, illetve E'. Az OA'BE’ négyszog téglalap
(6. dbra).

6. dbra

Tekintsiik most az O koézéppontd, B-n dtmend géombre vonatkozé inverziot.
Az A, B, E pontok képe rendre A’, B’, illetve E’, a ¥ sik képe az OB atmdérsjii
gomb. A k és e képei az A’'B, illetve OF’ egyeneseken keresztiil, az ABO sikra
allitott merdleges sikokban fekszenek, amelyek parhuzamosak egymassal.

b) Ha a két kor egymason kiviil fekszik, akkor messe a két kor centralisa a két
korvonalat az A, B, illetve C, D pontokban, ebben a sorrendben. A ¥ sikra mer6-
legesen vegyiik fel az AC' és BD félkoroket, ezek metszéspontja legyen O. Legyen
O merdleges vetiilete a sikon T', és legyen T meréleges vetiilete az OA, OB, OC,
OD szakaszokon rendre A’, B, C’, illetve D'. Az O kdzéppontt, T-n dtmend gémb-
re vonatkozo inverzi6 a 3 sikot az OT atmérdji gbmbre képezi, ezen beliil az A, B,
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C, D pontok képe rendre A’, B/, C’, illetve D’. Mivel A’OC'<t = B'OD’< = 90°,
a gombnek A'C’ és B'D’ atmérdi; emiatt A’B'C'D’ is téglalap. A ky és ko korok
képei az A'B’ és C'D' atméréjii, az ABO sikra merdleges korok, amelyek tehdt
egyenld sugartiak, és egyméassal parhuzamos sikokban vannak (7. dbra).

7. dabra

Ha kq és ko nem egymason kiviil helyezkedik el, akkor az dbrédn a ks és ky
korokkel mondhatjuk el ugyanezt.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy mindkét esetben az ABO sik merdleges volt a 3 sik-
ra. Az a) részben az OF egyenes merdleges e-re. Be lehet bizonyitani, hogy csak ilyen
tulajdonsiagi O pontok teljesithetik a lemma feltételeit.

3. példa. Legyen az ABC hdromszog kérilirt kore w, és € eqy egyenes, amely-
nek nincs kozos pontja w-val. Jeldljik P-vel w kézéppontjdnak merdleges vetiiletét
l-en. A BC, CA, AB oldalegyenesek (-et rendre a P-tdl kiilonbozé X, Y, illetve
7 pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy az AXP, BY P és CZP hdromszigek
koré irt koroknek vagy van még eqy, P-tol kilonbozd kézos pontja, vagy pedig P-ben
érintik egymdst (8. dbra). (IMO Shortlist 2012/G8; Cosmin Pohoata feladata)

8. dbra

Megoldas. Invertdljuk az dbrat a 2. lemma a) része szerint egy alkalmas
O pontbdl 1gy, hogy az w kor és az £ egyenes képei parhuzamos sikokban fekvd
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korok legyenek. Az egyes objektumok képét most is vesszovel fogjuk jelélni. Az dbra
sikjanak képe egy G gomb; ennek felszinén helyezkedik el az w’ kor, ami dtmegy
az A, B’ és C' pontokon, tovdbbd az (' kor, amely dtmegy az X', Y', Z/ és P’
pontokon és az inverzié pélusan, az O ponton. A 2. lemma konstrukcidjaban OP
mer6leges f-re, ezért az OP' szakasz az ¢’ kornek dtmérGje. A Thalész-tétel miatt
tehat OX'P'<< = OY'P'<=0OZ'P'<<=90° (9. dbra).

9. dabra

Az BCX egyenes inverzié szerinti képe egy O-t dtmend korvonal, ezért a B/,
C’, X', O pontok egy koérvonalon vannak. Ennek a kérnek a sikja az w’ és £ korok
egymassal parhuzamos sikjait parhuzamos egyenesekben metszi, vagyis a B'C’
szakasz parhuzamos OX'-vel.

Legyen A; az o' kor és az A’P'X’ kor méasodik, A’-t6] kiilénbozé metszés-
pontja. Az A’ P’ X’ sik szintén két parhuzamos egyenesben metszi az w’ és ¢/ korok
sikjait, ezért A’ A; parhuzamos P’ X’-vel. Mivel az OX’ és P’ X’ szakaszok merdle-
gesek, a veliik padrhuzamos B'C’ és A’ A, szakaszok mer6legesek egymadsra. Tehat
az A'B'C’ hdromszoghen A’A; a BC oldalhoz tartozé magassdgvonal.

Hasonlban, legyen B és C7 a w’ kor mdasodik metszéspontja a B'P'Y’ és
C'P'7Z' korokkel; ekkor B’ By és C'Ch az A’ B’C’ haromszog mésik két magassdga.

Legyen ezutdn M az A’ B’'C’ hiromszdg magassigpontja, és legyen W a P’ M
egyenes masik, P’-tél kiilonb6z6 metszéspontja a G gombbel. Az A’, P/, X' és
W pontok az egymaéssal parhuzamos A’A; és P’ X’ szakaszok sikjdban, tehdt egy
kérvonalon vannak. Visszainvertdlva a sikra azt kapjuk, hogy W képe, W' rajta
van az AX P koron. Ugyanigy lathatjuk, hogy a BY P és a CZP kor is dtmegy
a W’ ponton.

Ha a W pont nem jon létre, mert az P'M egyenes érinti a gombot, akkor
az PM’ egyenes kozos érintje az A’X'P’', B'Y'P' és C'Z'P' koroknek, ezért
a sikbeli AXP, BY P és CZP korok is érintik egymast a P pontban.

4. példa. Adottak a sikon a ko, k1, ko, k3 €s ky korok dgy, hogyi =1,2,3,4 ese-
tén k; kivilrél érinti ko-t a T; pontban, tovdbbd k; kivilrdl érinti k;y1-et az S; pont-
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ban (ks = k1). Legyen O a ko kézéppontja, T a ThT5 és ToTy egyenesek metszés-
pontja, és legyen S az S153 €s S254 egyenesek metszéspontja. Igazoljuk, hogy O, T
és S eqy egyenesen van. (KsMaL A. 597., 2013. oktéber; Mester Marton feladata)

Megoldas. Elészor megmutatjuk, hogy az Si,
So, S3, S4 pontok egy koron vannak. Jeloljiik ¢;-vel
a ky és ki1 kozos bels6 érintéjét. Az S;S;41 hirok
ugyanakkora szoget zarnak be a t; és t;_1 érint6k-
kel. Ebbdl lathatjuk, hogy az 51525354 négyszog
szemkozti szogeinek Osszege egyenld, S7.555355, hir-
négyszog (10. dbra). Jeloljiik a koriilirt korét u-val,
u kozéppontjat U-val.

Az u kor S;S;11 ive a kiy1 kor belsejében fek- 10. dbra

szik, igy a ki, ko, k3, k4 korok lefedik wu-t, mig

ugyanezek a korok kiviilrél érintik ko-t. Ezért a kg és u koroknek nincs kozos
pontja. A 2. lemma b) része szerint létezik olyan térbeli inverzid, ami a ko és
u koroket parhuzamos siku korokbe viszi. Tekintsiink egy ilyen inverziét; a pdlusa
legyen X, az egyes objektumok képét most is vesszével fogjuk jeldlni. (11. dbra).
A sik képe egy gombfeliilet, a korok és egyenesek képe egy-egy, a gombre illeszkedd
kor; egymaést érinté gorbék képei egymast érinté gorbék.

11. abra

Minden egyes i-re a kj és u’ korck szoge, valamint a kj,, és u’ korok szoge
180°-ra egésziti ki egymdst. Ebbdl kovetkezik, hogy ki és ki, illetve Kk és k)
ugyanakkora, 5155545 téglalap, T{TyT4T; pedig négyzet.

Legyen S* = S155N 855, és T* =TTy NT3Ty az o, illetve a kf kor kozép-
pontja. Mivel X, T; és T} egy egyenesre esik, az X, Tj, Tiyo, T}, T}, pontok egy
sikra esnek (i =1,2). E két sik metszésvonala XT*T. Hasonléan, X, S* S egy
egyenesen vamn.
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Az X S8*T* sikra a k{ és az v/ kor is szimmetrikus, ezért az inverzeik is; ezért
kozéppontjaik, O, illetve U a X .S*T™ sikban van.

Az O, U, S, T pontok mindegyike az eredeti sik és az X .S*T™* sik kozos részén
helyezkedik el, ez a négy pont tehat egy egyenesen van.

Fiiggelék: Az inverzié alaptulajdonsagai

Az inverzié egy geometriai transzformaécié, sikban és térben is értelmezziik.
Sikban a tengelyes, térben a sikra val6 tiikrézéshez hasonlit, de a tengely helyett
sikban egy korvonalra, térben egy gombfeliiletre , tiikroziink”.

A sikbeli inverzié definicidjahoz vegyiink fel egy O koézépponti, r sugari k kort;
az O pont az inverzié kozéppontja vagy pdlusa; a k lesz az inverzié alapkdre.
Béarmely, O-t6l kiilénboz8 P pontra legyen P’ az OP félegyenesnek az a pontja,
amelyre OP - OP' = r?; ez a P’ a P pont k-ra vonatkozé inverze vagy tiikorképe.
Az inverzi6 a stk O-tdl kiilonboz6 pontjait rendeli egyméshoz. Az vildgos, hogy
P’ inverze a P pont, és az alapkor pontjai énmaguk inverzei. Ezért is tekinthetjiik
a k kort egyfajta szimmetriatengelynek.

Bizonyitas nélkiil felsoroljuk az inverzié néhany legfontosabb tulajdonsagat.
Ezek bizonyitdsa jé gyakorl6 feladat; hasonlé haromszogekkel és az O pont kiilon-
b6z6 korokre vonatkozo hatvanyaival nem nehezek.

e Az O-n atmené egyenesek képei (eltekintve az O ponttdl) Snmaguk.

e Ha egy egyenes nem megy at O-n, akkor az inverze egy O-n dtmend korvonal,
és forditva: az O-n atmend korok képei O-ra nem illeszkedd egyenesek.

e Az O-t nem tartalmazé korvonalak képei O-t nem tartalmazé korvonalak.

e Az alapkort merdlegesen metsz6 korvonalak énmaguk képei.

e Az inverzié érintés-, merSleges- és altalaban szogtarté: ha a és b két egyenes
vagy kor, amelyek az O-tdl kiilonb6z6 P pontban « szogben metszik egymaést,
akkor képeik, a’ és b’ a P’ pontban szintén « szégben metszik egymdst.

e Az inverzi6 kettOsviszonytarté: ha A, B, C', D négy pont egy egyenesen vagy
koron, akkor (A, B,C,D) = (A’,B’,C', D).

e Az inverzié szimmetriatarté: ha t egyenes vagy kor, P és @) egymés tiikorképe
t-re, akkor képeik, P’ és Q' is egymas tiikorképei t'-re.

A térbeli inverzié definiciéja 1ényegében ugyanaz, csak kor helyett egy O ko-
zéppontt, r sugari gombre invertalunk. Az O-n dtmend sikokon beliil a fenti tu-
lajdonsagok érvényben maradnak.

e Az O-n atmend egyenesek és sfkok képei (eltekintve az O ponttdl) snmaguk.

e Ha egy egyenes nem megy at O-n, akkor az inverze ugyanabban a sikban egy
O-n atmeno korvonal, és forditva: az O-n atmendé korvonalak képei O-ra nem
illeszked6 egyenesek.

e Ha egy sik nem megy at O-n, akkor az inverze egy O-n atmené gombfeliilet,
és forditva: az O-n atmené6 gombfeliiletek képei O-ra nem illeszked6 sikok.

e Az O-t nem tartalmazé gombfeliiletek képei O-t nem tartalmazo gombfeliile-
tek.

e Az alapgdémbot merélegesen metszé gombfeliiletek dnmaguk képei.

e Az egyenesek és korvonalak inverzei is egyenesek vagy korvonalak.
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e Az inverzié térben is szogtartd: ha a és b két egyenes, kor, sik vagy gombfeliilet,
amelyeknek van legaldbb egy, O-tdl kiilonb6z6 pontjuk, és o szogben metszik
egymast, akkor képeik, a’ és b’ szintén o« szdgben metszik egymaést.

e Az inverzié szimmetriatartd: ha S sik vagy gombfeliilet, P és @) egymas tiikor-
képe S-re, akkor képeik, P’ és Q' is egymds tiikorképei S’-re.

A sikban és a térben is, a definiciéban az r? helyére negativ szdmot is irha-
tunk. Az {gy médositott definiciéban P’ az OP egyenesnek az a pontja, amelyre
O? -OP'" = \; ha a \ paraméter pozitiv, akkor P’ és P az O-nak ugyanazon az ol-
daldn, negativ A esetén ellentétes oldalon vannak.

Tovabbi olvasnivald

Projektiv transzformaciékrol és inverziordl ismét csak Reiman Istvan Geomet-
ria €s hatdrteriletei c. konyvét tudom ajanlani.

A bemutatott példakra sokféle mas megoldas is 1étezik; néhanyat megtalaltok
ezeken a cimeken:
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A594
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A597
https://www.imo-official.org/problems/IM02012SL.pdf, 38-41. oldal.

Feladatok

1. a) Igazoljuk az 1. példa allitdsét csupdn a keriileti szogek tételének felhaszna-
lasaval. Legyen az EG és F'H szakaszok metszéspontja K, a beirt kor kozéppontja
1, és I merdleges vetiilete az AC &tlén T. Mutassuk meg, hogy az E, F, K, T, va-
lamint a G, H, K,T pontok is egy-egy koron vannak, és az AC' atlé dtmegy a K
ponton.

b) Igazoljuk az 1. példa &llitasit gy, hogy felirjuk a Brianchon-tételt az
AEBCGD és ABFCDH elfajulé érint6hatszogekre.

¢) Igazoljuk az 1. példa &llitasat dgy, hogy felirjuk a Pascal-tételt az EEGFFH,
EGGFHH, FEFHHG és EFFHGG elfajulé hiarhatszogekre.

2. Az ABCD érinténégyszogben legyen PQ a beirt kor AC-re merdéleges
atmérdje. Tegyiik fel, hogy a BP és D@ egyenesek az X, a BQ és DP egyenesek
az Y pontban metszik egymdst. Mutassuk meg, hogy az X és Y pontok az AC
egyenesen vannak. (International Olympiad of Metropolises, Moszkva, 2018/2)

3. Adott egy k kor és rajta kiviil két pont, A és B. Az A-bSl k-hoz huzott
érint6 szakaszok ACT és AC5, a B-bOl k-hoz hizott érinté szakaszok BDq és BDs.
Igazoljuk, hogy a CyCs egyenes akkor és csak akkor megy &t a B ponton, ha a D1 Do
egyenes atmegy az A ponton. (Avagy, A poldrisa akkor és csak akkor megy &t B-n,
ha B poldrisa dtmegy A-n.)

4. Igazoljuk, hogy ha két, egy sikban fekv6 kornek nincs kozos pontja, akkor
van olyan inverzid, amely ezeket a koroket koncentrikus korokbe képezi.
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5. Adott a térben két korvonal, k1 és ko gy, hogy a sikjaik metszik egymast.
Mutassuk meg, hogy ha a két kort egymdsra lehet vetiteni egy alkalmas O pontbdl,
akkor a két korvonal egymads inverze egy O kodzépponti inverzié szerint.

Koés Géza
: Gyakorlé feladatsor
' ' emelt szintii matematika érettségire
I. rész

1. a) A bal oldali dbrdn egy 1 cm oldalhosszi négyzet és rajta egy 1 cm
oldalhosszu szabélyos haromszog lathat6. Mekkora annak a kornek a sugara, amely

atmegy az A, B, F pontokon? (5 pont)
D E
D, C
C
A
A B B

b) A jobb oldali abrdn egy 1 cm élhosszu kocka és rajta egy olyan 1 cm élhosszi
szabalyos gula lathato, amelynek minden oldallapja szabalyos haromszog. Mekkora
annak a gombnek a sugara, amely atmegy az A, B, C, D, E pontokon? (7 pont)

2. Egy 2019 mezobdl allo jatéktablank van a kovetkezd dbra szerint:

1|23 |4]5]1]2]. .

(Az 1,2, 3,4, 5 szdmok vannak rajta ciklikusan, dsszesen 2019 hosszan.) Az 1-es
mez6rol indulunk, és minden mezérél annyit 1éplink jobbra, amennyi az ott 1évé

szam.
a) Osszesen hanyra lépiink ra a mez6k koziil? (4 pont)
b) Mennyi azon mezok szdmainak Gsszege, amire nem lépiink r4? (3 pont)
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¢) A jatékszabdlyokat a kovetkez&képpen modositjuk: egy szabdlyos hatoldald
kockaval dobunk, ha a dobas eredménye az 1 és 5 kozotti d szam, akkor az elsé
mez0, amire ralépiink az els6 d; mig ha a dobas hatos, akkor az els¢ 1-esre 1épiink,
és innentol kezdve minden mez6rél annyit 1épiink jobbra, amennyi az ott 1évé szam.
Az els6 szaz mez6 koriil varhatéan hany mezét latogatunk meg? (4 pont)

3. Piszkos Fred a kapitany hosszi tengeri ttra indul hajéjaval. Egy 100 literes
horddban tiszta alkoholt visz magaval. Fred a hordébdl minden éjfélkor megiszik
5 liter 16ttyot, majd felmegy a hidra és a hajo korménykerekét eltekeri 30°-kal. Ezek
utdn visszavonul a kabinjaba és a kovetkezd éjfélig alszik. A matrézok minden
nappal soran feltoltik a horddt esévizzel, de a kormanykerékhez nem nytlnak.
Ha a hordé alkoholtartalma 50% ala csokken és a kapitdny iszik belble, akkor
kijézanodik.

a) Az indulds utdn hanyadik éjfélkor jézanodik ki Fred? (4 pont)

Fred fogadott egy hordé rumba Watson kapitannyal, hogy az 6 hajéja gyor-
sabb, mint Watson fregattja. A verseny aprilis elsején 23 éra 59-kor indult. A két
hajé egyszerre indult el a nyugati irdnyban pontosan 10 000 kilométerre 1évo kozos
célpont, a Rejto-fok felé. Watson hajéja allandé 8 csomé sebességgel haladt, mig
Fred tekndje 6 csomdéval. (1 csomé sebesség megegyezik 1,85 l%-vaul.) Fred amig
részeg, minden péaros sorszamu nap éjfélén balra tekeri 30°-kal a kormanykereket,
mig a paratlan sorszamu napokon jobbra; amikor viszont kijézanodik, akkor azon-
nal a megfelel6 irdnyba allitja a kormanykereket (és a helyes irdnyt a tovdbbiakban
tartja is). A jozan Piszkos Fred tovdbba minden éjfélkor képes a hajé aktudlis
sebességét 10%-kal novelni (és ezt az egész kovetkezd nap tartani).

b) Melyik kapitdny nyeri a fogaddst? (9 pont)

4. Az dbra egy park térképét Cy
abrazolja. A parkot harom korvonal
hatérolja; a korok rendre az A;(—2;3),
Ao (—T7;-2), As(=2;=7), illetve
a Bi(1;—6), B2(10;-3), B3(9;0), va-
lamint a C1(5;4), C2(2;7), C3(—1;4) B,
pontok &ltal meghatarozott korok ko-
réirt korei. As

a) Igazoljuk, hogy az A;AsAs,
a BBy Bg, valamint a CyC5C5 harom-
szogek mind derékszogii hdromszogek.

(4 pont) A
b) Igazoljuk, hogy az As, By, Bs, valamint a Bz, C, Cy, illetve a C3, Ay, Asg
pontharmasok rendre egy-egy egyenesre esnek. (3 pont)

¢) A park épitésze egy ,kiilonleges” helyre kutat szeretne furatni. [jgy tlinik
neki, hogy a parkot alkoté hérom kor egy kozos pontban metszi egymdst (ami
eléggé kiilonleges lenne). Igaza van-e az épitésznek? Ha igen, pontosan hol van ez
a pont? (8 pont)
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II. rész

5. a) Adjuk meg a h(z) = cos 2z — sin 2z 4 2sin? z + 1 fiiggvény szélséértékeit.
Hol veszi fel a széls6értékeit a fiiggvény? (6 pont)

b) Legyen f(z) = 2% — 2z + 2, mig a g,(z) a kovetkez6képpen definialt fiigg-
vény-sorozat:

g1(z) = f(2);  gn(@) = f(gn-1(2)) (han >2).
Adjuk meg 92019(%) tizedesvessz6 utani elsé 100 szamjegyét. (10 pont)

6. Néhany vegyianyag-szllité kamionban kiilonféle kéddal (A, B,C, D, E, F,
G, H) elldtott palackokat széllitanak. A robbandsveszély miatt bizonyos palackokat
nem szabad egyiitt szallitani. Ezeket a ,tiltasokat” a kovetkezd tablazat tartalmaz-
za:

Vegyi anyag cimkéje: A B C D
Ezzel nem szallithaté: B, E,F AC G B, E,H F,.G
Vegyi anyag cimkéje: E F G H
Ezzel nem szallithat6: | A,C,F,H | A,D,E,.G,H | B,D,FH | C,E,F,.G

a) Legalébb hany kamion kell, ha minden anyaghdl pontosan egy-egy palackot
kell elszallitanunk? (Minden kamionba legfeljebb négy palack fér el.) (6 pont)

b) Hény kamion kell, ha minden anyaghdl pontosan 5-5 palackot kell elszélli-
tani? (Most is minden kamionba legfeljebb négy palack fér el.) (6 pont)

¢) Véletlenszertien kivalasztva két kiilonbozé palackot mennyi az esélye annak,
hogy azokat nem tehetjiik egy kamionra? (4 pont)

7. Egy cég gyémant alaki emblémaja olyan 6tszog, melynek csticsai egy sza-
balyos hétszog megfeleld (P, Pa, P3, Py, Ps) cstcsai (lasd jobb oldali dbra).

P3 P2 ]33 P2

Py P Py P

Ps P

Py B

A cég 10000 darab az emblémaval ellatott kitiz6t rendelt. A nyomdai koltsé-
gekben két tétellel kell kalkulalni: 10000 centiméternyi vonal megrajzoldsa 50 eu-
réba keriil, mig 10 000 cm?-nyi teriilet besatirozasa 200 euréba.

a) Mennyire rig a 10000 kit{iz6 nyomdai koltsége, ha a szabdlyos hétszog egy-
egy oldala 2 cm hosszi? (10 pont)
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b) A cég pidrosa Ugy taldlta, hogy az embléma nem elég szines. Szeretné
a gyémant 5 Osszefiiggd részében megjeleniteni a piros, a fehér és a zold szineket.
Hényféle kiilonb6z6 ilyen hdrom szinli embléméat kaphatunk, ha azt szeretnénk,
hogy az élben szomszédos részek szine kiillonboz6 legyen, valamint mind a harom
szin meg is jelenjen az emblémdban? (6 pont)

8. Egy specidlis trépusi halaknak val6 feliil nyitott, alul és oldalt tiveg akvari-
umot épitiink. Az akvarium paramétereire EU-eléirdasok alapjan a kovetkezknek
kell teljesiilnie:

— Az akvérium térfogata 1 m? kell, hogy legyen;

— az akvarium alapja olyan téglalap, melynél az oldalak ardnya 1 : 2;

— a négy oldalfal olyan {ivegbdl késziil, melynek ara 90 eurd négyzetméterenként;

— az akvarium alsé lapja pedig olyan iivegbol késziil, melynek négyzetmétere
120 eurdba keriil.

Milyennek vélasszuk az akvarium éleit, hogy a lehetd legkevesebb legyen
az anyagkoltség, és az hdny eurd lesz? (16 pont)

9. Hény olyan 0 < § <165 0< ¢ <1 (a,b,c,d € N¥) nem egyszerfisithets
kozonséges tort van, hogy az
a c
1+3) (1+9)
(1+ AR

szorzat egész, valamint a + b+ ¢+ d = 1007 (16 pont)

Sztranyak Attila
Budapest

Megoldasvazlatok a 2019/7. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a cos2x = 5cosx — 3 egyenletet, ha x € [—m;2x]. (5 pont)

b) Oldjuk meg a valds szamok halmazdin a

2\/5—\/304-2—\/334—420

egyenlétlenséget. (7 pont)
Megoldas. a) (2cos?z — 1) —5cosz +3 = 0; 2cos?z — 5cosx + 2 = 0;

5++v25—-16 5H5+£3
(cosz); 5 = 1 =~

(cosz), = 2 nem lehetséges; (cosx), = % = = j:% +2km, k € Z. Az egyenletnek
T 5T

ezek koziil harom megoldasa van az adott halmazon: —%, 3 3
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b) Kikotések: @ > 0; x +4 > 0; v +2 — o +4 > 0. Ha az elsd teljesiil, akkor
a masodik is. Ezek teljesiilését feltéve alakitsuk a harmadikat: x4+ 2 > vz + 4;
mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens miivelet, ezért

P t4r+4>a+4
m2+3x20;

ebbdl © < —3 vagy 0 < = adddik. Ezt egybevetve a korabbiakkal végiil x > 0 a fel-
tétel.

Rendezziik az egyenlotlenséget:

QﬁE\/x+2\/x+4.

Most is négyzetre emelhetiink,

4-—2x+2—-Va+4

ol &

Verdz o+

25 5
2
0> — — —;
25 5
O>x275x;

ebbdl 0 < x < 5 kovetkezik, ami a kikotéseknek is megfelel. Tehdt a megoldas:

x € [0;5].
2. Vizsgaljuk meg az a,, = 2;:13, n € Z* sorozatot korldtossdg, monotonitds
és konvergencia szempontjabol. Megdllapitasainkat igazoljuk. (11 pont)

Megoldéas. A sorozat korlatos, mert alulrdl pl. a —1, feliilrél a 2 korldtja.
2:;13 >—1;n+1>0, tehdt 2n —3 > —(n + 1); 3n > 2, ami igaz, ide ekvivalens

lépéseken keresztiil jutottunk, ezért a kiindulé allitas is igaz.

2n —3
n+1

<2, 2n—-3<2n+2; —-3<2
(indoklds ugyanaz, mint az elébb).
A sorozat szigortian monoton névé, azaz a, < a,.1 minden n € ZT esetén.

2n-3 _2n+1)-3
n+1 (n+1)+1’

2n—3)(n+2) < (2n—1)(n+1);
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M2 4+n—6<2n®+n—1;
—6< -1

(ismét egy mindig igaz &llitdst kaptunk, ...).

A sorozat konvergens, hatarértéke 2.

n(2—%) 2 —
ap = N =
n(l+5) 1+

S-Sl

Tudjuk, hogy lim, . % =0, a konvergens sorozatokra vonatkozo tételek szerint
ad- % sorozat hatarértéke 3 -0 = 0; a szamléléé 2, a nevezdé 1, igy a hanyadosé
2 lesz. Ha az € > 0, ng-os definiciét hasznaljuk, akkor a megsejtett 2 hatarértékkel
felirhatjuk, hogy

b)
— <& —-—1l<mn
n €

‘2_271—3‘ ;
n+1

amibdl € > 5 esetén ng = 1, egyébként ng = [g — 1] (a [ ] egészrészt jelent), tehét

van minden pozitiv e-hoz kiiszobindex.

3. Egy bardti tdarsasdgban 32 lapos magyar kdrtydval jatszottak. (Itt a ,szinek”:
piros, zold, makk, tok; mindegyik szinen belil dsz, kiraly, felsd, alsd, tizes, kilences,
nyolcas, hetes lapok taldlhatdk.) Egyik este Kdroly feljegyezte, hogy az elsd tiz oszlds
alkalmdbdl hany piros lapot kapott. Az 1, 3,0, 2, 4, 2, 5, 3, 2, 4 adatokat irta fel.

a) Mennyi az dtlag, mddusz, medidn, szérds? (4 pont)

Egyszer a piros lap el6forduldsdnak torvényszeriiségeit vizsgaltdk gy, hogy a jol
megkevert paklibol taldlomra kihiztak egy lapot, feljegyezték, hogy piros-e vagy sem,
magd visszatették a tobbi kozé. Ezt dsszesen nyolcszor végezték el.

b) Mennyi a valdszinisége, hogy legfeljebb 5-szor kaptak pirosat? (6 pont)

Késobb megudltoztattak a hizds modjdt, ekkor egyszerre vettek ki 8 lapot a meg-
kevert paklibol.

¢) Mennyi a valdszintisége, hogy legaldbb 6 piros lap van kozéttik? (3 pont)

Megoldas. a) Az étlag 2,6; médusz 2; medidn 2,5; szérds 1,43.

b) A piros hizdsénak esélye: p = %1; nem pirosé: ¢ = % Jelolje ¢ azt, hogy
hényszor lett piros a huzas eredménye. Kevesebb szamolassal kapjuk a komp-
lementer esemény valdszinliségét, igy ezt szamitjuk ki elészér (négy tizedesjegy-

6,372 7
re kerekitiink). P(¢ = 6) = (3) () (2) = 0,0038, P(¢ =7) = ($)(3) 2 = 0,0004,
P(¢=38)= (%) = 0,0000; ezek osszege: 0,0042, tehdt az esemény valdszintisége
P(A) =1-0,0042 = 0,9958.

8\ (24

() (7)

O
R

(5) (%) _  7om
+ 8(382)0 = 10518300 ~ 0008

+
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4. a) Van-e olyan mdsodfoki egyenlet, amelynek egyik gyike raciondlis, a mdsik

irraciondlis szam? (3 pont)
b) Van-e olyan egész egyiitthatds mdsodfokid egyenlet, amelynek egyik gyoke
raciondlis, a mdsik irraciondlis szdm? (6 pont)
¢) Van-e olyan egyszertd grdf, amelynek 8 pontja és 29 éle van? (3 pont)

Ha az elobbi kérdésekre igen a wvdlasz, adjunk példdt ilyen esetre, ha nem,
indokoljuk a valaszt.

d) Mutassuk meg, hogy az A, B kijelentések tetszbleges logikai értéke esetén
AV (AAB)=A. (3 pont)

Megoldas. a) Igen, pl. (x — 1)(r — \ﬁ) = 0; felbontva, rendezve:
—(1+V2)z+v2=0;

vagy pl. z(z — m) = 0; 22 — 72 = 0 stb.

b) Nincs ilyen egyenlet. Eloszor belatjuk, hogy egy raciondlis és egy irracionédlis
szam Osszege irraciondlis szam. Tegyiik fel, hogy ¢1 + ¢* = ¢2; ¢* = q2 — q1; ez azon-
ban ellentmonddas, mert a racionélis szamok halmaza a négy alapmiiveletre nézve
zart halmaz, azaz két raciondlis szam kiilonbsége is raciondlis. Az altalanos mésod-
foku egyenlet egyiitthatdi és gyokei kozotti egyik Osszefiiggés szerint 1 + x9 = — Q

Tegyiik fel, hogy az egyik gyok raciondlis, a mésik irraciondlis, ekkor a bal oldal
irraciondlis, a jobb oldal racionalis, ami lehetetlen.

¢) Nincs ilyen graf. Ha a graf egyszerti teljes graf volna, akkor (2) = 28 éle
lenne. Mivel 29 éle van, legalabb egy hurokélnek kell lennie, ekkor viszont nem
egyszer a graf.

d) Készitsiik el az igazsdg tébldzatot:

A B AANB | AV(ANAB)
i i i i
i h h i
h i h h
h h h h

Lathatjuk, hogy az elsd és utolsé oszlop rendre egyezik, ezzel az allitast iga-
zoltuk.

II. rész

5. Nydri vitorlastabor 26 fiataljanak iszdsoktatdst szerveztek fizikai erdnlétik
javitdsa, vizi biztonsdaguk erdsitése céljabol. A taborban gyors-, mell- és hatuszds
oktatasdra volt szakképzett oktato, igy a résztvevdk e hdrom uszdsnemre jelentkez-
hettek. Mindenkinek legaldbb egyet vdlasztania kellett. 17-en vdlasztottdk a gyors-
uszast, 15-en jelentkeztek hdtuszasra, 16-an pedig melliszdsra. 8 olyan, gyorsuszast
valasztott fiatal van, aki hatiszdasra nem jelentkezett. Azok koziil, akik a gyorsot va-
lasztottdk, 8-an mellre is jelentkeztek. Csupdn ketten vdlasztottak mindhdrom vszds-
nemet.
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a) Hdny résztvevd vdlasztotta a mell- és hatiszdst is? (7 pont)

Az oktatdas végén a balatonboglari uszodaban versenyt rendeztek a tdborlakok
szamdra. A leany melluszds dontdjébe Anna, Bea, Cecilia, Ddra, Edit és Flora
keriilt.

b) Hdnyféleképpen végzddhetett a dontd, ha tudjuk, Ddra nem lett dobogds (nem
volt az elsé hdromban), de nem is lett utolsd, tovdabbd Bea megelbzte Flordt, azonban
kikapott Edittél? Holtverseny nem volt. (6 pont)

A tdborzdrs estén dijak, jutalmak dtaddsdra kerilt sor. A szponzorok hdrom
értékes targyat sorsoldassal kivdntak kiosztani, ezért a tdaborozok nevét felirtak egy-
egy céduldra és ezeket eqy urndba dobtdk, majd a fészponzor kihizott harom céduldt.

¢) Mennyi a valdszindsége annak, hogy mindhdrom nyertes csak eqy uszdsnem
oktatdsdn vett részt? (3 pont)

Megoldas. a) A lefrdsban szerep- Gy (17) M (16)
16 adatok alapjan elkészithetjiik a mel-
lékelt dbrdt, ahol az ismeretlen részhal-
mazok elemeinek szamat x, y, z jeloli.

Felirhatjuk az alabbi egyenleteket: p?“

r+y==6
y+z=8,=> 6+2=9 =

= Z:37y:57l':1

Tehat a mell- és hatuszast is 7 résztvevo valasztotta.

b) Déra 4., vagy 5. lett. Tegyiik fel, hogy Déra negyedik helyezett lett. Edit,
Bea és Flora egyméshoz képest ilyen sorrendben kovetkeztek, tehat ha kivalasztjuk
a maradék 6t helyezésbdl azt a harmat, amelyikre 6ket tessziik, akkor a fennmaradé

két helyen Anna és Cecilia osztozik. A hdrom hely kivalasztasa (g) = 10-féleképpen
lehetséges, Anna és Cecilia kétféleképpen helyezkedhetnek el, igy ebben az esetben
20 lehet6ség adodik. Ugyanez a helyzet akkor is, ha Déra 6todik lett. Tehdt a donté
40-féleképpen végzddhetett.

¢) Osszesen 6 olyan fiatal volt, aki csak egy tiszasnem oktatdsan vett részt, ko-
ziilitk (g) = 20-féleképpen vélaszthatjuk ki a hdrom nyertest (sorrend nem szamit,

hiszen nem ismétlédhetnek), mig az dsszes lehetdség (236) = 2600, tehat

20 1
(4) 2600 130 ’

6. Az ABC hdromszig csicsainak koordindtai: A(—10;6), B(2; —10), C(11;3).
a) Irjuk fel a hdromszdg korilirt korének egyenletét. (4 pont)
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b) Jeldlje O a koriilirt kor kézéppontjdt, S a sulypontot. frjuk fel az OS egyenes
egqyenletét. Milyen helyzetii az OS egyenes az AB egyeneshez viszonyitva? Igazoljuk

észrevételiinket. (4 pont)
¢) Hol van a C-n dtmend magassdgvonal és a korilirt kor C-tdl kiilonbozd
metszéspontja? (4 pont)
d) Mekkora a hdaromszdg terilete? (4 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A kor egyenlete (z — u)2 +(y— v)2 = R?, ahol
O(u;v) a kor kozéppontja, R a sugara.

B(2

(=10 —u)® + (6 — v)* = R?,
(2 —u)® + (=10 —v)* = R?,
(11 —u)*+ (3 —v)* = R?, felbontva
u? + 0% + 20u — 12v + 136 = R?,
u? + 0% — du + 200 + 104 = R?,
u? + v? — 22u — 6v + 130 = R?,
B 24u —32v+32=0 = 3u=4v—4,

- B: —18u — 26v + 26 = 0,
—6(4v —4) — 260 + 26 = 0,
—24v + 24 — 26v + 26 = 0; 50v = 50;

Q= Q - = Q @ =

v=1;3u=4—4;u=0; O(0;1); R? = 125.
A koriilirt kor egyenlete : 22 4 (y — 1)* = 125.

II. megoldds. Az oldalak felezOmer6legeseit felirva (barmelyik kett6t), a bel6-
liikk alkotott egyenletrendszer megoldésa a kortilirt kor kozéppontjanak koordinatait
eredményezi. Ezt barmelyik csticcsal 6sszekotve, a kapott szakasz hossza adja a kor
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sugarat. Az a oldal felezOmerélegesének egyenlete: 9x + 13y = 13; a b oldal fele-
zémerolegesének egyenlete: 7x —y = —1; a ¢ oldal felezémerdlegesének egyenlete:
3r —4y = —4. 0(0;1), R =5/5.

b) A héromszog silypontja

~10+2+11 6-10+3 1
. . 1: ——
() ()

@(1—0;—;—1» 07';(1;—;1).

Hasznaljuk iranyvektornak az O?—sel parhuzamos v(3; —4) vektort, pontnak O-t,
igy az OS egyenes egyenlete:

Vol — V1Y = Voo — V1Yo; —4dr—3y=0-3; 4dx+ 3y=3.

Az OS egyenes (Euler-egyenes) parhuzamos AB-vel, mert E(lz; —16) pér-
huzamos (ﬁ—sel.

¢) A C-n d4tmend magassdgvonal merdleges AB-re, {gy a v(3; —4) vektor a ma-
gassagvonal normélvektora lesz. A magassagvonal egyenlete:

T + NoYy = N1xg + N2Yo;
3r — 4y = 33 — 12.

3 21

Innen y = Jx — 7, ezt beirva a koriilirt kor egyenletébe:
2
3 21
2
—x—— —1) =125.
T°+ (496 1 >

Osszevonas, négyzetre emelés utan az

9 150 625
2, 9 o 10U b0
T +16x 16x+ 6 125

egyenletet kapjuk. 16-tal szorozva, 25-tel osztva az z? — 62 — 55 = 0 egyenlethez

jutunk. Ebbol
_ 64+v36+220 6+16
B 2 2

x1 = 11, ez a C pont abszcisszdja, xo = —5; yo = %(75) — % = —9; tehat P(—5; —9).

T1,2

d) A teriiletet a legegyszeri{ibben tigy kaphatjuk meg, hogy téglalapba foglaljuk
a haromszoget és levagjuk a felesleget. A téglalap vizszintes oldala 21 egység,
a fiiggbleges 16 egység, igy teriilete 336 teriiletegység.
_16-12 . 9-13 21-3

= : t - = . ta = —— = 31.5:
1 2 96a 2 2 58757 3 9 3 757

tehédt a hdromszog teriilete: T = 336 — (96 + 58,5 + 31,5) = 150 teriiletegység.
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Tovabbi megoldasok is vannak, nézziink vazlatosan néhanyat.

I. Meghatédrozzuk AB egyenletét, ez: 4o + 3y = —22, dsszekapcsolva a C-n at-
mend magassagvonal 3z — 4y = 21 egyenletével, a megoldas a magassag talppontja-
nak koordinétéit eredményezi: T'(—1; —6). Az AB hossza 20, a TC hossza 15 egység,
innen a teriilet 150 teriiletegység.

I1. Koszinusz tétellel kiszamitjuk az A csicsndl levd szoget, erre 45° adddik,
alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet:

20152 - Y2
r=——_——2

= 150.
5 50

ITI. Hasznaljuk a Heron-képletet. Sok szamoldssal jar, ugyanezt az eredményt
adja.

7. Egy mértani sorozat elsé négy tagjabol rendre 1-et, 2-t, 5-6t, 11-et elvéve
egy szamtani sorozat négy szomszédos tagjdt kapjuk.

a) Mennyi a mértani sorozat elsé tagja és hdanyadosa? (8 pont)

Szamitsuk ki az adott eljardssal a szdmtani sorozat elemeit, majd képzeletben
folytassuk mindkét iranyba a sorozatot.

b) Van-e ebben a szdmsorban olyan szomszédos elemekbdl dllo rész, amelyben

az elemek dsszege 20197 Ha igen, adjuk meg az dsszes megoldast. Indokoljuk a va-
laszt. (8 pont)

Megoldés. a) A mértani sorozat elsé négy tagja: a, aq, aq®, aq®. Az alaki-
tds utdni szdmtani sorozat elemei: a — 1; aq — 2; aq® — 5; ag® — 11. Tudjuk, hogy
a szamtani sorozat n-edik elemére a,, = % (n > 2) teljesiil, ezért felirhatjuk
az aldbbi egyenleteket:

20aq—2)=(a—1)+(ag®—5) =0=ag®—2ag+a—2 =2=a(qg—1)°

2(aq® —5) = (ag — 2) + (ag® — 11) = 0 = a¢® — 2a¢> + aqg — 3 = 3 = ag(q —1)°.

Ez utébbiban az a(q — 1)2—‘5 2-vel helyettesitve 3 = 2¢-t kapunk, amibél ¢ = g, ezt
2
felhasznlva 2 = a(3 — 1), ebbél a = 8.

A mértani sorozat els6 tagja 8, hanyadosa %

Ellenorzés: a mértani sorozat elsé négy tagja: 8; 12; 18; 27, ezekbdl a levonasok
utdan 7; 10; 13; 16 lesz, amely szamok kozotti kiilonbség mindeniitt 3, azaz egy
szémtani sorozat (amely csupa egész szambol &ll) négy szomszédos eleme.

b) ...,—5,-2,1,4,7,10,13,16,19,22,25,28, ... . Tegyiik fel, hogy van ilyen
rész, az elso tagjat jeloljiik b-vel, a benne szerepld tagok szamat k-val. Ekkor

b+ (b+3)+ (b+6)+...+ [b+ (k—1)3] = 2019.

b+b+(k—1)3

Hasznaljuk az 6sszegképletet: k 5

=2019; k(b+ 2513) = 2019 (k € Z*).
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Mivel 2019 = 3-673, ezért k lehetséges értéke 1, 3, 673, 2019, az ezekhez tartozo
méasodik tényezd rendre 2019, 673, 3, 1.

k=1, b+%'3:2019 = b = 2019,
3-1

k=3, b+ =5~ -3=073 = b = 670,
673 — 1

k =673, bt —3=3 - b= —1005,
2019 — 1

k = 2019, b+%-3:1 = b = —3026.

Szerepelnek-e ezek a szamok a szamsorban?

Ha a 670, illetve 2019 benne volna, akkor a négy szamtol — a felsorolds szerint —
jobbra lenne, a 7-t6l az n-edik helyen. 670 = 7+n-3 = n=221;2019=74+n-3 =

n = 670,6 ¢ ZF.
Azt kaptuk, hogy a 670 tagja a szamsornak, a 2019 pedig nem (670 + 673 +
+ 676 = 2019).

Ugyanigy jarhatunk el a két méasik b-vel, ezek balra vannak, tehat —1005 =
=74+n(=3) = n=3373¢7Z"; —3026=7+n(-3) = n = 1011, azaz a —1005
nincs a szamok kozott, a —3026 viszont igen (7-t6l balra az 1011. helyen). Ez utébbi
esetben a —3026-t0] kezdve 2019 szamot véve a szamsorbol, ezek Gsszege is 2019
lesz:

— 3026+ (—3026 + 2018 - 3 -
[ il sl ] 2019% — 2019.

Tehat van a szamsorban két olyan rész, amelyben a szomszédos tagok 6sszege 2019.

2019

Megjegyzés: a 670, 673, 676 szamharmasra viszonylag konnyen rd lehet jonni, mert
a 2019 szorzatta bontasakor a 3 - 673-at kapjuk, tehat csak azt kell megnézni, hogy a 673
benne van-e a szamsorban. Ha ugyanis igen, akkor a 3-as differencia miatt a két szomszédja
is, és ennek a hdrom szamnak az Gsszege 2019. Mint tudjuk, a 673 benne van a szamsor-
ban. A mésikra a szdmsor (...,—11,—8,—5,—-2,1,4,7,10,13,...) 1 elemének szomszédjait
Osszeadva johetiink ra, ugyanis 2-t kapunk eredményiil; ha a masodik szomszédokat adjuk
Ossze, szintén 2 lesz az eredmény, és igy tovabb. Ilyen médon 1009 part képezve, majd
a végén az l-et hozzdadva 2019-et kapunk. Konnyen kiszamithato, hogy a legtdvolabbi
par bal vége —3026, a jobb vége pedig 3028. Ezek utdn természetesen igazolni kellene,
hogy tovabbi megoldasok nincsenek.

8. Egységsugari korbdl megfeleld korcikket kivagva, majd egyenes korkip pa-
lastjanak kialakitva tolcsért készitink.

a) Mekkora a korcikk kozépponti szége, ha a tolcsér térfogata a lehetd leg-
nagyobb? (9 pont)

Rendelkezésre dll egy 10 x 16 egység oldalu téglalap alaki lemez, amelybdl
az a) részben kapott mazimdlis térfogatd téleséreket szeretnénk kialakitani.

b) Tudunk-e ebbdl a lemezbdl 50 db ilyen tolesért csindlni? Megdllapitdsunkat
indokoljuk. (7 pont)
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Megoldas. a) 1. megoldds. Legyen a kip félnyildsszoge «, ekkor az alapkor

7 sin? ov-cos o

sugara r = sin o, magassaga m = cos «, térfogata V = 3 ,

V'(a) = % [2sin @ cos® a + sin® a(—sina)| = g [2sina (1 —sin® ) —sin® a] =

= g(Qsinoz — 3sin® ).
Ahol az els6 derivélt 0, ott lehet szélséértéke a fiiggvénynek:
0 = sin (2 — 3sin? a).

I. eset. sina =0 = a =0, ez nem lehet maximumbhely.
II. eset.

2
0=2-3sina = Sina:\/; = a=>54,74° (0 < a < 90°),

2
V' (a) = g(2cosa—9sin2acosa) = gcosa (2—93) <0,

itt tehat valoban maximuma van a térfogatnak. Ekkor a korcikk kézépponti szo-
ge (p):p-1=2rm; p= ZW\/g ~ 5,13.
A legnagyobb térfogati tolesérhez tartozé korcikk kozépponti szoge 293,93°.
11. megoldds. Az egyenes korkup félnyi-
lasszoge és kiteritett palastjanak kozépponti

szoge kozott osszefliggés van. Egyrészt p-a =
= 2rm, masrészt

2rm

. r . .
sina = — = ya =2masina = ¢ = 2wsina,
a

innen

, 2 Py
S =——, cosa=14/1-— (—) .
111 & o (&% o

A térfogatfiiggvény:

2
—(2Y-T 2 VAT Z 9t L gt g —

T PN
0=3(2)
(W) =33, o a2 on 247
o V/8m2pt — 2¢6.
24/ 272

Mivel a négyzetgyok fiiggvény szigorian monoton nd, ezért elég meghatarozni
a gyokjel alatti mennyiség maximumat. Ezt megoldhatjuk elemi 1iton is:

p* o (877 — 20%) = 87" — 2¢°,
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a szamtani-mértani kozép kozotti osszefiiggést hasznalva kapjuk, hogy

@2 + @2 + (87'['2 _ 2(,02
3

8 2
) > YR =207, = > VP —2p%).

A bal oldal allandé, a jobb oldali mennyiség akkor lesz a legnagyobb, ha az egyen-
16ség teljesiil, ez pedig csak a tényez6k egyenlésége esetén valdsul meg (a kobgyok
fiiggvény is szigortian monoton novekvé).

2
8w —2¢° = ¢* = 8% =3¢p® = 90—27r\/;,

ami 293,93°-nak felel meg.

b) Az hamar beldthatd, hogy egység-
sugaru korckbdl nem lehet kivagni 50 db-
ot az adott méretli lemezbél. (Ellen6riz-
hetd, hogy legfeljebb 41 kor fér el a 10 x
16-0s téglalapon.) Azonban két — a leg-
nagyobb térfogatot eredményez6 — kor-
cikk befoglalhatd egy 2 x 3,2 egység ol-
dalu téglalapba az dbrdnak megfelelGen.

16:3,2=05, 10:2=25, ezért a le-
mezbdl kivaghatd 25 db ilyen kis tégla-
lap, mindegyikben 2 korcikkel, tehat tu-
dunk 50 db tolesért késziteni.

9. Adott az f(x) = cosx és a g(x) = sin 2z figguény (z € R).
a) Irjuk fel a h(z) = fog, iletve k(zx) = go f figguényeket, dllapitsuk meg

az értékkészletiiket. (6 pont)

b) Hol metszi eqymdast az f(x) és g(x) figguény grafikonja? Adjuk meg a met-

széspontok koordindtdit. (5 pont)
¢) Mekkora e két girbe dltal kizrefogott sikidom teriilete, ha x € [f %; %]7

(5 pont)

Megoldas. a) h(x) = fog = cos(sin 2z); k(x) = go f = sin (2 cos z). Mindkét
esetben a belso fliggvény értékkészlete lesz a kiilsé fiiggvény értelmezési tartoméd-

nya.

,,,,,, A S | R R R S T O | N N
cos(—1) . _|EXK. EK sinz,
LT g st o PN e
—rf2 -1 0] 122 —m/2 -1 n/22

777777 N Y R N B e A
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h(zx) esetén: —1 < sin2x < 1; cos (—1) = cos 1, ezért cos 1 < h(z) < 1, més je-
l6léssel h(x) € [cos 1;1].

k(z) esetén: —2 < 2cosx < 2, ennek részhalmaza a[— %;%]7 ahol a sinz
—1-t6l 4+1-ig minden valds értéket felvesz, igy —1 < k(z) < 1, vagy k(z) € [—1;1].

b) A metszéspontok abszcisszdja a cosx = sin 2z egyenlet megoldésa.

T
cosx =2sinz-cosz; 0=cosz(2sinz —1); cosz=0 = x1=§+p7r, pEL;

vagy 2sinx —1=0 = sinx = % Innen x4 = %+2q7r, q € Z,illetve x3 = 5F7r+27’7r,
V3 V3

r € Z. Ezekhez tartozé ordinatak rendre: y; = 0; y2 = 73; Ys = —5.
A metszéspontok tehat:

3 5 3
P(%-l—pﬂ';()), Q(g—FQqﬂ;\g), R(g+2r7r;—\2[), p,q,r € 7.

A trigonometrikus egyenlet II. megolddsa: cosx = sin (% — x) (pétszogek ko-
z6ttl Osszefiiggés) sin (g - x) = sin 2z,

1. eset: § —x = 2z + 2km, innen x = § — %%7 ke Z.

2. eset: % —x+2x =7+ 2m, innenx:%—I—Qlﬂ, leZ.

Meggy6zodhetiink, hogy ezek az elébbi megoldassal azonosak.

¢) A teriiletszamitast két részre bontjuk:

cos 2x
2

SYE]
I
N
+
W~ |
|
/T\
—
|
DO
~
Il
=] ©

E]

G
tlz/(cosm—sin2x)dx: {Sinx—i—

o[y

[N E]

3

cos 2x 1 1 1 1

to /(sm x — cosx)dx [ 5 smx] 5 ( 1 2) 1
6

t=1t1 +1ty = % + % = g A bezart sikidom teriilete %

Németh Laszlo
Fonyéd

480 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/8



GF 2019.11.7 — 20:34 — 481. oldal — 33. lap KoMalL, 2019. november EF

— P

Matematika feladat megoldasa

B. 5022. Adott a sikon néhany eqységsugari kor, mindeqyik kizéppontjdat kékre
szinezziik. A korvonalakon megjelolink néhdny pontot pirossal igy, hogy minden
kérvonalra pontosan 2 piros pont illeszkedjen. Legfeljebb mekkora a kék pontok
szama, ha 6sszesen 25 szinezett pont van?

(3 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)
Megoldas. Egy egységsugari kort toljunk el ugyan-

abban az iranyban négyszer, 0,0002 tavolsagra. Az igy ka-

pott 6t darab egységkor kozéppontjai egy 0,0008 hosszu-

sagu szakaszon helyezkednek el; ezért koziilitk barmely
kettonek két kozos pontja van, és semelyik hdaromnak
nincs kozos pontja. Az utébbi tulajdonsdg igazolasahoz
tegyiik fel, hogy valamelyik harom kornek @ kozos pontja. A @ kozépponti, egy-
ségnyi sugari korvonalon ekkor mindharom kor kézéppontja rajta lenne, ami lehe-

tetlen, hiszen az 6t kor kézéppontjai kollinearisak.

Szinezziik ezutan az 6t kozéppontot pirosra, a metszéspontokat pedig kékre.
Bérmelyik két korhoz két kék (metszés)pont tartozik, amelyek a két kort egyér-
telmiien meghatarozzak, igy a kék pontok szama 2 - (g) = 20. A feladat feltételeit
igy kielégiti az a 20 darab egységsugaru kor, amelyek kézéppontjai a kék pontok.
Tehat a kék pontok szama lehet 20.

Megmutatjuk, hogy 20-nél tobb viszont nem lehet. T6bb, mint 20 kék ponttal
ugyanis legfeljebb 4 piros pont lehetne. Ekkor viszont csak az lehet kék pont,
ami a piros pontok koré rajzolt egység sugaru korok metszéspontjaban van, hiszen
kiilonben nem lehetne legaldbb két pirostdl egységnyi tavolsagra. Azonban a négy

kornek legfeljebb 2 - (3) = 12 metszéspontja lehet (bdarmely kettének legfeljebb
kett8). Tehat legfeljebb 4 piros pontnal legfeljebb 12 kék pont lehet, ami nyilvan
ellentmondaés.

Ezzel készen vagyunk: belattuk, hogy 20 kék pontndl tobb nem lehet, és
mutattunk példat 20-ra.

Hegedis Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

66 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 18 versenyzo: Bencsik Addm, Fraknéi Addm,
Fiiredi Erik Benjamin, Gyorfh Adam Gyorgy, Hegedlis Déaniel, Janosik Maté, Kovacs
Tamas, Nador Benedek, Nagy Nandor, Németh Norbert Marcell, Nguyen Bich Diep,
Nyitrai Bogldarka, Sods Maté, Terjék Andrés Jézsef, Tiderenczl Déniel, T6th Baldzs,
Toéth Abel, Zsigri Balint. 2 pontos 20, 1 pontos 7, 0 pontos 21 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(634-638.)

K. 634. Egy négyzetracsos papiron egységoldali négyzetek vannak. Racs-
vonalak mentén kijeloliink egy téglalapot. Szeretnénk egy olyan zart torcttvonalat
rajzolni a téglalapba a racsvonalakon haladva, hogy az a téglalapbdl ne 1épjen ki, de
az Osszes olyan racsponton pontosan egyszer menjen at, amely a téglalap belsejébe
vagy a hatarara esik. Meg tudjuk-e rajzolni a kivant térottvonalat, ha a téglalap
mérete:

a) 2019 x 2020 egység;
b) 2018 x 2020 egység?

Adjuk meg a lehetséges torottvonalak hosszét is.

K. 635. Vegyiink egy konkav négyszoget, és rajzoljuk meg a négyszog belse-
jében haladé atléjat. Az atlé két haromszogre véagja a négyszoget. Igazoljuk, hogy
pontosan akkor egyenl6 a két haromszog teriilete, ha ezen atlé egyenese felezi a mé-
sik atlot.

K. 636. Adjuk meg az Osszes olyan z, y szadmjegyet, melyre az Tyryryxy
alakt tizes szamrendszerbeli nyolcjegyii szam primtényezos felbontdsanak leirasakor
minden leirt, 0-tdl kiilonb6z6 szdmjegy ugyanannyiszor szerepel. (A primtényez&s
felbontas leirdsakor az azonos primtényezoket nem vonjuk 6ssze hatvannyd, hanem
teljes szorzatként irjuk ki.)

K. 637. Az 12345678901234567890. . . 1234567890 szambdl, amely 2020 szdm-
jegybél all, kihtizzuk a paratlan helyen allé szamjegyeket. A megmaradd 1010 szdm-
jegybol kihuzzuk a paros helyen all6 szamjegyeket, majd a kapott 505 szdmjegybdl
ismét a paratlan helyen all6 szamjegyeket, és igy valtogatva addig folytatjuk, amig
csak 1 szdmjegy marad. Melyik szamjegyet huzzuk ki utoljara?

K. 638. Fibonacci-szeri sorozatoknak nevezziik azokat a sorozatokat, melyek-
ben a harmadik tagtdl kezdve minden tag az 6t kozvetleniil megeléz6 két tag Gssze-
ge. Fibonacci-szerii sorozat pl. az 1, 1-gyel kezdéd6 1,1,2,3,5,8,... sorozat (ezt
nevezik Fibonacci-sorozatnak), de pl. az 1, 3-mal kezd6d6 1, 3,4, 7,11, 18,29,47, . ..
sorozat is. Keressiik meg azt a csupa pozitiv egész szambdl allé Fibonacci-szeri so-
rozatot, melynek tagja a 2010, és a 2010 el6tt a leheto legtobb tagot tartalmazza.

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1567-1573.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1567. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valos szamparok halmazan:

222 — 4y + 4y* — 8z + 16 = 0.

Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

C. 1568. Az ABC haromszog AB oldalanak felezépontja D, AC oldaldnak
felezépontja F, a DEB és DEC haromszogek koriilirhaté koreinek kozéppontjai
pedig rendre P és @ (tegyiik fel, hogy P # Q). Bizonyitsuk be, hogy a PQ egyenes
meroleges BC-re.

Javasolta: Hegediis Ddaniel (Gyongyds)
Feladatok mindenkinek

C. 1569. Egy 24 {6s osztalyban paratlan sok gyereket hivnak Zséfianak. Tud-
juk, hogy koziiliik aki a névsorban legeldl van, az annyiadik a névsorban, ahany
Zsoéfia van, aki pedig a harmadik, annak a sorszama haromszor ennyi. Tudjuk tovab-
ba, hogy a névsorban minden Zséfia elott vagy utan szintén Zséfia van. Hatarozzuk
meg, hogy az osztalynévsor hanyadik helyein szerepelnek Zsofidk.

Hommer Ldszlé (Kemence) feladata nyomén

C. 1570. Egy hatszog minden szoge 120°, szemkozti cstcsait 0sszekotd atloi
egyenld hosszuak. Igazoljuk, hogy a hatszog forgasszimmetrikus.

Javasolta: Fried Katalin (Budapest)

C. 1571. Egy n x n-es tabldzatba egymast kovetden beirjuk 1-t8l n2-ig a po-
zitlv egész szdmokat: az elsd sorba 1-t8l n-ig; a mésodik sorba (n + 1)-t6l 2n-ig; és
igy tovabb. Bizonyitsuk be, hogy az egyik atléban szereplo szamok Osszege ugyan-
akkora, mint a masik atléban.

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1572. Az ABCD trapézban jeloljik az AC és BD atlok metszéspontjat M-
mel, az ABC, illetve az AC' D haromszogek koriilirt kéreinek kdzéppontjait rendre
N-nel, illetve P-vel. Bizonyitsuk be, hogy M, N és P pontosan akkor esik egy
egyenesre, ha ABC'D paralelogramma vagy hurtrapéz.
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C. 1573. Mutassuk meg, hogy a
12277, 4 727171 + 33n 4 4477,72 o 22n _ 11277,
Osszeg oszthatd 23-mal minden pozitiv egész n szam esetén.

Javasolta: Imre Tamds (Marosvésarhely)

Bekiildési hatarid6: 2019. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5054-5061.)

B. 5054. Vannak-e olyan n és k pozitiv egész szamok, amelyekre

20% + 19% = 2019™ — 10™?

(4 pont) Javasolta: Imre Tamds (Marosvasarhely)

B. 5055. Adott a sikon a k kor. Mi azon haromszogek magassagpontjainak
mértani helye, amelyeknek k a koritilirt kore?

(3 pont)

B. 5056. Tekintsiik a valés szdmok halmazan értelmezett f(z) = 22 + bx + ¢
masodfoku fliggvényt. Tudjuk, hogy f zérushelyei a p és ¢ kiilonb6z6 primszamok,
tovabba f(p — q) = 6pq. Hatarozzuk meg a p és ¢ primszamokat, valamint irjuk fel
az f fliggvényt.

(3 pont) Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

B. 5057. Az AB atfogdju derékszogii haromszog BC befogéjan vegyik fel
a D és E pontokat ugy, hogy DAC< = EAD< = BAE<. A C csicsbdl az AD
szakaszra, a D pontbdl az AB atfogéra bocsatott merdleges talppontjai rendre F
és K. Az AF szakaszt a CK egyenes a H pontban, a H ponton keresztiill az AD-

vel huzott parhuzamos a BC szakaszt az M pontban metszi. Mutassuk meg, hogy
a CHM haromszog koriilirt korének kozéppontja az F' pont.

(5 pont) Javasolta: Biré Balint (Eger)
B. 5058. Az ABC hiaromszog belsejében vegyiink fel egy tetszéleges P pontot.

Az AP, BP és CP egyenesek a BC, AC, illetve AB oldalakat rendre Ay, By és C
pontokban metszik. Igazoljuk, hogy

AP BP CP _
AP BP CiP”

(4 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)
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B. 5059. Legyen valamely pozitiv egész c-re {a,, } a kovetkezd, rekurziv médon
definidlt sorozat: ag = ¢ és ap4+1 = [an + \/@], ha n > 0. Bizonyitsuk be, hogy ha
a sorozat tagja a 2019, akkor a korabbi tagok k6zott nincs négyzetszam, de a késébbi
tagok kozott végtelen sok négyzetszam fordul els.

(5 pont)

B. 5060. Adott a ¥ sikon egy k korvonal, és a belsejében egy P pont, amely
nem esik egybe k kozéppontjaval. Nevezziik a tér egy ¥-ra nem illeszked6 O pontjat
j6 vetitd kozéppontnak, ha létezik olyan, O-ra nem illeszkedd ¥ sik, hogy a ¥ pont-
jait O-bol X'-re vetitve a k kor vetiilete szintén korvonal, és ennek a kérvonalnak
a kozéppontja P vetiilete. Mutassuk meg, hogy a jo vetité kézéppontok egy koron
vannak.

B. 5061. Egy f: R — R fiiggvényt nevezziink terilettartonak, ha tetszéleges
a <b<césazesetén az (a; f(a)), (b; f(b)) és (c; f(c)) pontok dltal meghatdrozott
héromszog teriilete megegyezik az

(a+x;f(a+x)), (b—l—x;f(b—i—x)) és (c+x;f(c+a:))

pontok altal meghatarozott haromszog teriiletével.
Mely folytonos f fiiggvények teriilettartoak?
(6 pont)

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(761-763.)

A. 761. Legyen n > 3 pozitiv egész szam. Pozitiv egészek egy S halmazat
jonak nevezziik, ha S elemeinek szama n, S egyik eleme sem oszthaté n-nel és
az S halmaz elemeinek 6sszege sem oszthatd n-nel. Legyen d az a legkisebb pozitiv
egész szam, melyre létezik olyan jé S halmaz, melynek pontosan d darab nemiires
részhalmazaban oszthaté n-nel a részhalmaz elemeinek Gsszege. Hatdrozzuk meg
d-t (n fiiggvényében).

Javasolta: Aleksandar Makelov (Burgas, Bulgaria) és
Nikolai Beluhov (Stara Zagora, Bulgaria)
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A. 762. A Négyszogletii Kerek Erdében n kiilonbozd (pontszerii) fa taldlhato,
semelyik harom nem esik egyenesre. Mikkamakka az erdordl fényképeket készit,
melyeken az Osszes fa lathaté (dgy, hogy a képeken a fik nem lehetnek egymads
mogott). Legfeljebb hény kiilonb6z6 sorrendben szerepelhetnek a fak a készitett
képeken?

Javasolta: Mészdros Gdbor (Sunnyvale, Kalifornia)

A. 763. Legyen k > 2 egész szam. n darab goly6 tomegét szeretnénk kiderite-
ni. Egy mérés sordn két golydt valaszthatunk, és elaruljak nekiink a két vélasztott
golyé tomegének az Osszegét. Tudjuk, hogy a kapott valaszok kozott legfeljebb
k hibds lehet. Jelolje fr(n) a legkisebb szdmot, melyre igaz, hogy fi(n) méréssel
biztosan ki tudjuk taldlni a golydk tomegét (a méréseket nem kell elére eldonte-
ni). Bizonyitandd, hogy léteznek olyan ay és by szamok, melyekre teljesiil, hogy
’fk(n) - CL}C’I’L’ < bk

Javasolta: Surdnyi Ldszlo (Budapest) és Virdg Bdlint (Toronto)

Bekiildési hatarid6: 2019. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 493. Négyzet alaki mezokbol allé jatéktereken, példaul tablas jatékoknal
vagy szimuldcids programokban (ldsd mintdzatképzodés, I. 256. feladat) a szom-
szédsag meghatarozasa 1ényeges.

1 2 3 4 5 6 Legyen adott egy N x N (5 < N < 100) négy-
1 1 zetbol allé jatéktabla, amelynek minden mezdje vagy
iires, vagy egy babut tartalmaz. A szomszédos mezok
oldalaikkal vagy sarkaikkal érintkeznek, illetve a ja-
3 téktér tulsd szélén vagy atellenes sarkdn vannak. Két
kiilonb6z6 mezé T tavolsdgban (1 < T < N/2) szom-

2 1 1 1

4 1)1

szédos, ha legfoljebb T mezon keresztiil el lehet jutni
5 1 az egyik mezorol a masikra. Példaul egy 6 x 6-os tab-
6 lan a (2;2) mezd 2 tévolsdgu szomszédjai az dbrdn

sziirke szinezésiiek.

Készitsiink programot 1493 néven, amely egy jatéktabla pillanatnyi allasa
mellett megadja K darab kivalasztott mez6 T tavolsdgu szomszédsagaban 1évo
mezokon talalhaté babuk szaméanak 6sszegét.
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A program a standard bemenet elsd sordbdl olvassa be N, K és T értékét,
majd a kovetkez6 N sorbdl soronként N darab egész szamot: 1 vagy 0 jeloli, hogy
az adott mezén van babu, vagy nincs. A kovetkezé K sorban a vizsgalt mezdk
oszlop- és sor koordinatai szerepelnek. A program a standard kimenet els¢ soraba
irja a megadott K mez6 T tavolsagi szomszédsagdban taldlhatdé mezokon 16vé
babuk szdméanak 6sszegét.

Példa:
Bemenet Kimenet
6 21 6
100000
001010
000101
110010
100011
111110
5 2
16

Bekiildendo egy i493.zip tomoritett allomédnyban a program forrdaskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithato.

Letolthetd allomany: 1493beki . zip.

1. 494 (E) Az Orszaggyiilés iilése akkor hatdrozatképes, ha azon a képvisel6k
tobb, mint a fele jelen van. Szavazni ,igen”, ,nem” vagy ,tartézkodom” nyilatko-
zattal lehet. Az Orszaggytilés az Alaptorvényben, torvényekben vagy a hézszabdlyi
rendelkezésekben meghatarozott kivételekkel — amely esetekben a szavazas titkosan
torténik — minden kérdésben nyilt szavazdssal hatdroz. A hatarozathozatal soran
alapesetben tiz masodperc all a képviselo rendelkezésére a valasztott gomb meg-
nyomasara.

Feladat a 2019. januar és 2019. junius soran megtartott szavazasok adatainak
elemzése lesz adatbazis-kezeld program hasznélataval.

1. Készitsiink 1j adatbdzist orszagszavazas néven. A letolthet6 adatdllomanyo-
kat importaljuk az adatbazisba a fajlnévvel azonos nevii tabldkba. Beolvasés-
kor allitsuk be a megfelel6 tipusokat és kulcsokat. Az dlloméanyok tabulatorral
tagolt, kozép-eurépai (Windows) kédoldsi szovegfajlok, az elsé sorok a mezd-
neveket tartalmazzak.

2. Ha a feladat megolddsahoz sziikségiink van ra, alakitsunk ki megfelel$ kapcso-
latokat a tabldk kozott.

T4ablak:
elnok (elnokazon, nev, part)
elnokazon az elnok azonosité szdma (szdm), kulces;
nev az elnok neve (szoveg);
part az elnok partja (szam).
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szavazas (ugyazon, igen, nem, tartozkodott, elnokazon, szavazdatum, szavazido)

ugyazon az adott iigy azonositéja (szam), kulcs;
igen az igen szavazatok szdma (szam);
nem a nem szavazatok szdma (szdm);
tartozkodott a tartézkoddsok szdma (szdm);
elnokazon  az elndk azonosité szdma (szam);
szavazdatum a szavazds datuma (ddtum);
szavazido a szavazés ideje (ddtum).

ugy (ugyazon, iromany, cim, benyujto, eredmeny)
ugyazon az adott iigy azonositdja (szdm), kulcs;
iromany az adott iigy jelzése (szoveg);
cim az adott iigy cime (szoveg);
benyujto az adott iigyet benyujté személy vagy teriilet (szoveg);
eredmeny az adott szavazds eredménye (szoveg).

Készitsiik el a kovetkez6 feladatok megoldasat. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-
jiink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és més adatok ne. Meg-
oldasainkat a zardjelben 1év6 néven mentsiik el.

3. Adjuk meg, hogy hény esetben volt hatarozatképtelen az orszaggyiilés.
(3hatarozatkeptelen)

4. Adjuk meg, hogy atlagosan hany érakor torténtek a szavazisok. Eredményiin-
ket egész 6rdban jelenitsiik meg. (4nepszeruido)

5. Vizsgaljuk meg és irjuk ki annak az elncknek a nevét és az elnoklete alatt
tartott szavazdsok szamaét, aki a legtobb szavazdson elnskolt. (Slegtobb)

6. A jelenlegi szavazas tablankat egészitsiik ki egy 1j osszes oszloppal, ahol meg-
adjuk, hdnyan szavaztak 6sszesen az adott kérdésben. (6osszes)

7. Irassuk ki azon datumokat, amikor az dsszes szavazatszam nem érte el a 100-at,
barmely aznapi szavazés esetében. (Tkevesebb)

8. Irassuk ki azokat az iigycimeket (mindegyik csak egyszer jelenjen meg), ame-
lyek iromanyszama S jelzéssel van elldtva. (8iromany)

9. Adjuk meg, hogy melyik az a part, amelynek a legtébb inditvanyat vetették
el és Osszesen hanyat. (9elvetett)

10. Készitsiink jelentést, ahol megjelenitjiik, hogy melyik elnck mely napokon
elnokolt. A jelentés legyen elnokonként datum szerint novekvd sorrendben
rendezve. (10elnokok)

Bekiildendo egy tomoritett 494.zip dllomanyban az adatbdazis, valamint egy
rovid dokumentécio, amelybdl kideriil az alkalmazott adatbazis-kezel6 neve és ver-
zibészama.

Forras:
https://www.parlament.hu/web/guest/bevezetes5 (utolsd letoltés 2019.09.17.);
https://www.parlament.hu/web/guest/szavazasok-adott-idoszakban (utolsd
letoltés 2019.09.17.).

Letolthetd allomany: adatok.zip
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1. 495. A lezart mobiltelefonra toérténé egyik bejelentkezési lehetéség a felol-
déminta rajzolasa. Ekkor 3 x 3 pont kozott kell egymashoz csatlakozé szakaszok
behtuzésaval egy abrat létrehoznunk. Tamaés feloldomintaja egy torottvonal, amely
mindegyik ponton egyszer halad at. Andrds szerint ez a minta nem biztonsigos,
jobb lett volna PIN kédot megadni. Tamaés szerint a feloldominta biztonsdgosabb,
mint egy 6 jegyt PIN kod.

Egy, a leirds szerinti feloldominta:

Készitsiink programot, amely eldonti a kérdést azaltal, hogy megszamolja a le-
hetséges, fent leirt feloldomintakat. Két feloldéminta akkor azonos, ha a csicsokat
azonos sorrendben érintik. A program a standard kimenet egyetlen sordaba irja ki
a feloldomintak szamat.

Bekiildendo egy i495.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithato.

I/S. 39. Egy iroddban N ember dolgozik. Minden embernek van egy preferen-
cidja az iroda idedlis homérsékletére vonatkozdéan. Ha az irodaban a hémérséklet T,
az i-edik ember preferencidja pedig P;, akkor az adott dolgozé munkakeriilési hajla-
ma |T — P;|. Az iroda munkakeriilési hajlama az emberek munkakeriilési hajlamai-
nak 6sszege. Adjuk meg minden emberre, hogy ha 6 beallitja az iroda hdmérsékletét
a sajat preferencia-h6mérsékletére, akkor mennyi lesz az iroda munkakeriilési haj-
lama.

Bemenet: az elso sor tartalmazza az N értékét és a kovetkezd N sor tartal-
mazza a P; idedlis hémérsékleteket.

Kimenet: az i-edik sor tartalmazza az i-edik ember idealis homérsékletekor
az iroda munkakeriilési hajlamat.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
6 53 / 23 /37 / 25/ 23/ 29
-8/2/7/-1/0/5

Korldtok: 3 < N < 10°, —10° < P; < 10°. Id8korlét: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N < 1000.

Bekiildend6 egy is39.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

S. 138. H. G. Tannhaus lakasan N darab perc- és éramutatds éra talalhatod
a falon. Az érékat 1-t61 N-ig indexeljiik. Az i-edik éra percmutatdja m;, éramuta-
téja h; hosszi. Tannhaus N napig vizsgalja az érakat. Az i-edik nap egy tetszéleges
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idopontjaban felirja az i-edik 6ra két mutatéja végpontjanak tavolsdgat egy lapra;
mindegyik szémot kiilon lapra. Azonban Tannhaus néhdny tdvolsdgot (bér lehet,
hogy egyet sem) elszamolt. S6t a lapok még 6ssze is keveredtek és nem lehet tudni,
hogy melyik nap melyik lapra irt. Tudjuk az érak mutatdinak hosszat, valamint
hogy a lapokon milyen szdmok vannak (az dsszekeveredést kovetSen). Adjuk meg,
hogy maximum hany mérést végezhetett el jol Tannhaus.

Bemenet: az elsé sor tartalmazza az N szamot. A kovetkezd sor N darab
szamot tartalmaz: az i-edik szdm az m;. Az ezt kovetd sor ugyancsak N darab
szdmot tartalmaz: az i-edik szam a h;. A bemenet utolsé sora N szamot tartalmaz:
az i-edik szam a keveredés utan az i-edik lapon levé szam.

Kimenet: a program adjon meg egyetlen szamot, a maximalis helyes mérések
szamat.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet

5 4
34151
441108
10 2 16 6 5

Korldtok: 3 < N < 10°, 1 < mutaté hossz, mérési érték (mind egész szdmok) <
< 10°. Idé&korl4t: 0,3 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N < 1000.

Bekiildendo egy s138.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt

és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. december 10.

1
’. Jelentés a 2019. évi Ericsson-dijazottakrol
ERICSSON

Az Ericsson Magyarorszag Kutatas-Fejlesztési [gazgatdsiga altal 1999-ben ala-
pitott dijat altalanos- vagy kozépiskolakban fizikdt vagy matematikat oktatd pe-
dagogusok nyerhetik el. Az elismerés azért jott 1étre, hogy tamogassa, méltassa és
erOsitse a magyarorszagi, vildgviszonylatban is kiemelkedé matematikai és termé-
szettudomanyos alapképzést. Az Ericsson Magyarorszag elkotelezte magét a hazai
oktatds fejlesztése mellett; véallaldsanak fontos része ez a dij. A kozel kétezer f6s
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hazai vallalat nemcsak a telekommunikaciés ipar egyik legnagyobb munkaltato-
ja, hanem 1300 f6s Kutatés-Fejlesztési Kozpontjaval a legnagyobb telekommuni-
kacios és informatikai kutatdssal, szoftverfejlesztéssel foglalkozd szellemi centrum
Magyarorszagon. Szamara ezért elengedhetetlen a kivaléan képzett fiatal diplomas
munkaer6. A most dijazott pedagégusok szakmai munkdja és emberi hozzaallasa
hozzajarul ahhoz, hogy a hazai miiszaki és természettudomanyi diplomaval rendel-
kezok tudasa megfeleld szellemi értéket képviseljen, és vonzdva tegye a beruhédzast
infokommunikacids csiicstechnologidk kutatas-fejlesztésébe Magyarorszagon.

Az Ericsson-dij 2019. évi palyazati kifrasa szerint dltalanos- vagy kozépiskolak-
ban 2 matematikat és 2 fizikat tanité pedagdgusnak az ,ERICSSON a matematika
és fizika népszeriisitéséért” dijat, tovabbi 2 matematikat és 2 fizikat oktaténak pe-
dig az ,,ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasaért” dijat itélik
oda, egyenként 400 000 Ft Osszeggel.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat &prilis 4-én, és az Eotvos Lorand
Fizikai Tarsulat aprilis 11-én megtartott Ericsson-dijbizottsagi iilésein idvozolték,
hogy az Ericsson megnovelte a dijak Osszegét, és \ij adatlapot vezetett be a felter-
jesztésekhez (ezek tovébbi javitdsa érdekében javaslatokat tettek). Idén a rangos
kitiintetésre minden kategoriadban a tavalyindl tobb felterjesztés érkezett. A mate-
matika népszertisitéséért dijra 14, tehetségeinek gondozasaért dijra 18 pedagogust
terjesztettek fel. A fizika népszeriisitéséért dijra 15, tehetségeinek gondozasaért dij-
ra 9 jeloltet javasoltak. Koziilitkk valasztotta ki a két tarsulat bizottsdga az idei dij
varoméanyosait. A javaslatokat a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai
Alapitvany kuratériuma 2019. aprilis 17-1 iilésén jovdahagyta. Ennek alapjan:

Az _ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasdért” 2019. évi
dijat matematikabdl
Sztranyak Attila, a budapesti Berzsenyi Daniel Gimnazium tanéra és
Té6th Mariann, a debreceni Fazekas Mihaly Gimnéazium tanara kapta.

Az ,ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasdért” 2019. évi
dijat fizikdbol
Dr. Oladh Eva Maria, a térokbalinti Balint Marton Altaldnos Iskola és Ko6zépis-
kola tanara és
Szab6 Miklés, az egri Szildgyi Erzsébet Gimnazium és Kollégium tanara kapta.

Az .ERICSSON a matematika és fizika népszertisitéséért” 2019. évi dijat ma-
tematikabol
Holl6-Szabé Ferenc, az esztergomi Temesvari Perbal Ferences Gimnéazium tana-
ra és
Lanyi Veronika, a pécsi Janus Pannonius Gimnazium tanara kapta.

Az .ERICSSON a matematika és fizika népszertisitéséért” 2019. évi dijat fizi-
kabol
Teplitzky Istvan, a miskolci Herman Otté6 Gimnazium tandra és
Theisz Gyorgy, a székesfehérvari Teleki Blanka Gimnéazium és Altaldnos Iskola
nyugdijas éraado tanara kapta.

A dijazottakrdl késziilt portréfilmeket innen el lehet érni:

https://www.komal.hu/hirek/ericsson/index.h.shtml.

Gratulalunk az elismeréshez!
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Nyari matematika- és fizikatabor 2019.
Dombévar

Matek olimpiai edz6tabor

A matek didakolimpidra komolyabban késziilé didkok mar ismerik egymaést.
Latjak egymas nevét a KoMal-ban, talalkoznak olimpiai szakkoron, versenyeken.
A 2018/19-es tanévben az utolsé olimpiai vélogatét Kecskeméten szervezték
a Mategye Alapitvanynak koszonhetéen. Ott az IMO, MEMO csapatok kialakul-
tak, emellett korvonalazédott az utanpétlas gerincét adé tarsasag is. Ez a 20 didk
kapott meghivast a junius végén Dombdévaron rendezett olimpiai edz6taborba.

A matematika szakmai program reggelente egyéni feladatmegoldédssal indult.
Ezt kovetoen csapatban lehetett dolgozni, majd kozos megbeszélésen néztiik &t
a megoldasokat. Ezeket az alkalmakat Dobos Sdndor és Kiss Géza, a budapesti
Fazekas Gimnazium tanarai vezették. Munkajukat ,,ifiként” segitette Kovdcs Bene-
dek, korabbi olimpikon, aki jelenleg Cambridge-ben tanul. A napi feladatsorokon
szerepeltek a tavalyi olimpidra javasolt feladatok (shortlist példék), a taborvezetdk
altal valasztott feladatok és a résztvevik altal valasztott feladatok. A tabor elott
minden didk kapott ehhez iranymutatast. Az IMO csapat tagjai kordbbi olimpi-
ak feladatai koziil valogatott, a tobbiek a british Mathematical Olympiad harom-
hérom évjaratabdl készitettek valogatast, amolyan keresztmetszetet. A tdborban
ezeket a feladatokat is igyekeztiink feldolgozni. A kiadott feladatok megbeszélésé-
re még délutdn is volt egy hosszabb, kozos alkalom. Csiitértokon a hagyoményos
MEMO jellegti csapatverseny keriilt sorra, ennek feladatsordt Williams Kada &lli-
totta Ossze, aki kordbban a K6Mal. A pontversenyének a gazdéja is volt.

A taborban a matekosok a KoMalL fizikatdboran résztvevd didkokkal egyiitt
voltak. fgy esti el6adédsokon, szabadidGs programokon lehetett beszélgetni, barat-
kozni, jatszani. A koz6s zard tabortliz programjat a fizikusok krumplidgytjanak
diszlovései inditottdk, szalonnét siitottiink, énekeltiink. A hét folyaman a tébor
palydjan komoly focicsatdk zajlottak, egyik délutan pedig a Gunarasfiirdé meden-
céiben pancsolhatott a tarsasdg, élvezve a napsiitést, a remek csiszdakat és a prima
tarsasagot.

Reméljiik jovore is lesz hasonld tabor, ahol lehetoség van a komoly munkara
és a vidam kikapcsolédasra egyarant. Nagy ajandék, hogy a tdborban az orszag kii-
16nb62z6 helyeirdl érkezett, kozos érdeklédésii tarsasag jobban ¢sszekovacsolodhat.

Dobos Sandor

Nyari fizikatabor 2019.

Az idei KoMalL tabor volt életem elsé ilyen tédbora, igy minden program djdon-
sag volt szamomra. Mar a tabor elején csoportokba szervezddtiink, mégpedig tgy,
hogy lehetGség szerint az egy csapatban levék évfolyamanak sorszamait 6sszeadva
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ugyanolyan értékeket kapjunk. A lelkes szervezék igyekeztek minél jobban vegyiteni
minket, hogy sok 1j emberrel tudjunk megismerkedni.

Minden reggel megkaptuk a feladatainkat: egy mérési, egy becslési és ot ,,sza-
molds” problémat. Ez nem egyéni feladat volt, amire hamar ré is kellett jonniink.
Megprobaltunk kooperalni és igy beosztani a feladatokat, hogy mindenki a szintjé-
nek és korosztalyanak megfelel6t kapja. Ha pedig valamelyik csapattarsunk elakadt,
igyekeztiink segiteni, de a tanarok és az ,,ifik” is a segitségiinkre voltak.

A mérési feladatok igényelték a legtobb kreativitast, és ezek hoztdk legjobban
Ossze a csapattagokat. Még a gunarasi strand medencéit is igénybe kellett venniink
az egyik napon, hogy minél tobb pontot szerezziink. Am ebben a tdborban nem
csak fizikasok voltak. Jottek matekosok is, akikkel minden nap egyiitt ettiink és
a szabadidénkben beszélgettiink. Az esti el6adasokat tandraink és az egyetemista
segitdink tartottak. Hallhattunk példdul eléaddst a fizikai szingularitasokrdl, a mi-
anyag csovekben terjedé hanghullamokrél, és programozasrdl is.

A tébor soran a kedvenc feladatom a forrasztds volt, ahol ellendllasokat, illet-
ve kondenzatorokat forraszthattunk 6ssze. Szabadon szarnyalhatott a csapattagok
képzelete, készithettiink dodekaédereket, kockakat és tobbdimenzios ,,szuperkocka-
kat”. Az elkésziilt munkankkal kapcsolatos mérési és szamolasi feladatot is kaptunk:
ki kellett szamolnunk, majd méréssel is ellendrizhettiik az aramkorok eredo6 ellen-
allasat, illetve a kondenzatorokndl az ered6 kapacitast.

Idén a ,konstrukciés feladat” az volt, hogy a héten felhasznélt papirlapokbol
minél nagyobb teherbirdsi hidat épitsiink. A mi csapatunk alkotdsa a hidavatds
soran a hernyo nevet kapta, ez korrelalt az alakjaval és a teherbirasaval.

Palfi Fanni Klaudia
ELTE Apéczai Csere Janos
Gyak. Gimn. és Koll., Budapest

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 669. Autopdlyik informdcids tdabldin

>25 gyakran ldthato a mellékelt rajzhoz hasonlo fi-
gyelmeztetés a megfeleld kovetési tdvolsdg be-

tartdasara. Hogyan lehetséges a kévetési tdvol-

sagot masodpercben megadni? Miért éppen 2 s,

vagy anndl nagyobb a megfeleld ,kovetési tavolsag”?
(3 pont)

Megoldas. A Magyarorszagon hatdlyos KRESZ 27. § (1) bekezdése alapjén
Jdrmiduvel mdsik jarmidvet csak olyan tdvolsigban szabad kovetni, amely elegendd
ahhoz, hogy az elél haladd jarmi mogott — ennek hirtelen fékezése esetén is —
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meg lehessen dlini. A jogszabdly tehdt sem tavolsdgban, sem idétartamban nem
hatarozza meg a kovetési tavolsag konkrét értékét.

A kovetési tavolsdgot azért célszertibb idéegységben (mésodperchben), semmint
hosszusdagmértékben megadni, mert a fékut — és igy a kovetési tavolsag is — sebes-
séqfiiggd.

A két méasodpercben meghatdrozott kovetési tavolsag azt a tdvolsdgot jelenti,
amelyet a jarmi ennyi id6 alatt megtesz. Ez a tdvolsag az autépalyan megengedett
legnagyobb sebesség (130 km/h) esetén s = vt = 72,2 méter, 100 km/h esetén
55,5 méter, 80 km/h esetén pedig 44,4 méter.

A kovetési tavolsag iddegységben torténdé megvalasztdasakor figyelembe kell
venni, hogy a kovetési tdvolsag nem azonos a féktavolsaggal, azaz a teljes meg-
allashoz sziikséges tavolsaggal. Nézziikk meg, hogy mi torténik egy v sebességgel
haladé jarmiivel a 2 masodperc alatt. Ez az idétartam két részbdl all, egyrészt
a reakcioidébol, amely alatt torténik a veszély észlelése, a dontéshozatal és a fék-
pedél megnyomadsa (ez az emberi reakci6idé) és a fékhatds kialakuldsa (ez az autd
yreakcidideje”). A reakci6idé alatt megtett Ut a ,reakcidit”, a fennmaradé idé alatt
megtett Ut pedig a fékit, ez utébbi soran érvényesiil a fékhatés.

A reakci6idé tobb tényez6tél is fiigg (fényviszonyok, faradtsag, fékpeddl kere-
sése), nagysaga 0,5 és 1,5 mésodperc kozé esik, atlagos értéke 1 masodperc. Ezalatt
az autd fékezés nélkiil halad, és s = vt reakcidutat tesz meg (130 km/h sebesség-
nél 36,1 métert, 100 km/h esetén 27,8 métert, 80 km/h esetén pedig 22,2 métert).
Tehat a reakciéidé alatt megtett it sebességfiiggs. Ha a reakcidido alatt megtett té-
volsdgon, tehat a reakciéiton beliil 1ép fel hirtelen egy akaddly (pl. gyalogos), akkor
fékezéssel az iitkozést nem lehet elkeriilni. A reakci6éid6 alatt megtett Uit azonosan
miikddo fékberendezések esetén elméletileg elegendd lehetne kovetési tavolsagnak,
azonban figyelembe véve azt, hogy a reakciéidé az adott szituacioban tobb lehet
az atlagos 1 masodpercnél, illetve a méshogy miikodd fékberendezések miatt még
sziikség van a biztonsagos lassitdshoz néhéany méterre, a kozlekedésbiztonsagi szak-
emberek 2 masodpercben hataroztak meg a biztonsigos ,kovetési tavolsagot”.

Elmondhatjuk tehat, hogy észszertitlen lenne az autépélyan 130 km/h-nél las-
sabban haladéknak is a 72 m-es kovetési tavolsdgot tartani, pl. egy 80 km/h-val
haladé jarmiinek a 44,4 m-es tavolsag is elegend6 a biztonsagos kozlekedéshez.
A 2 mésodperc kovetési tavolsag megadasaval megvaldsithato a sebességfiiggd ko-
vetési tavolsag elbirasa.

Megjegyzés. Van olyan KRESZ tabla, amely a kovetési tavolsdgot 70 m-ben irja elé.
Ennek mértéke az autépdlydn megengedett legnagyobb sebességhez (130 km/h) igazodik.
Hruby Lili (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn., 10. évt.)

50 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 9, hidnyos (1 pont)
12 dolgozat.

G. 673. Egy téglatest alaki akvdariumot lassan feltoltink vizzel. Hanyszor na-
gyobb nyomderd hat a teli akvdrium egy-egy oldalfaldra ahhoz képest, mintha csak
egyharmaddig volna feltoltve?

(3 pont)
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Megoldéas. Az akvarium aljan a hidrosztatikai nyomdst a p = pgh képlet-
bol kapjuk meg. Ebbol kovetkezik, hogy az akvarium aljan a nyomds a vizoszlop
magassagaval egyenesen aranyos. Mivel a masodik esetben a vizoszlop magassaga
harmadéra csokkent, a maximalis nyomds is harmadolédik.

Az akvarium barmelyik faldndl a viz atlagos nyomdsa a maximalis nyoméas
fele, hiszen a nyomaés a magassaggal linedrisan valtozik. Ez a feles faktor azonban
nem befolyéasolja a kiilonb6z6 vizmagassagokhoz tartozo dtlagos nyomasok ardanyat,
az ugyanannyi marad, mint a maximalis nyomasok aranya.

Egy adott nyomasnal az A nagysagu feliiletre kifejtett eré: F' = p A. A masodik
esetben a vizzel érintkez6 falfeliilet a harmadara csokken, igy ha a nyomas nem
valtozna, ez az erd a harmadéra csokkenne.

A két hatast osszevéve a masodik esetben fellépd er a teletoltott akvariumndl

tapasztalt er6hatasnak csak Lol % része.

Papp Marcell Miklés (Miskolc, Herman Otté Gimn., 9. évf.)

32 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldds. Hidnyos (1 pont) 7, hibds 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5108. Mekkora az a legkisebb sebesség, amellyel az m témegtd, q toltést
testet vakuumban felléve madr eljut a fiiggdlegesen folotte £ tdavolsagban riogzitett,
Q toltésti testhez? (Q és q ellentétes eldjeld toltések.)

Adatok: m =10"° kg, ¢ =4,0-107°C, Q = —1,0-1077 C, £ = 0,36 m.
(5 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros
Megoldas. A vy kezdbsebességgel fellétt test legalabb addig a magassagig kell
eljusson, ahol a ra haté er6k ereddje nulla lesz. Ezen a ponton tiljutva az elektro-

sztatikus vonzéer6 mar nagyobb a nehézségi erénél, tehat a test felfelé gyorsulva
eljut a fels6 testig. Ha ez a fels6 test alatt d tavolsagban torténik meg, akkor

_ kqlQ|
===,

d:,/Mzo,me.
mg

A tovabbiakban azt kell megvizsgalnunk, hogy legalabb mekkora mozgési ener-
giaval kell rendelkeznie a testnek az induldsakor ahhoz, hogy erre a megnévekedett

vagyis
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potencidlis energidju helyre eljuthasson. A (gravitdcids) helyzeti energia novekszik,
hiszen a test h = ¢ — d = 0,168 m-rel keriilt magasabbra, tehat

AEy, = mgh ~1,65-107° J.

Az elektrosztatikus potencidlis energia viszont csokken, mert az ellentétes eléjelil
toltések kezdeti £ tdvolsdga d < f-re csokken:
1

1
AE, = kqQ <d — £> ~ —8,75-107¢ J.

A teljes (gravitaciés+elektrosztatikus) potencidlis energia megvaltozasa
AE =AE, +AE,=78-107°% J.

Ha a kezdeti mozgési energia nagyobb, mint AE, a fellétt test atjut a h magassag-
ban 1év6 holtponton:

2
mug

— > AF
2 )

vagyis az atjutashoz elegendd kezddsebesség

2AE
vo > /2o A 1,24
m S

Jdnosik Aron (Gyér, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

72 dolgozat érkezett. Helyes 37 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 23, hidnyos
(1-3 pont) 10, hibas 2 dolgozat.

P. 5111. Figgdlegesen feldobunk egy pingponglabddat. Vajon mi tart hosszabb
ideig: a labda felfelé, vagy lefelé mozgdsa? (A légellendllds szdmottevd.)

(3 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Megoldas. A pingponglabda jusson fel h magassigig, pillanatnyi magassaga
legyen = (0 < x < h). Ebben a magassiagban a felfelé és a lefelé mozgé pingponglab-
da helyzeti energidja megegyezik, de mivel a sirlédasi er6 folyamatosan mechanikai
energiat disszipdal, adott x-nél a lefelé mozgd labda mozgasi energidja kisebb lesz,
mint amikor felfelé mozgott:

vagyis
1

—_— > —.
Vie(x) ~ wrel(x)
Ez minden z-re igaz, tehat a lefelé mozgd pingponglabdanadl a sebesség reciprokanak
atlaga nagyobb, mint a lefelé mozgoénal ﬁ atlagos értéke. (Az dtlagolds nem

Vel () > Ve (), illetve

id6ben, hanem az = koordindta szerint értendé.)
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Mivel a felfelé és a lefelé mozgdas idétartama

1 1
Tfelh'( ) és T‘leh() )
Ufel atlag Vle atlag

ebbél 1atszik, hogy Tie > Tiel-

Varga Vidzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata felhaszndlasaval

54 dolgozat érkezett. Helyes 41 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 1, hibds 12 dolgozat.

P. 5114. FEgy asztal peremére illeszkedik
eqy a hajldsszogi lejtd, amelyrdl eqy £ hossziusd-
gu, d magassagu, homogén anyageloszldsi, tég-
latest alaki hasab csuszik le. Mennyivel nyulik
tul a hasdb az asztal peremén, amikor elkezd le-
billenni, ha

a) a hasdb és a lejtd kizitti surlddds elhanyagolhatd;
b) a hasab és a lejtd kizotti surldddsi egyiitthatd p? (0 < p < tga, és pud < L.)
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

Megoldas. Ha a tomegkozéppontot tekintjiik
forgastengelynek, akkor nem kell figyelembe venniink
a tehetetlenségi ercket, vagyis hogy a test gyorsul.
A lebillenés el6tti kritikus pillanatban a testre haté
forgatonyomatékok eléjeles 6sszege még éppen nulla,
és a talaj dltal kifejtett nyoméerd (az abrdn lathatéd
médon) a lejté végén hat, hiszen a kovetkezd pilla-
natban mér csak itt fog érintkezni a hasab és a lej-
t06, itt fejtenek ki egymadsra erét. A tomegkozéppont-
ra vonatkoztatva a nehézségi erének nincs forgatd-

nyomatéka, elegendd tehdt csak a lejté N nyomoerejével és az S = puN sturlédasi
er6vel foglalkoznunk.

Az a) esetben csak a nyomderd fejt ki forgatényomatékot, hiszen sturléddsi erd
nem lép fel. A forgatényomaték akkor lehet nulla, ha a nyomder6é hatasvonaldaba
dthalad a forgdstengelyen, ami x = ¢/2 esetén teljesiil. Vagyis amikor a hasdb
a hosszanak felével nyulik til a lejton, a test akkor kezd lebillenni.

A b) esetben a sirlddasi erd S = uN # 0, és ez az erd a lejt6 sikjaban, a lejtd
esésvonalaval parhuzamosan hat. Mivel a hasab csuszik, teljesiil a p < tg o feltétel.
A hatéarhelyzetben a testre haté forgatonyomatékok eléjeles 6sszege nulla:

d l

vagyis
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Nyilvédn > 0, ami pd < £ esetén teljesiil. (Ha ez nem all fenn, akkor a feladatban
szereplo elrendezés nem johet létre, mert a téglatest a lejtén cstuszas kézben mar
korédbban eldélne.) Amennyiben p = 0 teljesiil, visszakapjuk az a) esetben levezetett
eredményt.

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
31 dolgozat érkezett. Helyes 21 megoldas. Hidnyos (2-3 pont) 5, hibds 5 dolgozat.

P. 5115. Egy gombszimmetrikus tomegeloszldsi exobolygo tomege a Fold to-
megének négyszerese, a nehézségi gyorsulds a — nem forgd — bolygo felszinén a foldi
érték kétszerese.

a) Mekkora a bolygd sugara és az dtlagsirisége?

b) Mekkora a bolygon az elsé kozmikus sebesség?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. Legyen az exobolygd tomege, sugara, atlagsiirtisége, felszini nehéz-
ségi gyorsulésa és az els6 kozmikus sebessége rendre M', R/, o', ¢’ és v’, a megfeleld
foldi értékek pedig M, R, o, g és v. Tudjuk, hogy M’ = 4M, ¢’ = 2g. A keresett
mennyiségek: R’, o' és v, és felhabznaljuk a kovetkezo — tdblazatokban megtalal-

hat6 — adatokat: R~6370km 0=155 32 3a9=978 Sz,U—7,9 kTm

a) A nehézségi gyorsulds, a bolygd tomege és a sugara kozotti kapcesolat
a Newton-féle gravitacios torvény alapjan igy irhato fel:
M’ 4M
r_ _ 9, —
9 =Tz =Tz =29=2

ﬁv
és ebbdl kovetkezik, hogy

4M M .
TRE = 27@’ vagyls R =+/2R ~ 9010 km.
Az exobolygé atlagsiirtisége:
M’ a4M 4 k
o= = = V2078 —2

%RIBW B %(ﬁR)S \[ s R3m

b) Az els6 kozmikus sebesség a Newton-féle mozgdsegyenlet szerint:

v—\/> \/W \/> \/§v~133—

Tobb dolgozat alapjan

72 dolgozat érkezett. Helyes 51 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 14, hidnyos
(2-3 pont) 7 dolgozat.

P. 5116. R és 3R belsd sugari vezetd gombhéj eqymadstol tavol helyezkedik el,
falvastagsdguk d < R. A gombok kézéppontjdban 2Q, illetve Q toltés van. Mekkora
minimdlis munkdval lehet ezeket a toltéseket feleserélni? (A falakon kis lyukak

vannak.)
(5 pont) A Kvant nyomdn
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Megoldas. Mivel a gombok egymastol nagyon tavol helyezkednek el, az egyes
toltések koriili térben a masik toltés altal okozott torzulds elhanyagolhatéan kicsi.
Ebben a kozelitésben mindkét toltés kozelében az elektromos er6tér géombszim-
metrikus Coulomb-tér, csak a vezetd gombhéjak belsejében kiilonbozik attol: ott
(egy-egy d vastagsdgu rétegben) az elektromos térerdsség nulla.

Szamitsuk ki az eletrosztatikus tér energiajit az eredeti és a felcserélt toltések
esetében is. A kezdeti és a végallapot energidjanak kiilonbsége megadja a toltések
felcseréléséhez sziitkséges minimalis munka nagysagat.

Szamitsuk ki, hogy mekkora az elektrosztatikus tér energidja akkor, ha két
tavoli, q1 és g2 nagysdgu toltés korill egy-egy d vastagsagui, r1 és ro belsé suga-
ri vezeto gombhéj taldlhato. Legyen az energia nullszintje az egymastol tavoli két
toltés terének energidja a fémgombhéjak nélkiil. (Ilyen vélasztas mellett a gombhé-
jakat tartalmazo elrendezés energidja negativ.)

Ismert, hogy egy V térfogat térrészben az elektrosztatikus energia %50 E?.V,
amennyiben a térrészben E(r) nagysiga mindenhol ugyanakkora. Mivel a gomb-
héjakat tartalmazé és a gombhéjak nélkiili eset kozott csak annyi kiilonbség, hogy
az utébbindl | hidnyzik” a két gombhéj belsejéhez tartozo energia, a minket érdekld
esetben tehat a rendszer energidja

d 2 2
Wo—ge (S+2).
8meg \ 17 T3
A fenti Osszefiiggés levezetésekor kihasznéltuk, hogy a ¢ toltés koriili gombhéj
térfogata

Vi & 4rr?d,

és benne az dlland6 nagysagunak tekintheto térerGsség

. 1 @
1R =
4reg vy’

illetve a méasik gombhéj térfogata
Vo ~ 471'7"% d,

és benne a térerGsség nagysiga

1 ¢
Fo =~ =.
27 dmey 12

A kezdeti allapotban

q1 = 2Q7 r = R, illetve g2 = Q’ ro = 3R’

tehat
W 37 d Q?
kezdeti = T 55 . po
ezdeti 79 720 RQ,
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a toltések felcserélése utan pedig
a1 =0Q, rmn=R, illetve g2 =2Q, 719 =3R,

igy )
13 d Q

Wetgss = =27 — —5-

8 72 weoy R2?

A toltések felcseréléséhez sziikséges munka legalabb

d Q?

erlcserélési = Wvé S8 Wkezdeti = 4+— .
® 37‘(’60 R2

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.) és
Marozsik Tadé (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

14 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Elek Péter, Makovsky Mihdly, Marozsdk
Té&dé, Olosz Adél, Sal Dévid és Sas Mdr megoldédsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(2-3 pont) 4 dolgozat.

P. 5118. Egy a = 30°-0s hajldsszdgi lejtéhiz két, eqymdstol ¢ = 10 cm td-
volsdgra 1évd, eqgymdssal pdrhuzamos, elhanyagolhato ellendlldisiu sin van régzitve,
melyeket az eqyik végiiknél dllando Uy fesziltségi dramforrds kapcsol dssze. A sinek-
re merdlegesen eqy M = 30 g tomegi, R = 0,2 Q ellendllisi, vizszintes fémpdlcdt
fektettink, amely a sineken surlédasmentesen mozoghat. A pdlca kézepéhez a si-
nekkel parhuzamos fondl csatlakozik, melynek elhanyagolhato tomegi csigan dtve-
tett fiiggdleges darabjihoz egy m = 50 g tomegl nehezék van erdsitve. A berendezés
fiiggolegesen lefelé mutato, B = 0,5 T indukcicji, homogén mdgneses mezdében van.

Mekkora legyen az daramforras fesziltsége, hogy az m tomegl nehezék

a) figgdlegesen felfelé,

b) fiiggblegesen lefelé v =10 m/s sebességgel egyenletesen haladjon?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. Mivel mg > Mgsin «, a fesziiltség rakapcsoldsa nélkiil az m tome-
gli nehezék gyorsulva siillyedne. A fesziiltségforras bekapcsoldsa utdn a pdlcéan vala-
mekkora (I erdsségili) dram fog folyni, és a magneses tér hatdsara vizszintes irdnyu,
BI/ nagysagi Lorentz-erd 1ép fel. Az egyenletes mozgédshoz sziikséges Lorentz-erd
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lejto iranyd komponense lefelé mutat, ami akkor valésul meg, ha az dram a feladat
abrdjdn az éramutatéd jardsaval ellentétes iranyba folyik.

Ha a pélca v sebességgel mozog lefelé a lejtén, benne a mégneses tér hatasara
Uinga. = Bfv cos o

nagysagu, a kiils6 aramforrasével ellentétes polaritasi fesziiltség indukalédik.
Az dramkorben folyé dram er6sségét az eredé Uy — Usyq. fesziiltség és a palca
ellenalldsa hatarozza meg:

Uy — Blvcosa
D a—

Egyenletes mozgaskor a fonalat mg nagysagu erd fesziti, és a palcara haté eredd
er$ is zérus, vagyis

(1) I

(2) Mgsina + BlI cosa —mg = 0.

Az (1) és (2) osszefiiggésekbdl kifejezhetjiik az dramforrds fesziiltségét:

R .
(3) Uy = vBlcosa + mg(m — Msina).

a) Amikor az m témegl nehezék felfelé mozog v = 10 m/s sebességgel, az ada-
tok behelyettesitése utan a sziikséges telepfesziiltségre Uy ~ 2,02 V adddik.

b) A nehezék lefelé haladdsakor is érvényben marad a (3) Osszefiiggés, ha
a jobb oldaldnak elsd tagjaban v = —10 m/s-ot helyettesitiink be. Az egyenletes
mozgashoz sziikséges fesziiltség ebben az esetben: Uy ~ 1,15 V.

Molndr Mdtyds (Révkomérom, Selye Janos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A Lorentz-erének van a lejt6 sikjara meréleges komponense is, emiatt

a rud és a sinek kozott fellépd N erd nem egyezik meg a szokasos M g cos a-val. A feladat-

ban szerepl6 mozgas csak akkor valdésulhat meg, ha N > 0, mert a lejté csak nyomoerst

fejthet ki a palcéra, hizni nem tudja azt. Altaldnos esetben (a mozgdas irdnyatdl fiiggetle-
niil)

N — Mg—mgsina.

cos &
Jelen esetben N = 0,06 N > 0, tehat a pélca a sinen marad.

Mdth Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

40 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 12, hidnyos
(1-3 pont) 14 dolgozat.

P. 5121. Hdrom (A, B és C jeli) vo
kicsiny, egyforma, m tomegi golyd gy
van dsszekotve két elhanyagolhato tome-

gti, ¢ hosszusdgu ruddal, hogy az eqyik m ¢ m ¢ .m
rid az A és a B golydt, a masik rid a B A B C
és a C golyot koti ossze. A B golyondl
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a kapcsolodas csuklos, igy a rudak kézotti szig akaddlytalanul vdltozhat. A rendszer
a sulytalansdg dllapotdaban nyugalomban van, és a hdrom golyo eqy egyenes mentén
helyezkedik el. Ekkor az A golyonak pillanatszerien a rudakra meréleges, vy nagy-
sagu sebességet adunk. Mekkora erd hat a rudakban az inditdst kovetd pillanatban?

(6 pont) Olimpiai versenyfeladat nyomdn

Megoldéas. Az elhanyagolhaté tomegil, egyméshoz csuklésan kapcsolédéd ru-
dakat helyettesithetjiik vékony, hajlékony, nydjthatatlan fonalakkal. (Ez csak akkor
tehet6 meg, ha a rudakban fellépd erd ,hizdéersd”; hiszen egy fondl nyilvdn nem tud
nyoméerdt kifejteni. Latni fogjuk, hogy esetiinkben ez a feltétel teljesiil.)

Az inditast kovetd pillanatban a fonalak &dltal kifejtett erék hatasara a golydk
gyorsuldsa ,fondlirdnyi”, nagysagukat jeloljiik az dbrdn ldthaté médon. (A B és
C golyé gyorsuldasa a fonal nyujthatatlansdga miatt egyenlé nagysagu. Ugyanezt
az A és B golyékra mar nem &llithatjuk, mert az A golyé a fondlra merdleges
irdnyban mozog.)

Vo
Ki Ki ,, Ko K,
MLe—s €—— > <—.m
A £ B ¢ C
< <
a1 a2 a

Vizsgéljuk a testek mozgdsat a B és C' golydk vonatkoztatasi rendszerébol, ami
az eredeti K rendszerhez képest balra, as gyorsuldssal mozog. Ebben a K’ rend-
szerben (amely nem inerciarendszer, tehat a Newton-egyenlet csak a tehetetlenségi
erdkkel kiegészitve lenne érvényes) ay = 0 és a} = a1 + aa, a sebességek pedig vélto-
zatlanok. Itt a kezdGsebességet kapott A golyd korpalyan kezd mozogni a kozépso
goly6 koriil, igy

2
v
(1) a'lzal—&—ag:?().

Visszatérve a K inerciarendszerbe, felirhatjuk a mozgasegyenleteket. A golydk-

ra haté erdket az dbran lathaté mdédon jelolve

(2) Klzmal; Kl—KQZmCLQ; ngmag.
Ezekbdl (1) felhasznaldsaval a
2 mod 1 mo?
K, =--—-0 4 Ky=—-—20
17377 “ 2737

eredmény adoédik. Mivel K1 > 0 és Ko > 0, a fellép6 erdk valéban htzoéerok.

Marozsdk Tddé (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

7 dolgozat érkezett. Helyes Elek Péter, Marozsiak Tdadé és Olosz Adél megoldésa.
Kicsit hidnyos (5 pont) 1, hidnyos (3 pont) 2, hibas 1 dolgozat.
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P. 5129. Egy r sugari, N menetszami,
igen hosszu, n = N/l menetsiiriségl szolenoi-
dot az abran lathato mddon eqy R < £ sugari
korvezetovel vettiink koril. Mekkora értéket mu-
tat a szolenoid végpontjai kéozé kapcsolt idedlis
voltmérd, ha a korvezetdbe idoben egyenletesen,

1(t) = «- t mddon vdltozd dramot vezetiink?

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Megoldas. A korvezets altal gerjesztett
magneses mez0 megaddsa és az édltala a szole-
noidban indukdlt fesziiltség kozvetlen kiszami-
tédsa igen nehéz feladat lenne. Szerencsére erre
nincs is sziikség, helyette elegend6 a kolcsonos
indukcids egyiitthatok szimmetriatulajdonsagat
kihasznalni.

A vezetének a szolenoidra vonatkozo kolesonos indukcio egyiitthatéja ugyanak-
kora, mint a szolenoidnak a korvezetére vonatkozo kolesonos indukeié egyiitthatoja.
Masképp fogalmazva: a korvezetd idében valtozo erdsségii arama ugyanakkora fe-
sziiltséget indukél a szolenoidban, mint a szolenoid id6ében valtozé ertsségl arama
indukal a korvezet&ben; feltéve, hogy a valtozas ,sebessége” ugyanakkara. A maso-
dik eset kiszamolasa nyilvan sokkal egyszeriibb feladat.

Ha a hosszd szolenoidban I erdsségii aram folyik, és a kiils6 (,szért”) magne-
ses tér elhanyagolhatd, akkor a szolenoid belsejében, a végektdl elegendden tavol
homogén mégneses tér alakul ki, és az indukcidévektor nagysdga az Ampere-féle
gerjesztési torvény értelmében: BC = pugN I, vagyis B = ponl.

Mivel a korvezetd sugara sokkal kisebb, mint a szolenoid ¢ hossza, a szoleno-
idon kiviili tér jaruléka a korlapon athaladé méagneses fluxushoz elhanyagolhato,
elegendo a tekercs belsejében 1évé magneses mez6 fluxusaval foglalkoznunk. Ennek
nagysaga

® = 1’7 - ponl = MI.
Létjuk, hogy a kolesonss indukeid egyiitthatéja (ami definicié szerint az egységnyi
erésségii aramhoz tartozé méagneses fluxus): M = pgr’mn.

Miutan kiszamitottuk M értékét, megadhatjuk a voltméro altal mutatott fe-

sziiltség nagysdgat is. Az dramerdsség helyére I(t) = at kifejezést irva és alkalmazva
Faraday indukciotorvényét, megkapjuk a keresett fesziiltséget:

Al) _, Alat)

=M
v At At

= M o = pormna.

Ez a fesziiltség — jo kozelitéssel — fiiggetlen R-t0l, ha az (-nél sokkal kisebb.
Bokor Endre (Budapesti Fazekas M . Gyak. Alt. Isk. és Gimn. 10. évf.)

10 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Elek Péter, Fiam Regina, Olosz Adél, Sal
David és Vaszary Tamds megolddsa. Kicsit hidnyos (1-3 pont) 3, hibds 1 dolgozat.
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P. 5138. Viz lehilését vizsgdljuk elhanyagolhato hékapacitdsi, egyforma edé-
nyekben. A wviz kezdeti hémérséklete mindegyik esetben 80 °C, a célérték 40 °C.
A kornyezet hémérséklete 30 °C, ami a mérések soran nem vdltozik.

(i) Elsének azt mérjik, hogy 2 liter 80 °C hdémérsékleti viz to idd alatt hil le
40 °C-ra.

(i) Mdsodszor csak addig vdarunk, amig a kiinduldsi 2 liter 80 °C hémérsékletd
viz 50 °C-ra hil le (ez ty iddt vesz igénybe), majd gyorsan kiontink beldle 1 litert,
aminek a helyére 1 liter, 30 °C-os vizet dntink.

(#i1) Ezutdn ugy ismételjiik meg a mérést, hogy a kezdeti 2 liter 80 °C-o0s vizbdl
azonnal kimerink 1 litert, aminek a helyére 1 liter 30 °C-os vizet ontiink. Az igy
keletkezett 2 literes keverék to idd alatt éri el a kivant 40 °C-ot.

(iv) Végezetiil a kezdeti 2 liter 80 °C-os vizet hagyjuk lehilni 60 °C-ra, majd
nagyon gyorsan 1 litert kiontink beldle, helyére 1 liter 30 °C-os vizet juttatunk, és
hagyjuk a keveréket 40 °C-ra hilni. Ekkor a teljes hiilési idd t3.

Melyik a leglassabb és melyik a leggyorsabb hiitési modszer? Fejezziik ki to seqit-
ségével ti-et, to-t és t3-at! Feltételezhetjiik, hogy eqy test hémérséklet-valtozdsdnak
iteme egyenesen ardnyos a test és a kornyezete kozotti homérséklet-kiilonbséggel,
azaz alkalmazhato a Newton-féle lehilési torvény.

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldas. A Newton-féle lehiilési torvény szerint egy kezdetben 7 hémér-
sékleti test homérséklete ¢ id6 mulva

(1) T="Tc+ (Tp — Tk)efkt,

ahol Ty a kornyezet homérséklete, k egy (a lehlild test anyagdatdl, tomegétol és
a feliiletének nagysigatol fiiggd) allandé. A feladatban szereplé osszes esetben k
ugyanakkora. A lehiilési torvénybe a hémérsékleteknek akar a Kelvin skala, akar
a Celsius skéla szerinti szdmértékeit frhatjuk be. Az (1) osszefiiggésbdl az id6t
kifejezve:

To—T;
In (—0 k)
T-Tx
2 t= ——~.
) E
Tudjuk még, hogy ha egy liter T7 és egy liter T, homérsékleti vizet tsszekeveriink,
akkor a kozos homérséklet %(Tl + Ty) lesz.
(1) Az els6 esetben Ty = 80 °C, Tk = 30 °C és T' = 40 °C, azaz (2) szerint
80—30
W (f50) W)

ty = =
0 k k

(#i) A viz t; idé alatt hiil le 50 °C-ra, majd a keverés utdn régton bedll a kivént
40 °C. Fennall tehat, hogy

80—30
b In (50—30) _ In(2,5)
L k Tk
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(7i1) A 80 °C-o0s és a 30 °C-os viz elkeveredése utdn a hémérséklet 55 °C lesz,
tehat a hiilés ideje most

In ($5750) _ In(2,5)

t = =
2 k k

(iv) Az elso lehiilési szakasz végén a hémérséklet 60 °C, ez a szakasz tehat

In (§5-50) _ I (5)

t3CL = =

k k

ideig tart. A masodik lehtilés elején a keverék 45 °C hémérsékletii, a hiilés ideje

(o) _m(3)
8 k Tk

A teljes hiilési folyamat ideje most

In (5)

k k k

t3 =134 + 13 =

Lathato, hogy az els6é hiitési moédszer a leglassabb, a masik hdrom viszont
ugyanolyan gyors. Az el6zéek alapjan

In (3)
e to = 0,57 to.

Tiefenbeck Floridan (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

ta =ty =11 =

23 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 3 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 390. Vizbdl készitett prizméaval, minél egyszeriibb médon bontsuk fel egy
LED ldmpa fehér fényét szineire! Irjuk le a médszert és az észlelés eredményét!

(6 pont) Kozli: Tichy Géza, Budapest
G. 685. Egy amerikai auté tankjaba 15 gallon benzin fér. Hiny mérfold utat

tud megtenni a tulajdonos a teletankolt autéval, ha az auté eurépai katalégusa
szerint a fogyasztdsa 6,5 liter/100 km?

(3 pont)
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G. 686. Egy 1,5 tonna tomegii személyautd vizszintes uton all. Mekkora fe-
lilleten fekszik fel az auté az ttra, ha a benzinkidtndl bedllitott keréknyomds (tul-
nyomds) minden gumiabroncsban 2,5 bar?

(3 pont)

G. 687. Idgjarasjelentésekben a hémérséklet mellett a hoérzetet is fel szoktak
tiintetni, ami lehet alacsonyabb is, magasabb is, mint a hémérovel mérheté adat.
Ha a zuhanykabinban éppen befejezziik a zuhanyozast, akkor a fiird6szobaban
mérhetonél magasabbnak érezziitk a homérsékletet, ha viszont kinyitjuk a kabin
ajtajat, mert kint hagytuk a toriilkozonket, akkor a héérzetiink azonnal sokkal
alacsonyabb a fiirdészoba homérsékleténél. Magyarazzuk meg, mi az oka, hogy
a héérzetiink pillanatok alatt nagyot valtozik annak ellenére, hogy a flirdészoba
hémérséklete kozel dllandd!

(3 pont)

G. 688. Régen a moziban a diavetités mesefilmekhez hasonlé filmszalagot
hasznaltak, csak az otthon vetitetteknél sokkal hosszabbakat. Egy percnyi film
27 méter hosszu szalagra fért rd. A filmszalagot tekercsekben tarolték, a taroldorséd
sugara 5,5 cm, erre 12,5 cm vastagon lehetett a filmet feltekercselni. Vetités kozben
a film elhaladt a vetitélencse el6tt, majd egy mésik, hasonlé segédorséra tekeredett
fel.

a) Mekkora fordulatszdmmal forgott a tekercs a film lejdtszasakor a vetités
elején és a végén?
b) A vetités utdn a segédorsérdl visszatekercselték a filmet az eredeti orséra.

Mekkora fordulatszammal forgott a segédorsé a tekercselés elején és a végén, ha
az eredeti orsét végig 3 fordulat/mésodperc fordulatszémmal forgattak?

(4 pont)

P. 5164. Ugyanannyi id6 alatt egy fonalinga 5, egy mésik 10 kis amplitudéji
lengést végez. Milyen hossziak az ingdk, ha az egyik inga 120 cm-rel hosszabb
a masiknal?

(3 pont) Példatari feladat nyomdn

P. 5165. Egységsugarii, homogén, kor alakii lemezbdl
az dbran lathaté médon kivagunk egymast kiviilrél érin-
t6, rendre %1, %, 1_16’ ... sugaru, kozéppontjukkal az egyik
sugarra illeszkedo koroket. Hol lesz a maradék idom to-
megkozéppontja, ha

a) csak a legnagyobb kort vagjuk ki;

b) a két legnagyobb kort vdgjuk ki;

¢) nagyon sok kort vadgunk ki?

(5 pont) Kozli: Tupi Zoltdn, Budapest
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P. 5166. Egy Eotvos-inga 2r = 40 cm-es rudjanak végeire egy-egy m =30 g
tomegti, kicsiny testet erésitiink. A rendkiviil konnyti rid egy hajszalvékony fémsza-
lon fiigg, vizszintes helyzetben. Kozepétol mérve R = 3 m tavolsagban, vele azonos
magassagban egy m* = 100 kg tomegli 6lomgolyét helyeztek el.

a) Mekkora forgatényomatékot gyakorol az élomgolyé az ingéra, amikor a go-
lyét és az ingarid kozepét 6sszekotd egyenes o szoget zar be a rad irdanyédval?

b) Abrazoljuk a forgatényomatékot ¢ fiiggvényében! Mekkora szognél lesz
maximélis a forgatényomaték?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5167. Egy mosogatd csapjat enyhén megnyitva beallithatjuk, hogy a viz
fliggbleges, folyamatos sugdrban folyjék ki, és igy érje el a mosogatod vizszintes
aljat. Egyik alkalommal a vizsugar atmérGje becsapédaskor haromnegyed akkora
volt, mint 20 cm-rel magasabban.

a) Mekkora volt ekkor a vizsugar becsapddasi sebessége?

b) Mekkora nyomdst fejt ki a vizsugar a mosogaté aljéra?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
Do P. 5168. Egy A alapteriiletii, m tomegli dugattyival elzart
m 4 hengerben Vj térfogati héliumgaz van. A dugattyut és a henger
I 1 aljat egy fiiggbleges helyzetii, D = 400 N/m rugééllanddju, kez-
detben nytjtatlan rugd koti ossze.
D Mennyi hot kell kozolntink a gazzal ahhoz, hogy a dugattyu
h magassaggal megemelkedjen, ha a rendszer hészigetelt?
Adatok: A =7 dm? m =5 kg, Vo =4 dm®, D =400 N/m,
h =5 cm és a kiils6 1égnyomas py = 100 kPa.
(4 pont) Kozli: Kiss Tamds, Heves

P. 5169. Az L =20 cm hossziségu,
homogén toémegeloszlasi, m = 0,4 kg tome-
gli rudat az egyik végénél a bal oldali dbra
szerint az A pontndl 1év6 csukléhoz erdsit- L,m
jiik, amely koriil minden irdnyban foroghat.

A rdd mésik végét egy D = 25 N /m direkcei-

0s ereji, fiiggdleges helyzetii, erdmentes al-

lapotban szintén L hossziisdgi rugéhoz rog- L
zitjiik. Kezdetben a rugé és a rid egy egye-

nesbe esik. Ezt kévetéen a rudat (a jobb ol- g
dali @brdn 1dthaté médon) ¢ = 60°-kal ki-

téritjiik, majd elengedjiik.

a) Mekkora sebességgel lendiil 4t a riud vége a fiiggéleges helyzeten?
b) A rudat az egyensilyi helyzetébdl kis szoggel kitéritjiik, majd elenged;iik.
Mennyi idé alatt jut a rid fiiggéleges helyzetbe?
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¢) Mekkora szogsebességgel kell a rugé-rud rendszert a fiiggéleges AB tengely
koriil forgatni, hogy a ridnak a fiiggolegessel bezart szoge folyamatosan 60° legyen?

(A sirlédds mindenhol elhanyagolhatd.)
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5170. Dorzsoléssel feltoltott, egyforma szivészalak vizszintes sikban, egy-
méssal parhuzamosan ugy helyezkednek el, hogy a végeiket Osszekoto egyenesek
merOlegesek a szivoszalakra. Feltételezhetjiik, hogy a toltések eloszlasa a szalakon
egyenletes, és mindegyik szivészalnak ugyanakkora a toltése. A két szélsé szl rog-
zitett, egymastol vald tavolsaguk jéval kisebb, mint egy szivészal hossza. Kozottiik
még néhany olyan szivészal helyezkedik el, amelyek szabadon elmozdulhatnak. Ho-
gyan helyezkednek el ezek a szabadon mozgé szdlak, ha szamuk

a) kett;

b) harom?

(5 pont) Kozli: Mdrki-Zay Jdnos, Hodmezbévésarhely

, P. 5171. Huzalbdl egyenl6 oldali haromszoget készitet-
! tiink, és két csucsat az dbra szerint aramforrashoz kapcsol-
tuk. A hozzd vezetd vezetékben 10 A erdsségii aram folyik.
Mekkora a magneses indukcié a haromszog kézéppontjaban?
(Az dramkor tévol zarul.)

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 5172. Fényes evokanalat tartunk 25 cm-re a szemiinktdl gy, hogy a ka-
nél szara fligglleges. A kandl homoru felét nézve a fejiink forditott allasu képét
latjuk, mig a dombort felét nézve a kép egyenes éallasi. Melyik képen latjuk a fe-
jink magassagat (fiiggleges méretét) nagyobbnak, és ez a kép hdnyszor nagyobb
latészogben ldtszik a masikndl? A kandl fiiggéleges metszetének gorbiileti sugara
5 cm.

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5173. Egy N = 2000 menetes, L =5 H
induktivitdsi, elhanyagolhaté ohmos ellenalla-
su kortekercs magja nagy magneses permeabi-
litastu gytri. A tekercs végeihez R = 200 Q-os
ellenédllds csatlakozik. A tekercs egyik vége és
ettol szamitott N1 = 300-adik menete kozé egy
Uy =1,5 V fesziiltségli akkumulator kapcsol-
haté.

a) Mekkora dram folyik a tekercs két ré-
szén to = 0,1 s-mal a kapcsold zarasa utan?

b) Mekkora energiat ad le az dramforrds to id§ alatt, és mire forditédik ez
az energia?

(6 pont) A Kvant nyomdn
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P. 5174. Egy illegélis laboratérium Slomkonténerében olyan sugérzd anyagot
talaltak, amelybsl masodpercenként 2 - 10 elektron 1ép ki. A rendérségi jegyzé-
konyvek szerint 53 évvel ezelott eltiint 221 g cézium a kozeli kutatointézetbol.
Lehet-e a megtaldlt anyag az akkor eltlint preparatum, ha azéta csak raktaroztak?
(A cézium felezési ideje 26,6 év.)

(4 pont) Tematikus feladatgyijtemény, Szeged

Bekiildési hatarid6: 2019. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 8. November 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 482): K. 634. A sheet of
graph paper has a grid of unit squares on it. A rectangle is drawn with sides lying along
grid lines. Is it possible to draw a closed broken line in the rectangle along grid lines such
that it should never leave the rectangle but it should pass through all the grid points in
the interior and on the boundary of the rectangle, if the dimensions of the rectangle are
a) 2019 x 2020 units; b) 2018 x 2020 units? If so, determine the length of the possible
broken lines, too. K. 635. Consider a concave quadrilateral, and draw the diagonal that
lies in its interior. The diagonal divides the quadrilateral into two triangles. Prove that the
areas of the two triangles are equal if and only if the line of this diagonal bisects the other
diagonal. K. 636. Find all possible values of the digits « and y for which every nonzero
digit occurs the same number of times in the prime factorization of the eight-digit number
Tyzyzyxy in decimal notation. (In making the prime factorization, identical prime factors
are not written as a power but written down as separate factors.) K. 637. Let us consider
the integer 12345678901234567890. . . 1234567890 consisting of 2020 digits. First we remove
the digits at every odd position. Then, from the remaining 1010 digits, we remove the digits
at every even position. Then, repeating in the same way, from the remaining 505 digits,
we remove the digits at every odd position. This alternating process is continued until a
single digit remains. Determine this digit. K. 638. Fibonacci-type sequences are defined
as sequences in which, from the third term onwards, each term is the sum of the preceding
two terms. For example, the sequence 1,1,2,3,5,8,... starting with 1, 1 (the Fibonacci
sequence itself), and the sequence 1,3,4,7,11,18,29,47,... starting with 1, 3 are both
Fibonacci-type sequences. Find the Fibonacci-type sequence that contains only positive
integers, contains 2010 as a term, and has the largest possible number of terms before
2010.

New exercises for practice — competition C (see page 483): Exercises up to
grade 10: C. 1567. Find the real solutions of the equation 2z — 4zy + 4y* — 8z + 16 = 0.
(Proposed by M. Szalai, Szeged) C. 1568. Let D be the midpoint of side AB of a triangle
ABC, FE the midpoint of side AC, and P, @ the centres of the circumscribed circles
of triangles DEB and DEC, respectively (assume that P # Q). Prove that line PQ is
perpendicular to line BC'. (Proposed by D. Hegediis, Gyéngyts) Exercises for everyone:
C. 1569. In a class of 24, there are an odd number of students whose first name is Sophia.
When the class is listed in alphabetical order (of family names) and students are numbered
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in this order, the number of the first Sophia on the list is equal to the number of Sophias
in the class, and the number of the third Sophia on the list is three times the number of
Sophias in the class. Given that each Sophia on the list is immediately preceded or followed
by another Sophia, determine the numbers assigned to all the Sophias on the list. (Based
on a problem by L. Hommer, Kemence) C. 1570. In a hexagon, the measure of each
angle is 120°, and the diagonals connecting opposite vertices are equal in length. Prove
that the hexagon has rotational symmetry. (Proposed by K. Fried, Budapest) C. 1571.
The positive integers from 1 to n? are written in increasing order in an n x n table: the
numbers 1 to n are entered in the first row, (n + 1) to 2n in the second row; and so on.
Prove that the sum of the numbers in one diagonal equals the sum of the numbers in
the other diagonal. Exercises upwards of grade 11: C. 1572. In a trapezium ABCD,
let M denote the intersection of diagonals AC and BD, and let N and P denote the
centres of the circumscribed circles of triangles ABC and AC D, respectively. Prove that
M, N and P are collinear if and only if ABCD is a parallelogram or a cyclic trapezium.
C. 1573. Show that the sum 12%" 4 72771 433" 4 4%"=2 _ 92" _ 112" is divisible by 23
for all positive integers n. (Proposed by T. Imre, Marosvasarhely)

New exercises — competition B (see page 484): B. 5054. Are there positive
integers n and k such that 20F 4+ 19% = 2019™ — 10"? (4 points) (Proposed by T. Imre,
Marosvésédrhely) B. 5055. Given a circle k in the plane, determine the locus of the
orthocentres of all triangles inscribed in k. (3 points) B. 5056. Consider the quadratic
function f(x) = 2 + bz + ¢ defined on the set of real numbers. Given that the zeros of f
are some distinct prime numbers p and ¢, and f(p — q) = 6pg, determine the primes p
and ¢, and determine the function f. (3 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 5057.
Let D and E be points on leg BC of a right-angled triangle with hypotenuse AB such
that ZDAC = ZEAD = Z/BAE. The feet of the perpendiculars dropped from vertex C
onto the line segment AD and from point D onto the hypotenuse AB are F' and K,
respectively. Line C'K intersects line segment AE at point H, and the parallel line drawn
from point H to the line AD intersects line segment BC' at point M. Show that point F' is
the circumcentre of triangle CH M. (5 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 5058. Let P
be an arbitrary point in the interior of triangle ABC' Lines AP, BP and C'P intersect sides

BC, AC, and AB at points A1, By and C1, respectively. Prove that ;141—]; . % . % > 8.
(4 points) (Proposed by L. Németh, Fony6éd) B. 5059. For a positive integer ¢, define
the sequence {a,} by the following recurrence relation: ap = ¢ and an41 = [an + \/@}
for n > 0. Prove that if 2019 occurs as a term of the sequence, then no preceding term is
a perfect square, but there are infinitely many perfect squares among the following terms.
(5 points) B. 5060. In the plane X, given a circle k and a point P in its interior, not
coinciding with the center of k. Call a point O of space, not lying on X, a proper projection
center if there exists a plane X', not passing through O, such that, by projecting the points
of ¥ from O to ¥, the projection of k is also a circle, and its center is the projection of P.
Show that the proper projection centers lie on a circle. (6 points) B. 5061. A function f :
R — R is called area preserving if the area of the triangle formed by the points (a, f(a)),
(b, £(b)) and (c, f(c)) is equal to the area of the triangle formed by points (a+z, f(a+x)),
(b+a, f(b+2)) and (c+a, f(c+a)) for all a < b < ¢ and . Which continuous functions
f are area preserving? (6 points)

New problems — competition A (see page 485): A. 761. Let n > 3 be a positive
integer. We say that a set S of positive integers is good if |S| = n, no element of S is
a multiple of n, and the sum of all elements of S is not a multiple of n either. Find,
in terms of n, the least positive integer d for which there exists a good set S such that
there are exactly d nonempty subsets of S the sum of whose elements is a multiple of n.
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(Proposed by Aleksandar Makelov, Burgas, Bulgaria and Nikolai Beluhov, Stara Zagora,
Bulgaria) A. 762. In a forest there are n different trees (considered as points), no three
of which lie on the same line. John takes photographs of the forest such that all trees are
visible (and no two trees are behind each other). What is the largest number of orders of in
which the trees that can appear on the photos? (Proposed by Gdbor Mészdros, Sunnyvale,
Kalifornia) A. 763. Let k > 2 be an integer. We want to determine the weight of n balls.
One try consists of choosing two balls, and we are given the sum of the weights of the two
chosen balls. We know that at most k of the answers can be wrong. Let fx(n) denote the
smallest number for which it is true that we can always find the weights of the balls with
fr(n) tries (the tries don’t have to be decided in advance). Prove that there exist numbers
ax and by, for which }fk(n) — akn| < by, holds. (Proposed by Surdnyi Ldszlé, Budapest and
Bdlint Virdg, Toronto)

Problems in Physics
(see page 505)
M. 390. By means of a prism made from water, in a simple way split the white light
of a LED lamp into components. Write down the method and the result of the observation.

G. 685. The fuel tank of an American car can hold 15 gallons of gasoline. How
many miles can the driver of the car go with the car, which was initially filled fully with
gasoline, if according to the European catalogue of the car the fuel consumption of the car
is 6.5 litres per 100 kilometres? G. 686. A 1.5-ton car is staying at rest on a horizontal
road. Find the size of the surface the car touches the road, if the pressure in each tyre
was adjusted to the value of 2.5 bars at the petrol station. G. 687. In a weather forecast
not only the temperature but the “feels like” temperature is often given, which might
be lower or higher than the temperature measured by the thermometer. When we have
just finished a shower in the shower enclosure, then we feel the temperature warmer than
the measured temperature in the bathroom, but if we open the door of the enclosure,
because we left the towel outside, then our “feels like” temperature is much lower than the
real temperature in the bathroom. Explain what is the reason for the fact that despite
the temperature in the bathroom is nearly constant, our sense of temperature changes so
abruptly. G. 688. Some time ago in the movies filmstrips, similar to the ones in children’s
tale film projectors, were used, just the movie filmstrips were much longer. The length of
the filmstrip of a one-minute film was 27 metres. The films were wound on reels, which
had a radius of 5.5 c¢cm, and the width of the film roll on it was 12.5 cm. When a film
was projected, the film was wound off the reel, called the feed reel, and wound on another
reel, called the takeup reel. ) What was the number of revolution of the feed reel at the
beginning and at the end of the projection of the film? b) After the projection the film
was wound back from the takeup reel to the feed reel. What was the number of revolution
of the takeup reel at the beginning and at the end of the re-wound process if the feed reel
was rotated at constant 3 revolutions per second for all the time?

P. 5164. In the same amount of time, the number of complete small-amplitude
swings of two simple pendulums are 5 and 10. What are the lengths of the pendulums if
one of them is 120 cm longer than the other? P. 5165. Circles, which touch each other
externally and whose centres are on the same radius of a uniform-density disc of unit

radius, are cut out from the disc as shown in the figure. The radii of the circles which

}17 %, 1_167 ... . Where is the centre of mass of the remaining part of the

disc if @) only the greatest circle, b) the two greatest circles, ¢) a lot of circles are cut out
from the disc? P. 5166. A small object of 30 grams is attached to each end of a 40 cm
long rod of an E6tvos pendulum. The extremely light rod is hanging on a very thin metal
thread horizontally. A lead ball of mass 100 kg was placed to a distance of three metres

are cut out are
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from the centre of the rod at the same height as the rod. a) What is the torque exerted
on the pendulum by the lead ball, when the angle between the line of the rod and the line
which joins the centre of the rod and the ball is ¢7 b) Plot the torque as a function of the
angle ¢. At what angle will the torque be maximum? P. 5167. The faucet of a kitchen
sink is opened slightly such that the water flows vertically at a constant rate and reaches
the horizontal bottom of the sink. The diameter of the water flow at the bottom of the
sink is 3/4 of the diameter of the water at 20 cm higher. a) What is the speed of the water
at which it hits the bottom of the sink? b) What is the pressure exerted by the water at
the bottom of the sink? P. 5168. In a closed cylinder there is a sample of helium gas
of volume 4 dm?. The base area of the cylinder is 7 dm? and the cylinder is closed with
a 5 kg piston. The piston and the bottom of the cylinder is connected with a vertical,
initially unstretched spring of spring constant 400 N/m. How much heat should be added
in order that the piston rise by 5 cm? (The external pressure is 100 kPa, and the system is
thermally insulated.) P. 5169. One end of a uniform-density rod of mass m = 0.4 kg and
of length L = 20 cm is attached to a hinge at point A, as shown in the left figure, about
which it can be rotated in any direction. The other end of the rod is attached to a vertical
spring of spring constant D = 25 N/m, which also has a length of L when there is no
force exerted on it. Initially the spring and the rod are in the same line. Then the rod is
displaced (as it is shown in the right figure) by an angle of ¢ = 60°, and then it is released.
a) What is the speed of the end of the rod when it passes the vertical position? b) The
rod is displaced from the equilibrium position by a small angle, and then it is released.
How long does it take for the rod to reach the vertical position? ¢) By what angular speed
should the spring-rod system be rotated about the vertical axis AB in order that the angle
between the rod and the vertical be constantly 60°7 (Friction is negligible everywhere.)
P. 5170. Some alike plastic straws were charged with rubbing and placed parallel to each
other such that the line which joins their endpoints is perpendicular to the straws. It can
be assumed that the distribution of charges on each straw is uniform, and all of them
have the same charge. The two straws at the two ends are fixed such that their distance
is much smaller than their length. Between them there are some straws which can move
freely. What is the position of these straws if their number is a) two; b) three? P. 5171.
An equilateral triangle is made of a piece of wire and two of its vertices are connected to
a current supply as shown in the figure. The current in the wire which is connected to
the vertex of the triangle is 10 A. What is the magnetic induction at the centre of the
triangle? (The circuit is closed far from the triangle.) P. 5172. A shiny spoon is held in
front of our eye at a distance of 25 cm such that the stem of the spoon is vertical. If the
concave side of the spoon is observed, then an inverted image of our head can be seen,
whilst if the convex part of the spoon is observed, then the image is upright. In which
case will the height of the image of our head (its vertical size) appear greater? By what
factor the angle subtended by the larger image is greater than that of the smaller image?
The radius of curvature of the vertical section of the spoon is 5 cm. P. 5173. The core of
a toroidal inductor of inductance L =5 H, number of turns N = 2000, and of negligible
ohmic resistance is a ring of high magnetic permeability. An ohmic resistor of resistance
R =200 (2 is connected to the two terminals of the coil. A rechargeable battery of voltage
Up = 1.5 V can be connected across one terminal of the coil and its 300th turn counted
from that terminal. a) What is the current in the two parts of the coil top = 0.1 s after
the switch in the circuit was turned on? b) How much energy is supplied by the battery
in the time of to, and what is this energy transferred to? P. 5174. In a lead container of
an illegal laboratory some radiating material was found, which emits 2 - 10'* electrons in
a second. According to police reports 221 g caesium disappeared from the nearby research
institute 53 years ago. Can the found material be the 53-year ago disappeared sample, if
it was only stored? (The half life of caesium is 26.6 years.)
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