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ratlan foku cstcs. fgy mindkét komponensre igaz, hogy vagy 2. tipusy,
vagy csak annyit kell réla belatni, hogy nem izolalt teljes graf. Tegyiik fel
indirekt médon, hogy mégis teljes graf keletkezik.

i) Ha az 1./a)/ii) médon keletkezik a teljes gréf, akkor ezen cseresznye
helyett azzal 1épve, amelynek a kozepe az eredeti kozepe, egyik vége
az eredeti egyik vége, és a masik vége a keletkezo teljes graf egyik
cstucsa, a komponens nem szakadna ketté; tehat nem a 2. részben
lennénk.

1) Ha az 1./b) médon keletkezik a teljes graf, akkor az eredeti cseresznye
helyett azzal 1épve, amelynek a kozepe az eredeti egyik vége, egyik
vége az eredeti kozepe, a masik vége pedig a keletkezd teljes grafban
van, a komponens nem szakadna ketté, és ekkor sem a 2. részben
vagyunk.

Tehat egyik keletkez6 komponens nem lehet teljes graf, vagyis 2. vagy 3.
tipusi.

Belattuk tehét, hogy ha tudunk 1épni, akkor tudunk tgy 1épni, hogy minden
komponens beleessen a fent felsorolt 3 kategdria egyikébe, viszont csak akkor nem
tudunk 1épni, ha csak 1. és 2. tipustt komponensek maradtak. Mivel minden 1épés-
ben az élek szama eggyel csokken, és kezdetben csak véges sok él volt, ezért csak
véges sokat tudunk igy lépni, vagyis el6bb-utébb a fent leirt allapotba jutunk, ami
a feladat dltal leirt dllapot. Tehat a feladat dltal meghatarozott allapotba biztosan
el tudunk jutni.

Térbe kilép6 bizonyitasok I.

Projektiv geometriai tételek

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk eld.

Az els6 részben olyan tételeket fogunk vizsgalni, amelyekben csak pontok,
egyenesek és ezek illeszkedései szerepelnek, esetleg még egy kor vagy kipszelet
is. Gyakorlott versenyzék szaméra ezek a tételek jol ismertek, gyakran hasznéljuk
versenyfeladatok megolddsahoz is.

Vetités az ablakiivegre

Klasszikus dbrazoldsi médszer, hogy a helyszint egy iiveglapon (ablakon) &t
nézziik, és az iivegre rajzoljuk ra a targyak korvonalait. Valgjaban a targyakat egy
pontbdl — a szemiinkbdl — vetitjiik az ablak sikjara. Az ablakkeret a végtelen nagy
képbol vag ki egy téglalap alaki részletet.
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Az ablakkal parhuzamos egyenesek vetiiletei az ablakon is parhuzamos egyene-
sek; specialisan, ha az ablak fiiggéleges iranyt, akkor a fliggéleges egyenesek a ké-
pen is fiiggblegesek. Az ablak sikjaval nem parhuzamos egyenesek képei viszont
csak félegyenesek (mert nem latjuk a hatunk mogé es6 résziiket). Az egymdssal
parhuzamos, de az ablakot dof6 egyenesek képei egy pontbdl indulé félegyenesek;
a kozos végpont az iivegen az a pont, ahol a szemiinkén keresztiil hizott parhuza-
mos dofi az ablak sikjat. Ez a kozos ,irdanypont” az adott iranyu ,,végtelen tavoli”
vagy ,idealis” pont képe.

Kiilonosen miiszaki rajzokon fordul el6, hogy csak néhany, esetleg csak harom-
féle irdnyt haszndlunk. Attdl fiiggden, hogy a & irdnyok koziil hany (nem) parhuza-
mos a kép sikjaval, beszélhetiink egy, ketto vagy harom iranypontos perspektivardl
(1., 2. és 3. dbra).

1. dbra. Egy irdnypontos perspektiva 2. dbra. Két irdnypontos perspektiva

A rajzéran persze nem meresztjilk a szemiinket az ablakiivegen keresztiil
a szomszéd haztombre; sokkal egyszer(ibbnek tlinik, hogy valahogy felvessziik
az iranypontokat és néhany tovabbi pontot, és vonalzdval elkezdjiik 6sszekotogetni.
Képzeljiik el, hogy a 3. dbran lathato rajzrészletet készitettiik el.

I3

8. abra. Harom irdnypontos perspektiva
Ha ez a rajz egy valddi téglatest képe, akkor az I1 E, IoF és IsG egyenesek

egy ponton, a téglatest nyolcadik csicsanak képén mennek at. Ha viszont csak
gy, taldlomra vettiink fel pontokat és huztunk egyeneseket, nem lehetiink biztosak
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ebben. Marpedig nem szeretnénk megszégyeniilve pironkodni, f6leg nem a rajztanar
elott. (,Latod, kisfiam, ha nem csaltdl volna, az a hirom egyenes egy ponton
menne 4t ...!”) Szerencsére a vetitést visszafelé is el tudjuk végezni, és ki tudunk
talalni valamilyen térbeli alakzatot, amelynek a rajzrészletiink a vetiilete. Azt is
meg lehetne prébalni, hogy ,valédi” parhuzamosokat taldljunk a térben, de erre
nem lesz sziitkség.

Jeloljitkk X-val a rajzunk sikjat. Vegyiink fel a térben egy 1j A’ pontot, ami
nincs a ¥ sikban, de az Y-ra valé meréleges vetiilete éppen az A pont. Az I A,
15 A és I3 A szakaszokon legyen rendre B’, C', illetve D’ az a belsd pont, amelynek
merdleges vetiilete Y-ra B, C, illetve D. Az 115 A’ hdromszogben az I,C' és I, B’
Ceva-szakaszok! metszéspontja legyen G’. Mivel az I;C’ és I, B’ merdleges vetiilete
3-n I;C és I, B, ugyanez igaz a metszéspontjaikra: a G’ mer6leges vetiilete Y-n
a (G pont. Hasonléan, legyen I; D’ és I3 B’ metszéspontja I, és legyen Io D' és I3C’
metszéspontja E'; ezek vetiilete ¥-n F, illetve E (4. dbra).

4. dbra. Térbeli rekonstrukcié a harom irdnypontos perspektivabol

Most tekintsiik az Iy 1o D', I1I3C’, és 1513 B’ hdromszogek sikjait, jelolje ezeket
Y12, Y13, illetve Yo3. A M19 és Y13 sfkoknak [ és E’ is kozos pontja, tehat a két

!Olyan szakaszok, amelyek a hadromszog egyik csticsat a szemkdzti oldal egyik pontjaval
kotik Ossze.
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stk metszésvonala az I1 E' egyenes. Hasonlban, Y15 és Yoz metszésvonala az IoF,
Y13 és Yoz metszésvonala az 3G’ egyenes.

Az I, I, D’ hiaromszogben az I1E’ és IoF' Ceva-szakaszok a haromszog belse-
jében metszik egymdst; a metszéspontjukat jeldljiik H'-vel. Mivel [1 E' az Y15 és
Y13, IoF pedig az Y15 és Yo3z sikok metszete, a metszéspont mindhdrom siknak
kozos pontja. Ezért a H' ponton a Y13 és Yoz sikok metszésvonala, az I3G’ egyenes
is 4tmegy. Ha a H' pont Y-ra vald vetiiletét elnevezziik H-nak, akkor azt kaptuk,
hogy I1 F, IxF, I3G egyenesek egy ponton, H-n mennek at.

Harom sik, harom egyenes

Az el6z6 bizonyitas f6 1épését érdemes altalanosabban is végiggondolni és ki-
mondani. A kovetkez6 tényt nagyon gyakran alkalmazhatjuk térbe kilépé bizonyi-
tasokban.

Lemma.? Ha adott hdrom egyenes gy, hogy kozilik bdrmelyik kettd eqy sik-
ban van (tehdl metszik egymdst vagy pdrhuzamosak), de a hdrom egyenes egyiitt
nincs eqy sikban, akkor a hdrom egyenes vagy egy ponton meqy dt, vagy pedig par-
huzamosak egymdassal.

A Lemma bizonyitasa. Jelolje a harom egyenest ey, ey és ez, és legyen
i=1,2,3 esetén X, ;41 az e; és az e; 41 egyenesek sikja. (Szokés szerint ciklikusan
indexeliink: e4 azonos ej-gyel, és e5 azonos ex-vel.)

Eloszor is vegyiik észre, hogy az e; egyenes nem lehet a o3 sikban — mert akkor
akkor mindharom egyenes ebben a sikban lenne —, ezért e; biztosan kiilonbozik
eo-t6l és es-tol. Ugyanigy lathatjuk, hogy es és e3 egymastdl is kiilonbozik. Két
kiilonb6z6 egyenesre legfeljebb csak egyféle sik illesztheto, ezért a 1o, Yo3 és Y3q
sikok egyértelmiien meghatarozottak. Mivel a harom egyenes nincs egy sikban,
a Y19, Mog és M3 sikok killonbozok. A X149, és ¥, ;41 metszésvonala az e; egyenes
mindegyik ¢ indexre.

Két, egy sikban fekvo egyenes vagy parhuzamos, vagy metszi egymast. Ha a ha-
rom egyenes parhuzamos akkor kész vagyunk, a Lemma &llitdsa teljesiil (5. dbra).
Ellenkez6 esetben a harom koziil valamelyik két egyenes, mondjuk e; és es metszi
egyméast egy P pontban. A P az e; egyenesen van, ami viszont a 5 és Y31 sikok
metszete. Ugyanigy a P ponton az e; egyenes is atmegy, ami a 5 és Yog sikok
metszésvonala. A P pont tehdat mindharom sikra illeszkedik; emiatt P kozos pontja
a Yog és Y31 sikoknak; akkor viszont ezek metszésvonala, a harmadik, e3 egyenes
is dtmegy P-n (6. dbra).

Két klasszikus projektiv geometriai tétel

A Lemma alkalmazasara két példat mutatunk.

2A gorog Aippe” sz6 jelentése kapott valami, példdul ajindék, profit vagy korrupt
pénz. Matematikaban olyan allitast, tételt jelent, ami nem énmagaban érdekes, hanem maés
tételek bizonyitasahoz hasznéljuk fel. A lemma” helyett a ,segédtétel” vagy ,segédallitds”
szavakat is irhatnénk.
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]
4‘

5. dbra. e1, ez, ez parhuzamosak 6. dbra. ey, ea, es metszoek

Desargues® tétele: Legyen Ay Ay As és By By Bs két haromszig a sikon, ame-
lyek csicsai és oldalegyenesei is kilonbozdk. Legyen az A1As és By By egyenesek
metszéspontja X1, az A1As és By B3 egyenesek metszéspontja X13, €s az AxAsz és
Bs B3 egyenesek metszéspontja Xoz. A kovetkezd két dllitas ekvivalens:

(a) A két hdaromszdg megfeleld csi-
csait osszekdtd A1Bi, AsBy és A3Bs
eqyenesek egy ponton mennek dt vagy
pdrhuzamosak.

(b) A két hdromszég megfeleld ol-
dalainak metszéspontjai, vagyis az Xi2,
X3 €s Xog pontok egy egyenesre esnek
(7. ébra).

A tétel bizonyitdsa azon malik,
hogy ez a tiz pontbdl és tiz eqyenesbdl al-
6 elrendezés egy térbeli geometriai alak-
zat vetiilete (8. abra).

7. d@bra. A Desargues-tétel

Az (a) = (b) irdny bizonyitdsa: Az dbra sikjit most is jeloljiik X-val. Ha
az A1Bi1, AyBy és A3B3 egyenesek az O ponton mennek dt, akkor vegyiink fel
a térben egy U pontot, amelynek merdleges vetiilete a 3 sikon O. Az UA;, UA,
és UAs egyeneseken legyen C1, Cs, illetve C3 az a pont, amelynek vetiilete By,
Bs, illetve Bs. Ha A1 By, A3 By és A3Bs parhuzamosak, akkor vegyiink a térben,
az Ay, A, Az pontokon keresztiil harom, egymassal parhuzamos egyenest, amelyek
merdleges vetiilete éppen Ay By, AxBs, illetve A3Bs, és ezeken vegyiik fel azokat
a Cq, Cy, illetve C3 pontokat, amelynek vetiilete By, Bs, illetve Bs.

Alkalmazzuk most a Lemmét az Ay As, By By és C1C5 egyenesekre. Az Ay A,
és By B> egyenesek a X sikban fekszenek; a C1Cs a By Bs-n keresztiil Y-ra allitott
merdleges sikban, végill az A As és C1Cy egyenesek az A;Cy és AyCy egyenesek
sikjadban vannak. A C; pontok nem lehetnek a 3 sikban, mert akkor a teljes A;C}
egyenes, és vele az U pont is Y-ban lenne. A Lemma feltételei teljesiilnek: az A; Ag,

3Gérard Desargues francia matematikus és épitész, 1591-1662.
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8. abra. A Desargues-tétel bizonyitdsa

By By és C1C4 egyenesek koziil barmelyik ketté egy sikban van, de a harom egyenes
egylitt nincs egy sikban. Ezért a harom egyenes egy ponton megy at; mivel A; Ag
és B1By az X12 pontban metszi egymast, ez azt jelenti, hogy a C1C5 egyenes is
atmegy az X1o ponton. Az indexek permutdldasaval ugyanigy lathatjuk, hogy a Cy3
egyenes atmegy atmegy Xiz-on, illetve Cy3 atmegy atmegy Xo3-on.

Ezek utdn az X15, X3, Xo3 pontok mind kozos pontjai az C1CoC3 és a 3 sik-
nak, ezért egy egyenesen vannak.

A (b) = (a) irany bizonyitasa: Ugyanezt a térbeli dbréat épitjiik fel, csak
forditott sorrendben. Az X15X13X23 egyenesen keresztiil fektessiink egy Y/ sikot,
ami kiillonbozik 3-t6l, de nem merdleges ra, és ezen jeloljiik ki azokat a C1, Csy, Cs
pontokat, amelyek Y-ra es§ meréleges vetiilete By, Ba, illetve Bs. A C1, Cs, Xy
pontok kozos pontjai az X' sfknak és a ByBs egyenesen keresztiil Y-ra &llitott
meroleges siknak, ezért egy egyenesre, a két sik metszésvonalara esnek. Ugyanigy
lathatd, hogy C1, C3 és X13, valamint Cs, C3 és Xo3 is egy egyenesre esik.

A Lemmét most az A1C7, AsCs, A3C5 egyenesekre alkalmazzuk. Barmely
1<i<j <3 indexparra az A;C; és A;C; egyenesek az A;C;X;; sikban van-
nak, tehat a hiarom egyenes koziil barmelyik kett6é egy sikban van; ugyanakkor
az Ay, As, Az, C1,Co, C3 pontok nincsenek egy sikban. A Lemma szerint tehdat
az A1C1, AxCs, A3C3 egyenesek egy ponton mennek at vagy parhuzamosak. A ha-
rom egyenest visszavetitve Y-ra latjuk, hogy az A1 By, As By, A3B3 egyenesek egy
ponton mennek at vagy parhuzamosak.

Brianchon* tétele: Ha az Ay Ay A3A4AsAg (esetleg hurkolt) hatszég oldal-
egyenesei érintdi eqy nem elfajuld kipszeletnek (kor, ellipszis, parabola vagy hiper-
bola), akkor a hatszdg szemkdzti pontjait dsszekitd Ay Ay, AsAs és AsAg egyenesek
egy ponton mennek dt vagy pdrhuzamosak (9. dbra).

4Charles Julien Brianchon francia matematikus, 1783-1864.
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Ay

9. dbra. A Brianchon-tétel 10. dbra. A Brianchon-tétel
érintOhatszogben

A tételnek szamtalan véltozatat, specialis és hatdresetét lehetne felsorolni,
az egybeesd oldalegyenesek esetétdl a (paraboldt érintd) végtelen tévoli oldal eseté-
ig. A kedves Olvasonak ajanljuk, hogy valamilyen szamitégépes programmal, mint
példaul a GeoGebra, probaljon minél tobbféle specidlis vagy elfajulé esetet keresni.
Itt most nem célunk ezeknek az attekintése; a tételnek csak az egyik legegyszeriibb
esetét fogjuk bizonyitani.

Brianchon tétele, specidlis eset: Ha az A1 Ay A3 A A5 Ag konvex hatszdgbe
kort lehet irni, akkor a hatszog A1Ay, AsAs és A3Ag dtldi egy ponton mennek dt
(10. &bra).

Bizonyitas a specidlis esetre. Az abra sikjat most is Y-val fogjuk jeldlni.
A hatszogbe irt kor érintési pontjai legyenek Ti,...,Tg a 11. dbra szerint. Va-
lasszunk egy o hegyesszoget, és jeloljiik ki a térben azokat a By, ..., Bg pontokat,

11. @bra. A Brianchon-tétel bizonyitisa
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amelyek felvaltva 3 két oldalan helyezkednek el, merdleges vetiiletitk a X sikon
rendre Ay, ..., Ag, és az A;T; B;<t és A;T;_1 B;<t szogek mindegyike o nagysagu. Mi-
vel a korhoz hizott érintd szakaszok egyenlék, mindegyik ¢ indexre A;T; = A;T;_1,
igy az A;T;B; és A;T;_1B; derékszogii haromszogek egybevagok, és az A;T; B;< és
A;T;_1 B;<t szogek automatikusan egyenlok. (Ugy is mondhatnank, hogy a hatszog
oldalegyeneseit >-ra merdlegesen « szoggel megdontjiik, és az igy kapott egyene-
seknek vessziik a metszéspontjait.)

A Lemmat most a By B4, Bs By és B3 Bg egyenesekre alkalmazzuk. A By By és
B4 B; egyenesek egymas tiikorképei a 11Ty szakasz felez6 merdleges sikjara, ezért
egy sikban vannak; ebben a sikban fekszik a B1 B4 és a ByB5 egyenes. Ugyanigy
lathatjuk, hogy a By Bs és B3Bg, illetve a B3Bg és B1 B4 egyenesek egy sikban
vannak.

Hatra van még annak ellendrzése, hogy a By By, BsB5 és B3 Bg egyenesek nem
lehetnek egy sikban; ez nyilvanvalénak latszik, de formalisabban is igazolhatjuk:
ha a B1B4, ByBs és B3Bg egyenesek valamilyen sikban vannak, akkor ebben
a sikban vannak a By, ..., Bg pontok, a teljes Bj ... Bg torottvonal, és vele egyiitt
aly,...,Tg pontokis. A T, ..., Tg pontok sikja csak a 3 lehet, de ez nem lehetséges,
mert a By pontokat X-n kiviil vettiik fel.

A Lemma feltételei tehdt teljesiilnek, ezért a By By, BaBs és B3 Bg egyenesek
egy ponton mennek at vagy parhuzamosak. Ugyanez igaz a merdleges vetiileteikre,
az A1 Ay, AsAs és A3Ag egyenesekre is. Mivel azonban az A1 Ay, AsAs és AsAg
atlok koziil barmelyik ketté metszi egymaést, ez csak gy lehet, ha a harom atlé egy
ponton megy at.

Ajanlott irodalom

A fenti tételek teljesebb targyaldsihoz be kellene vezetniink a projektiv sik és
tér ,idedlis” objektumait, ez most nem volt célunk. Emiatt a tételeket sem mondtuk
ki legéltalanosabb formdjukban.

Ha valaki szeretne tobbet tanulni a projektiv geometriardl, annak a kévetkezo
konyveket ajanlom.

[1] Reiman Istvdn: A geometria és hatdrteriletei. Gondolat, Budapest, 1986.
[2] H. S. M. Coxeter: Projektiv geometria. Gondolat, Budapest, 1986.

Feladatok
1. Igazoljuk, hogy a 3. abréan az AG, CFE és DF szakaszok egy ponton mennek at.

2. Egy perspektivikus képen, csak egyenes vonalzot hasznalva, hogyan jelolhetiink
ki egyenlo szakaszokat egy egyenesen? Hogyan tobbszorozhetiink, felezhetiink
vagy harmadolhatunk egy szakaszt?

3. Vezessiik le a Desargues-tételbol, hogy a haromszog sulyvonalai egy ponton
mennek at.

4. Az ABC héaromszog beirt kore az oldalakat az Ay, By, C1 pontokban érinti.
Jol ismert, hogy az AA,, BB, CCy Ceva-szakaszok egy ponton, a hdromszog
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Gergonne-pontjan mennek at. Gondoljuk meg, hogy ez a tény a Brianchon-
tételnek milyen elfajuld esete, és igazoljuk kozvetleniil, térbe kilépéssel is.

5. Az ABCD érinténégyszog beirt kore az AB, BC, CD, DA oldalakat rendre
az B, F, G, illetve H pontban érinti. Mutassuk meg, hogy az AC, BD, EG és
F H szakaszok egy ponton mennek at.

6. Legyen A A;A3A4A5A6 érintéhatszog, legyen az Ay Az és AyAg egyenesek
metszéspontja P, az Ay Ay és A5 Ay egyenesek metszéspontja @), az AzAs és
AgAs egyenesek metszéspontja R. Mutassuk meg, hogy a P, @) és R pontok
egy egyenesen vannak.

Kés Géza

EGMO beszamolé ?
DO

Kis csapatunk vasarnap reggel kezdte meg utjat Ukrajna févarosaba, Kijevbe.
Az Ut kellemesen telt és mar kora délutdn a szélldson voltunk. Remek helyen
laktunk, gyonyort kilatassal a 9. emeletr6l. Masnap volt lehetoségiink egy kis
varosnézésre, f6leg Kijev belvarosaban. Lattunk néhdny nagyon érdekes épiiletet,
tornyokat és arany tetejii kék templomokat. Még egy kisebb galéridban is korbe
néztiink. Ezen a napon keriilt sor a nyité ceremoniara is, ami a szokdsosnal talan
kicsit izgalmasabb volt, mivel megismerkedhettiink néhany hagyoméanyos ukran
hangszerrel, amelyeken ukran népviseletbe 6lt6z6tt zenekar jatszott.

A harmadik és a negyedik nap féleg a versenyrdl szélt. Az elsé négy és fél
ora alatt egy algebra, egy kombinatorika és egy geometria, mig a masodik négy
és fél éra alatt egy geometria, egy szamelmélet és egy kombinatorika feladaton
gondolkozhattunk. Osszességében nagyon érdekesnek taldltam Sket, bar a masodik
feladatsor hossza némileg ijeszt6é volt elsOlatdsra. Talan a legjobban az elsé nap
harmadik feladata tetszett, mivel végre hasznos volt észben tartani a jé tanacsot:
»egy életem, egy haldlom, az inverziét megprébalom”.

A verseny 6todik napjan kirandulni voltunk, egy latogatdk szaméra épitett uk-
ran faluban. Az idegenvezeténk egy népviseletbe 6ltézott néni volt, aki sokat mesélt
nekiink a faluk mindennapjairdl, a szokdsokrol és tinnepekrél. Azt is megtanitotta,
hogyan kell a kend6t szépen felkétni a fejiinkre. Egyetlen rossz dolog volt a kiran-
duldsban: az id6. Sajnos nagyon hideg volt, az es6 is esett, ami majdnem elvette
a kedviinket a kirdndulastél. Ezt probaltak vendéglatéink orvosolni néhany hagyo-
manyos népi jatékkal és ukran néptdnc tanitdsaval. A mozgas némileg felmelegitette
megdermedt végtagjainkat és visszagondolva nagyon kellemes napot toltéttiink el
a fogvacogtaté hideg ellenére.

Mire visszaértiink a széllasra, a feladatok nagy része mar ki volt javitva és esté-
re az éremhatdrok meghatdrozasa is megtortént. A magyar csapat 2 bronz-, 1 eziist-
és 1 aranyérmet szerzett és az orszigok listdjdn 8. (az eurdpaiak listajan 7.) lett.
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