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A 60. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia
feladatainak megoldasa I.

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitk a nydri matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai lefrtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziiton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztOség

Els6 nap*

1. Jeldlje Z az egész szamok halmazdt. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f :
7 — 7 figgvényt, amelyre minden egész a, b esetén teljestil

f2a) +2f(b) = f(f(a+b)).
Szabd Krist6f megoldasa. Jelolje P(a,b) a fiiggvényegyenletet:
P(a,b) : f(2a) +2f(b) = f(f(a+b)) Va,beLZ.

Minden fiiggvényegyenletet érdemes behelyettesitések kiprobalasaval elkezdeni.
Esetiinkben a 0 egy olyan helyettesitési érték, amely a képletben szerepl kife-
jezéseket jelentOsen leegyszeriisiti:

(1) P(0,b) ; F0)+27(b) = F(F (b)),
2) P(a,0) : £(2a) +2£(0) = £(£(@) ¥ £(0) +2/(a),
(2.1) F£(2a) = 2f(a) — £(0).

A (2)-nél felhasznaltuk az (1) egyenletet, majd rendezéssel kaptuk a (2.1)-et. Az (1)
és (2.1)-es egyenlettel jelentésen leegyszertisithet6 az eredeti P egyenlet:
2f(a) = f(0) +2£(6) = f(2a) +2/(6) = £ (F(a+1)) & 2f(a+b) + £(0),
(3) fla) + f(b) = f(a+Db) + f(0).
Ebbdl minden n pozitiv egészre:
fln)=fln=1)+f(1) = f(0) = f(n—=2) +2f(1) =2f(0) =--- =

n(f(1) = £(0)) + f(0);
hasonléan, ha n negativ:

f) + f(1) = fn+1)+ f(0) = =n(f(1) = £(0)) + f(0).

*A mésodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szdmban kozoljiik.
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Legyen u = f(1) — f(0) és v = f(0). Mivel f(0), f(1) egészek voltak, {gy u és v
is az.) Az eléz6ek alapjan f(n) = un + v. Visszahelyettesitve az eredetibe (P):

(4) 2ua + v + 2ub + 2v = u*(a + b) + uv + v.
Az a, b helyére 0-t helyettesitve:
(4.1) 3v = (u+1)v.
Ezt kivonva a (4)-bdl kapjuk, hogy:
2u(a +b) = u*(a +b).

Ebbél kovetkezik, hogy 2u = u?, tehdt u = 0 vagy 2.
Ha u = 0, akkor (4.1) miatt v = 0, tehdt f(n) = 0.

Ha u = 2, akkor tetsz8leges v-re f(n) = 2n + v megoldés lesz. Ellen6rzés:

4a+v+4b+2v=2(2(a+b) +v) +v=4a+ 4b+ 3v.

Ezzel megadtuk az Osszes lehetséges [ fliggvényt.

2. Az ABC hdromszdégben A1 a BC oldalon, By pedig az AC oldalon fekszik.
Legyenek P és Q rendre az AA, és BBy szakaszok olyan pontjai, amelyekre PQ pdr-
huzamos AB-vel. Legyen P, a PBy egyenes egy olyan pontja, amire By a PPy sza-
kasz belsejében fekszik, és PP1C'<t = BAC<. Hasonldan legyen Q1 a QA1 egyenes
eqy olyan pontja, amire Ay a QQ1 szakasz belsejében fekszik, és CQ1Q< = CBA.

Bizonyitsuk be, hogy a P, Q, P, Q1 pontok egy kiron fekszenek.

Q1

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7 387



éf 2019.10.7 — 18:27 — 388. oldal — 4. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

Schrettner Jakab megoldasa. Legyen az AA; és BB; egyenesek mésodik
metszéspontja az ABC haromszog koriilirt korével rendre Ay és Bo. Szogszamolas-
sal kapjuk, hogy

CAA 1< = CAA1 = CBA<1 = CQ1Q< = CQ1 A<,

felhasznélva, hogy Ay és Bs is az ABC korén vannak. Ebb6l kovetkezik, hogy C,
Ay, As, Q1 egy korre esnek. Hasonléan kaphatjuk, hogy C, By, By, P is egy korre
esnek.

Mivel PQ parhuzamos AB-vel, illetve a fentebb kapott hirnégyszogek miatt
QPAs<t = BAAs<t = BBy As<t = QB As <,
igy P, Q, As, By egy korre esnek. Tovabba

PiPA>y<< = PB1A< + B1AP< = PiB1C<+ CAAs<t = P BoC< + CBy Ayt =
= P By As<.

Azaz P, By, P, Ay egy korre esnek. fgy P is rajta van a P, @, Ay, Bs pontokat
tartalmazé koron. Ugyanezen szogszamolast elvégezve a masik oldalon kapjuk, hogy
Q1, Az, Q, B is egy korre esnek, tehat @ is rajta van a P, @), Ay, Bs pontokat
tartalmazé koron.

Azt kaptuk tehdt, hogy a P, Q, Pi, Q1, As, By pontok mind egy korre esnek,
amibdl a feladat allitasa is kovetkezik.

3. Egy szocidlis hadlozatnak 2019 tagja van, kézilik némely parok bardtai egy-
masnak. Ha A bardtja B-nek, akkor B is bardtja A-nak. A kévetkezd tipusi ese-
mény eléfordulhat t6bbszor eqymds utdn, egy idében mindig csak eqy ilyen esemény
torténik:

Ha A, B, C olyanok, hogy A bardtja B-nek is és C-nek is, de B nem
bardtja C'-nek, akkor bardtsagot vdltoztathatnak gy, hogy B és C most
mdr bardtai egymdsnak, A és B, valamint A és C bardtsdiga viszont
megsziinik. Az dsszes t6bbi bardtsdg vdltozatlan marad.

Kezdetben 1010 olyan tag van, amelyek mindegyikének pontosan 1009 bardtja
van, és 1009 olyan tag, amelyek mindegyikének pontosan 1010 bardtja van. Bizo-
nyitsuk be, hogy létezik a fenti tipusi eseményeknek egy olyan sorozata, amelyek
végén minden tagnak legfeljebb eqy masik tag a bardtja.

Zsigri Balint megoldasa. Gondoljunk a probléméra egy grafként.

Vegyiik észre, hogy minden 1épésben az élek szama eggyel csckken, és hogy
barmely csucs fokszamanak a paritdsa allandé marad. Figyeljiik meg tovdbba a ki-
indul6 graf kovetkez6 tulajdonsagait. A grafban nem lehet teljes graf komponens,
mert annak 1010 vagy 1011 csticstinak kéne lennie (hiszen minden cstics fokszdma
1009 vagy 1010), vagyis csak 1010 cstcsu lehet: az 1010 darab 1009 fokd cstcs;
viszont ekkor tetszoleges 1010 fok csicsra igaz, hogy mivel csak 1008 masik ilyen
van, ezért 6ssze van kotve 1009 fokuval is, ami ellentmondés. Az el6z6ek alapjan
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szintén igaz, hogy a graf minden komponensében van paratlan foku cstcs. Tehat
a kiindulé graf olyan komponensekbdl all, melyek mindegyike az alabbi harom ka-
tegoria egyikébe esik:

1. Tzoldlt pont (eredetileg 0 darab).

2. 2 csicsu teljes graf (eredetileg 0 darab).

3. Egyéb nem teljes graf, mely tartalmaz péaratlan foku csicsot.

Ha van 3. tipusu komponens, akkor nyilvan tudunk lépni. Belatom, hogy ekkor
olyat is tudunk 1épni, amellyel tovédbbra is csak ilyen komponensek maradnak.

1. Tegyiik fel, hogy tudunk olyat lépni, hogy azzal a graf adott komponense
tovabbra is Gsszefiiggé marad.
Ekkor ez a komponens tovébbra is tartalmazni fog paratlan fokd csicsot (mivel
a cstcsok fokszdmainak paritdsa dllandd), és a tobbi komponens véaltozatlan
marad; tehat csak annyit kell belatni, hogy ez a komponens nem alakul teljes
graffd. Ehhez vizsgaljuk meg, hogyan keletkezhet teljes graf.
Ha egy izolalt teljes graf komponens keletkezik, akkor a keletkezé komponens
egyik csticsanak benne kellett lennie abban a harom csicsban, amelyre a 1épést
végrehajottuk.

a) Ha csak az egyik csicsa volt benne a keletkezd teljes grafnak a csucshar-
masban, akkor az lehetett a cseresznye egyik vége, vagy a kozépso cstcs.

i) Ha a cseresznye egyik vége benne volt a keletkez6 teljes grafban, de
a mésik tehat nem (a cseresznyének csak 1 csicsa volt benne!), akkor
a keletkez6 komponens nem lesz izolalt teljes graf, mivel a cseresznye
masik vége egy éllel hozzd lesz kotve (ellentmonddsra jutunk).

i) Ha a cseresznyének a kozepe van benne a keletkezd teljes grafban,
akkor a cseresznyének a két vége a keletkez6 teljes graf semelyik masik
cstcsdval sinces Osszekotve (hiszen izoldlt lesz a teljes graf), tehdt 6k
ezen lépés utan elszakadnak. Mivel az 1. pontban vagyunk, ezért ez
jelen esetben ellentmonddsra vezetne (nem maradna a komponens
Osszefiiggd).

b) Ha két csticsa is benne van a csticshdrmasnak a keletkez6 teljes grafban,
akkor azok kozt eredetileg nem lehetett él, hiszen a 1épés utan muszaj
koztiik élnek lenni. Ekkor a cseresznye kozepe nyilvan nem lehetett benne
a teljes grafban, és nem is lehetett Osszekotve annak egyéb csucsaival,
tehat a lépés utan 6 elszakad téle. Mivel az 1. pontban vagyunk, ezzel
a lehet6séggel szintén nem kell torodniink.

Tehat ilyen esetben izolalt teljes graf komponens nem keletkezhet.
2. Tegyiik fel most, hogy csak olyat tudunk lépni, hogy attdl egy komponens
kettészakad.

a) Tételezziik fel, hogy van olyan 2 foku cstics, amely egy lehetséges 1épésben
a cseresznye kozepe.

Ekkor ezt a 1épést végrehajtva 6 elszakad, és 1. tipusu komponens lesz,
valamint a volt komponensének maradékdban tovabbra is lesz paratlan
foku cstcs (hiszen minden cstcs fokszdménak paritdsa dllandé). A kom-

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7 389



GF 2019.10.7 — 18:27 — 390. oldal — 6. lap KoMalL, 2019. oktéber EF

ponensének a maradéka igy vagy nem lesz teljes graf, és ezzel 3. tipusu
lesz, vagy
1) 2 cstcesu teljes graf lesz, vagyis 2. tipust.

i1) Tegyiik fel, hogy 3 csicsu teljes graf lesz.
Ekkor az eredeti komponens egy 4 cstcsu kor volt, ami ellentmond
az indukcids feltevésnek, mert a 3 kategéria egyikébe sem esik bele.
Ezzel tehat nem kell torodniink.

1i1) Tegyiik fel, hogy legaldbb 4 csticsu teljes graf lesz.
Ekkor a cstics, mely elszakad, eredetileg egy-egy éllel volt hozzdkotve
egy teljes grafhoz, melynek egy éle (értelemszertien) hidnyzott. Ez az
izolalt teljes grafok keletkezési lehetOségeinek fentebb targyalt médja-
ibol kovetkezik, és abbol, hogy a cseresznye kozepe 2 foku. Ha viszont
ebben az esetben egy olyan cseresznyével 1épnénk, aminek a kozepe
az eredeti cseresznyénk egyik vége, és az egyik vége az eredeti cseresz-
nyénk kozepe (6 a teljes graf semelyik maésik csicsdval nincs Gssze-
kotve, kivéve azt az egyet, amellyel az 4j kozéps6 nincs dsszekotve),
akkor a komponens nem szakadna ketté (maradna a cseresznyén kiviil
2 6sszekotott csics, amik egyiitt mindenkivel 6ssze vannak kotve; az
egyik az eredeti cseresznye masik vége, a masik pedig akarmelyik ma-
sik). Mivel a 2. részben vagyunk, ez ellentmondds, és nem torténhet
meg.

Tehat a tulajdonsdg az a) esetben valéban megmarad.

b) Most azt tegyiik fel, hogy minden cseresznye, amivel lehet 1épni legaldbb
3 foku kozépsé csticesal rendelkezik.
Legyen egy tetszoleges ilyen cseresznye kozépso cstucsa A, két vége pedig
B és C, tovabba D az A-nak egy B-t6l és C-t0l kiillonboz6 szomszédja.
Mivel a BAC' cseresznyével 1épve (ahol A a kozépsd csics) a komponens
kettészakad, ezért B és D, illetve C' és D kozt nem futhat él (hiszen A-nak
és B-nek, illetve A-nak és C-nek kiilonb6z6 komponensbe kell keriilnie), és
minden koztiik futé Ut atmegy A-n. Tehat a BAD és C AD cseresznyékkel
is léphetiink. Ha ezek koziil az egyikkel 1épiink, akkor A és D kiilonb6z6
komponensekbe keriilnek, igy A barmely maésik szomszédja és D kozt csak
A-n keresztiil vezethet 1it. Ugyanebbdl a 1épésbél ismert, hogy B és C kozt
is csak A-n keresztiil mehet 1it.
Ebbél altaldnossdgban tudjuk, hogy A (aki tetszéleges cseresznye-kozép
volt!) barmely két csicsa kozt csak A-n keresztiil vezethet tt. Vagyis
A-t elhagyva a grafbol minden szomszédja kiilon komponensbe keriil.
Tekintsiink egy tetszéleges ilyen komponenst.
Ismert, hogy egy grafban a fokszamok Gsszege mindig paros, vagyis paros
sok paratlan foku csics van benne. A kivalasztott komponensiinkbe vi-
szont megy még kiviilrol egy él (A-bdl), ami egy cstics fokdnak a paritasat
megvialtoztatja, vagyis paratlan sok paratlan fokud csicsnak kell lennie egy
ilyen leendd komponensben, tehdt lennie kell paratlan fokd cstcsnak.
Mivel a kettészakadas utan mindkét komponensben benne lesz egy-egy
teljes ilyen komponens (legaldbb 3 4g van!), ezért mindkettében lesz pé-
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ratlan foku cstcs. fgy mindkét komponensre igaz, hogy vagy 2. tipusy,
vagy csak annyit kell réla belatni, hogy nem izolalt teljes graf. Tegyiik fel
indirekt médon, hogy mégis teljes graf keletkezik.

i) Ha az 1./a)/ii) médon keletkezik a teljes gréf, akkor ezen cseresznye
helyett azzal 1épve, amelynek a kozepe az eredeti kozepe, egyik vége
az eredeti egyik vége, és a masik vége a keletkezo teljes graf egyik
cstucsa, a komponens nem szakadna ketté; tehat nem a 2. részben
lennénk.

1) Ha az 1./b) médon keletkezik a teljes graf, akkor az eredeti cseresznye
helyett azzal 1épve, amelynek a kozepe az eredeti egyik vége, egyik
vége az eredeti kozepe, a masik vége pedig a keletkezd teljes grafban
van, a komponens nem szakadna ketté, és ekkor sem a 2. részben
vagyunk.

Tehat egyik keletkez6 komponens nem lehet teljes graf, vagyis 2. vagy 3.
tipusi.

Belattuk tehét, hogy ha tudunk 1épni, akkor tudunk tgy 1épni, hogy minden
komponens beleessen a fent felsorolt 3 kategdria egyikébe, viszont csak akkor nem
tudunk 1épni, ha csak 1. és 2. tipustt komponensek maradtak. Mivel minden 1épés-
ben az élek szama eggyel csokken, és kezdetben csak véges sok él volt, ezért csak
véges sokat tudunk igy lépni, vagyis el6bb-utébb a fent leirt allapotba jutunk, ami
a feladat dltal leirt dllapot. Tehat a feladat dltal meghatarozott allapotba biztosan
el tudunk jutni.

Térbe kilép6 bizonyitasok I.

Projektiv geometriai tételek

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk eld.

Az els6 részben olyan tételeket fogunk vizsgalni, amelyekben csak pontok,
egyenesek és ezek illeszkedései szerepelnek, esetleg még egy kor vagy kipszelet
is. Gyakorlott versenyzék szaméra ezek a tételek jol ismertek, gyakran hasznéljuk
versenyfeladatok megolddsahoz is.

Vetités az ablakiivegre

Klasszikus dbrazoldsi médszer, hogy a helyszint egy iiveglapon (ablakon) &t
nézziik, és az iivegre rajzoljuk ra a targyak korvonalait. Valgjaban a targyakat egy
pontbdl — a szemiinkbdl — vetitjiik az ablak sikjara. Az ablakkeret a végtelen nagy
képbol vag ki egy téglalap alaki részletet.
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