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A 60. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia
feladatainak megoldasa I.

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitk a nydri matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai lefrtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziiton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztOség

Els6 nap*

1. Jeldlje Z az egész szamok halmazdt. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f :
7 — 7 figgvényt, amelyre minden egész a, b esetén teljestil

f2a) +2f(b) = f(f(a+b)).
Szabd Krist6f megoldasa. Jelolje P(a,b) a fiiggvényegyenletet:
P(a,b) : f(2a) +2f(b) = f(f(a+b)) Va,beLZ.

Minden fiiggvényegyenletet érdemes behelyettesitések kiprobalasaval elkezdeni.
Esetiinkben a 0 egy olyan helyettesitési érték, amely a képletben szerepl kife-
jezéseket jelentOsen leegyszeriisiti:

(1) P(0,b) ; F0)+27(b) = F(F (b)),
2) P(a,0) : £(2a) +2£(0) = £(£(@) ¥ £(0) +2/(a),
(2.1) F£(2a) = 2f(a) — £(0).

A (2)-nél felhasznaltuk az (1) egyenletet, majd rendezéssel kaptuk a (2.1)-et. Az (1)
és (2.1)-es egyenlettel jelentésen leegyszertisithet6 az eredeti P egyenlet:
2f(a) = f(0) +2£(6) = f(2a) +2/(6) = £ (F(a+1)) & 2f(a+b) + £(0),
(3) fla) + f(b) = f(a+Db) + f(0).
Ebbdl minden n pozitiv egészre:
fln)=fln=1)+f(1) = f(0) = f(n—=2) +2f(1) =2f(0) =--- =

n(f(1) = £(0)) + f(0);
hasonléan, ha n negativ:

f) + f(1) = fn+1)+ f(0) = =n(f(1) = £(0)) + f(0).

*A mésodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szdmban kozoljiik.
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Legyen u = f(1) — f(0) és v = f(0). Mivel f(0), f(1) egészek voltak, {gy u és v
is az.) Az eléz6ek alapjan f(n) = un + v. Visszahelyettesitve az eredetibe (P):

(4) 2ua + v + 2ub + 2v = u*(a + b) + uv + v.
Az a, b helyére 0-t helyettesitve:
(4.1) 3v = (u+1)v.
Ezt kivonva a (4)-bdl kapjuk, hogy:
2u(a +b) = u*(a +b).

Ebbél kovetkezik, hogy 2u = u?, tehdt u = 0 vagy 2.
Ha u = 0, akkor (4.1) miatt v = 0, tehdt f(n) = 0.

Ha u = 2, akkor tetsz8leges v-re f(n) = 2n + v megoldés lesz. Ellen6rzés:

4a+v+4b+2v=2(2(a+b) +v) +v=4a+ 4b+ 3v.

Ezzel megadtuk az Osszes lehetséges [ fliggvényt.

2. Az ABC hdromszdégben A1 a BC oldalon, By pedig az AC oldalon fekszik.
Legyenek P és Q rendre az AA, és BBy szakaszok olyan pontjai, amelyekre PQ pdr-
huzamos AB-vel. Legyen P, a PBy egyenes egy olyan pontja, amire By a PPy sza-
kasz belsejében fekszik, és PP1C'<t = BAC<. Hasonldan legyen Q1 a QA1 egyenes
eqy olyan pontja, amire Ay a QQ1 szakasz belsejében fekszik, és CQ1Q< = CBA.

Bizonyitsuk be, hogy a P, Q, P, Q1 pontok egy kiron fekszenek.

Q1
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Schrettner Jakab megoldasa. Legyen az AA; és BB; egyenesek mésodik
metszéspontja az ABC haromszog koriilirt korével rendre Ay és Bo. Szogszamolas-
sal kapjuk, hogy

CAA 1< = CAA1 = CBA<1 = CQ1Q< = CQ1 A<,

felhasznélva, hogy Ay és Bs is az ABC korén vannak. Ebb6l kovetkezik, hogy C,
Ay, As, Q1 egy korre esnek. Hasonléan kaphatjuk, hogy C, By, By, P is egy korre
esnek.

Mivel PQ parhuzamos AB-vel, illetve a fentebb kapott hirnégyszogek miatt
QPAs<t = BAAs<t = BBy As<t = QB As <,
igy P, Q, As, By egy korre esnek. Tovabba

PiPA>y<< = PB1A< + B1AP< = PiB1C<+ CAAs<t = P BoC< + CBy Ayt =
= P By As<.

Azaz P, By, P, Ay egy korre esnek. fgy P is rajta van a P, @, Ay, Bs pontokat
tartalmazé koron. Ugyanezen szogszamolast elvégezve a masik oldalon kapjuk, hogy
Q1, Az, Q, B is egy korre esnek, tehat @ is rajta van a P, @), Ay, Bs pontokat
tartalmazé koron.

Azt kaptuk tehdt, hogy a P, Q, Pi, Q1, As, By pontok mind egy korre esnek,
amibdl a feladat allitasa is kovetkezik.

3. Egy szocidlis hadlozatnak 2019 tagja van, kézilik némely parok bardtai egy-
masnak. Ha A bardtja B-nek, akkor B is bardtja A-nak. A kévetkezd tipusi ese-
mény eléfordulhat t6bbszor eqymds utdn, egy idében mindig csak eqy ilyen esemény
torténik:

Ha A, B, C olyanok, hogy A bardtja B-nek is és C-nek is, de B nem
bardtja C'-nek, akkor bardtsagot vdltoztathatnak gy, hogy B és C most
mdr bardtai egymdsnak, A és B, valamint A és C bardtsdiga viszont
megsziinik. Az dsszes t6bbi bardtsdg vdltozatlan marad.

Kezdetben 1010 olyan tag van, amelyek mindegyikének pontosan 1009 bardtja
van, és 1009 olyan tag, amelyek mindegyikének pontosan 1010 bardtja van. Bizo-
nyitsuk be, hogy létezik a fenti tipusi eseményeknek egy olyan sorozata, amelyek
végén minden tagnak legfeljebb eqy masik tag a bardtja.

Zsigri Balint megoldasa. Gondoljunk a probléméra egy grafként.

Vegyiik észre, hogy minden 1épésben az élek szama eggyel csckken, és hogy
barmely csucs fokszamanak a paritdsa allandé marad. Figyeljiik meg tovdbba a ki-
indul6 graf kovetkez6 tulajdonsagait. A grafban nem lehet teljes graf komponens,
mert annak 1010 vagy 1011 csticstinak kéne lennie (hiszen minden cstics fokszdma
1009 vagy 1010), vagyis csak 1010 cstcsu lehet: az 1010 darab 1009 fokd cstcs;
viszont ekkor tetszoleges 1010 fok csicsra igaz, hogy mivel csak 1008 masik ilyen
van, ezért 6ssze van kotve 1009 fokuval is, ami ellentmondés. Az el6z6ek alapjan
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szintén igaz, hogy a graf minden komponensében van paratlan foku cstcs. Tehat
a kiindulé graf olyan komponensekbdl all, melyek mindegyike az alabbi harom ka-
tegoria egyikébe esik:

1. Tzoldlt pont (eredetileg 0 darab).

2. 2 csicsu teljes graf (eredetileg 0 darab).

3. Egyéb nem teljes graf, mely tartalmaz péaratlan foku csicsot.

Ha van 3. tipusu komponens, akkor nyilvan tudunk lépni. Belatom, hogy ekkor
olyat is tudunk 1épni, amellyel tovédbbra is csak ilyen komponensek maradnak.

1. Tegyiik fel, hogy tudunk olyat lépni, hogy azzal a graf adott komponense
tovabbra is Gsszefiiggé marad.
Ekkor ez a komponens tovébbra is tartalmazni fog paratlan fokd csicsot (mivel
a cstcsok fokszdmainak paritdsa dllandd), és a tobbi komponens véaltozatlan
marad; tehat csak annyit kell belatni, hogy ez a komponens nem alakul teljes
graffd. Ehhez vizsgaljuk meg, hogyan keletkezhet teljes graf.
Ha egy izolalt teljes graf komponens keletkezik, akkor a keletkezé komponens
egyik csticsanak benne kellett lennie abban a harom csicsban, amelyre a 1épést
végrehajottuk.

a) Ha csak az egyik csicsa volt benne a keletkezd teljes grafnak a csucshar-
masban, akkor az lehetett a cseresznye egyik vége, vagy a kozépso cstcs.

i) Ha a cseresznye egyik vége benne volt a keletkez6 teljes grafban, de
a mésik tehat nem (a cseresznyének csak 1 csicsa volt benne!), akkor
a keletkez6 komponens nem lesz izolalt teljes graf, mivel a cseresznye
masik vége egy éllel hozzd lesz kotve (ellentmonddsra jutunk).

i) Ha a cseresznyének a kozepe van benne a keletkezd teljes grafban,
akkor a cseresznyének a két vége a keletkez6 teljes graf semelyik masik
cstcsdval sinces Osszekotve (hiszen izoldlt lesz a teljes graf), tehdt 6k
ezen lépés utan elszakadnak. Mivel az 1. pontban vagyunk, ezért ez
jelen esetben ellentmonddsra vezetne (nem maradna a komponens
Osszefiiggd).

b) Ha két csticsa is benne van a csticshdrmasnak a keletkez6 teljes grafban,
akkor azok kozt eredetileg nem lehetett él, hiszen a 1épés utan muszaj
koztiik élnek lenni. Ekkor a cseresznye kozepe nyilvan nem lehetett benne
a teljes grafban, és nem is lehetett Osszekotve annak egyéb csucsaival,
tehat a lépés utan 6 elszakad téle. Mivel az 1. pontban vagyunk, ezzel
a lehet6séggel szintén nem kell torodniink.

Tehat ilyen esetben izolalt teljes graf komponens nem keletkezhet.
2. Tegyiik fel most, hogy csak olyat tudunk lépni, hogy attdl egy komponens
kettészakad.

a) Tételezziik fel, hogy van olyan 2 foku cstics, amely egy lehetséges 1épésben
a cseresznye kozepe.

Ekkor ezt a 1épést végrehajtva 6 elszakad, és 1. tipusu komponens lesz,
valamint a volt komponensének maradékdban tovabbra is lesz paratlan
foku cstcs (hiszen minden cstcs fokszdménak paritdsa dllandé). A kom-
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ponensének a maradéka igy vagy nem lesz teljes graf, és ezzel 3. tipusu
lesz, vagy
1) 2 cstcesu teljes graf lesz, vagyis 2. tipust.

i1) Tegyiik fel, hogy 3 csicsu teljes graf lesz.
Ekkor az eredeti komponens egy 4 cstcsu kor volt, ami ellentmond
az indukcids feltevésnek, mert a 3 kategéria egyikébe sem esik bele.
Ezzel tehat nem kell torodniink.

1i1) Tegyiik fel, hogy legaldbb 4 csticsu teljes graf lesz.
Ekkor a cstics, mely elszakad, eredetileg egy-egy éllel volt hozzdkotve
egy teljes grafhoz, melynek egy éle (értelemszertien) hidnyzott. Ez az
izolalt teljes grafok keletkezési lehetOségeinek fentebb targyalt médja-
ibol kovetkezik, és abbol, hogy a cseresznye kozepe 2 foku. Ha viszont
ebben az esetben egy olyan cseresznyével 1épnénk, aminek a kozepe
az eredeti cseresznyénk egyik vége, és az egyik vége az eredeti cseresz-
nyénk kozepe (6 a teljes graf semelyik maésik csicsdval nincs Gssze-
kotve, kivéve azt az egyet, amellyel az 4j kozéps6 nincs dsszekotve),
akkor a komponens nem szakadna ketté (maradna a cseresznyén kiviil
2 6sszekotott csics, amik egyiitt mindenkivel 6ssze vannak kotve; az
egyik az eredeti cseresznye masik vége, a masik pedig akarmelyik ma-
sik). Mivel a 2. részben vagyunk, ez ellentmondds, és nem torténhet
meg.

Tehat a tulajdonsdg az a) esetben valéban megmarad.

b) Most azt tegyiik fel, hogy minden cseresznye, amivel lehet 1épni legaldbb
3 foku kozépsé csticesal rendelkezik.
Legyen egy tetszoleges ilyen cseresznye kozépso cstucsa A, két vége pedig
B és C, tovabba D az A-nak egy B-t6l és C-t0l kiillonboz6 szomszédja.
Mivel a BAC' cseresznyével 1épve (ahol A a kozépsd csics) a komponens
kettészakad, ezért B és D, illetve C' és D kozt nem futhat él (hiszen A-nak
és B-nek, illetve A-nak és C-nek kiilonb6z6 komponensbe kell keriilnie), és
minden koztiik futé Ut atmegy A-n. Tehat a BAD és C AD cseresznyékkel
is léphetiink. Ha ezek koziil az egyikkel 1épiink, akkor A és D kiilonb6z6
komponensekbe keriilnek, igy A barmely maésik szomszédja és D kozt csak
A-n keresztiil vezethet 1it. Ugyanebbdl a 1épésbél ismert, hogy B és C kozt
is csak A-n keresztiil mehet 1it.
Ebbél altaldnossdgban tudjuk, hogy A (aki tetszéleges cseresznye-kozép
volt!) barmely két csicsa kozt csak A-n keresztiil vezethet tt. Vagyis
A-t elhagyva a grafbol minden szomszédja kiilon komponensbe keriil.
Tekintsiink egy tetszéleges ilyen komponenst.
Ismert, hogy egy grafban a fokszamok Gsszege mindig paros, vagyis paros
sok paratlan foku csics van benne. A kivalasztott komponensiinkbe vi-
szont megy még kiviilrol egy él (A-bdl), ami egy cstics fokdnak a paritasat
megvialtoztatja, vagyis paratlan sok paratlan fokud csicsnak kell lennie egy
ilyen leendd komponensben, tehdt lennie kell paratlan fokd cstcsnak.
Mivel a kettészakadas utan mindkét komponensben benne lesz egy-egy
teljes ilyen komponens (legaldbb 3 4g van!), ezért mindkettében lesz pé-
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ratlan foku cstcs. fgy mindkét komponensre igaz, hogy vagy 2. tipusy,
vagy csak annyit kell réla belatni, hogy nem izolalt teljes graf. Tegyiik fel
indirekt médon, hogy mégis teljes graf keletkezik.

i) Ha az 1./a)/ii) médon keletkezik a teljes gréf, akkor ezen cseresznye
helyett azzal 1épve, amelynek a kozepe az eredeti kozepe, egyik vége
az eredeti egyik vége, és a masik vége a keletkezo teljes graf egyik
cstucsa, a komponens nem szakadna ketté; tehat nem a 2. részben
lennénk.

1) Ha az 1./b) médon keletkezik a teljes graf, akkor az eredeti cseresznye
helyett azzal 1épve, amelynek a kozepe az eredeti egyik vége, egyik
vége az eredeti kozepe, a masik vége pedig a keletkezd teljes grafban
van, a komponens nem szakadna ketté, és ekkor sem a 2. részben
vagyunk.

Tehat egyik keletkez6 komponens nem lehet teljes graf, vagyis 2. vagy 3.
tipusi.

Belattuk tehét, hogy ha tudunk 1épni, akkor tudunk tgy 1épni, hogy minden
komponens beleessen a fent felsorolt 3 kategdria egyikébe, viszont csak akkor nem
tudunk 1épni, ha csak 1. és 2. tipustt komponensek maradtak. Mivel minden 1épés-
ben az élek szama eggyel csokken, és kezdetben csak véges sok él volt, ezért csak
véges sokat tudunk igy lépni, vagyis el6bb-utébb a fent leirt allapotba jutunk, ami
a feladat dltal leirt dllapot. Tehat a feladat dltal meghatarozott allapotba biztosan
el tudunk jutni.

Térbe kilép6 bizonyitasok I.

Projektiv geometriai tételek

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk eld.

Az els6 részben olyan tételeket fogunk vizsgalni, amelyekben csak pontok,
egyenesek és ezek illeszkedései szerepelnek, esetleg még egy kor vagy kipszelet
is. Gyakorlott versenyzék szaméra ezek a tételek jol ismertek, gyakran hasznéljuk
versenyfeladatok megolddsahoz is.

Vetités az ablakiivegre

Klasszikus dbrazoldsi médszer, hogy a helyszint egy iiveglapon (ablakon) &t
nézziik, és az iivegre rajzoljuk ra a targyak korvonalait. Valgjaban a targyakat egy
pontbdl — a szemiinkbdl — vetitjiik az ablak sikjara. Az ablakkeret a végtelen nagy
képbol vag ki egy téglalap alaki részletet.
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Az ablakkal parhuzamos egyenesek vetiiletei az ablakon is parhuzamos egyene-
sek; specialisan, ha az ablak fiiggéleges iranyt, akkor a fliggéleges egyenesek a ké-
pen is fiiggblegesek. Az ablak sikjaval nem parhuzamos egyenesek képei viszont
csak félegyenesek (mert nem latjuk a hatunk mogé es6 résziiket). Az egymdssal
parhuzamos, de az ablakot dof6 egyenesek képei egy pontbdl indulé félegyenesek;
a kozos végpont az iivegen az a pont, ahol a szemiinkén keresztiil hizott parhuza-
mos dofi az ablak sikjat. Ez a kozos ,irdanypont” az adott iranyu ,,végtelen tavoli”
vagy ,idealis” pont képe.

Kiilonosen miiszaki rajzokon fordul el6, hogy csak néhany, esetleg csak harom-
féle irdnyt haszndlunk. Attdl fiiggden, hogy a & irdnyok koziil hany (nem) parhuza-
mos a kép sikjaval, beszélhetiink egy, ketto vagy harom iranypontos perspektivardl
(1., 2. és 3. dbra).

1. dbra. Egy irdnypontos perspektiva 2. dbra. Két irdnypontos perspektiva

A rajzéran persze nem meresztjilk a szemiinket az ablakiivegen keresztiil
a szomszéd haztombre; sokkal egyszer(ibbnek tlinik, hogy valahogy felvessziik
az iranypontokat és néhany tovabbi pontot, és vonalzdval elkezdjiik 6sszekotogetni.
Képzeljiik el, hogy a 3. dbran lathato rajzrészletet készitettiik el.

I3

8. abra. Harom irdnypontos perspektiva
Ha ez a rajz egy valddi téglatest képe, akkor az I1 E, IoF és IsG egyenesek

egy ponton, a téglatest nyolcadik csicsanak képén mennek at. Ha viszont csak
gy, taldlomra vettiink fel pontokat és huztunk egyeneseket, nem lehetiink biztosak
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ebben. Marpedig nem szeretnénk megszégyeniilve pironkodni, f6leg nem a rajztanar
elott. (,Latod, kisfiam, ha nem csaltdl volna, az a hirom egyenes egy ponton
menne 4t ...!”) Szerencsére a vetitést visszafelé is el tudjuk végezni, és ki tudunk
talalni valamilyen térbeli alakzatot, amelynek a rajzrészletiink a vetiilete. Azt is
meg lehetne prébalni, hogy ,valédi” parhuzamosokat taldljunk a térben, de erre
nem lesz sziitkség.

Jeloljitkk X-val a rajzunk sikjat. Vegyiink fel a térben egy 1j A’ pontot, ami
nincs a ¥ sikban, de az Y-ra valé meréleges vetiilete éppen az A pont. Az I A,
15 A és I3 A szakaszokon legyen rendre B’, C', illetve D’ az a belsd pont, amelynek
merdleges vetiilete Y-ra B, C, illetve D. Az 115 A’ hdromszogben az I,C' és I, B’
Ceva-szakaszok! metszéspontja legyen G’. Mivel az I;C’ és I, B’ merdleges vetiilete
3-n I;C és I, B, ugyanez igaz a metszéspontjaikra: a G’ mer6leges vetiilete Y-n
a (G pont. Hasonléan, legyen I; D’ és I3 B’ metszéspontja I, és legyen Io D' és I3C’
metszéspontja E'; ezek vetiilete ¥-n F, illetve E (4. dbra).

4. dbra. Térbeli rekonstrukcié a harom irdnypontos perspektivabol

Most tekintsiik az Iy 1o D', I1I3C’, és 1513 B’ hdromszogek sikjait, jelolje ezeket
Y12, Y13, illetve Yo3. A M19 és Y13 sfkoknak [ és E’ is kozos pontja, tehat a két

!Olyan szakaszok, amelyek a hadromszog egyik csticsat a szemkdzti oldal egyik pontjaval
kotik Ossze.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7 393



éf 2019.10.7 — 18:27 — 394. oldal — 10. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

stk metszésvonala az I1 E' egyenes. Hasonlban, Y15 és Yoz metszésvonala az IoF,
Y13 és Yoz metszésvonala az 3G’ egyenes.

Az I, I, D’ hiaromszogben az I1E’ és IoF' Ceva-szakaszok a haromszog belse-
jében metszik egymdst; a metszéspontjukat jeldljiik H'-vel. Mivel [1 E' az Y15 és
Y13, IoF pedig az Y15 és Yo3z sikok metszete, a metszéspont mindhdrom siknak
kozos pontja. Ezért a H' ponton a Y13 és Yoz sikok metszésvonala, az I3G’ egyenes
is 4tmegy. Ha a H' pont Y-ra vald vetiiletét elnevezziik H-nak, akkor azt kaptuk,
hogy I1 F, IxF, I3G egyenesek egy ponton, H-n mennek at.

Harom sik, harom egyenes

Az el6z6 bizonyitas f6 1épését érdemes altalanosabban is végiggondolni és ki-
mondani. A kovetkez6 tényt nagyon gyakran alkalmazhatjuk térbe kilépé bizonyi-
tasokban.

Lemma.? Ha adott hdrom egyenes gy, hogy kozilik bdrmelyik kettd eqy sik-
ban van (tehdl metszik egymdst vagy pdrhuzamosak), de a hdrom egyenes egyiitt
nincs eqy sikban, akkor a hdrom egyenes vagy egy ponton meqy dt, vagy pedig par-
huzamosak egymdassal.

A Lemma bizonyitasa. Jelolje a harom egyenest ey, ey és ez, és legyen
i=1,2,3 esetén X, ;41 az e; és az e; 41 egyenesek sikja. (Szokés szerint ciklikusan
indexeliink: e4 azonos ej-gyel, és e5 azonos ex-vel.)

Eloszor is vegyiik észre, hogy az e; egyenes nem lehet a o3 sikban — mert akkor
akkor mindharom egyenes ebben a sikban lenne —, ezért e; biztosan kiilonbozik
eo-t6l és es-tol. Ugyanigy lathatjuk, hogy es és e3 egymastdl is kiilonbozik. Két
kiilonb6z6 egyenesre legfeljebb csak egyféle sik illesztheto, ezért a 1o, Yo3 és Y3q
sikok egyértelmiien meghatarozottak. Mivel a harom egyenes nincs egy sikban,
a Y19, Mog és M3 sikok killonbozok. A X149, és ¥, ;41 metszésvonala az e; egyenes
mindegyik ¢ indexre.

Két, egy sikban fekvo egyenes vagy parhuzamos, vagy metszi egymast. Ha a ha-
rom egyenes parhuzamos akkor kész vagyunk, a Lemma &llitdsa teljesiil (5. dbra).
Ellenkez6 esetben a harom koziil valamelyik két egyenes, mondjuk e; és es metszi
egyméast egy P pontban. A P az e; egyenesen van, ami viszont a 5 és Y31 sikok
metszete. Ugyanigy a P ponton az e; egyenes is atmegy, ami a 5 és Yog sikok
metszésvonala. A P pont tehdat mindharom sikra illeszkedik; emiatt P kozos pontja
a Yog és Y31 sikoknak; akkor viszont ezek metszésvonala, a harmadik, e3 egyenes
is dtmegy P-n (6. dbra).

Két klasszikus projektiv geometriai tétel

A Lemma alkalmazasara két példat mutatunk.

2A gorog Aippe” sz6 jelentése kapott valami, példdul ajindék, profit vagy korrupt
pénz. Matematikaban olyan allitast, tételt jelent, ami nem énmagaban érdekes, hanem maés
tételek bizonyitasahoz hasznéljuk fel. A lemma” helyett a ,segédtétel” vagy ,segédallitds”
szavakat is irhatnénk.

394 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7



ﬂé 2019.10.7 — 18:27 — 395. oldal — 11. lap

]
4‘

5. dbra. e1, ez, ez parhuzamosak 6. dbra. ey, ea, es metszoek

Desargues® tétele: Legyen Ay Ay As és By By Bs két haromszig a sikon, ame-
lyek csicsai és oldalegyenesei is kilonbozdk. Legyen az A1As és By By egyenesek
metszéspontja X1, az A1As és By B3 egyenesek metszéspontja X13, €s az AxAsz és
Bs B3 egyenesek metszéspontja Xoz. A kovetkezd két dllitas ekvivalens:

(a) A két hdaromszdg megfeleld csi-
csait osszekdtd A1Bi, AsBy és A3Bs
eqyenesek egy ponton mennek dt vagy
pdrhuzamosak.

(b) A két hdromszég megfeleld ol-
dalainak metszéspontjai, vagyis az Xi2,
X3 €s Xog pontok egy egyenesre esnek
(7. ébra).

A tétel bizonyitdsa azon malik,
hogy ez a tiz pontbdl és tiz eqyenesbdl al-
6 elrendezés egy térbeli geometriai alak-
zat vetiilete (8. abra).

7. d@bra. A Desargues-tétel

Az (a) = (b) irdny bizonyitdsa: Az dbra sikjit most is jeloljiik X-val. Ha
az A1Bi1, AyBy és A3B3 egyenesek az O ponton mennek dt, akkor vegyiink fel
a térben egy U pontot, amelynek merdleges vetiilete a 3 sikon O. Az UA;, UA,
és UAs egyeneseken legyen C1, Cs, illetve C3 az a pont, amelynek vetiilete By,
Bs, illetve Bs. Ha A1 By, A3 By és A3Bs parhuzamosak, akkor vegyiink a térben,
az Ay, A, Az pontokon keresztiil harom, egymassal parhuzamos egyenest, amelyek
merdleges vetiilete éppen Ay By, AxBs, illetve A3Bs, és ezeken vegyiik fel azokat
a Cq, Cy, illetve C3 pontokat, amelynek vetiilete By, Bs, illetve Bs.

Alkalmazzuk most a Lemmét az Ay As, By By és C1C5 egyenesekre. Az Ay A,
és By B> egyenesek a X sikban fekszenek; a C1Cs a By Bs-n keresztiil Y-ra allitott
merdleges sikban, végill az A As és C1Cy egyenesek az A;Cy és AyCy egyenesek
sikjadban vannak. A C; pontok nem lehetnek a 3 sikban, mert akkor a teljes A;C}
egyenes, és vele az U pont is Y-ban lenne. A Lemma feltételei teljesiilnek: az A; Ag,

3Gérard Desargues francia matematikus és épitész, 1591-1662.
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8. abra. A Desargues-tétel bizonyitdsa

By By és C1C4 egyenesek koziil barmelyik ketté egy sikban van, de a harom egyenes
egylitt nincs egy sikban. Ezért a harom egyenes egy ponton megy at; mivel A; Ag
és B1By az X12 pontban metszi egymast, ez azt jelenti, hogy a C1C5 egyenes is
atmegy az X1o ponton. Az indexek permutdldasaval ugyanigy lathatjuk, hogy a Cy3
egyenes atmegy atmegy Xiz-on, illetve Cy3 atmegy atmegy Xo3-on.

Ezek utdn az X15, X3, Xo3 pontok mind kozos pontjai az C1CoC3 és a 3 sik-
nak, ezért egy egyenesen vannak.

A (b) = (a) irany bizonyitasa: Ugyanezt a térbeli dbréat épitjiik fel, csak
forditott sorrendben. Az X15X13X23 egyenesen keresztiil fektessiink egy Y/ sikot,
ami kiillonbozik 3-t6l, de nem merdleges ra, és ezen jeloljiik ki azokat a C1, Csy, Cs
pontokat, amelyek Y-ra es§ meréleges vetiilete By, Ba, illetve Bs. A C1, Cs, Xy
pontok kozos pontjai az X' sfknak és a ByBs egyenesen keresztiil Y-ra &llitott
meroleges siknak, ezért egy egyenesre, a két sik metszésvonalara esnek. Ugyanigy
lathatd, hogy C1, C3 és X13, valamint Cs, C3 és Xo3 is egy egyenesre esik.

A Lemmét most az A1C7, AsCs, A3C5 egyenesekre alkalmazzuk. Barmely
1<i<j <3 indexparra az A;C; és A;C; egyenesek az A;C;X;; sikban van-
nak, tehat a hiarom egyenes koziil barmelyik kett6é egy sikban van; ugyanakkor
az Ay, As, Az, C1,Co, C3 pontok nincsenek egy sikban. A Lemma szerint tehdat
az A1C1, AxCs, A3C3 egyenesek egy ponton mennek at vagy parhuzamosak. A ha-
rom egyenest visszavetitve Y-ra latjuk, hogy az A1 By, As By, A3B3 egyenesek egy
ponton mennek at vagy parhuzamosak.

Brianchon* tétele: Ha az Ay Ay A3A4AsAg (esetleg hurkolt) hatszég oldal-
egyenesei érintdi eqy nem elfajuld kipszeletnek (kor, ellipszis, parabola vagy hiper-
bola), akkor a hatszdg szemkdzti pontjait dsszekitd Ay Ay, AsAs és AsAg egyenesek
egy ponton mennek dt vagy pdrhuzamosak (9. dbra).

4Charles Julien Brianchon francia matematikus, 1783-1864.
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Ay

9. dbra. A Brianchon-tétel 10. dbra. A Brianchon-tétel
érintOhatszogben

A tételnek szamtalan véltozatat, specialis és hatdresetét lehetne felsorolni,
az egybeesd oldalegyenesek esetétdl a (paraboldt érintd) végtelen tévoli oldal eseté-
ig. A kedves Olvasonak ajanljuk, hogy valamilyen szamitégépes programmal, mint
példaul a GeoGebra, probaljon minél tobbféle specidlis vagy elfajulé esetet keresni.
Itt most nem célunk ezeknek az attekintése; a tételnek csak az egyik legegyszeriibb
esetét fogjuk bizonyitani.

Brianchon tétele, specidlis eset: Ha az A1 Ay A3 A A5 Ag konvex hatszdgbe
kort lehet irni, akkor a hatszog A1Ay, AsAs és A3Ag dtldi egy ponton mennek dt
(10. &bra).

Bizonyitas a specidlis esetre. Az abra sikjat most is Y-val fogjuk jeldlni.
A hatszogbe irt kor érintési pontjai legyenek Ti,...,Tg a 11. dbra szerint. Va-
lasszunk egy o hegyesszoget, és jeloljiik ki a térben azokat a By, ..., Bg pontokat,

11. @bra. A Brianchon-tétel bizonyitisa
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amelyek felvaltva 3 két oldalan helyezkednek el, merdleges vetiiletitk a X sikon
rendre Ay, ..., Ag, és az A;T; B;<t és A;T;_1 B;<t szogek mindegyike o nagysagu. Mi-
vel a korhoz hizott érintd szakaszok egyenlék, mindegyik ¢ indexre A;T; = A;T;_1,
igy az A;T;B; és A;T;_1B; derékszogii haromszogek egybevagok, és az A;T; B;< és
A;T;_1 B;<t szogek automatikusan egyenlok. (Ugy is mondhatnank, hogy a hatszog
oldalegyeneseit >-ra merdlegesen « szoggel megdontjiik, és az igy kapott egyene-
seknek vessziik a metszéspontjait.)

A Lemmat most a By B4, Bs By és B3 Bg egyenesekre alkalmazzuk. A By By és
B4 B; egyenesek egymas tiikorképei a 11Ty szakasz felez6 merdleges sikjara, ezért
egy sikban vannak; ebben a sikban fekszik a B1 B4 és a ByB5 egyenes. Ugyanigy
lathatjuk, hogy a By Bs és B3Bg, illetve a B3Bg és B1 B4 egyenesek egy sikban
vannak.

Hatra van még annak ellendrzése, hogy a By By, BsB5 és B3 Bg egyenesek nem
lehetnek egy sikban; ez nyilvanvalénak latszik, de formalisabban is igazolhatjuk:
ha a B1B4, ByBs és B3Bg egyenesek valamilyen sikban vannak, akkor ebben
a sikban vannak a By, ..., Bg pontok, a teljes Bj ... Bg torottvonal, és vele egyiitt
aly,...,Tg pontokis. A T, ..., Tg pontok sikja csak a 3 lehet, de ez nem lehetséges,
mert a By pontokat X-n kiviil vettiik fel.

A Lemma feltételei tehdt teljesiilnek, ezért a By By, BaBs és B3 Bg egyenesek
egy ponton mennek at vagy parhuzamosak. Ugyanez igaz a merdleges vetiileteikre,
az A1 Ay, AsAs és A3Ag egyenesekre is. Mivel azonban az A1 Ay, AsAs és AsAg
atlok koziil barmelyik ketté metszi egymaést, ez csak gy lehet, ha a harom atlé egy
ponton megy at.

Ajanlott irodalom

A fenti tételek teljesebb targyaldsihoz be kellene vezetniink a projektiv sik és
tér ,idedlis” objektumait, ez most nem volt célunk. Emiatt a tételeket sem mondtuk
ki legéltalanosabb formdjukban.

Ha valaki szeretne tobbet tanulni a projektiv geometriardl, annak a kévetkezo
konyveket ajanlom.

[1] Reiman Istvdn: A geometria és hatdrteriletei. Gondolat, Budapest, 1986.
[2] H. S. M. Coxeter: Projektiv geometria. Gondolat, Budapest, 1986.

Feladatok
1. Igazoljuk, hogy a 3. abréan az AG, CFE és DF szakaszok egy ponton mennek at.

2. Egy perspektivikus képen, csak egyenes vonalzot hasznalva, hogyan jelolhetiink
ki egyenlo szakaszokat egy egyenesen? Hogyan tobbszorozhetiink, felezhetiink
vagy harmadolhatunk egy szakaszt?

3. Vezessiik le a Desargues-tételbol, hogy a haromszog sulyvonalai egy ponton
mennek at.

4. Az ABC héaromszog beirt kore az oldalakat az Ay, By, C1 pontokban érinti.
Jol ismert, hogy az AA,, BB, CCy Ceva-szakaszok egy ponton, a hdromszog

398 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7



? 2019.10.7 — 18:27 — 399. oldal — 15. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

Gergonne-pontjan mennek at. Gondoljuk meg, hogy ez a tény a Brianchon-
tételnek milyen elfajuld esete, és igazoljuk kozvetleniil, térbe kilépéssel is.

5. Az ABCD érinténégyszog beirt kore az AB, BC, CD, DA oldalakat rendre
az B, F, G, illetve H pontban érinti. Mutassuk meg, hogy az AC, BD, EG és
F H szakaszok egy ponton mennek at.

6. Legyen A A;A3A4A5A6 érintéhatszog, legyen az Ay Az és AyAg egyenesek
metszéspontja P, az Ay Ay és A5 Ay egyenesek metszéspontja @), az AzAs és
AgAs egyenesek metszéspontja R. Mutassuk meg, hogy a P, @) és R pontok
egy egyenesen vannak.

Kés Géza

EGMO beszamolé ?
DO

Kis csapatunk vasarnap reggel kezdte meg utjat Ukrajna févarosaba, Kijevbe.
Az Ut kellemesen telt és mar kora délutdn a szélldson voltunk. Remek helyen
laktunk, gyonyort kilatassal a 9. emeletr6l. Masnap volt lehetoségiink egy kis
varosnézésre, f6leg Kijev belvarosaban. Lattunk néhdny nagyon érdekes épiiletet,
tornyokat és arany tetejii kék templomokat. Még egy kisebb galéridban is korbe
néztiink. Ezen a napon keriilt sor a nyité ceremoniara is, ami a szokdsosnal talan
kicsit izgalmasabb volt, mivel megismerkedhettiink néhany hagyoméanyos ukran
hangszerrel, amelyeken ukran népviseletbe 6lt6z6tt zenekar jatszott.

A harmadik és a negyedik nap féleg a versenyrdl szélt. Az elsé négy és fél
ora alatt egy algebra, egy kombinatorika és egy geometria, mig a masodik négy
és fél éra alatt egy geometria, egy szamelmélet és egy kombinatorika feladaton
gondolkozhattunk. Osszességében nagyon érdekesnek taldltam Sket, bar a masodik
feladatsor hossza némileg ijeszt6é volt elsOlatdsra. Talan a legjobban az elsé nap
harmadik feladata tetszett, mivel végre hasznos volt észben tartani a jé tanacsot:
»egy életem, egy haldlom, az inverziét megprébalom”.

A verseny 6todik napjan kirandulni voltunk, egy latogatdk szaméra épitett uk-
ran faluban. Az idegenvezeténk egy népviseletbe 6ltézott néni volt, aki sokat mesélt
nekiink a faluk mindennapjairdl, a szokdsokrol és tinnepekrél. Azt is megtanitotta,
hogyan kell a kend6t szépen felkétni a fejiinkre. Egyetlen rossz dolog volt a kiran-
duldsban: az id6. Sajnos nagyon hideg volt, az es6 is esett, ami majdnem elvette
a kedviinket a kirdndulastél. Ezt probaltak vendéglatéink orvosolni néhany hagyo-
manyos népi jatékkal és ukran néptdnc tanitdsaval. A mozgas némileg felmelegitette
megdermedt végtagjainkat és visszagondolva nagyon kellemes napot toltéttiink el
a fogvacogtaté hideg ellenére.

Mire visszaértiink a széllasra, a feladatok nagy része mar ki volt javitva és esté-
re az éremhatdrok meghatdrozasa is megtortént. A magyar csapat 2 bronz-, 1 eziist-
és 1 aranyérmet szerzett és az orszigok listdjdn 8. (az eurdpaiak listajan 7.) lett.
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Az eredménynek mindannyian nagyon oriiltiink, de a napnak még nem volt vége.
Fekete Panna és Kiss Melinda (csapatvezeténk és csapatvezetd helyettesiink) egy
kiilonleges programmal késziilt szamunkra. Kiprobalhattuk, milyen az 6 helyiikben
lenni és a didkok pontjaiért kiizdeni.

A hatodik napon kozosen vettiink részt egy hajokiranduldason, majd a zéré ce-
remonian és végiil az utolsé kozos vacsoran, melyet egy éjfélig tarté zenés-tancos
mulatsag zart le. Ezutan mar csak 6sszepakoltunk, mivel masnap hajnalban indul-
tunk haza Budapestre.

Osszefoglalva az idei EGMO is mékéban, izgalmakban és érdekes matek pél-
dékban gazdag volt és mindannyian nagyon jol éreztitk magunkat.

Kerekes Anna

Gyakorlé feladatsor
i emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a cos 2z = 5 cosz — 3 egyenletet, ha x € [—m;27]. (5 pont)

b) Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a

Qﬁ—\/x+2—\/x+4>0

egyenl6tlenséget. (7 pont)
2. Vizsgaljuk meg az a,, = 2:_;13, n € Z sorozatot korldtossag, monotonités
és konvergencia szempontjabdl. Megéllapitasainkat igazoljuk. (11 pont)

3. Egy barati tarsasdgban 32 lapos magyar kéartydval jatszottak. (Itt a ,szinek”:
piros, zold, makk, tok; mindegyik szinen beliil 4sz, kiraly, fels6, alsd, tizes, kilences,
nyolcas, hetes lapok taldlhatdk.) Egyik este Kéroly feljegyezte, hogy az elsé tiz
osztas alkalmédbdl hany piros lapot kapott. Az 1, 3, 0, 2, 4, 2, 5, 3, 2, 4 adatokat
irta fel.

a) Mennyi az dtlag, médusz, medidn, szérds? (4 pont)

Egyszer a piros lap elé6forduldsanak torvényszeriiségeit vizsgaltdk igy, hogy
a jol megkevert paklibdl taldlomra kihuztak egy lapot, feljegyezték, hogy piros-e
vagy sem, majd visszatették a tobbi kozé. Ezt Gsszesen nyolcszor végezték el.

b) Mennyi a valésziniisége, hogy legfeljebb 5-szér kaptak pirosat? (6 pont)

Késébb megvaltoztattak a hizas modjat, ekkor egyszerre vettek ki 8 lapot
a megkevert paklibol.

¢) Mennyi a val6sziniisége, hogy legaldbb 6 piros lap van kézottiik? (3 pont)
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4. a) Van-e olyan mésodfoki egyenlet, amelynek egyik gyoke raciondlis, a ma-

sik irraciondlis szdm? (3 pont)
b) Van-e olyan egész egyiitthatds méasodfoki egyenlet, amelynek egyik gyoke
raciondlis, a mésik irraciondlis szdm? (6 pont)
¢) Van-e olyan egyszerti graf, amelynek 8 pontja és 29 éle van? (3 pont)

Ha az el6bbi kérdésekre igen a valasz, adjunk példat ilyen esetre, ha nem,
indokoljuk a vélaszt.

d) Mutassuk meg, hogy az A, B kijelentések tetsz6leges logikai értéke esetén
AV (AAB)=A. (3 pont)

II. rész

5. Nyari vitorldstabor 26 fiataljanak tszasoktatast szerveztek fizikai erénlétiik
javitdsa, vizi biztonsdguk erdsitése céljabdél. A taborban gyors-, mell- és hatiszas
oktatasara volt szakképzett oktatd, igy a résztvevok e harom uszasnemre jelentkez-
hettek. Mindenkinek legaldbb egyet véalasztania kellett. 17-en vélasztottak a gyors-
uszést, 15-en jelentkeztek hatuszasra, 16-an pedig melluszasra. 8 olyan, gyorsuszast
valasztott fiatal van, aki hatuszasra nem jelentkezett. Azok koziil, akik a gyorsot
valasztottak, 8-an mellre is jelentkeztek. Csupan ketten valasztottdk mindhdrom
uszasnemet.

a) Hény résztvevd valasztotta a mell- és hétiszdst is? (7 pont)

Az oktatds végén a balatonboglari uszodaban versenyt rendeztek a tdborlakdk
szamara. A ledny melliszdas dont6jébe Anna, Bea, Cecilia, Déra, Edit és Flora
keriilt.

b) Hényféleképpen végzédhetett a dontd, ha tudjuk, Déra nem lett dobogds
(nem volt az els6 hdromban), de nem is lett utolsd, tovabbd Bea megeldzte Florat,
azonban kikapott Editt6l? Holtverseny nem volt. (6 pont)

A tédborzar6 estén dijak, jutalmak ataddsara keriilt sor. A szponzorok harom
értékes targyat sorsolassal kivantak kiosztani, ezért a taborozdk nevét felirtak egy-
egy cédulara és ezeket egy urnaba dobtak, majd a fészponzor kihtzott harom
cédulat.

¢) Mennyi a val6szin(isége annak, hogy mindhdrom nyertes csak egy iszdsnem
oktatésan vett részt? (3 pont)

6. Az ABC héromszog csucsainak koordinatai: A(—10;6), B(2; —10), C(11;3).

a) Irjuk fel a haromszog koriilirt korének egyenletét. (4 pont)

b) Jelolje O a koriilirt kor kézéppontjat, S a stlypontot. frjuk fel az OS egyenes
egyenletét. Milyen helyzetli az OS egyenes az AB egyeneshez viszonyitva? Igazoljuk

észrevételiinket. (4 pont)
¢) Hol van a C-n dtmend magassdgvonal és a koriilirt kor C-t6l kiilonbozé
metszéspontja? (4 pont)
d) Mekkora a hédromszog teriilete? (4 pont)
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7. Egy mértani sorozat els6é négy tagjabdl rendre 1-et, 2-0t, 5-6t, 11-et elvéve
egy szamtani sorozat négy szomszédos tagjat kapjuk.

a) Mennyi a mértani sorozat elsé tagja és hdnyadosa? (8 pont)

Szamitsuk ki az adott eljarassal a szdmtani sorozat elemeit, majd képzeletben
folytassuk mindkét irdnyba a sorozatot.

b) Van-e ebben a szdmsorban olyan szomszédos elemekbdl allé rész, amely-
ben az elemek 6sszege 20197 Ha igen, adjuk meg az 6sszes megoldast. Indokoljuk
a védlaszt. (8 pont)

8. Egységsugaru korbol megfelelé korcikket kivagva, majd egyenes korkup
palastjanak kialakitva tolcsért készitiink.

a) Mekkora a korcikk koézépponti szoge, ha a tolesér térfogata a lehetd legna-
gyobb? (9 pont)

Rendelkezésre all egy 10 x 16 egység oldalu téglalap alaki lemez, amelybdl az
a) részben kapott maximélis térfogati toleséreket szeretnénk kialakitani.

b) Tudunk-e ebbél a lemezbdl 50 db ilyen tolesért csindlni? Megdllapitdsunkat
indokoljuk. (7 pont)

9. Adott az f(z) = cosz és a g(z) = sin 2z fiiggvény (x € R).
a) Irjuk fel a h(z) = f o g, illetve k(z) = go f fiiggvényeket, allapitsuk meg az

értékkészletiiket. (6 pont)

b) Hol metszi egymdst az f(x) és g(x) fiiggvény grafikonja? Adjuk meg a met-

széspontok koordindtdit. (5 pont)
¢) Mekkora e két gorbe dltal kozrefogott sikidom teriilete, ha = € [ — %; %]7

(5 pont)

Németh Laszlo
Fonyod

Megoldasvazlatok a 2019/6. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Dani kerékparversenyre készil. Eldszor hegynek felfelé, utdana vizszintes
terepen, majd lejtdn lefelé hajtja a biciklit, ezutdn visszafelé ugyanezen az utvonalon
hajt végig. Lejtén lefelé 60 kTm, vizszintes terepen 40 1%, mig hegynek felfelé 20 1%
allandd sebességgel képes haladni. Az odafele utat 1,75 ora alatt, mig a visszafele
utat 2,25 ora alatt tette meg. Milyen hossziak az egyes utszakaszok, ha oda-vissza
dsszesen 130 km-t biciklizett?

(Kdzben sehol sem dllt meg, a visszafordulds idéveszteség nélkil zajlédik le.)
(13 pont)
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Megoldas. Jeloljiik az egymds utdn kovetkezd utak hosszat (km-ben megadva)
rendre a; b; c-vel. Dani az odafelé és a visszafelé vezeté tton is eldszor hegynek
felfelé, majd vizszintes tton, végezetiil lejtén lefelé halad. Az odafelé vezetd tton a,
mig a visszafelé vezetd tton ¢ km hosszi uton halad hegynek felfelé. Az elébbieket
ésat= f} Osszefiiggést felhaszndlva kapjuk a kovetkezo egyenletrendszert:

a b c
I — Yt —+—=1
M 20 10 T BT
(11) by
20 40 60 77
(I11) 2-(a+b+c) =130,
azaz
) 6a + 3b + 2c = 210,
(I1) 2a + 3b + 6¢ = 270,
(I11) a+b+4c=65.

Fejezziik ki a III. egyenletbdl c-t és helyettesitsiik be a masik két egyenletbe.
Mivel ¢ = 65 — a — b, ezért

(1) da + b = 80,
(2) da + 3b = 120

adodik. Ezt megoldva kapjuk, hogy az egyes ttszakaszok a = 15; b = 20; ¢ = 30 km
hosszuak.

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.

2. Tekintsik a kovetkezd allitasokat.

A: Meg tudunk gy adni végtelen sok primet, hogy barmely kettd dsszege ne
legyen prim.

B: Ha az a? sorozat konvergens, akkor a, is konvergens.

C': Ha 6t kiilonbozo természetes szam dsszege oszthato ottel, akkor dttel osztva
ktilonboz6 maradékot adnak.

a) Dantsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Vilaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C dllitds megforditdsdat. Déntsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdsa. Vilaszunkat indokoljuk. (4 pont)

Megoldas. a) Az A §llitds igaz, hiszen ha vessziik a paratlan primeket, azok
kielégitik a feltételeket. Nyilvan végtelen sok van bel6liik, mert végtelen sok prim-
szam van és az egyediili paros prim a 2. Masrészt barmely két paratlan prim 6sszege
2-nél nagyobb paros szam, ami biztosan nem prim.
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A B 4llitds hamis, pl. a, = (—1)" esetén a2 = 1, ami nyilvdn konvergens, de
az a, = (—1)" sorozatrél tudjuk, hogy nem konvergens.

A C allitas hamis, pl. 5; 10; 15; 20; 25 kiilonboz6 szamok 6sszege oszthatd dttel,
de ottel osztva nem adnak kiilonb6z8 maradékot (s6t, azonos maradékot adnak).

b) A C allitds megforditdsa: Ha 6t kiilonbozé természetes szdm 6ttel osztva
kiilonb6z6 maradékot ad, akkor Gsszegiik oszthatd ottel. Ez igaz, hiszen egy szam
0tos maradéka 0; 1; 2; 3; 4 lehet, de a feltételek szerint ezek mindegyike fel is 1ép,
méghozza pontosan egyszer. A maradékok dsszege 10, ami oszthaté ottel. Az dllitas
megforditasa igaz.

3. a) Déntsiik el, hogy az implikdcid asszociativ mivelet-e, azaz tetszbleges A;

B; C Fkijelentések esetén fenndll-e, hogy (A — B) = C = A — (B — C). (4 pont)
b) Hatdrozzuk meg azon P(x;y) pontok halmazdt a derékszdgi koordindtarend-
szerben, amelyek koordindtdira igaz, hogy PA* + PB* = 22, ahol A(1;2) és B(3;0).
(8 pont)

Megoldas. a) frjuk fel az igazsagtablazatot. Mivel van olyan kiértékelés,
amelynél a két allitas logikai értéke nem egyezik meg, ezért a két allitas nem egyezik
meg, azaz az implikacié nem asszociativ mivelet.

A|/B|C|A—-B|B—-C|(A—-B)—-C|A—(B—-C)
i i i i i i i
i|i|h i h h h
i | h|i h i i i
h | i i i i i i
i|h|h h i i i
h|i]|h i h h i
h|h]|i i i i i
h|h|h i i h i

b) frjuk fel a két pont tavolsdgara vonatkozé Osszefiiggést:

PA=\(w- 1+ (-2 & PB=\(z—3"+(y—0)

Mivel PA% + PB? = 22, ezért (x — 1)° + (y — 2)° + (z — 3)* + y* = 22. Ezt kibont-
va és rendezve azt kapjuk, hogy 2x2 + 2y% — 8x — 4y — 8 = 0. Egyszertisitve 2-vel
és teljes négyzeteket kialakitva kapjuk, hogy (z — 2)° + (y — 1)* = 9. Tehét a kere-
sett pontok mértani helye egy kor, melynek kozéppontja K(2;1) és sugara r = 3.
Konnyen latszik, hogy a kérvonal minden pontja kielégiti a feladat feltételeit.

4. Legyen A a 2% +2'~% < 3 egyenlétlenség megolddshalmaza, B pedig az aldbbi
két figguény értékkészletének kozos része:

2 3
f(@) =3 -sin(201972) és gla) = da® — o+ .
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a) Hatdrozzuk meg az A halmazt. (5 pont)
b) Hatdrozzuk meg a megadott fiigguények értékkészletét és a B halmazt.
(7 pont)
¢) Hany eleme van az (A\ B) NZ halmaznak, ahol Z az egész szamok halmazdt
jeloli? (2 pont)

Megoldés. a) 2% +217% < 3 <« 27 2% < 3. Mindkét oldalt szorozzuk meg
a 2% > (0 kifejezéssel és rendezziik az egyenlétlenséget. Ekkor az egyenlotlenség
irdnya nem valtozik meg, hiszen pozitiv kifejezéssel szoroztunk.

(2“7)2 —3-2% +2 <0, vezessiik be az a = 2% > 0 ismeretlent. Az a®> —3a+2 <0
egyenlétlenség megolddsa: 1 < a < 2. Most {rjuk vissza a = 2%-t. Az f(x) =2*
fliggvény szigortian monoton né, ezért az 1 < 27 < 2 egyenlotlenség megoldasa:
x € [0;1].

Tehat A = [0;1].

b) Mivel Vt € R esetén —1 < sint < 1, ezért —1 < sin(20197x) < 1, igy az f
fiiggvény értékkészlete: Ry = [ - %; %] A g fiiggvényt teljes négyzetté alakitjuk:

3 1V 1
=42? 4o+ - =4-(z—= -
g(x) x x+2 (a: 2)+2,

igy Ry = [%,oo[ Innen Ry N Ry = [%, %]

Tehat B = [1;3].

¢) Lathatd, hogy A\ B = [0; %[ U ]%, 1]. Innen kapjuk, hogy (A\ B)NZ =
= {0;1}, ennek a halmaznak pedig két eleme van.

II. rész

5. a) Egyik este Anna, Bea, Csilla, Déra és Emese elmentek vacsordzni a ki-
zeli pizzdzoba. Mindannyian mdsféle pizzdat rendeltek. A pincér még 1j, igy a rendelt
ételeket véletlenszerden osztotla ki a lanyoknak (de azokat hozta ki, amikel rendel-
tek). Jelolje X azt a valdszintiségi vdltozdt, amely azt adja meg, hogy hdnyan kaptdk
a sajat rendelésiiket. Hatdrozzuk meg X wvdrhato értékét. (8 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a pozitiv egész szamok halmazdn:
2" — 1 =m? (8 pont)

Megoldas. a) Koénnyen ldthatd, hogy X értékkészlete a {0;1;2;3;5} halmaz.
Ezek valéban megvalosithaték. Az X nyilvan nem veheti fel a 4 értéket, mert ha
4 pizzat a megfelel6 személy kap, akkor az 6todiket is csak az azt megrendeld sze-

mély kaphatja. A pincér dsszesen 5! = 120 kiilonb6z6 mddon oszthatja ki a pizzdkat,
igy P(X =5) = 135

120
() _ 10
P(X =3) = 355 = 155, mivel ki kell vélasztani azt a 3 f6t, akik j6 pizzdt

kapnak és a mésik 2 ember csak egyféleképpen nem kaphatja a sajatjat.
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5
2
P(X =2)= <1220 = 2%, mivel ki kell valasztani azt a 2 f6t, akik j6 pizzdt
kapnak és a mésik 3 embernél kétféleképpen torténhet meg az, hogy senki sem
kapja a sajat rendelését. Ugyanis jeloljiik pl. A; B; C-vel azokat az embereket, akik

az a; b; ¢ pizzédkat rendelték és egyikiik sem kapta a sajatjat. Ennek lehetOségei:

Alb
Blc|a
Clalb
5
PX=1)= (117)09 = 14750 Itt egyediil a 9-et érdemes magyarazni az aldbbi
tablazattal:
Alb|b|blclc|lc|d|d]|d
Blalc|d|al|d|d|al]c]|c
Cldld|al|d|a|b|b|lalb
D)|cla|lc|b|b|lal|lc|b]a

A varhat6 érték kiszdmoldsdhoz P(X = 0) értékére nincs sziikségiink, ugyanis

E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X =2)+3-P(X =3) +

+5-P(X =5)=

45 20 10 1
=041 - — +2- 43— 45— =1.
Ot 0t 2 120 TP 120 TP 120

Megjegyzések. P(X = 0) értéke tobbféle médon is meghatirozhato.
1. Tudjuk, hogy P(X = 0)+ P(X = 1)+ P(X = 2)+ P(X = 3)+ P(X = 5) = 1, hi-

szen ezek eloszldst alkotnak. Innen P(X = 0) = %40 adédik.

2. Lényegében azt kell meghatdrozni P(X = 0) esetén, hogy mennyi a kedvez8 esetek
szama. Ezen esetek szama valéjaban azt adja meg, hogy 6t elemnek hany olyan permu-
taciéja van, amikor semelyik sem keriil a helyére, in. fixpontmentes. Ismert az aldbbi
Osszefiiggés n elem fixpontmentes permutécidinak szaméra:

n!~(1 —i+i—...+(_1)n).

21 31" 4l n!

Itt n helyére 5-6t helyettesitve éppen 44-et kapunk eredményiil.

3. A 44-et masképpen is megkaphatjuk. Gondoljuk meg, hogy pl. Anna a pizzdja
hény helyre keriilhet: 4 helyre. Keriiljon pl. Bedhoz. Ezen beliil vizsgalunk két lényegesen
eltérd esetet aszerint, hogy Bea b pizzdja hova keriil.

1) Ha Bea b pizzdja Anndhoz keriil. Ekkor lényegében arrdl van szd, hogy Anna kapta
Bea pizzajat és viszont. fgy azt kell megvélaszolni, hogy hany olyan eset van, amikor Csilla,
Déra és Emese egyike sem kapja a sajat pizzdjat. Ebbdl 2 eset van, ezt mar lattuk. Ekkor
Osszesen 4 - 2 = 8 j6 esetiink van.

7i) Ha Bea b pizzdja nem Anndhoz keriil. Ekkor 4 embernek kell kiosztani 4 pizzét
tgy, hogy mindegyiknél pontosan 1 pizza van tiltva, hogy odakeriiljon. Ezen eseteket is
megszamoltuk mér, ezekbdl 9 eset van. Ekkor 6sszesen 4 - 9 = 36 jé esetiink van.

Tehat 6sszesen 8 + 36 = 44 j6 eset van.
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4. Ha dy,-nel jeldljiikk a fixpontmentes permutaciék szamat n elem esetén, akkor
teljesiil az aldbbi rekurzié: dy = 0;de = 1;dn = (n—1) *dn—1+(n—1) - dn—2, n > 3 esetén.

b) Mivel n € NT, ezért 2" — 1 paratlan, igy m? is paratlan, tehdt m pératlan.

Legyen m = 2k + 1, ahol k € N. Egyenletiink az alabbi alakot 8lti: 2" —1 = (2k + 1),
ahonnan 2™ = 4k* + 4k + 2. A jobb oldali kifejezés 4-gyel osztva (s6t 8-cal osztva is)
2 maradékot ad. Ha n > 2, akkor 4 | 2". Ekkor nem kapunk megolddst. Tehdt, ha van
megoldés, az csak akkor lehet, ha n = 1. Ha n = 1, akkor m = 1.

Ez valéban megoldésa az egyenletnek.

6. a) Eqy derékszdgl hdromszig beirt és koré irt kirének sugardt jellje r és R.
Mekkordk a haromszdg oldalai, ha tudjuk, hogy r + R = 31 és rR = 1507 (8 pont)

b) Egy szabdlyos itszog mindegyik oldaldt kiszinezzik hdrom adott szin vala-
melyikével. Hanyféleképpen tehetjik ezt meg, ha két szinezést nem tekintink kilon-
bozének, ha forgatdssal eqgymdsba vihetdk? (8 pont)

Megoldas. a) Megoldjuk az

@ r+ R =31,
(11) R = 150
egyenletrendszert. Mivel R = 31 — r, ezért r(31 —r) = 150, innen r; = 25; 79 = 6
és Ry = 6; Ry = 25 adddik. Derékszogii haromszogben teljesiil, hogy r = a+g_c és

= 5. A tovdbbiakban két esetet vizsgalunk meg.

1. eset: Har = 25 és R = 6. Erezhetd, hogy ekkor nem fogunk megoldast kapni,
de ezt igazoljuk is. a+gfc =25 és % =06, igy c=12;a+ b = 62.

Pitagorasz tétele szerint a? + b? = ¢? = 144, igy mivel b = 62 — a, az alabbi
masodfokii egyenletet kapjuk, melynek nincs valés megoldésa: a? — 62a + 1850 = 0.

2. eset: Har = 6 és R = 25. Ekkor =€ = 6 65 £ = 25, fgy ¢ = 50; a + b = 62.

Pitagorasz tétele szerint a? + b? = ¢? = 2500, tovabbd b = 62 — a. Az alibbi
mésodfoki egyenletet kapjuk: a? — 62a + 672 = 0.

fgy a1 = 14; as = 48 adoédik, melyekre a by = 48; by = 14 értékeket kapjuk.
Tehat a hdromszog oldalai: 14; 48; 50, melyek valoban kielégitik a feladat feltételeit.

b) Legyen a hérom szin pl. piros, kék és zold. Aszerint fogunk eseteket vizsgalni,
hogy a szinezés soran hany kiilonb6z6 szint hasznalunk.

1. eset: Ha 1 szint haszndlunk. Ekkor nyilvan 3 jé szinezés van.

2. eset: Ha 2 szint haszndlunk. El6szor eldontjiik, hogy melyik 2 szint hasznal-
juk, erre (g) = 3 lehetOségiink van. Legyen pl. piros és kék. Ezekbdl rendre 4 + 1;
34 2; 2+ 3 vagy 1 + 4 szinelosztés lehetséges. A 4+ 1 és 1+ 4 elosztdasok mindegyi-
kébél csak 1 lehetOség van a forgdsszimmetria miatt. A 3 + 2 és 2 + 3 elosztdsokbdl
a forgdsszimmetria miatt rogzitsiik a 2 egyforma szintibol az egyiket, pl. a szabé-
lyos 6tszog ,,talpa” legyen piros. A masik piros helyére 2 lehetéségiink van, ezeket
az alabbi dbrdk mutatjak:
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5) - (2+2-2) = 18 j6 szinezés van.

3. eset: Ha 3 szint hasznélunk. Ezekbol 3+ 1+ 1 vagy 2 + 2 + 1 szinelosztéas
lehetséges. A 3+ 1+ 1 elosztasnal el6szor eldontjiik, hogy melyik szinbél haszndlunk

Tehat a 2. esetben Osszesen (

harmat, erre (‘;’) = 3 lehetOségiink van. Legyen pl. piros, ekkor 3 piros, 1 kék és
1 z6ld szint hasznalunk fel. A forgdsszimmetria miatt rogzitsiik a zold helyét, legyen
az 0tszog ,,talpa” zold szinti.

Ekkor a maradék 4 hely barmelyike lehet kék szinii és mind-
egyik kiilonbo6zo esetet jelent. Igy a 3+ 1 + 1 elosztasbdl Gsszesen

(?) -4 =12 jé szinezés van.

A 242+ 1 elosztasnal el6szor eldontjiik, hogy melyik szinb6l hasznalunk egyet,
erre (f) = 3 lehet6ségiink van. Legyen pl. piros, ekkor 1 piros, 2 kék és 2 z6ld szint
hasznalunk fel. A forgasszimmetria miatt rogzitsiik a piros helyét, ismét legyen
az Otszog ,,talpa” piros szinli. Ekkor, ha a maradék 4 helyet barhogyan is szinezziik
2 kékkel és 2 zolddel, mindig killonboz8 eseteket kapunk. Erre () = 6 lehetéség
van. Igy a 2 + 2 + 1 elosztdsnal Ssszesen (i’) . (;1) = 18 j6 szinezés van.

Tehat osszesen 3 + 18 4+ 12 + 18 = 51 j6 szinezése van az 6tszognek.

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy ha egy szabalyos p-szoget a feladatbeli feltételeknek

al—a
+a.

megfeleléen szineziink a darab szinnel, ahol p prim, akkor a jé szinezések szédma

7. a) A lappfoldi Mikuldsnak két rénszarvasa van: Vigta és Eppenhogycsak. Ha
valamelyik nap Vigta egyediil x sebességgel (v > 1) hiznd a szdnt, akkor Eppen-
hogycsakot melléfogua az még 1/x sebességet tud hozzdadni. A Mikulds mar ireg,
emiatt ijedds. Minél gyorsabban megy a szdn, anndl t6bbszor fogja vissza az dllato-
kat. A preciz mérések szerint, ha Vdgta x sebességgel hiznd a szdnt, akkor ez éppen
Inx sebességcsokkenést eredményez. Eqgyszer egy ellendrzésnél azzal vadoljak meg
a Mikuldst, hogy lassan hajtott. Lappfoldin a lassihajtds hatdra 7/4. Meg tudja-e
védeni magat a Mikulds?

(Haszndljuk fel, hogy (Inx)" = %) (9 pont)

b) A sakk egy érdekes vdltozata az un. Fischer random sakk, melyet Ro-
bert Fischer amerikai vildgbajnok hozott létre 1996-ban. A lényegi eltérés a tisztek
(kiraly (K), vezér (V), 2 bdstya (B), 2 huszar (H), 2 futé (F)) elhelyezkedésében
rejlik.

Az alapdllas szabalyai:

o A kiraly a bastydk kozott foglal helyet.

o A futdk ellentétes szind mezdn dllnak.
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A felsorolt tiszteket az aldbbi 1 x 8-as tdbldzatba kell elhelyezni (az abran egy

helyes kitoltés lathatd):
FREIBRIHY B

Az azonos mindségi tisztek kozétt (pl. két huszdr stb.) csak a futdkndl van
megkotés arra, hogy sziikségszerien kiillonbozo szinen kell dllniuk.

Mutassuk meg, hogy 960 megengedett alapdllas lehetséges a Fischer random
sakkban. (7 pont)

Megoldas. a) A Mikulds akkor tudja magét megvédeni, ha Va € ]1; 0o[ esetén
x+ % —Inx > 1,75. Vezessiik be az f : [1;00[ = R; f(z) =2 + % — Inx figgvényt.
A fliggvényvizsgalatot derivalds segitségével végezziik el. Egy differencidlhato fiigg-
vénynek ott lehet szélséértéke, ahol f’(z) = 0.

1 1

oy g L1 2_ . 1—_0
fflz)y=1 = 0 - a2°—2—-1=0;

L+ 1,618; 29 = %ﬁ ~ —0,618. Minket csak az L5 érdekel, mert Dy =

8

1= 73 2
= |1;00[. Mivel f"(z)= :%3 + :%2 >0, Vo € ]1;00[ esetén, gy az f fiiggvénynek
T = 1+2‘/5 helyen helyi minimuma van.

1+5 1++5 1 1++5
f< 5 ) st Iy = L7549 > 175,

2

Tehat a Mikulas biztosan gyorsabban hajtott, mint %, igy képes magat megvédeni.

b) El6szor a futoknak keressiik meg a helyiiket. Erre 4 - 4 = 16 lehetdség van,
hiszen a vildgos és sotét mezejii futdknak egymastdl fiiggetleniil 4 lehetséges he-
lye van. A maradék 6 helybol megkeressiik, hogy hényféleképpen foglalhat helyet
a 2 béstya és a kiraly. Ezen figurdknak az egyméshoz valé elrendezése rogzitett, hi-
szen a kirdly a 2 bastya kozott van, tovabbd a bastyak kozott nincs kitiintetettség.
Ezek elhelyezésére (g) = 20 lehet6ség van. A maradék 3 helyre a vezért és a 2 hu-
szart kell elhelyezni. Ezt nyilvan (i’) = 3-féle modon tehetjiik meg. Tehdt a figurdk

elhelyezésére valéban 4 - 4- () - (7) = 960 lehetéség van.

8. a) Egy tizenkét elemi, egész szamokbdl dllé mintabdl ismerink hét értéket: 4;

4; 4; 5; 7, 9; 13. Tudjuk, hogy a minta egyetlen modusza 5 és a minta dtlagdnak szo-

rds sugari kirnyezete hdarom tizedesjegyre kerekitve | — o, + o = ]3,292;8,708|.

Hatdrozzuk meg a minta hidnyzoé ot elemét. (8 pont)

b) Eqgyenld szdrid hdromszdg szdra 13 cm, alapja 24 cm. Szdmitsuk ki a hdrom-
$20q sulypontjanak a hdromszog koré irhato kor kézéppontjdtol valo tdavolsdgdt.

(8 pont)

Megoldés. a) A minta médusza 5 és van 3 darab 4-es benne, ezért az 1 darab
5-6s mellett még biztosan van legalabb 3 darab 5-6s. Tehat a minta az aldbbi médon
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néz ki: 4; 4; 4; 5; 7, 9; 13; 5; 5; 5; x; y, ahol x, ,y € Z. Tudjuk, hogy & — o = 3,292 és
%+ 0 = 8,708. Ezért & = 6 és o = 2,708. Mivel & = 6, egért S H0HTEOTISTIHY
= 6, ahonnan x + y = 11 adédik. Mivel o = 2,708, ezért

02 =2,708% =

36—4)74+4-(6-52+6-7°+(6-9)°+(6-13)"+(6—2)>+ (6 —y)°

12 ’
innen (6 — z)° + (6 —y)* = 13.
Tehat meg kell oldani az
) r+y =11,
(1) (6 —2)*+(6—y)* =13

egyenletrendszert az egész szdmok halmazan. Az y = 11 — z Osszefliggést beirva
a mésik egyenletbe, kibontva és rendezve az aldbbit kapjuk: 22 — 11z + 24 = 0.
Innen adodik, hogy x1 = 3; o =8 és y; = 8; y» = 3. Tehat a minta hidnyzé ot
eleme: 3; 5; 5; 5; 8, ezzel a rendezett minta az aldbbi médon néz ki: 3; 4; 4; 4; 5; 5;

55 95 75 8;9; 13.
Ellen6rzés a feladat szovege alapjan.
C b) Készitsiink dbrdt a feladathoz.
13 5 13 Mivel 132 + 132 < 242, ezért a feladat-
% ‘E)an szerepld “hér.c.)mszég ..tog}p:cmszijgﬁ,
A 12 T 19 L lgya haromszog koré irt kor kozéppont-

ja a haromszogon kiviil helyezkedik el.
Szimmetriaokok miatt a K koré irt kor
kozéppont rajta van a C-bél indulé ma-
gassagvonalon. A haromszog alaphoz
tartozd magassaga Pitagorasz tétele mi-
att 5 cm hosszu, me15yet a sulypont har-

madol, ezért T'S = 3 cm. A haromszog

teriilete T = % =60 cm?, koré irt korének sugara R = Z—gf = 16,9 cm. Mivel
R=KC =169 cmés SC = % cm, igy a keresett K.S tavolsdg 16,9 — % = % ~
~ 13,57 cm.

K

9. a) Bence nemrég tanulta az iskoldban a szinusztételt és a koszinusztételt.
Sajnos rosszul emlékezett rajuk és azokat az aldbbi mddon jegyezte meg (a jelilések
a szokdsosak):

a  cosa
A =a>+b%>+2ab-siny és - = .
b cosp
Mekkorak annak a hdromszdgnek a szdégei, amelyre igazak a Bence dltal megtanult
osszefiiggések? (7 pont)

b) Hatdrozzuk meg az a; b; ¢ egész paraméterck értékét gy, hogy az f(x) =
= ax? + bx + ¢ egyenleti parabola az aldbbi feltételek mindegyikét teljesitse.
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1. f/(3) = —11.
1
2
2. [ flz)de = 3.
-1
3. Csucspontja illeszkedik az y = %a: + 1 egyenletii egyenesre. (9 pont)

Megoldas. a) A koszinusztétel szerint ¢? = a? + b2 — 2ab - cos vy, ezt dsszevetve
Bence formuldjaval azt kapjuk, hogy 2ab - siny = —2ab - cos~y. Mivel a;b > 0, ezért

siny = — cos~y adédik. Ha cosy = 0 lenne, akkor siny = 0 adédna, de ez ellentmond
a sin®y 4 cos®y = 1 osszefiiggésnek. Tehat cosvy # 0, igy oszthatunk vele. Azt
kapjuk, hogy tgy = —1, innen v = 135° (mivel hdromszog bels6 szogérél van szd).
A sinustétel szerint § = ziﬁg, ezt dsszevetve Bence formuldjdval azt kapjuk, hogy
?inTg = ¢225. Innen E?Tg = %, azaz tg o = tg 8. Mivel haromszog belsd szogeirdl

van sz0, ezért a = f3.
Mivel oo + B + v = 180°, 7 = 135° és a = f3, ezért a = § = 22,5° adddik.
Tehat a haromszog szogei 22,5°; 22,5%; 135°.

Megjegyzés. Az alabbi befejezést is valaszthattuk volna. A koszinusztételbél cos a =

b24c2—a? |, a?+c2—b?
=" 6 cos 3 = e 18y
b2 402 — g2
a _ cosa _ 2be
b cosf a’+c2—b?
2ac

a _a b*4c?—d? _ . o . _ ” . . P
Innen 3 = 3+ PrE g T a= b. Mivel a = b, ezért a = (5. Innentdl ugyanugy fejezhetd

be a feladat, mint el6ébb.

b) Mivel f(x) = az? + bx + ¢, ezért f'(x) = 2ax + b, igy f/(3) = 6a+b= —11.
A 2. feltétel szerint

1 1 5 ) 1 ) )
/f(x)dz:/(ax2+b:r+c)dz: e b yex :—a+20:7,
372 P 3
S1 Z1
innen a + 3¢ = 1. Ismert, hogy az f(z) = ax? + bx + ¢ paraboldnak x = —% helyen

van szélsOértéke, mely egyben cstcspontjanak z-koordinataja is. Mivel f ( — %) =

= %‘Z‘MC, ezért a Earabola csticspontjanak koordinatai: T( - %; %'24“), igy
a 3. feltétel miatt % = —% +1, azaz b® + 4a = b+ 4ac. Feladatunk megoldani
az aldbbi egyenletrendszert az egész szdmok halmazan:
) 6a + b= —11,
(1) a+3c=1,
(I11) b? + 4a = b + 4ac.
Mivel b = —6a — 11 és ¢ = PTQ, ezért a III. egyenlet igy alakul:
1—

(—6a — 11)% + 4a = —6a — 11 + 4a - T‘l
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Ezt 6sszevonva, majd rendezve az alabbi masodfoku egyenletet kapjuk:
564 + 211a + 198 = 0.
A gyokok: a1 = —2; as = ;—%9 Mivel a; b; ¢ € Z, ezért csak a = —2 lehet j6. Ekkor

b=1ésc=1. Tehata=-2;b=1;c=1.

Ellenorzés a feladat feltételei alapjan.
Fridrik Richard
Szeged

Matematika feladat megoldasa

B. 5026. Adott ellipszis nagytengelyének végpontjaitol kiilonbozd tetszdleges
P pontjat kossiik dssze az Fy, Fo fokuszpontokkal. Az Fy PF>< szogfelezdje E-ben
metszi Fy1Fy-t. A P-n dtmend, FyFy-t E-ben érintd kor PE-et G-ben, PFy-t H-ban
metszi. Mutassuk meg, hogy GH hossza nem fiigg P meguvdlasztasatol.

(4 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonydd)

Megoldas. Legyen PG =z, PH =y, GFy = z, HF5 = t. A szokésos jelolések-
kel F1Fy = 2¢, PFy + PFy = 2a, ahol 2a az ellipszis nagytengelyének, va? — c2 = b
pedig a fél kistengelyének a hossza. A szog-
felez6-tétel alapjan

FE=2.— 212 9 TTE 4
r+z4+y+t 2a
t t
B =2 — Y% - =2 y; .
I B Jos r+z+y+ a
Az Fy, illetve az Fy pontnak a korre vonatkozd hatvanya:
z+ 2\ 41\
2(x+2)=FRE*=(2c- , illetve t(y+1t) = FoE* = (2c- 4 .
2a 2a
Innen
@raS & t= 05
z=(r+4+2)— és t= —,
a2 Y a2
azaz egyrészt
2 2 b2 2
T— :Z(l_a2> —z?, igy T =z—;
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masrészt hasonléan
c (1 2 . b? , . b2
—_— = _—— = {— 1 = {—.
Vs e 2 ey y=ig

T F x+z

Innen il i tehat a PGH haromszog hasonlé a PFjFs hiaromszoghoz,
a hasonlésag ardnya
b2
T zz b?

T+2 Pt R+

Ezért
b2 b2
GH=FiFy 5 =2 7
ami valéban fiiggetlen a P pont valasztasatol.
Geretovszky Anna (Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimn., 11. évf.)

26 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 23 versenyzé: Baski Bence, Beke Csongor,
Bencsik Adém, Csapldr Viktor, Geretovszky Anna, Gyorthi Adém Gyorgy, Hamori
Janka, Hegedfis Déniel, Jénosik Aron, Nagy Néndor, Nguyen Bich Diep, Osztényi
Jézsef, Rares Polenciuc, Sandor Péter, Sebestyén Pal Botond, Szabé Kornél, Telek
Zsigmond, Tiderenczl Déniel, T'6th Abel, Varkonyi Zsombor, Velich Néra, Weisz Maté,
Zsigri Balint. 2 pontos 2, 0 pontos 1 dolgozat.

ENTIARy,
oY KA
% ' '

A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete palyazatot hirdet ko-
zépiskolds didkok (9-12. évfolyam) szamadra.

Polygon palyazat matematikabdl
kozépiskolasoknak

A pélydzat témaja:
Kozépiskolai matematikdahoz kapcsolédé problémak, érdekességek

Ami biztosan ide tartozik: hogyan lehet egy ismert feladatot folytatni, djszerii
és érdekes feladatok vagy tritkkos megoldasok, régi korok matematikaja, hétkozna-
pok matematikdja, a matematika és a természettudomanyok kapcsolata, gyakorlati
alkalmazdsok, informatikai alkalmazésok és kapcsolatok (példdul algoritmusok) stb.
Pélyédzni egyénileg lehet, vagy maximum 3 {6s csapattal. A palyamunkédkat a Bolyai
Intézet oktatéibol allé zstiri fogja elbiralni.

Dijak (csapat esetén a jutalom megoszlik a tagok kézt):
I. dij: 25 ezer Ft értékil konyvutalvany és egy Polygon konyv,
IT. dij: 20 ezer Ft értéki konyvutalvany és egy Polygon konyv,
II1. dij: 15 ezer Ft értékli konyvutalvany és egy Polygon konyv,
Dicséret: Polygon konyv.
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A dijazottak és a dicséretben részesiiltek oklevelet kapnak, amelyen a helye-
zésiiket is feltiintetjiik. A palyazé(k) dltal megnevezett felkészitd tandr(ok) a dija-
zottakkal és a dicséretben részesiiltekkel azonos jutalomban és szintén oklevélben
részesiilnek. Minden palyamunkardl szoveges szakmai értékelést készitiink, amit
a dijkioszté tinnepségen vehetnek &t a versenyzok. A legjobb dolgozatokat a Poly-
gon c. folydirat szerkesztébizottsdga is megvizsgalja kozolhet6ség szempontjabol.
A beadott dolgozatok maximalis terjedelme 10 oldal lehet (abrdkkal, képekkel,
tablazatokkal, grafikonokkal egytitt).

Bekiildési hataridé: 2019. december 15. A palyamunkakat a kbvetkezd cimre
kérjitk bekiildeni: Katondné dr. Horvath Eszter egyetemi docens, SZTE Bolyai
Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1. A boritékra kérjiik rairni: Polygon
péalydzat matematikabol, kozépiskolasoknak. A dolgozatokhoz az aldbbi adatok
mellékelését kérjiik:

1. a pélydzo(k) neve, lakcime, telefonszdma, email cime,
2. a pélydzd(k) iskoldjdnak neve, cime, telefonszdma, email cime,
3. a felkészité tandr(ok) neve, email cimmel.

http://www.math.u-szeged.hu/ horvath/palyazat.htm.

Felhivas feladatjavaslat kiildésre a NMMYV-re

A 29. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 2020. marciusaban a Zala-
egerszegi Zrinyi Miklés Gimnézium szervezésében keriill megrendezésre. Kérjiik
a matematika tandrokat, hogy feladatjavaslat kiildésével tamogassak a versenyt.
A versenyfeladat-javaslatokat megoldassal, pontozasi utmutatédval és évfolyam meg-
jelolésével egyiitt elektronikus formédban a nmmv2020@gmail.com cimre varjuk leg-
kés6bb 2020. januar 31-ig.

Ko6szonjiik: a Szervezdk

A K pontversenyben kittizétt gyakorlatok
ABACUS-szal kéz6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(629-633.)

K. 629. Hét kiskacsa slattyog a té felé egymds mogott: Lopi, Hapi, Téapi,
Kepi, Bipi, Pepi és Szipi. Minden nap ugyanabban a sorrendben szoktak menni, de
most forditott sorrendben sorakoztak fol egymas mogott. A kovetkezdket tudjuk
a jelenlegi sorrendjiikrol:

A Lopi elétt mend kacsék hatféle sorrendben rendezédhetnének egyes oszlopba.

Bipi elott feleannyian mennek, mint mogotte.

Pepi és Tapi kozott egy hijan kétszer annyi kacsa megy, mint Szepi és Héapi
kozott.

Kepi mogott megy Hapi és Tapi is.

Milyen sorrendben szoktak haladni a kacsdk a téra?
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K. 630. Egy parti végén, mikor mar mindenki indul hazafelé, a nék a ncékkel,
a férfiak a férfiakkal kezet fognak. A bucsuzkodds kozben betoppan a hézigazda
egyik baratja, aki mindazokkal kezet fog (férfiakkal és nokkel is), akiket ismer.
Osszesen 83 kézfogds tortént. Tudjuk, hogy a partin résztvevd férfiak koziil 5-nek
ott volt a felesége is. Hany embert ismerhet a hézigazda betoppand baratja?

K. 631. Indokoljuk 1épésrdl 1épésre, hogy igaz a kovetkezo dllitas: ha tiz pozitiv
egész szam szorzata harom nullara végzdédik, akkor van kozottitk hat olyan szam,
amelyek szorzatara ugyanez teljesiil.

K. 632. Egy apa egy kosar szilvdt osztott szét a fiai kozott a kovetkezo
médon: az elsének adott 2-t, és a maradék n-ed részét, a masodiknak 4-et és
a maradék n-ed részét, a harmadiknak 6-ot és a maradék n-ed részét, és igy tovabb.
Az utolsé részt magdnak tartotta meg. Az osztozkodds végére az deriilt ki, hogy
mindenki egyforma mennyiségii szilvat kapott. Mennyi legyen n értéke, hogy a fenti
osztozkodds megvaldsithato legyen, ha legalabb 2 fia van az apanak?

K. 633. Dorka gondolt egy egész szamra, amely legalabb 3 és legfeljebb 25.
Anndnak megmondta, hogy az a szdm négyzetszdm-e, prim-e, és 5 t&bbszorose-e.
Anna a valaszokbdl mar egyértelmiien tudta, hogy Dorka melyik szamra gondolt.
Melyik szamra gondolhatott Dorka?

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A C pontversenyben kititizott gyakorlatok
(1560-1566.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1560. Egy iskola hat osztédlya kirandulni megy Pécsre, Szegedre, Debrecen-
be vagy Miskolcra. (Egy osztaly csak egy varosba litogat el.) Mindegyik helyszinre
legalabb egy osztalynak kell utaznia. Hanyféleképpen vélaszthatnak uti célt?

C. 1561. Mekkorak lehetnek egy haromszog szogei, ha a haromszogbe irt kor
érintési pontjai altal meghatdrozott haromszog hasonlé az eredetihez?

Feladatok mindenkinek

C. 1562. Bizonyitsuk be, hogy ha az n egész szam esetén n? + 1 oszthaté 5-tel,
akkor az (n — 1) + 1 és (n+1)° + 1 szamok koziil az egyik szintén oszthaté 5-tel.
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C. 1563. Egy félszabalyos haromszoget elforgatunk a derékszogii cstucsa koriil
30°-kal, majd tjra 30°-kal. Mekkora a hdrom haromszog kozos része altal alkotott
sikidom teriilete? (Félszabdlyosnak hivunk egy hdromszoget, ha szogei 30°, 60°,
illetve 90°.)

C. 1564. Egy 6 x 6-0s négyzetracsot racsvonalak mentén n darab kiilénboz6
tertiletl téglalapra bontottunk fol. Adjunk példéat a folbontasra minden lehetséges
n > 1 érték esetén.

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1565. Egy trapéz oldalai (valamilyen sorrendben) 2, 3, 5, illetve 6 egység
hosszuak. Adjuk meg a teriiletének lehet6 legnagyobb értékét.

C. 1566. Kétgyermekes csaladok korében gyakoribb-e az, hogy a testvérek
kiilonb6zé nemiiek, mint az, hogy azonos nemfiek? (Feltessziik, hogy minden gyer-
meknél p a valdszintlisége annak, hogy fiu sziiletik.)

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: KoMalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A B pontversenyben kitiliz6tt feladatok
(5046-5053.)

B. 5046. Legyen n > 3, és tekintsiik azt a grafot, amelynek csticsai az (i, j)
racspontok, ahol 1 < 4,5 < n, és a kiilonb6z6 (i, j) és (k,l) pontokat akkor kotjik
ossze éllel, ha i% + j2 + k? + 12 oszthaté 3-mal. Mely n-ekre lehet a graf éleit tgy
bejarni, hogy mindegyik élen pontosan egyszer haladunk at?

(4 pont) Javasolta: Pdlfy Mdté (Budapest)

B. 5047. Az ABC derékszogli haromszogben a D pont az AC befogd belsejé-
ben, az F pont az AB atfogd B-n tili meghosszabbitdsan helyezkedik el. Az ADE

és a BCE kor masodik, E-t6l kiilonbozé metszéspontja F. Mutassuk meg, hogy
CFD< =90°.

(4 pont)
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B. 5048. Egy konvex sokszog alapu gila oldallapjainak teriilete egyenld. Va-
lasszuk ki az alaplap egy tetszéleges pontjat, majd tekintsiik a pontnak az oldal-
lapoktdl vett tavolsagainak az Osszegét. Bizonyitsuk be, hogy ez az 6sszeg nem fiigg
a pont valasztasatol.

(3 pont) (Horvdt feladat)

B. 5049. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész (a,b) pér

létezik, amelyre
a

2
2019 < e < 2020.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)
B. 5050. Oldjuk meg a
cos 3z + cos® x = 0

egyenletet.
(3 pont)

B. 5051. Az ABCD négyszog oldalai AB =8, BC =5, CD =17 és DA =
=10. Az AC és BD atlok metszéspontja £, BE : ED = 1 : 2. Mekkora a négyszog
teriilete?

(5 pont) Javasolta: Rdka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5052. Kezdo6 és Masodik egy kezdetben iires 19 x 19-es tdblazat mezdibe
ir felvaltva egy-egy szdmot, 0-t vagy l-et. Amikor mar az Osszes mez6 ki van
toltve, kiszdmoljdk a sorosszegeket és az oszlopdsszegeket. A legnagyobb sordsszeg
legyen A, a legnagyobb oszloposszeg pedig B. Ha A > B, akkor Kezd$ nyer; ha
A < B, akkor Masodik; ha pedig A = B, akkor dontetlen a jaték eredménye. Van-e
valakinek nyero stratégiaja?

(6 pont)

B. 5053. Az ABCD tetraéder beirt gémbjét jelolje G, a BCD laphoz irt
gbmbjét G4. A G lapsikokon levé érintési pontjai altal meghatarozott tetraéder
legyen T', mig G4 lapsikokon lev$ érintési pontjai altal meghatarozott tetraéder
legyen T'y. Mutassuk meg, hogy a gombok és a tetraéderek térfogataira

ViT) V(G

V3(Ta)  VZ2(Ga)

(6 pont)

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(758-760.)

A. 758. Az ABCD négyszogben AB = BC = \%DA, 6s az ABC< derék-
sz0g. A BC' szakasz felez6pontja E, C' meroGleges vetiilete AD-re F, és B mero-
leges vetiilete CD-re G. A H kozéppontu BCF kor és a BG egyenes 2. metszés-
pontja K, a BHC koér és a HK egyenes 2. metszéspontja L. BL és C'F metszés-
pontja M. A BF'M haromszog Feuerbach-korének kozéppontja N. Bizonyitsuk be,
hogy a BN E< derékszog.

Javasolta: Fehér Zsombor (Cambridge)

A. 759. Véletlenszertien kivalasztjuk (egyenletes eloszldssal) az 1,2, ..., n szé-
mok egy permutaciéjat. Bizonyitandd, hogy a permutdcidoban a leghosszabb névé
részsorozat hosszdnak vérhat6 értéke legalabb /n .

Javasolta: Surdnyi Ldszl6 (Budapest)

A. 760. Egy blivész és a segédje a kovetkezo tritkkot hajtja végre.

Legyen k egy pozitiv egész. Egy néz6 n = k! + k — 1 darab goly6t kap, melyek
az 1,2,...,n szamokkal vannak elldtva. A buivész szemét bekotik, és a nézé sorba
rakja a golydkat. A segéd megnézi golydkat, kivélaszt k egymas mellett 1év6 goly6t,
és letakarja egy kendovel. Ezutan a biivész szemérdl leveszik a kotést, aki megnézi
a golyok sorozatat, és megmondja a letakart golydk pontos sorrendjét.

Adjunk meg egy stratégiat a biivész és a segédje szamara, amely mindig
mitkodik.

(Egzisztenciabizonyitdsra csak részpontszam jér. Teljes pontszdm konstruk-
tiv médszerre adhatd, amely n fiiggvényében polinomidlis lépésszdmban megadja
a moédszert. Azt nem kell kiilon indokolni, hogy a megadott konstruktiv médszer
polinomidlis 1épésszémmal fut.)

Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgéria) és Palmer Mebane (USA)

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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=

A 2018-2019-es tanévi pontversenyek
végeredménye — kiegészités

A szeptemberben megjelent végeredménybdl technikai hiba folytén lemaradt
a K pontverseny végeredményének egy része. A versenyzOktdl elnézést kériink,
a hidanyt most pétoljuk.

K-jelti matematika gyakorlatok versenye

Dicséretben részesiil: 54. Kovdcs Brind Aurél (Budapest XIII. Ker.
Berzsenyi D. Gimn.) 117 pont; 55-57. Bodor Bence Addm (Pécsi Janus Pannonius
Gimn.); Sipos Teodor (Szegedi Radnéti M. Kis. Gimn.); Szaniszlo Mdté Zsolt
(Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn.) 115 pont; 58. Gdlffy Mdrton (Budapest,
Vérosmajori Gimn. és Kés Kéroly Alt. Isk.) 113 pont; 59. Szepesi Dorina
(Szegedi Radnéti M. Kis. Gimn.) 111 pont; 60. Lajtos Eniké (Szeged,
SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk.) 109 pont; 61-62. Harmat Mdté (Szegedi
Radnéti M. Kis. Gimn.); Szakdl Kende (Debreceni Fazekas M. Gimn.) 108 pont;
63—66. Bdnyai Kristdf (Miskolci Herman Otté Gimn.); Richlik Bence (Budapest
XIV. Ker. Szent Istvan Gimn.); Ryan Voecks (Nagy-Britannia, London, University
College School); Toronyi Andrds (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., Al.
Isk. és Koll.) 107 pont; 67. Tdth Gergé (Pécsi Janus Pannonius Gimn.)
105 pont; 68. Fdrizs Botond (Budapest, Vérosmajori Gimn. és Kds Karoly
Alt. Isk.) 104 pont; 69—71. Gydrffy Attila (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn.,
Alt. Isk. és Koll.); Jdnos Szabolcs (Bonyhadi Petéfi S. Evang. Gimn. és
Koll.); Szatmdry Sara (Budapest XIII. Ker. Berzsenyi D. Gimn.) 103 pont;
72—73. Sdrvdri Borka Luca (Dunakeszi Radnéti M. Gimn.); Vincze Dorka
(Szegedi Radnéti M. Kis. Gimn.) 102 pont; 74-75. Héjja Mdrton (Szegedi
Radnéti M. Kis. Gimn.); Pala Martin (Debreceni Fazekas M. Gimn.) 101 pont;
T6-77. Szalay Réka (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn.); Szin Imola (Budapest
V. Ker. Eotvos J. Gimn.) 99 pont; 78. Csuka Baldzs Mark (Budapest, Badr-
Madas Ref. Gimn., Alt. Isk. és Koll.) 96 pont; 79. T6th Vivien (Miskolci
Herman Otté Gimn.) 95 pont; 80-81. Drdvecz Bordka Anna (Pécsi Janus
Pannonius Gimn.); Meskd Gabriella Eszter (Miskolei Herman Otté Gimn.)
93 pont; 82-84. Domokos Lordnt (Bonyhadi Petéfi S. Evang. Gimn. és Koll.);
Gdl Mdté (Miskolci Herman Otté Gimn.); Uveges Laura (Miskolci Herman Otté
Gimn.) 91 pont; 85—86. Horvdth Jdnos Endre (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn.,
Alt. Isk. és Koll.); Udvardy Kata (Papa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll.) 90 pont;
87. Burdnszki Domonkos (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., Alt. Tsk. és Koll.)
89 pont; 88-90. Ivdn Zsombor (Miskolci Herman Otté Gimn.); Morvai Gergd
(Miskolci Herman Otté Gimn.); Nagy Kristdf (Szombathelyi Nagy Lajos Gimn.)
88 pont.
A t6bbi versenyzonek kevesebb pontja van.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7 419



éf 2019.10.7 — 18:27 — 420. oldal — 36. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 490. Az udvaron N didk (5 < N < 35) kieséses jdtékot jatszik. A jaték
elején mindenki vdlaszt magdnak egy pozitiv egész szdmot (mindenki kiilonbozét).
A jaték korokbdl &ll, a koroket jaték kozben szamoljdk, a jaték a legels6 korrel
indul. Egy-egy kor végére néhany jatékos kieshet, igy 6k a kdvetkezd korokben méar
nem jatszanak. A jaték akkor ér véget, amikor két egymast kovetd korben nem esik
ki egyetlen jatékos sem. Ekkor a bennmaraddk a jaték gy&ztesei.

A jaték egy-egy korében a kovetkezOket teszik a jatékosok:

1. szamuk szerint novekvd sorrendbe allnak kiilon-kiilon a péros és a paratlan
szammal rendelkezdk;

2. a két sort Osszefésiilik ugy, hogy egy 1j sor keletkezzen:

a) a péaratlan sorszdmu korskben az els6 (legkisebb) péaratlan szému didk
keriil az 14j sor elejére (ha van ilyen didk);

b) a paros sorszdmu kordkben az elsé (legkisebb) péaros szému didk keriil
az 1j sor elejére (ha van ilyen jétékos);

¢) a tobbiek felvéltva csatlakoznak az egyik és a mdsik sorbdl, amig mindkét
sor elég hosszu;

d) majd a hosszabb sorbdl jonnek egymds utdn a megmaradt jatékosok;

3. ezutan minden olyan jatékos kiesik, akinek a szama ebben az 1j sorban kisebb
a mellette 4116 mindkét jéatékos szdmanal (a sorban most elsé és utolsé jatékos
tehdt nem eshet ki).

Készitsiink programot, amely megadja, hogy egy adott jaték hanyadik korben
ér véget, és kik a gyoOztesei.

A standard bemenet elsé sordban a jatszék N szama, masodik soraban a ja-
tékosok altal vélasztott N darab szdm szerepel. A standard kimenet els$ sordba
irjuk ki a korck szamdt, masodik sordba a gyodztes versenyzOk szamat novekvo

sorrendben.
Példa:
Bemenet Kimenet
8 4
2 32510 18 9 7 11 10 18 32

Bekiildend6 egy 1490.zip tomoritett allomanyban a program forraskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithatoé.

I. 491. A Monor varosi sportcsarnok egy multifunkecids csarnok, mely sport- és
rendezvénykozpontként miikodik. Az épiilet hasznos alapteriilete 4166 m?, az iil¢he-
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lyek szama 1030, de nagy rendezvény esetén az épiilet maximalis befogaddképessége
(a kiizd6tér hasznalataval) 1500 £6.

A monor.txt pontosvesszdvel tagolt, UTF-8 kddolasi allomanyban a sport-
csarnok latogatottsigi statisztikdja all rendelkezésre 2016. szeptember 18. 6ta.
Az A oszlopban az évek, a B oszlopban a hozzd kapcsolédd hénapok, a mésodik
sorban pedig a napok kaptak helyet.

A A | B € || ') E | F |G| H |
1—<

2 1 2 3 4 5 6
3 | 2016 szeptember

4 | 2016 oktéber 4 6 11 12 21 18
5 |2016 november 49 80 34 27 34 63
6 | 2016 december 59 18 14 98 30 27
7 | 2017 januar 49 39 63 51 91 53

1. Toltsiik be a monor. txt szovegfijlt a tablazatkezeld egy munkalapjara az Al-
es cellatol kezdédben.

2. Munkankat monor néven mentsiik el a tabldzatkezel$ alapértelmezett forma-
tuméban. Az iires cellak azt jelzik, hogy nincsen adat. A tébldzatot gy ké-
szitsiik el, hogy 2020. januarig feltoltheto legyen, amint rendelkezésre allnak
az adatok. A képletek kialakitdsandl és a szamitdsoknal is késziiljiink fol ezekre
az adatokra.

3. Toltsiik fel a B oszlopot a hénapnevekkel, a mésodik sort a napok szdmaival.

4. Fiiggvény segitségével toltsiik fel az A oszlopot a megfeleld évekkel a 43. sorig.

5. Az AH3:AH43 tartomény celldiban szamitsuk ki, mennyi volt az adott hénap-
ban a latogatok szama.

6. Az AL3:AL7 tartomédnyban fliggvény segitségével adjuk meg az Osszes lato-
gatdsi adat figyelembevételével, hogy mennyi volt a litogatok Osszes szama
az alabbi létszamsavokban.

049
50 — 199
200 - 599
600 — 999

1000 —

7. Az AK8-as cellaban adjuk meg fiiggvény segitségével, hogy mennyi volt az egy
napon beliili legnagyobb latogatdszam a sportcsarnokban.

8. Feltételes formazas segitségével jeloljiik a harom legnagyobb latogatdszamot
tartalmazé cellat piros kitolté szinnel. Ha tobb egyforma érték is van, akkor
mindegyiket jeloljitk meg.
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9. Készitstink a tablazat ald a mintan lathaté diagramhoz hasonlét a 2019. ju-
niusi adatokbdl (a jiniusi teljes hénaprdl — a mintdn kevesebb, mint egy hét
latszik). A szdzalékos értékek azt mutatjdk, hogy az adott napon a juniusi
Osszesitett latogatdi adathoz képest az emberek hany szazaléka latogatott el
a sportcsarnokba az adott napon. Mivel mar végleges adatokrol van szé, igy
nem szitkséges a diagramnak az adatok valtozasat kovetnie.

kedd | 357%
szerda I 2,71%

csutortok I 2 4%

péntek I 2,575

szombat | 1.56%

vasamap I 1.01%

2019. 2015. 2019. 2019. 2019. 2019.
06.30 06.29 06.28 06.27 06.26 06.25/

10. A 6 tablazatot a konnyebb dtlathatosag érdekében allitsuk be gy, hogy az év,
a honap és a napok mindig lathatéak maradjanak gorgetéskor. Nyomtataskor
a f6 adatok egy oldalra férjenek el.

Forrasok:
www.monorisportcsarnok.hu (utolsé letoltés 2019.09.10.);
http://monorisportcsarnok.hu/stat/statistic.php?ev=2016&ho=9&1=m
(utolsé letsltés 2019.09.10.).

Bekiildendo egy tomoritett 1491 . zip allomanyban a munkafiizet, valamint egy
rovid leirds, amelyben szerepel az alkalmazott tablazatkezel§ neve és verzidszama.

1. 492 (E) Ubullal, az Uborkanemesitd Intézet kismajmaval egy kordbbi fel-
adatban (I. 398.) mér taldlkoztunk. Azéta Ubul dtkoltozott az Intézet egyik kisérleti
parcelldjaba, ahol N sorban és M oszlopban (1 < N, M < 100) iiltetve helyezked-
nek el az uborkafak.

Az uborkafdk magassagét a weblapunkrdl letolthet6 ubifak. txt nevii, UTF-8
kodolast, tabulatorokkal tagolt szoveges dllomany centiméterben megadva tartal-
mazza. Egy uborkafa nagyon magas, de legfeljebb 100 méteres lehet. Az dllomany
elsd eleme az (1;1), utolsé eleme pedig az (N; M) koordindt&ji fa magassagat adja
meg.

Készitsiink programot 1492 néven a kovetkezd feladatok megolddsara. A prog-
ram futdsa sordan a képernyore valo kifraskor utaljunk a feladat sorszamara.

1. Olvassuk be a f4jlbdl az uborkafik magassdgat, és az adatokat taroljuk el.

2. Kérjiik be egy fa koordinétéit (sorszdm, oszlopszam) és frassuk ki a képernyére
az adott koordinataju uborkafa magassigat.

3. Ubul az el6z6 feladatban megadott fan {icsérog. Hany olyan fa van a parcella-
ban, amely az el6bb megadott koordindtaju fanal magasabb?
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4. Szemléltessiik a kildtast a kilatas.txt nevi allomannyal, amely N sorban
és M oszlopban karaktereket tartalmaz (sz6kozok nélkiil) a kovetkezé médon.
Ubul el6bb megadott helyét egy U betii jeloli. Az adott pontban 1évé fanal
magasabb fakat x jeloli, mig a tobbi fat egy-egy pont.

5. Ubul napkozben legszivesebben a parcella legmagasabb fdjan szeret {icsérogni.
Hol van ez a fa és milyen magas? Irassuk ki a vélaszt a képernyore. Ha tobb
ilyen van, mindegyik koordinatai jelenjenek meg.

6. Az éjszakat Ubul azon a fian toltotte, amely a sorok legnagyobb fai koziil
a legkisebb, hogy ne fazzon. Reggel at akar ugralni arra a fara, amely az oszlo-
pok legkisebb féi koziil a legnagyobb. Ha Ubul mindig csak az adott sor vagy
adott oszlop szomszédos fajara ugrik, legaldbb hény ugrassal kozelitheti meg
ezt a fat? (Feltehetjiik, hogy a két széls6érték egyértelmii.)

7. Latja-e Ubul a megadott koordinatdju farél az adott sorban, illetve az adott
oszlopban 1év6 szélso fak tetejét? Mind a négy eset eredményét irassuk ki a kép-
ernyOre. (Feltételezhetjiik, hogy a fdk egyenld tdvolsdgra vannak egymdstol.)

Bekiildendo egy tomoritett 1492.zip allomanyban a program forrdaskodja és
rovid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldds rovid leirasat, és megadja,
hogy a forrasallomény melyik fejlesztoi kornyezetben fordithato.

I/S. 38. Egy munkahelyen N ember dolgozik, akiket 0-t6l (N — 1)-ig sor-
szamokkal azonositunk. Mindenkinek pontosan egy kozvetlen fénoke van, kivéve
a 0. sorszamu embert, a cégvezetot. Minden emberre teljesiil, hogy ha vessziik
a kozvetlen fonokét, majd annak a kozvetlen fénokét és igy tovabb, amig lehet,
akkor végiil a cégvezetéhoz jutunk. Egy A sorszami embernek beosztottja minden
olyan ember, ahonnan az el6bbi médon, a kozvetlen fonokokon végighaladva egy
id6 utdn az A sorszamu emberhez jutunk. Egy A sorszdamu ember tudja kezelni
egy B sorszamu beosztottjat, ha a cégnél toltott éveik szaménak kiilonbsége legfel-
jebb K. Egy A sorszamu ember jé f6nok, ha minden beosztottjat tudja kezelni (ha
valakinek nincs beosztottja, akkor j6 f6nok). Készitsiink programot, amely megadja
a jo fénokok szamat.

Standard bemenet: az els6 sor tartalmazza N-et és K-t. A kovetkezd sor N — 1
darab szamot tartalmaz, az i-edik szdm az i-edik sorszamu ember kozvetlen f6-
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nokének sorszamat. A kovetkezd sor N darab szamot tartalmaz, az i-edik szam
az (i — 1)-edik sorszamu ember cégnél toltott éveinek szadmat.

Standard kimenet: a j6 {6nokok szama.

Korldtok: 3 < N <10°, 0 < K < 10%, 1 < a cégnél eltslott évek szama < 10°.
Idokorlat: 0,3 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N < 1000.

Példa:
Bemenet (a / jel a sortorést helyettesiti) Kimenet
7 3 4
202044
61571078

Bekiildend6 egy is38.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 137. A Lamok bolygén osszeirtdk egy elektronikus szétarba az univerzum
Osszes szavat ABC-sorrendben. Sajnos a rendszert tdmadds érte, ezdltal nemcsak
a szavak sorrendje, hanem az egyes szavakon beliil a betiik sorrendje is Gsszekeve-
redett. A bolygé lakdi szeretnék minél hamarabb visszadllitani az eredeti szétérat,
ezért a hibds szotar Osszes szavara meg akarjak hatarozni, hogy minimum és ma-
ximum hanyadik lehetett az eredeti szétarban. Sajnos ez til nehéz feladatnak bi-
zonyult szamukra, ezért a te segitségedet kérik: készits programot, amely megadja,
hogy egy-egy sz6 legaldbb és legfoljebb hanyadik lehetett az eredeti szétarban.

A standard bemenet elsé sora tartalmazza a szétar szavainak N szamat. FEz-
utdn N sor kivetkezik: a bemenet (i + 1)-edik sora tartalmazza a hibds szétar i-edik
szavat. A szavak csak az angol ABC kisbetiiit tartalmazzak.

A standard kimenet N sort tartalmaz: az i-edik sorba irjuk ki, hogy a hibas
szotar i-edik szava az eredeti szétarban minimum és maximum hanyadik lehetett.

Korldtok: 1 < N < 10°, 1 < egy sz6 hossza < 20. Idékorlat: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N < 10%.
Példa (a / jel sortorést helyettesit):

Bemenet Kimenet
5 / mlaa / tenebem / osr / lama |13 /14/34/13/565
Xyz

Bekiildendo egy s137.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. november 10.
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Kapacitasok Osszetett rendszerekben i $

Bevezetés

Idézziink fel két ismert példat! Az elsd a stkkondenzator, melynek a kapacitdsa
(ha a fegyverzetek feliilete A, a tdvolsdguk d, és ez elég kicsiny)

A
(1) C = EOE.
Ez a mennyiség az egyik fegyverzetrol a mésikra atvitt @ toltés és a toltésatvitel

hatasara kialakuld U fesziiltség kozotti Osszefiiggést adja meg:
(2) Q=CU.

Masik példank egy, a térben mindentdl tavol 1évo, énmagaban all6, R sugari
vezet6 gomb, amely esetében

(3) C = 47T€0R,

és ez a gombre (valahonnan) felvitt toltés és a végtelenhez (mint nulldhoz) viszo-
nyitott fesziiltség kozotti aranyossagi tényezo.

A kétféle kapacitdsfogalom nagyon hasonld, amennyiben egy fesziiltség (illetve
potencidl) és az annak létrehozasahoz sziikséges toltés kozott teremt kapesolatot,
de azt is latjuk, hogy nem teljesen azonos, hisz az egyikben csak egy vezet$ test,
mig a masikban az elektromos megosztas itjan kapcsolatban 1év6 két test egyiittes
tulajdonsagéardl van szo. Az alabbiakban a kapacitas fogalménak egy altalanosabb
targyaldsat adjuk, amelyben mindkét kapacitasértelmezés természetes modon jele-
nik meg.

Toltések és potencialok

Az egyszerliség kedvéért egy olyan esetet vizsgalunk, amelyben csak két
(Fi-gyel és Fy-vel jelolt) fémtest (1in. fegyverzet) helyezkedik el a térben, de a meg-
fontolasaink altalanosithaték akarhany fegyverzetre. Arra vagyunk kivancsiak, mi-
lyen Gsszefiiggés van az egyes testekre felvitt toltés és a rajtuk kialakul6 potencial
kozott. Eldszor azt gondoljuk meg, mi torténik, ha csak az F; fémre visziink fel
toltést! Tudjuk, hogy a statikus esetben a toltések gy oszlanak el a fémek felii-
letén, hogy azok ekvipotencidlis feliiletek legyenek, masképp mondva: ugy, hogy
a toltésekbdl kiinduld elektromos tér er6vonalai a fémek feliiletérdl merélegesen in-
duljanak ki, illetve merclegesen érkezzenek oda. Az F}-re felvitt toltések és az Fy-n
a megosztas miatt szétvdlt toltések slirtisége tehat olyan, hogy az elektroszatikus
tér eleget tegyen ennek a merolegességi feltételnek.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7 425



ﬁ} 2019.10.7 — 18:27 — 426. oldal — 42. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

Nyilvan igaz, hogy ha az I} fegyverzetre mondjuk z-szer nagyobb toltést vi-
sziink fel, mint korabban, a kialakulé toltésstirtiségek az el6z6hoz hasonldak, de
mindenhol z-szer nagyobbak lesznek. Ennek eredményeként az elektromos téreros-
ség és a potencial is mindenhol, igy a fémek feliiletén is x-szer akkora lesz, mint
az elézé esetben. Eszerint a toltés és a végtelenhez viszonyitott fesziiltségek, vagyis
a potencialok kozott egyenes ardnyossag all fenn:

Ui(1) = an @1,

(4)
Us(1) = a21Q;.

Megjegyzés. A fenti képlettel kapcsolatban ldtnunk kell, hogy az a1 nem lehet nulla,
hisz az Fi-en levo toltések tere csak a végtelenben tiinik el, igy biztos, hogy az Fi-es
test terében elhelyezkedd F» fegyverzet potencidlja Us(1) # 0. Az ag1 egyiitthaté konkrét
értéke mindkét fegyverzet adataitol fiigg. Hasonléan az a11 ardnyossagi tényez6 sem csak
az 1-es test méretétdl, alakjatdl stb, hanem az Fy adataitdl és poziciéjatdl is fiigg, hiszen
a megosztds miatt annak is van tere, ami hozzajarul Ui (1)-hez.

Teljesen hasonlé gondolatmenettel oda jutunk, hogy ha csak az F» fegyverzetre
tesziink toltést, akkor a kialakulé potencidlok

U1(2) = a12Q2,
Uz(2) = a22Q2.

Itt a12 és age (épplgy, mint as és a11) a két fegyverzet egyiittesére jellemzé
mennyiségek.

()

Végiil, ha mindkét fegyverzetre visziink toltést, akkor a fémek feliiletén kiala-
kulé toltéssiirtiség az elsd és a masodik esetnek megfelel6 stlirtiségek Osszege kell
legyen, mert ez biztositja azt, hogy az elektromos tér a fémek feliiletére meroleges.
Kovetkezésképp az eredd elektromos tér a két esetnek megfeleld tér osszege lesz, és
ez igaz az egyes testeken kialakulé potencidlokra is (szuperpozicié elve):

Uy = a11Q1 + a12Q2,
Uy = a91Q1 + a22Q2.

Ez a két Osszefiiggés invertalhato:

(6)

Q1 = c11U1 + c12Us3,

(7)
Q2 = c21Up + c22Us.

Ebben a két kifejezésben a ¢;; (i, j = 1,2) elemek kapacitdsok (az tn. kapacitdsmét-
rix elemei), amelyek értéke a két testre és azok egyméashoz viszonyitott pozicidjara,
tehat magdara az elrendezésre jellemzd.

Ezekkel érdemes kifejezni az a;; elemeket:

i — C22 a C12
11 — ) 12 — — )
C11 C22 — C12C21 C11 C22 — C12C21
C21 C11
a1 = a22 =

s _—.
C11 C22 — C12 C21 C11 C22 — C12 C21
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Az energia

Tovabbi megfontoldsainkban fontos szerepe lesz annak, hogy mennyi az elektro-
sztatikus energidja egy ilyen toltott rendszernek. Ez az energia azonos azzal a mun-
kaval, amennyit végezniink kell ahhoz, hogy a fegyverzetekre toltéseket vigyiink.
Ennek kiszamitasdhoz tegyiik fel, hogy a két fegyverzetet ugy toltjiik fel a kivant
potencidlra, hogy a folyamat sordn a toltések ardnya (és ezzel egylitt a potenci-
alok ardnya is) mindig ugyanannyi legyen! Ilyenkor mindkét fegyverzet aktudlis
potencialja ardnyos a ra addig felvitt toltéssel, ezért a munka a toltések és az at-
lagfesziiltségek (a végsd fesziiltségek % része) szorzataként kaphaté meg:

1 1
9) W = §Q1U1 + §Q2U2~

Ennyi munkédt kell végezniink a fegyverzetek feltoltése soran, tehat ennyi lesz
a rendszer elektrosztatikus energiaja. A toltéseket a fesziiltségekkel, vagy a fesziilt-
ségeket a toltésekkel kifejezve

1
(10) W= 5[011U12+(C12+021)U1U2+022U22],
illetve

_ 1 c22Q7 — (c12 + 21)Q1Q2 + c11Q3

11 w
(11) 2 €11 C22 — €12 C21

A rendszer energidja természetesen nem fiigg attol, hogy hogyan, pl. milyen
sorrendben toltjiik fel a fegyverzeteket. Erre alapozva belathatd,hogy

(12) C12 = C21.
(Ennek bizonyitdsa az F1 fiiggelékben taldlhaté meg.)
Részkapacitasok

A ¢;; kapacitasok helyett igen praktikus bevezetni az tigynevezett részkapaci-
tasokat a kovetkezd mddon:

(13) C1 = c11 + ag, Cy = c22 + 12, Cy = —c12 = —ca1.
Ezekkel minden fontos mennyiséget ki tudunk fejezni:

Q1= C Uy + Cp(Uy — Ua),

(14)
Q2 = CoUs + Ci(Uy — Uy),
illetve
_ G + Cr(Q1+ Q2)
) LT CIC 4 C(Cr + )
U — C1Q2 + Cr(Q1 + Q2)
27 010+ Ci(Cr + Ca)
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és végiil az energia

(16) WL CoQF + C1Q3 + Ci(@n +Q2)2‘
2 10y +Ck(01 —|—02)

A részkapacitasok igen jol szemléltethetok az F2 fiiggelékben megadott kép
segitségével. Fontos megjegyezniink, hogy bar a jelolés ezt sugallhatnd, de nem
igaz, hogy a C] vagy a Cy csak az Fy vagy F fegyverzet tulajdonsiga lenne: ezek
a mennyiségek is a teljes elrendezést jellemzik.

A nagy tavolsag esete

A térben elhelyezett, toltott fémtestek fesziiltség- és energiaviszonyainak fent
bemutatott, kapacitasokra alapozott leirdasa akkor kénnyiti meg a munkankat, ha
a fegyverzetek tavolsidga azonos nagysiagrendi vagy jéval kisebb, mint a testek
mérete. Ellenkez6 esetben, tehat amikor a testek méreténél a tavolsaguk joval na-
gyobb, a megosztas hatdsa elhanyagolhaté. Az egyes fegyverzetek sajat kapacitasat
(azt, ami akkor lenne, ha a test magdban dllna) ekkor is figyelembe kell venni, de
a koztiik 1év6 kolesonhatds szempontjabdl a toltések jo kozelitéssel egy-egy pontba
koncentraltnak tekinthetok.

A sikkondenzator

A szamunkra igazan izgalmas esetek koziil el0szor azt nézziik meg, hogyan
illeszkedik ebbe a képbe egy valdsdgos (nem idedlis) sikkondenzator. Tegyiik fel,
hogy a két fegyverzet egyforma, és mondjuk az Fy fegyverzetet feltoltjiik tgy, hogy
potencialja U legyen, mikozben vigyazunk arra, hogy az Fy, fegyverzet potencidlja
nulla maradjon. A tapasztalat az, hogy praktikusan ugyanannyi, csak ellenkezd
elbjelii toltés keriil mindkét fegyverzetre, (14) szerint tehdt

(18) Qi+ Qy=C1U =~ 0,

ahonnan a (14) els§ egyenletébdl adédé U =~ g—; # 0 Osszefliggés miatt egyenesen
kovetkezik, hogy

(19) Cy (= Cs) < C.

A Cf tényezé a kondenzdtor kapacitdsa (amit szabatosan fékapacitdsnak ne-
veznek, de ezt az elnevezést szinte senki nem hasznélja), C7 és Cy pedig a szdrt
kapacitdsok.

A sikkondenzdtor kapacitdsat, ami tehdt Cy, az (1) képlet adja meg. Eszerint
ha rogzitett nagysagu toltés mellett csokkentjitk a d tavolsagot, akkor novekszik
Cy, csokken a fegyverzetek kozotti fesziiltség, és a kondenzatorban tarolt energia
is. Hatdresetben, amikor a fegyverzetek osszeérnek, a toltések kiegyenlitik egymast,
de mivel ez gyakorlatilag nulla fesziiltség mellett torténik, nincs energiaveszteség.
(Természetesen nem sériil az energiamegmaradds tétele: a kondenzétor kezdeti
elektrosztatikus energidja a lemezek kozelitése soran a fékezoerdk elleni munkat
fedezi.)
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Toltott gombdk viselkedése

Misik példanak tekintsiink két egymashoz kozel, de minden méastol tavol 1évo
gombot! (A két sugar legyen Ry és Ro, a kozéppontok tdvolsdga D, a feliiletek
legkisebb tavolsdga pedig d!) A probléma az elektrosztatika mint tudoményteriilet
kialakulasa éta foglalkoztatja a kutatdkat, jelentds részben ki is van dolgozva, de
maig tartogat érdekességeket. Ennek legf6bb oka, hogy az altaldnos megoldds nem
adhat6 meg zart alakban, a kapacitasok, a toltéseloszlasok stb. csak végtelen sorok
forméjaban kaphaték meg, és barmely részlet kiszamitdsa nem egyszert feladat.
Itt most a rendszer olyan tulajdonsigait vizsgaljuk csak, amelyek nem igényelnek
kiilonleges matematikai felkésziiltséget.

A két gomb kapacitdsa, ha kiilon-kiilon egyediil allndnak, 4weq Ry és 4megRa
lenne, de valéjaban C7 és Co ennél kisebb, és d csokkenésével monoton csokkend
fiiggvény. (Figyelem: Nem igaz az az elterjedt nézet, hogy Cy és Cy ardnya a két
sugdr ardnyaval megegyezne!) A d = 0 hatéresetben mindkettd véges, nem nulla
értéket vesz fel, amelyek Osszege adja a két érintkez6 gomb egyiittes kapacitdsat.
FEzzel szemben mikozben d — 0, a C} kapacitas végtelenhez tart. Ennek az az oka,
hogy az egymassal szemben 1év6 feliiletek egyre kozelebb keriilnek egymashoz, és igy
a megosztas hatasa egyre jobban érvényesiilhet. Mivel nem sikok, hanem gorbiilt
felilletek kozelitenek egymadshoz, Cj divergencigja (végtelenhez tartdsa) lassabb,
mint a stkkondenzétor esetében. Ertékét az irodalom szerint a

R1Rs 1 2R Rs
20 Ch. ~ 4 — < —(In—T"—
(20) BT {2 (n(Rl+R2)d> +W}

Osszefiiggés adja meg, amelyben ~ egy ismert nagysdgi numerikus konstans.

C}, fenti értéke anndl pontosabb, minél kisebb a d tavolsdg. A C} kapacitds
végtelenhez tartasanak — hasonléan a sikkondenzator esetéhez — érdekes kovetkez-
ményei vannak. Elséként vegyiik észre: ha a (15) képletek nevezdjében a végtelen
naggya valé Ci(Cy 4+ Cs) tag mellett a véges értékhez tarté C1Cs tagot elhagyjuk,
megallapithatjuk, hogy

Q1+ Q2
21 U — Uy = —==,
( ) ! 2 C1+ Oy
mikozben a ketto kiilonbsége

1 CoQ1 — C1Q2
22 AU=U; - Uy~ ————F— ==
( ) ! 2 Cy, Cy+ Oy

szerint tunik el.

Megjegyzés. Ha a két gombot toltetlen dllapotban sszeérintjiik, és igy visziink fel
a rendszerre Q = Q) + Q% toltést, akkor az a kialakulé egyensiilyban tgy fog eloszlani
a két gdmb kozott, hogy Q1 /C1 = Q5/Cs, azaz C1Q% — C2Q' = 0 legyen, tehét az érintkezd
gombok esetében ez tekintendd a stabil toltéseloszlasnak.

Tanulsdgos megvizsgdlnunk az energiat is. A (16) kifejezés azonos atalakita-
sokkal az aldbbi alakra hozhaté:

(23) W = 1@+ Q2)" 1 Ci+ 0 (C1Qs — C2Q1)?
2 C1 + 02 2 Ck(cl + 02) + 0102 (Cl 4 02)2 .
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Rogzitett ossztoltés mellett W akkor minimélis, ha Co@Q — C1Q2 = 0. Ebbol
kovetkezik, hogy minden olyan toltéseloszlds, amelyre ez nem igaz, instabil azokra
a mechanizmusokra nézve, amelyek képesek toltést szallitani a két gomb feliilete
kozott. Ilyen mechanizmus lehet pl. a két feliilet kozott kialakulé (az F3 fuggelékben
leirt) nagy térerésség miatt dtugrd szikra, de az is, hogy az érintkezési pontban
az ellentétes toltések semlegesitik egymast. Latni kell azonban, hogy a CoQ =
= (C1Q)9 allapot kialakulasa soran az elektrosztatikus energia nagyon keveset, idealis
esetben elhanyagolhaté mértékben csokken: a folyamat soran az energia valtozasa
AQ - AU nagysdgrendii, ami anndl kisebb, minél kisebb tdvolsdg mellett zajlik le
a toltéskiegyenlitodés.

Végezetiil megjegyezziik, hogy az energia tavolsagtol valo fiiggése kovetkeztetni
enged a toltott gombok kozott fellépd erékre. Egy ilyen, kicsi d mellett érvényes
elemzést mutatunk be az F3 Fiiggelékben.

Fuggelék

F1. A kapacitasmatrix szimmetridja

Ennek megmutatiasahoz azt haszndaljuk ki, hogy a rendszer energidja nem
fiigghet attdl, hogyan (milyen sorrendben) toltjiik fel a fegyverzeteket, csak attdl
fiigghet, hogy mekkora rajtuk a fesziiltség (vagy a t6ltés). Tegyiik fel, hogy el6szor
az Fy fegyverzetet toltjitk fel U; potencidlira gy, hogy az Fs potencialjat nullan
tartjuk (Fa-t foldeljiik). Ebben a folyamatban Fi-re ¢i; Uy toltést kell vinniink,
az Fy-re pedig co1 Uy toltés keriil. Ezutan megsziintetjiik Fy foldelését, és feltoltjiik
ugy, hogy potencialja U legyen, és kozben iigyeliink arra, hogy az F} potencidlja
ne valtozzon. Ehhez, mikoézben az Fh-re a mar ott 1év6hoz még coo Us tOltést
adunk, az F'-re tovabbi c1o Us toltést kell vinniink. A potencidl-t6ltés viszonyokat
az 1. abrdn szemléltetjiik.

u Ui

q1 q1

c11Un c11U1 c11U1 +c12U2

u u2
U, Us
q2 q2
c21U1 ca1Un c21Uy +c22Us
1. dbra
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(A két fegyverzetre vonatkozé grafikonon a toltéstengelyeken a skédla kiilon-
bozo: ugy allitottuk be Sket, hogy az Osszetartozd toltésértékek egymas folé ke-
rilljenek.) A folyamat soran végzett munkét, tehdt a toltott rendszer energidjat
a sotétebben jelolt részek Osszteriilete adja meg:

1 1
W = 3 c11UT + 12U Us + 3 c22U3.

Nyilvanvald, hogy a testek feltoltését masképp is, pl. a forditott sorrendben is
elvégezhetjiik. Ekkor

1 1
W = 5 C11U12 + 621U1U2 + 5 022U22

adodik. Mivel az energia nem fiigghet attol, hogy hogyan toltottiik fel a rendszert,
a két érték megegyezik, tehat

C12 = C21.

F2. A részkapacitiasok helyettesitGképe

A részkapacitdsok haszndlata egy igen szemléletes (a mérnoki gyakorlatbdl
kolesonzott) helyettesit6kép bevezetését teszi lehet6vé.

A 2. dabran jelolt kapacitdsok idealis

Ck
kondenzatorok, a sarkok a két fegyverze- P U1 |1 Uz P
tet (F1, F»), a foldelés pedig a nulla po- ! Q2 Qo =—qQi2| 2
tencialt helyet, esetiinkben a végtelent
jelenti. Az egyes toltések értéke Q100 Qooe
_— Co——
Qi = Q1 — Q2. ~Ce ~ Q2o
Q200 = Q2 — Q21, 1 1
Q1o = Cr(C2Q1 — C1Q2) — Q. 2. dbra

o C1C5 + Ck(C1 + CQ)

Természetesen mindennek akkor van értelme, ha az itt szereplo, eddig csak
formalisan kezelt Cy, Cy és C kapacitdsok pozitivok. Ennek teljesiilését viszont
konnyl belatni, elég végiggondolni, milyen elgjelii toltések keriilnek az egyes fegy-
verzetekre, ha az egyiket foldeljiik, a masikat pedig valamilyen fesziiltségre feltolt-
jik. Ezt az elemzést az Olvaséra bizzuk.

F3. Azonos toltésti gombok is vonzhatjdk egymast

Miel6tt ezt az igen meglepé jelenséget targyalnank, érdemes visszatérniink a fe-
sziiltségekhez! Fontos észrevétel, hogy bar a (22)-vel adott AU fesziiltség nagyon
kicsiny, hataresetben el is tiunik, a két gomb kozott kialakuld elektromos térerds-
ség mégis anndl nagyobb, minél kisebb a gémbok tdvolsdga. A térerbsség atlagos
értéke a legkozelebbi pontok kozott az E ~ AU/d kifejezéssel becsiilhetd, és ez, ha
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Q1 # C1Q2, akkor végtelenhez tart. (Ez a logaritmusfiiggvény azon tulajdonsa-
génak koszonhetd, hogy az In(1/d) végtelenhez tart, a d - In(1/d) kifejezés viszont
nulldhoz kozelit, ha d — 0.) Ez fizikailag dgy értelmezhetd, hogy a CoQ1 = C1Q2
esetet kivéve, nagyon kicsiny d tavolsag mellett az elektromos megosztas miatt
akkor is ellentétes elgjelii toltések iilnek a feliiletek legkozelebbi pontjai kornyé-
kén, ha @1 és Q2 el6jele azonos. S6t, mi tobb, az ellentétes toltéseknek megfeleld
toltésstrliség a tavolsag csokkenésével egyre kisebb feliiletre koncentralédik.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a két gomb kozott (a Q1/C1 = Q2/Cs
kiegyenlitett esetet kivéve) mindig vonzas alakul ki, ha a gémbok elég kozel keriilnek
egyméashoz. Ez kozismert, ha a két toltés ellentétes eldjelil, vagy az egyikiik nulla,
de meglepd, ha a toltések azonos elGjelliek! A jelenség oka az, hogy — ahogy mar
emlitettitk — a gobmbok egymashoz kozeli oldaldan a megosztds miatt ellentétes,
a tavoli oldalakon azonos elGjelil toltések iilnek, és a nagyon kicsiny tavolsdg miatt
az elébbiek vonzasa érvényesiil. Matematikailag ez abbdl kovetkezik, hogy mig C4
és Cy jo kozelitéssel d linearis fiiggvénye szerint kozeledik a d = 0 esetén felvett
C41(0) és C3(0) értékekhez, addig Cj, a (20) képlet szerint végtelenhez tart.

Az energia (23) kifejezésébdl indulunk ki. Ez a Cy, > Cq, Cy esetnek megfeleld
kozelitésben tovabb egyszertisodik:

o L@+@) 1 (G0 - Q)

2 O1+0y 20 (O +Cy)?

(Ez a kifejezés is annél pontosabb, minél nagyobb a C} kapacitds, azaz minél ko-
zelebb van a két gdmb egymadshoz.) A mésodik tag viselkedését a C, végtelenhez
tartdsa hatdrozza meg, ezért itt Cy és Cy helyett vehetjiik a C(0) és C2(0) értéke-
ket. Az elsé tagban hasznaljuk a

C1 + CQ ~ Cl(O) + CQ(O) + AC

kozelitést, ahol AC egy d-vel aranyos szam. Mind a szamlélét, mind a nevez6t meg-
szorozva a C1(0) + Co(0) — AC kifejezéssel, és a (AC)?-es tagot mér elhanyagolva
végiil is a

_AC) Qi@ Y1 (QiGa(0) - Q:C1(0)Y
W—W@N—gQum+@@>+mx< a@+@m>>

kifejezést kapjuk, ahol a W(0) az energia d = 0-ndl vett értéke.

Tekintsiik el6szor a Q1C2(0) = Q2C1(0) kiegyenstilyozott esetet! Ilyenkor a fen-
ti energiakifejezésnek csak az els6 tagja nem nulla, és nagyon szemléletes, hogy
a gombok azonos eldjeli toltése miatt taszitast kell leirnia. Ennek megfeleloen ez
a tag d novekedésével csokken, azaz AC egy d-vel ardnyos pozitiv mennyiség. A ma-
sodik tag a Q1C2(0) # Q2C1(0) kiegyenlitetlen helyzetben mindig pozitiv, és a té-
volsdg novekedésével né, tehdt egy vonzoerének felel meg. A kérdés, hogy hogyan
viselkedik az dsszegiik. Mivel a logaritmus fiiggvény olyan, hogy d - In(1/d) — 0, ha
d — 0, a két tag hanyadosaban szereplé AC - Cj nulldhoz tart, ahogy d csékken.
Ebbol kovetkezik, hogy minél kisebb a d tavolsag, annal nagyobb lesz a masodik
tag az els6hoz képest, tehat a gombok viselkedését, ha azok elég kozel keriilnek

432 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7



QF 2019.10.7 — 18:27 — 433. oldal — 49. lap KoMalL, 2019. oktéber EF

egymaéashoz, ez a tag fogja meghatarozni. fgy elég kis tavolsag esetén a vonzds ér-
vényesiil!

Ennek fényében gondoljuk végig, mi torténik, ha két azonos elGjellel, mond-
juk pozitivan, de nem kiegyenlitetten t6ltott gdmbot egymaéshoz kozelitiink! Legyen
pl. Q2/C2(0) > Q1/C1(0). Elég nagy tévolsdg esetén mindkét feliileten a toltéssii-
rliség mindenhol pozitiv, és a gombok taszitjdk egyméast. A tavolsdgot csokkentve
a toltések a kiilsé polusok felé tolédnak, elég kis tavolsagndl az Fi bels6 feliiletén
a toltéssuriiség negativva valik, még kisebb tavolsagnal pedig a kiillonboz6 toltések
kozotti vonzds valik dominanssd. Amikor a két gdmb Osszeér, megtorténik a toltés-
kiegyenlitédés, aminek soran a szemben 1évé ellentétes toltések eltiinnek, a feliileti
toltéssiirliség djra mindenhol pozitivva valik, és a gobmbok djra taszitjak egymast.

Woynarovich Ferenc

Ifju Fizikusok
' Nemzetkozi Versenye

3!
L Versenyfelhivas és beszamolé

Ha szereted a fizikdt, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és eqy életre szolo
élményre vdgysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksdgnak is nevezett IYPT (Ifju Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senye, angolul International Young Physicists” Tournament) egy angol nyelvii, ki-
sérleti fizikai csapatverseny, ahova a vildg minden t&jdrél (t6bb mint 30 orszagbdl)
érkeznek kozépiskoldsok, hogy osszemérjék tuddsukat. Az IYPT a XXI. szazad ki-
hivasainak megfelel§ készségeket var el az induldktél: nemcsak a fizikdban kell
jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentdlni és megvédeni is tudni kell!
A résztvevo didkok a versenyt megelézden elvégzett fizikai méréseiket és kutatasa-
ikat egy — angol nyelven eléadott — tudomanyos prezentacié formdjaban mutatjik
be a rivalis csapatoknak.

Az TYPT verseny magyarorszagi els6 forduldjéra (Hungarian Young Physicists’
Tournament, HYPT) az hypt.elte.hu oldalon valé regisztracié hatdrideje:

2019. oktober 21. éjfél.

A jelentkezd didkoknak egy kivalasztott problémarol 2019. november 18-ig
kell elkiildeni egy magyar nyelvii dolgozatot. Ezen dolgozatok alapjan a legjobb
bekiildok az ELTE TTK-n december kézepén megrendezésre keriilo szébeli fordulén
vehetnek részt. Az indulé didkoknak az &ltaluk kidolgozott feladat angol nyelvii
bemutatasaban kell 6sszevetniiik tudasukat.

A decemberi forduldt idén 100 000 forint 6sszdijazdssal hirdetjitk meg, amiben
az évfolyamonkénti els6 helyezett versenyzdk osztoznak.
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A decemberi szébeli fordul6t kovetéen a 8-10 legmagasabb pontszamot elérd
didk az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovédbbi kutatdsait. A fel-
késziilés soran nyujtott teljesitmény alapjan 3 didk indulhat az osztrdk AYPT ver-
senyen, az 5 legjobb didk pedig bekeriil a Temesvaron megrendezésre keriilé 33.
IYPT magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szévege és tovabbi informécidk az hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az email@hypt.elte.hu email cimen taldlhatok.

Néhany példa a 2020-ra kitiizott IYPT feladatok koziil:

1. Taldld fel magad. Epits egy olyan eszkozt, amely az dramerdséget méri
a hohatdsa alapjan. Térképezd fel mi a pontossaga, megbizhatosaga és méréhatara
a moédszernek!

5. Edes délibdb. A Fata Morgana a délibabok egy specialis forméaja. Hasonlo
jelenség lathatd, ha lézerrel vilagitunk meg egy folyadékot, melyben torésmutato-
gradiens van. Vizsgald meg a jelenséget!

13. Surlédo oszcillator. Egy szilard targyat két egyforma, parhuzamos tenge-
Iy, vizszintes hengerre helyeziink. A két henger azonos szogsebességgel, de ellenté-
tes iranyban forog. Vizsgald meg, hogy a targy mozgdsa a hengereken hogyan filigg
a megfeleld paraméterektol!

Bronzérem Varséban

A 2019-es, Varséban megrendezett [YPT versenyen a magyar csapat 34 jelen-
1év6 orszag koziil a 12. helyet érte el, ezzel bronz mindsitést szerzett. De az egy
hetes varséi latogatds természetesen nem csak a versenyzésrél szolt! Mas orszag
csapataival valé ismerkedés, a kiilonleges épitészeti és nagymulti lengyel féva-
ros megismerése (a teljesen Gjjaépitett dvéarosdval) szintén része volt a program-
nak. A csapat ellatogatott a Copernicus Science Centerbe, a dijkioszté utdn pedig
a Visztula partjan pihente ki a verseny megprébéltatasait a homokos strandon,
babzsakokon fekiidve. Ami garantalt volt egész héten, az a jokedv, minden mas
csak ,hab volt a tortan”. Ha pedig ez mind nem gy&éz meg, és a kint toltott hét jo
hangulatardl és mindségi munkajarol akarsz megbizonyosodni, akkor latogasd meg,
és kovesd Facebook oldalunkat: www.facebook.com/hypt.elte.hu, ahol a csapat
képeit és eseményeit taldlod, amik tobbet mondanak minden szénal!

A magyar csapat tagjai voltak:

Kadlecsik Adam (Tatai Eotvos Jozsef Gimn. és Koll., 11. évf.);
Lipovics T. Déniel (Budapest, Piarista Gimn., 11. évf);

Penc Patrik (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn., 12. évt.);

Somogyi Boglarka (Budapest, Badr-Madas Reformétus Gimn., Alt. Isk. és
Koll., 10. évf.);

Stiga Viktdéria (Budapest, Német Nemzetiségi Gimn. és Koll., 12. évf.).

Idén is nagyon sok munka és tanulas el6zte meg a nemzetkozi versenyt. Az
ELTE TTK épiiletében taldlhaté didklaborunk mellett a felkésziilés soran idén
egy edzbétaboron és egy felkésziilési versenyen is részt tudtunk venni. A felkészit6

434 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7



ﬁ} 2019.10.7 — 18:27 — 435. oldal — 51. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

munkdt egyetemi oktatdk/kutatok (Asbdth Janos, Boross Péter, Ispdnovity Péter,
Hémdastrei Mihaly, Jenei Péter, Széchenyi Gdbor, Tiizes Ddniel, Vincze Miklds) és
fizika tandrszakos hallgaték (Bottka Benedek, Horvdth Andrds) végezték az ELTE
Fizikai Intézetében.

A sok nevetéssel és kemény munkaval toltott év utan most indul a felkésziilés
a 2020-as, Temesvaron megrendezésre keriilé6 megmérettetésre.

az HYPT szervez6k csapata

Beszamolo a 13. Nemzetko6zi Csillagaszati és 0@%
Asztrofizikai Diakolimpiardl I

Idén 13. alkalommal rendezték meg az IOAA-t (International Olympiad on
Astronomy and Astrophysics). A rendezvény kiemelked6en fontos volt szdmunk-
ra, mar csak amiatt is, mert hazdnk volt a rendez6 orszdg. Az IOAA a fizikai
diakolimpia ,ledgazasaként” 2007-ben kezdte meg miikodését, Magyarorszag 2011-
ben csatlakozott hozza. Létjogosultsdgat mi sem bizonyitja jobban, mint az egyre
novekvé népszerlisége, toretlen fejlédése, aminek eredményeként az IOAA a tudo-
maényteriilet legrangosabb kozépiskolai versenyévé nétte ki magat a vildgon. Az elsd
olimpian Thaifoldon még 22 orszag csapata versenyzett, a magyar rendezés min-
den id6k legnépesebb kiildottségét lathatta vendégiil: 46 orszag 258 versenyzdje és
mintegy 100 csapatvezetdje, megfigyel6je volt jelen. A rendezék régi alma valésult
meg ezzel. Nem kell nagy képzelGeré ahhoz, hogy belassuk, mekkora munka, mi-
lyen nagyfoku el6készités, milyen sok ember dldozatos odaadésa kellett a sikeres
rendezéshez.

A csillagaszati didkolimpia egyik 6 célja a csillagaszat irant érdekl6dd, tehetsé-
ges fiatalok felkarolasa, segitése, lehet&séget adni a versengésre, tudasuk felmérésé-
re, és ami taldn még ezeknél is fontosabb: a legtehetségesebbek leendd tudoményos
karrierjének elinditdsa. Az is érthetd, hogy miért kiiloniilt el ez az olimpia a fizikai-
t6l. A csillagaszati didkolimpian olyan asztrondmiai, asztrofizikai, miiszertechnikai,
égboltismereti tudasra van sziikség, ami nem varhaté el egy fizikai didkolimpidn.

A versengés helyszine a festéi Balaton-felvidék volt. A didkok Keszthelyen,
a csapatvezetOk Hévizen voltak elszallasolva. A varazslatos tdj a vildg minden
részérol idesereglett vendégeket dszinte amulattal toltotte el. Az idéjaras is kegyes
volt hozzank, az észlelési forduld estéjén ragyogo égbolt fogadott benniinket.

A didkolimpia két hivatalos tarsszervezdje a Szegedi Tudomdanyegyetem és
a Magyar Tudomanyos Akadémia Csillagdszati és Foldtudoményi Kutatokozpontja
volt, ugyanakkor tobb maés intézmény és szervezet (els6sorban a Magyar Csillagé-
szat Nonprofit Kft., az MTA CSFK Csillagaszati Intézete és az SZTE Bajai Ob-
szervatoriuma, valamint az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem, az ELTE Gothard
Asztrofizikai Obszervatérium, az Magyar Csillagdszati Egyesiilet és a Pannon Egye-
tem) is bekapcsolédott az el6készitésbe. Az olimpia fészervez6i posztjat olimpiai
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biztosként dr. Kiss Aron Keve, valamint hazai IOA A-koordinatorként dr. Hegediis
Tibor toltotte be.

v

A feladatkitiizé bizottsagban képviseltette magéat a magyar csillagdsz tdrsada-
lom szine-java, élitkon Kiss Ldszlo akadémikussal, aki szakmai koordinatorként is
tevékenykedett.

A rendez6 orszag jogdn Magyarorszag két csapattal is indulhatott. A csapat-
tagok Tdfalusi Addm, Varga Vazsony, Csdszar Kornél, Mendei Barna és Kozdk
Andrds (els6 csapat), illetve Sods Benjamin, Rajmon Imola, Bacsd Zétény, Bdnhi-
di Dominik és Tordai Tegze (mésodik csapat) voltak. A csapatvezetdi feladatokat
dr. Szalai Tamds (SZTE), Udvardi Imre (Ujpesti Konyves Kalman Gimn.), illetve
két volt olimpikon, Ddlya Gergely és Kalup Csilla (ELTE) latték el.

A versenyt az olimpiai kerettagok kivalasztasdnak, felkészitésének hosszui fo-
lyamata elézte meg. Hazénkban a csillagdszat nem kiilonallé tantargy (jé néhdny
orszéggal ellentétben), igy nem tdmaszkodhatunk j6l bejaratott, a didksdg szdma-
ra kozismert tanulméanyi versenyekre, magunknak kell megszervezniink a valogato-
versenyeket. fgy a tanév soran az év elején meghirdetett haromfordulds verseny
alapjan hivjuk be a legjobbakat az orszagos déntdbe, és ott valasztjuk ki a bévebb
olimpiai keretet. Veliik kezdjitk meg a felkésziilést, és a nyari tdbor zaréversenyén
szerzik meg a kiutazok a versenyzés jogat. Természetesen a versenyekre vald fel-
késziiléshez szakkori foglalkozasokat, online-tanagyagot biztositunk. Mozgalmunk
szélesebb korben valé megismertetését szolgdlta a KoMal-lal valé egytittmiikodé-
siink is, melynek keretében az elmilt egy évben rendszeresen jelentek meg a kitlizott
feladatok kozott csillagaszati témajiak, remélve, hogy egyre tobb olvasénak kelt-
jik fel az érdeklédését az olimpia irant. A kedvez6 tanuldi visszajelzések okén is
szeretnénk folytatni az egyiittmiikodést. A csillagaszati didkolimpia hazai hivata-
los honlapja: www.bajaobs.hu/ioaa. Itt a versennyel kapcsolatos minden kérdésére
valaszt kaphatnak a csillagaszat irant érdekl6do didkok.

A verseny lebonyolitdsa nem tér el méds tudomanyos didkolimpidkétol. A csa-
patvezetdk megvitatjdk a rendezd orszdg éltal kitlizott feladatokat (a tandcskozds
nyelve az angol), majd a kozos megegyezéssel elfogadott angol nyelvii verziét le-
forditjak a didkok anyanyelvére, akik mind a két nyelven megkapjik a feladatokat.
A zsiiri és a csapatvezetSk kiilon-kiilon pontozzak a dolgozatokat, majd az esetleges
eltéréseket megbeszélve alakulnak ki a végsoé pontszamok.

A csillagdszati didkolimpia 6t fordulobdl allt. A verseny elsé forduldjat az o6t
oras elméleti megmérettetés jelentette, majd egy ujabb napon a szintén 6t oras
adatanalizis kovetkezett. A mér emlitett észlelési forduld is nagy élményt jelentett
mind a versenyzéknek, mind a szervezéknek. A gyonyori égbolton kiviil az észleld-
réten feldllitott 88 egyforma tavesd latvanya is maradandé emlék lesz szamunkra.

A kovetkez6 fordulé feladatait hdrom, egyenként 8 méter 4tmérdji, felfijhatd
planetariumban oldottdk meg a versenyzok. Természetesen mas foldrajzi helyek
égboltjainak ismeretére is sziikség volt.

Azonban hatravolt még a csapatverseny. Az elmult évek jé tapasztalatai alap-
jan véletlenszertien sorsoltdk Ossze a csapatok tagjait. Nagy szerepet kapott tehdt
az egylittmiikodés és egymads megismerése.
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Az embert prébalé forduldk kozben a szervezok igyekeztek kirdnduldsok, kul-
turalis és sportprogramok keretében biztositani a kikapcsolodast. Mind a didkok,
mind a csapatvezetdk felejthetetlen élményekkel gazdagodtak. A siimegi kozépkori
varjatékok, a salfoldi major, Keszthely felfedezése, fiirdés a Balatonban, a magyar
népzene és néptanc megismerése életre sz6l6 élmény marad a didkok szaméra. A sok
0j baratsag, ismerkedés, a szervezok teremtette ragyogd hangulat, a Balaton vara-
zsa az egyik legemlékezetesebb olimpidva tette a magyarorszagit.

A legjobban vart pillanat persze az eredményhirdetés volt. Versenyz6ink ered-
ménylistaja:

Bronzérmet kapott:

Kozak Andras (ELTE Apdaczai Csere Janos Gyak. Gimn., 11. évf.);

Mendei Barna (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 11. évf.);

So6s Benjamin (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.);

Varga Vazsony (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.,
10. évt.).

Kiemelt dicséretben (Honorable Mention) részesiilt:

Bacsé Zétény (Budapest V. ker. Eotvos Jozsef Gimn., 11. évf.);

Béanhidi Dominik (Baja, Szent Laszl6 AMK, 12. évt.);

Cséaszar Kornél (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn., 12. évf.);

Rajmon Imola (Budapest XIII. keriileti Berzsenyi Daniel Gimn., 12. évf.);
Téfalusi Adam (Debreceni Reformétus Koll. Déczy Gimn., 12. évf.);

Tordai Tegze (Hédmezbvasarhely, Bethlen Gabor Reformétus Gimn. és
Szathméry Koll., 11. évf.).

Ezen kiviil az aranyérmes és az eziistérmes csapatban is volt magyar versenyzo
Soos Benjamin és Rajmon Imola személyében.

A fentebb véazolt ,nehézségek” tiikrében is mindenképpen biiszkék lehetiink
erre az eredményre. Szeretnénk, ha sok didk kapna kedvet e csodélatos tudomany-
ag megismeréséhez, miiveléséhez. J6 lenne, ha minél tobben kapcsolédnanak be
a szakkori munkéba, a versenyzésbe. Minden — csillagaszat irdant érdeklédo — ko-
zépiskolast varunk az 1j tanévben versenyeinkre, szakkoreinkre, hogy a kovetkezo,
2020-ban Kolumbiaban megrendezendo olimpian is hasonld sikereket érhessiink el.

Az olimpidval és az 10j tanév versenyeivel kapcsolatos tovabbi informacidék
talalhaték az alabbi linkeken:

www.il0aa2019.hu
https://www.facebook.com/io0aa2019/
http://www.bajaobs.hu/ioaa/

Az ut6bbi honlap archivumaban hamarosan megtekinthetok lesznek a felada-
tok és azok megoldésai is.

Udvardi Imre

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7 437



GF 2019.10.7 — 18:27 — 438. oldal — 54. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

Fizika gyakorlat megoldasa

%}_E

G. 662. Az (a) és a (b) dbran ldthatd dsszedllitds egy nagyobb korongbdl és
eqy-eqy, hozzd koncentrikusan rogzitett, kisebb hengerbdl dll. A kis hengerekre fona-
lakat csévéltink, amelyeknek végét eqy rid segitségével vizszintesen, v sebességgel
mozgatjuk.

(a% %\_ﬁ
v Y

A (c) esetben a kis hengerhez felilrdl egy vele azonos dtmérdji, szabadon
forgo masik kis henger is csatlakozik. A felsé henger nekiszorul az alsénak, és
a lebillenését egy-eqy gorgohoz csatlakozo ridszerkezet akaddlyozza meg. A felsé
hengerre is fonalat csévéltiink, és a fondl végét v sebességgel hizzuk. A korongok
a talajon, illetve a kis hengerek egymdson nem csusznak meg.

Melyik irdnyban, és v-nél nagyobb vagy kisebb sebességgel fog mozogni a korong
kozéppontja az egyes esetekben?

(3 pont)

Megoldas. A korong és a henger(ek) mozgdsa szempontjabol az oldalirdnytd
méretek lényegtelenek, ezért mindhdrom elrendezésnek csak az oldalnézetét (2D &b-
razolasat) vizsgaljuk.

Mindhérom esetben a korong a talajjal érintkez$ P pontja (a pillanatnyi for-
géastengely) koriil fordul el. Ha a korong kézéppontjanak u sebességét szeretnénk
meghatdrozni, elegend6 a korongnak a fiiggéleges OP szakasz menti vékony da-
rabjat tekinteni, vagyis a korongbdl képzeletben kivagott, vékony rid mozgasat
vizsgalni. Egy ilyen, a legalsé P pontja koriil elfordulé rid barmelyik pontjanak
sebessége egyenesen ardnyos a P ponttol mért tavolsaggal, amint azt az 1. dbra
mutatja.

Az (a) esetben, amikor a korongot (a ,rudat”) az A pontban v sebességgel
jobbra (elére) hiizzuk, a korong koézéppontjanak u, sebessége nagyobb lesz, mint v,
hiszen OP > AP, és lathaté, hogy a korong eldrefelé mozdul el.
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(a)

fonal _v

fonal v

1. dbra

A (b) esetben, amikor a fonédl a B pontban hiizza a korongot, BP > OP miatt
a kozéppont wu;, sebessége kisebb v-nél, és a korong most is eldre fog mozogni.

A (¢) eset az el6z8ekndl kicsit bonyolul- (c) Pe.
tabb, mert a felsé henger nem a P pont koriil \
fordul el, hanem egy masik, a 2. dbrdn P’-vel .
jelzett ponton atmend, az abra sikjara merd- G| vax fonal
leges egyenes lesz a pillanatnyi forgastengely. R
(Az &ttekinthetdség kedvéért az dbran a rid-
szerkezetet és a gorgdket nem tiintettiik fel.)

Tekintsiik el6szor a nagyobb korong és
a hozza rogzitett alsé henger mozgasdt! Ha
a kis henger legfels6 pontja valamekkora v* se-
bességgel mozog jobbra, az O, kézéppontja u.,
a legalsé H pontja pedig upy sebességgel mo-
zog ugyancsak jobb felé. Ezek a sebességek 2. dbra
a megfelel pontoknak P-t6l mért tavolsagaval
aranyosak (ldsd az (a) esetet), ezért v* annyival nagyobb u.-nél, amennyivel wu,
nagyobb az u g sebességnél. Méasképp fogalmazva: u. megegyezik v* és uy atlagaval
(szamtani kozepével).

Nézziik most a felsé hengert. Ennek Os kézéppontja ugyanakkora u,. sebesség-
gel mozog, mint a korong koézéppontja, ezt a merev ridszerkezet garantalja. Itt is
igaz, hogy a korong legalsé pontjanak v* sebessége annyival nagyobb a kozéppont
sebességénél, amennyivel u. nagyobb a legfelsd, G-vel jelolt pont ug sebességénél.
Ez utébbi a fondl sebességével egyezik meg: ug = v. Latjuk tehdt, hogy a (c) eset-
ben is elérefelé mozog a szerkezet, és a korong kozéppontjanak sebessége nagyobb
v-nél.

Az is leolvashaté a 2. dbrardl, hogy ug = uy = v, vagyis mindegy, hogy a fels§
vagy az alsé hengerre csévélt fonallal hiizzuk a korongot, a korong kozéppontjanak
sebessége ugyanakkora, a fondal sebességével azonos iranyu, de annal nagyobb lesz
(Ug = ue > v).

Tobb dolgozat alapjan
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Megjegyzés. Ha a korong sugara R, a kis hengereké pedig r, akkor a korong kozép-
pontjanak sebessége a harom esetben:

Rv u*Rv
R—r"’ TRy

Uqg = Ue =

Ezek az 6sszefiiggéseket (amelyek levezetése nem tartozott a feladathoz) kénnyen leolvas-
hatok az 1. dbran lathaté hasonlé hdromszogekbdl. Ezekben a képletekben v egyiitthatoi
r < R esetén pozitiv szdmok, tehat mindharom esetben w és v irdnya megegyezik.

Elképzelhetd az az eset is, amikor r > R. (Ez ugy valésulhat meg, hogy a korong
egy keskeny, vizszintes lécen gordiil, és az r sugart hengerek a léc két oldalan a léc ald
nyulnak.) A fenti képletekbél latszik, hogy ilyenkor u, és u. ellentétes eldjelii, mint v,
tehdt a korong kozéppontja ,visszafelé” fog mozogni. A (b) esetben a korong kézéppontja
mindig elérefelé mozog, akarmekkora is r és R.

Erdekes még az r = R eset. Ilyenkor u, = v/2, és a mozgés létrejohet. Az (a) és a (c)
eset azonban nem valésulhat meg, mert a csiszasmentes korongnak a talajjal érintkezo
pontja nem mozoghat v # 0 sebességgel.

(G. P.)

27 dolgozat érkezett. Helyes Sdrvari Borka Luca megolddsa. Hidnyos (1-2 pont) 16,
hibéas 10 dolgozat.

Fizika feladat megoldasa

% P. 5123. Vizszintes feliileten [évd,
M oldalfalakkal hatdrolt, M =1 kg témegi,

C]m L L = 0,3 m hosszusdgu kiskocsi bal oldaldn
T T egy m = 0,25 kg tomegt, kis méreti test

taldlhato. A kocsi a talajon surldoddasmen-
tesen mozog, kerekeinek mérete és tomege elhanyagolhato.

Egy adott pillanatban az m tomegi testet vo = 1 m/s sebességgel jobbra elindit-
juk. A test és a kocsi kozotti surloddst tényezd p = 0,1. A test és a kocsi titkozését
tekintsik rugalmasnak.

a) Mekkora sebességgel mozog a kocsi, miutan az m tomegd test a kocsihoz
viszonyitva nem mozog?

b) Milyen tdvol van ekkor a test a kocsi bal oldali faldtdl?
¢) Mekkora a testek sebessége az elsé rugalmas iitkozés utdni pillanatban?
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs
Megoldas. a) A kocsi — a kis test mozgdsa miatt fellépd sturlédasi eré miatt —
gyorsulni fog, a hozza rogzitett vonatkoztatasi rendszer tehdt nem inerciarendszer.

Célszerli a mozgdst a talaj vonatkoztatdsi rendszerében lefrni. Itt (mivel vizszin-
tes irdnyu kiils6 er6k nem hatnak) alkalmazhaté a lendiiletmegmaradds térvénye.
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Ha a kis test mar nem mozog a kocsihoz képest, akkor a kozos vy sebességiikre
fennall:

m
mvg = (M 4+ m)vy, vagyis v =g =02 —.
s

m
M+m
b) A munkatétel is alkalmazhato:

1 1
W = ~(m+ M)} — —muv,
2 2
ahol W (a sirlédéasi er6 munkéja) az F' = pmg surlédési erébél és a kis testnek
a kiskocsin megtett s utjabol szamolhato:

W = —Fs = —umgs.

FEzek szerint L !
Smud — 5 (m + M)}
s=22 2 )1:0,41m.
pmg
Mivel L < s < 2L, a kis test egyszer titkozik a kiskocsi jobb oldali faldval, igy a kocsi
bal oldali falatél z = 2L — s = 0,19 m tavolsagra lesz akkor, amikor mér nem mozog
a kiskocsihoz képest.

¢) Az els6 utkozés utan legyen a kis test sebessége v,,, a kiskocsi sebessége
pedig vpr. (A sebességeket jobb felé, vg-lal megegyezd irdnyban tekintjiik pozitiv-
nak. Nyilvan teljesiilnie kell a vy > vy, feltételnek, hiszen a kis test ekkor tdvolodik
a kocsi jobb oldali falatdl.) A lendiiletmegmaradds torvénye szerint

, M
muvg = muy, + Moy, tehat v, = vy — —vum.
m

Mivel a kis test egyszer csiszik végig a kocsi platéjan, vagyis a relativ elmozdulas
éppen L, a munkatétel most igy alkalmazhato:

mvas = —ugL,

N |

1 1
§mvfn + §Mv]2\4 =

vagyis
mvg — 2pumgL = mv?, + Mv3,.

Felhasznalva v,, fentebb megadott kifejezését:

muvg — MU]W

2
mvg—2,umgL:m( ) + Mvi,,

m
vagyis atrendezés utan a kovetkezé masodfoki egyenletet kapjuk:
0 =v3,(M?+ Mm) — vy - 2Mmug + 2um?gL = 0.

FEnnek megoldésa:

R (1#1_2;@”1\“@)%0,2.(&0,5)?

:M+m MU%

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/7 441



GF 2019.10.7 — 18:27 — 442. oldal — 58. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

A két gyok kozill az egyik az iitkozés el6tti, a masik pedig az iitkozés utani al-
lapotnak felel meg, hiszen mindkét esetben érvényes mind a lendiiletmegmaradas
torvénye, mind pedig a munkatétel fentebb felirt alakja. Az iitkozés utan a kis-
kocsi sebessége nagyobb lesz, mint amekkora az {itkozés elott volt, tehat nekiink
a masodfoku egyenlet nagyobb gyokét kell valasztanunk.

mug 2ugL(M + m) m
= 14 1= 29T ) g3
UM M + m ( + \/ MU% 073 s )

a kis méreti test sebessége pedig

m
U = V9 — —up = —0,2 —.
m S

Molndr Mdtyds (Révkomdrom, Selye Jdnos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

37 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 14 dolgozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 389. Erdsitsiink vékony fonalat egy tojashoz, és helyezziik bele egy henge-
res edénybe. Ontsiink a tojasra annyi vizet, hogy ellepje a tojast, majd a fonalnal
fogva 6vatosan emeljiik ki a tojast a vizbdl.

Mérjiik meg, hogyan fiigg a fonalat feszité er6 a tojas elmozdulasatol! Hata-

rozzuk meg a kiemelés sordn végzett munkat! Fiigg-e ez a munka az edény kereszt-
metszetétol?

(6 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

G. 681. Régészeti dsatasok soran jo allapotban a felszinre keriilt egy szin-
aranybol késziilt, egyenletes, kis falvastagsagu, egyenes henger alaku, feliil nyitott,
2 literes edény. A henger bels§ atmérGje és a belsé magassdga ugyanakkora.

Ha az iires edényt 6vatosan egy tél vizbe helyezziik gy, hogy a szimmetriaten-
gelye mindvégig fiiggdleges legyen, a test akkor keriil egyensulyi helyzetbe, amikor
a kiils6 vizszint az edény belsé magassaganak g részénél helyezkedik el. Hatarozzuk
meg az edény falvastagsdgat!

(3 pont)
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G. 682. Egy régi vizmelegité bojleren a mellékelt adatokat tartalmazoé cimke
talalhato:

Elektromos vizmelegits
Miszaki adatok:
220V / 1200 W
80 liter

Felftitési id6: 5 ora

a) Mekkora a bojler hatdsfoka, ha a ,felfiitési id6” alatt a bojler a 15 °C-os
vizet 75 °C-ra futi fel?

b) Ma mar ugyanezt a bojlert 230 V fesziiltségen hasznaljak. Mennyire csokkent
a bojler felftitési ideje?
(3 pont)

G. 683. Van két egyforma (piros) ellendlldsunk és mdsik két egyforma (kék)
ellendllasunk. Melyik kapcsoldasban nagyobb az eredd ellenallas, ha

a) a két pirosat és a két kéket is sorba, majd ezeket parhuzamosan kapcsoljuk;

b) egy-egy piros és kék ellendllast sorba, ezeket pedig parhuzamosan kapcsol-
juk?

(4 pont)

G. 684. Egy repiilogép — légi térképészeti célbol — dlland6 sebességgel és
viszonylag kis magassdgban hosszi ideig repiil az Egyenlit6 folott. A foldi iranyitok
azt észlelik, hogy a gép 48 éranként halad at a kiindulési pontja f6lott. Mennyi id6
telik el a napnyugta és a napkelte kozott repiilégépen, ha a gép

a) kelet felé repiil,

b) nyugat felé repiil?

(A repiilégépet idénként a levegbben toltik fel iizemanyaggal.)

(4 pont) Zétényi Gergd (Obudai Harrer P4l Alt. Isk.) kérdése alapjan

P. 5154. Egy filmjelenetben egy fit biciklizik. Ahogy a fii lassan teker, a ke-
rekek a kerékpdr haladasi irdnyanak megfelel$ irdanyban latszanak forogni. Mikoz-
ben a fiu lassan noveli a sebességét, egyszer csak a kerekek az ellenkez6 iranyban
latszanak forogni. A sebesség tovabbi novelésekor a kerekek latszélagos forgasa fo-
kozatosan lassul (de még mindig a ,rossz” irdnyba forognak), mig egy bizonyos
v haladési sebesség esetén gy tlinik, mintha a kerekek forgdsa megéllna. Mekkora
v értéke, ha a kerekek keriilete 2,5 m, mindegyik keréknek 36 kiill6je van, és a film
masodpercenként 24 filmkockabdl all?

(4 pont)
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P. 5155. Egy (n+4)¢ hosszisagu, vékony huzalbdl olyan tengelyesen szimmet-
rikus E betiit hajlitottunk, amelynek vizszintes szarai ¢ hosszusaguak, fliggéleges
széra pedig nf hosszusagu. Hol van az alakzat tomegkozéppontja?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eérs, Budapest

P. 5156. Vékony lemezbdl késziilt 6ntézokanna gombceikk
alaku rozsajat peremkorének egyik pontjandl az dbrdn lathato
moédon csuklésan rogzitettitk. Mekkora a h/r ardny, ha egyenstilyi

) allapotban a test tengelye vizszintes? (A vékony lemez homogén,

P allandé vastagsagi. A rézsa vizbevezetd csovecskéjének méretét

 és a kifolyényildsok osszes teriiletét tekintsiik elhanyagolhatéan
 kicsinek.)

(5 pont) Kozli: Németh Ldszlo, Fony6d

P. 5157. Céllovéskor a gyorsabb vagy a lassabb 16vedék tériil el jobban a Fold
forgdsa kovetkeztében felléps tehetetlenségi (Coriolis-) eré hatdsara?

(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 5158. Tablazati adatok felhasznaldsaval hatarozzuk meg, hogy egy kukta-
fazékban 1évo, 120 °C-os telitett vizgoz a sirliség szempontjabol mekkora hibaval
tekinthetd idedlis gaznak!

(3 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5159. Két azonos ellenallds felhasznédlasdval haromfokozatu villanyrezsot
készitettiink. Halézatrol mitkodtetve a legerésebb fokozatban 1500 W teljesitményt
vesz fel. Mekkora ellenallasokbdl készitettiik? Mennyi idé alatt melegit fel a leg-
gyengébb fokozatban fél liter vizet 20 °C-rél 80 °C-ra, ha a hatdsfoka 75%7

(3 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéaros

P. 5160. Rogzitett szigetelGallvany tetejére erdsitett
kicsiny, d = 2 cm &tmérdjli fémgomb toltése Q = 8-1079 C.
Vékony, ¢ =1 m hosszi, az dbra szerint felfiiggesztett szi-
getelGszal végére ertsitett ugyanakkora semleges fémgomb
tomege m = 1 g. A fonalat o = 60°-ig kitéritjiik, majd el-
engedjitk. A két gomb centralisan, abszolit rugalmasan iit-
kozik. Az iitkozés sordn az elektromos mez6 energidja nem
valtozik, energiadisszipacié nincsen.

A kiindulasi helyzeténél mennyivel keriil magasabbra
a fonalinga kis gombje, ha a légellendllas is elhanyagolhat$?
(Lésd még a kapacitasokrdl szol cikket lapunk 425. oldalén.)

(5 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest
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P. 5161. Homogén, B indukciévektori, er6s méagneses térbe R sugari, igen
hosszu, toltetlen fémhengert helyeziink. A henger tengelyét az indukciévektorral
parhuzamosan rogzitjiik, majd akoriil w szogsebességgel forgatni kezdjiik. Mekkora
feliileti toltéssiirtiség alakul ki a henger paldstjan?

(5 pont) Kozli: Németh Robert, Budapest

P. 5162. Egy szabalyos haromszog alapt egyenes hasab oldallapjai siktiikrok.
A hasdb a vizszintes alaplapjanak sulypontjan atmend, fiiggéleges tengely koriil T
periédusidovel egyenletes forgémozgast végez. Az egyik oldallapjara vizszintes iréd-
nyu, a forgdstengely felé haladé 1ézersugar érkezik. A ¢ = 0 pillanatban a lézersugér
merdleges az egyik tiikorre. Adjuk meg és dbréazoljuk a visszavert sugarnak a beesd
sugdarral bezart sz6gét az idé fiiggvényében a 0 < t < T id6tartamban!

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5163. A kobalt 60-as tomegszamu izotépja elektront bocsdt ki magabdl.
Milyen atommaggd alakul at?

(3 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. november 10.
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Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 7. October 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 414): K. 629. Seven
ducklings are walking towards the lake in a single file: Loppy, Happy, Tappy, Kippy,
Boppy, Poppy, and Sippy. They normally walk in the same order every day, but this time
they lined up in reverse order. Regarding the present order, the following information is
available: The ducklings preceding Loppy could line up in six different ways in a single
file. The number of ducklings preceding Boppy is the half of those following him. The
number of ducklings between Poppy and Tappy is one fewer than twice the number of
those between Sippy and Happy. Happy and Tappy both walk behind Kippy. What is
the normal order of the ducklings walking to the lake? K. 630. A party is breaking up,
and everyone is going home. To say goodbye, every female participant shakes hands with
every other female participant, and every male participant shakes hands with every other
male participant. During this process, a friend of the host turns up, who shakes hands
with everyone he knows, males and females alike. Given that 5 of the participating men
also brought their wives along, and 83 handshakes took place altogether, what may be
the number of persons known by the friend of the host? K. 631. Explain in detail why
the following statement is true: if the product of ten positive integers ends in three zeros,
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then there are six numbers among them such that their product has the same property.
K. 632. A father had a basket of plums. He gave the plums to his sons in the following
way: the first son received 2 pieces plus one nth of the remaining plums, then the second
son received 4 pieces plus one nth of the remaining plums, then the third one received
6 pieces plus one nth of the remaining plums, and so on. The rest of the plums the father
kept for himself. At the end of this process, it turned out that everyone got the same
number of plums. Given that the father had at least 2 sons, what may be the value of n?
K. 633. Doris thought of an integer, from 3 to 25, inclusive. She told Anna whether the
number is a perfect square, whether it is a prime, and whether it is a multiple of 5. From
this information, Anna was able to tell which number it was. What may the number be?

New exercises for practice — competition C (see page 415): Exercises up
to grade 10: C. 1560. Six classes of a school are planning to take trips to the towns
of Pécs, Szeged, Debrecen or Miskolc. (Each class is to visit a single town.) Each town
must be visited by at least one class. In how many different ways may they select the trip
destinations? C. 1561. What may be the angles of a triangle, if the triangle formed by the
points of tangency of the incircle on the sides is similar to the original triangle? Exercises
for everyone: C. 1562. Prove that if n? + 1 is divisible by 5 for some integer n, then
one of the numbers (n — 1)* +1 and (n 4 1)® + 1 is also divisible by 5. C. 1563. Let us
consider one half of an equilateral triangle (that is, the triangle having angles 30°, 60° and
90°). We create two more triangles by rotating the original one by 30°, and the original
one by 60° about its right angle in both cases. Determine the area of the intersection of
these 3 triangles. C. 1564. A 6 x 6 square grid is divided into n rectangles of different
areas by cutting along grid lines. Give an example of such a dissection for every possible
n > 1. Exercises upwards of grade 11: C. 1565. The sides of a trapezium are 2, 3, 5,
and 6 units long, in some order. What is the largest possible area of such a trapezium?
C. 1566. Assume that the probability of a newborn baby being a boy is always p. In
families with two children, is it more common to have one boy and one girl than to have
two children of the same sex?

New exercises — competition B (see page 416): B. 5046. Let n > 3, and consider
the graph in which the vertices are the grid points (7,j), where 1 <, < n, and the
distinct points (,7) and (k,I) are connected by an edge if and only if 5% + j% + k* + 12
is divisible by 3. For what values of n is it possible to walk the edges of the graph by
traversing each edge exactly once? (4 points) (Proposed by M. Pdlfy, Budapest) B. 5047.
In a right-angled triangle ABC, point D lies in the interior of leg AC, and point E lies
on the extension of hypotenuse AB beyond B. The second intersection of circles ADFE
and BCE (different from E) is F. Show that ZCFD = 90°. (4 points) B. 5048. The
base of a pyramid is a convex polygon, and the areas of the lateral faces are equal. Select
an arbitrary point on the base, and consider the sum of the distances of this point from
the lateral faces. Prove that the sum is independent of the choice of the point on the
base. (3 points) (Croatian problem) B. 5049. Prove that there are infinitely many pairs
of positive integers (a, b) for which 2019 < %—: < 2020. (& points) (Proposed by S. Rdka,
Nyiregyhiza) B. 5050. Solve the equation cos(3z) -+ cos?x = 0. (3 points) B. 5051.
The sides of quadrilateral ABCD are AB=8, BC =5, CD =17 and DA = 10. The
intersection of diagonals AC and BD is E, and BE : ED = 1:2. What is the area of
the quadrilateral? (& points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 5052. Two players,
First and Second take turns in writing a number 0 or 1 in the fields of a 19 x 19 table,
initially all blank. When all fields are filled in, they calculate the sum of each row, and
the sum of each column. Let the largest row sum be A, and let the largest column sum
be B. If A > B then First wins the game. Second wins if A < B, and it is a draw if A = B.
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Does either of the players have a winning strategy? (6 points) B. 5053. Let G denote the
inscribed sphere of a tetrahedron ABCD, and let G 4 be the escribed sphere touching the
face BC'D. Let T be the tetrahedron formed by the points of tangency of G on the planes

of the faces, and let T'a be the tetrahedron formed by the points of tangency of G4 on the

3 2
planes of the faces. Show that &/3 ((TTA)) = ‘YQ((GGA)) holds for the volumes of the tetrahedra

and the spheres. (6 points)

New problems — competition A (see page 418): A. 758. In quadrilateral ABCD,
AB = BC = \/LiDA, and ZABC is a right angle. The midpoint of side BC' is E, the

orthogonal projection of C' on AD is F, and the orthogonal projection of B on CD is G.
The second intersection point of circle BCF (with center H) and line BG is K, and
the second intersection point of circle BHC and line HK is L. The intersection of lines
BL and CF is M. The center of the Feurbach circle of triangle BFM is N. Prove that
/BNE is a right angle. (Proposed by Zsombor Fehér, Cambridge) A. 759. We choose
a random permutation of numbers 1,2,...,n with uniform distribution. Prove that the
expected value of the length of the longest increasing subsequence in the permutation
is at least /n. (Proposed by Ldszlé Surdnyi, Budapest) A. 760. An illusionist and his
assistant are about to perform the following magic trick. Let k be a positive integer.
A spectator is given n = k! + k — 1 balls numbered 1,2,...,n. Unseen by the illusionist,
the spectator arranges the balls into a sequence as he sees fit. The assistant studies the
sequence, chooses some block of k consecutive balls, and covers them under her scarf.
Then the illusionist looks at the newly obscured sequence and guesses the precise order
of the k balls he does not see. Devise a strategy for the illusionist and the assistant to
follow so that the trick always works. (The strategy needs to be constructed explicitly.
For instance, it should be possible to implement the strategy, as described by the solver,
in the form of a computer program that takes k and the obscured sequence as input and
then runs in time polynomial in n. A mere proof that an appropriate strategy exists does
not qualify as a complete solution.) (Proposed by Nikolai Beluhov, Bulgaria, and Palmer
Mebane, USA)

Problems in Physics
(see page 442)

M. 389. Attach a piece of thread to an egg and place the egg into a cylinder-shaped
container. Pour water into the container such that it covers the egg, and then carefully
pull out the egg from the water with the help of the thread. Measure how the tension in
the thread depends on the displacement of the egg. Determine the work done, while the
egg was pulled out. Does this work depend on the cross section of the container?

G. 681. An artefact made of pure gold was found and dug out in good condition
during an excavation at an archaeological site. The 2 litre cylinder-shaped artefact has
thin uniform walls, and has no top base. The inner diameter and the inner height of the
cylinder are equal. When the empty cylinder is carefully placed into water such that its
symmetry axis is vertical all the time, then it reaches an equilibrium position when the
level of the water outside is at 2-th of the inner height of the cylinder. Determine the
width of the wall of the artefact. G. 682. The data in the figure can be read on the
label of an old boiler. a) What is the efficiency of the boiler if during the warm-up time
(5 hours) the boiler heats up water from a temperature of 15 °C to 75 °C? b) Today this
boiler is used at a voltage of 230 V. To what time did the warm-up time of the boiler
decreased? G. 683. We have two alike (red) resistors and also two alike (blue) resistors.
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In which connection will the equivalent resistance of the resistors be greater, if a) the
two red resistors and the two blue resistors are connected in series, and then these are
connected in parallel; b) the series connections of a red and a blue resistor are connected
in parallel? G. 684. A plane — from cartographic purposes — flies at a constant speed for
quite a long time above the equator, at some small height. The operators at the ground
observe that the plane passes its starting position at every 48-th hour. How much time
elapses between the sunset and the sunrise on the plane if the plane flies a) towards the
east, b) towards the west? (From time to time the plane is filled with fuel in the air.)

P. 5154. A boy is riding his bicycle in a cinema scene. When the boy rides his bicycle
slowly, the wheels seem to rotate in a direction which is in accordance with the motion of
the bicycle. When the boy speeds up, suddenly the wheels seem to turn in the opposite
direction. When the speed of the bicycle is further increased, the apparent rotation of
the wheels slows down gradually (but they still rotate in the “wrong” direction), and at
some particular speed of v the wheels seem to stop rotating. What is the value of v if the
perimeter of the wheels is 2.5 m, each wheel has 36 spikes, and the film has 24 frames in
a second? P. 5155. A symmetrical letter E was bent from a thin piece of wire of length
(n + 4)¢ such that each of its horizontal parts has a length of £ and its vertical part has
a length of nl. Where is the centre of mass of the figure? P. 5156. The spherical sector
shaped rose of a watering can, made of thin metal, is hung at one point on its circular rim
by means of a hinge (see the figure). What is the ratio h/r, if in the equilibrium position of
the rose its symmetry axis is horizontal? (The metal sheet has constant width and uniform
density. The size of the tube through which the water enters the rose, as well as the total
area of the small holes can be considered negligibly small.) P. 5157. Which bullet, used
in target shooting, is deflected more by the fictitious force due to the rotation of the
Earth (called Coriolis force) a faster or a slower one? P. 5158. Using the data of tables
determine the error by which a sample of saturated water vapour in a pressure-cooker
at a temperature of 120 °C can be considered ideal with respect to density. P. 5159.
An electric stove, which has three power levels, was made from two alike resistors. When
it is used from the mains at the highest heat level it delivers a power of 1500 W. What
is the resistance of the resistors? How long does it take to heat half a litre of water from
20 °C to 80 °C if it is used in its lowest heat level and its efficiency is 75%7 P. 5160. The
charge on a metal sphere of diameter d = 2 cm, mounted on a fixed insulating stand, is
Q =8-107° C. Another, but a neutral metal sphere of mass m = 1 g and of the same size
as the previously described one, is attached to a thin insulating piece of thread of length
£ =1 m as shown in the figure. The thread is displaced by an angle of a = 60°, and then it
is released. The two spheres collide head on, totally elastically. The energy of the electric
field does not change in the course of the collision, there is no energy dissipation. How
much higher above its initial position will the sphere on the thread go if air drag is also
negligible? P. 5161. A very long uncharged metal cylinder of base radius R is placed into
strong uniform magnetic field of magnetic induction B. The axle through the symmetry
axis of the cylinder is fixed parallel to the magnetic induction, and then the cylinder is
started to rotate about by angular velocity w. What is the resulted surface charge density
on the lateral surface of the cylinder? P. 5162. The faces of an equilateral-triangle-based
right prism are plane mirrors. The prism executes uniform rotational motion of period T'
about a vertical axis which goes through the centroid of the horizontal base of the prism.
A horizontal beam of laser light aimed at the axis of rotation is incident on one of the
faces. At the instant ¢ = 0 the beam is perpendicular to one of the mirrors. Determine
and graph the angle between the incident and the reflected laser beam as a function of
the elapsed time over the interval 0 < ¢ < T. P. 5163. The nuclide of a cobalt isotope of
atomic mass number 60 emits an electron when it decays. What is the resulting nucleus?
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