Meg kell viszont emliteni, hogy Segner megoszté egyéniség volt. Nem kedvelte
a németeket, a magyar didkokat viszont partfogolta. Nagy tuddsa miatt becsiilték,
de megalkuvast nem ismerd természetét sokan nem kedvelték.

Emlékét elsésorban Debrecen, Pozsony és Halle Orzi tobb-kevesebb viszon-
tagsdggal. Debrecenben, a Klinika teriiletén, 2017 oktéberében allitottak fel Gjra
a Mikus Sandor Kossuth-dijas szobraszmiivész altal 1974-ben készitett Segner-
szobrot.

A KoMaL 1969. marciusi szamaban kittizétt F. 1655. feladatban igazolni
kellett az f(x) = az® + bx? + cx +d (a, b, c,d > 0) valds egyiitthatds polinom f (o)
értékének (0 < z¢ < 1) grafikus uton valé megkeresésére Segner altal adott eljards
helyességét.

Doérrie: A diadalmas matematika cim@ konyvében pedig az Fuler-problémdnak
a Segner altal adott megoldasat talaljuk meg. Euler 1751-ben Goldbach-hoz irt leve-
lében vetette fel ezt a problémat: , Az n-oldali sikbeli konvex sokszdg hdnyféleképpen
bonthatd fel eqgymdast nem metszd datlok segitségével hdaromszogekre?”

Kantor Sandorné Varga Tiinde

Megjegyzés. 2018 tavaszan jelent meg Kovacs Lészlé Segner Jdnos Andrds: Egy jeles
hungarus a 18. szdzadbdl cimli konyve, amely innen letolthetd: http://real.mtak.hu/
74845.

A konyv cimlapjan ldthaté Reibenstein festménye (http://math.bme.hu/ hujter/
segner.jpg), az a Segnerrdl késziilt arckép, amely a KéMaL hétsé boritéjén is ldtha-
té. Az érdekl6ddk szamadra ajanljuk az Erinté online matematikai lapok 2018. juniu-
si cikkét: http://ematlap.hu/index.php/interju-portre-2018-06/692-segner-janos-
andras-a-matematikatanar, vagy azt a videdt, amelyben Gazda Istvan bemutatja
a Segner-kotetet:

https://drive.google.com/open?id=1MBE1puOP8IKcSxQRx92mu_6xpcqpzzqy.

Feynman és a legkisebb hatas elve

Egy emlékezetes feladat

Az 1930-as évek elején tortént, hogy a kozépiskoldban unatkozni latsz6 (késébb
Nobel-dijas fizikus) Richard Feynmant tandra a kovetkezé feladattal kivénta fel-
élénkiteni: Gy6z6djon meg arrdl, hogy egy eldobott targy két adott idopont kozott
(adott repiilési id6 mellett) éppen azt a roppdlyat ,,véilasztja”, amelyet a mechani-
kai legkisebb hatds elve (masnéven Hamilton-elv) el8ir szdméra [1]. Az elv szerint
a repiilés kezdeti t1 és végsod to idépontja kozotti to — t; = T idében wvalamennyi
elképzelhetd mozgdspdlya kézil az valésul meg, amelyen a K kinetikus és V' poten-
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cidlis energia kiilonbségének, az L(t) = K(t) — V(¢) fiiggvénynek a mozgds sordn
vett idébeli dtlagértéke, amit (L) médon jelsliink, minimalis.

Feynman ezt az elvet ,elblivoléen érdekesnek” talalta, és lelkesedése az évek
soran sem csokkent. Az addig csak a klasszikus fizikdban alapvet6 hataselv, palya-
fogalom Feynman nyoman bekeriiltek a részecskefizika kvantummechanikai eszk6z-
taraba.

Mivel a legkisebb hatés elve a mai kozépiskolasokat is érdekelheti, nézziik meg
Feynman feladatat egy specialis esetben, ahol elegend6 az egyenletesen gyorsu-
16 mozgas ismerete, a matematikai analizis mddszereire, varidciészamitdsra nincs
sziikség.

Az elv miikddésben

A kiindulasi helyzet: valaki ¢; = 0 pillanatban labdat dob fel az x, tavolsdgban
all6 haz y, magasan 1é6vé emeleti ablakdban varakozé tarsdnak. Az ablak vizszintes
(z) és fiiggbleges (y) tengelyeken mért koordindtdi a mozgds sikjdban (z,,y.),
a labdéaé a feldobds pillanatdban (0,0). Az iskoldban tanultak szerint a labda palyéja
parabola, a mozgast leiré egyenletek a ¢ id6 fiiggvényében

(1) r=ut, y=-22¢ (uya +gxa)t

2 T, 2u

(ahol g a nehézségi gyorsulds). A repiilés teljes T idejét az x irdnyu, dlland6 v, = u
sebesség rogziti: T = x,/u. A kicsit szokatlan alakban felirt (1) osszefiiggésben
a fliggbleges irdnyd kezdbsebességet az y(t = T') = y, feltétel rogziti.

Ha tehdt az elv ,miiksdik”, akkor példdul a (0,0) és az(x,, ya) pontokon dtme-
no, ugyanakkora T repiilési idével, de egy tetszdlegesen valasztott a paraméterrel
jellemzett,

(2) x = ut, y = —at® + (m—i—a%)t
Ty u

egyenletekkel lefrt parabolapélydn az L(t) = K(t) — V(¢) (az un. Lagrange-fiigg-
vény) iddbeni dtlagértéke, (L), barmely a # g/2 vélasztdsa esetén nagyobb kell
legyen, mint a ténylegesen megvaldsulé a = ¢g/2 pélya esetén.

Megjegyzés. Az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy a labda mozgéasa x iranyban
egyenletes. A legkisebb hatds elve megengedné ugyan, hogy masféle idéfiiggésii mozgasokra
is kiszamitsuk a Lagrange-fiiggvény atlagat, és ezek minimumaét keressiik, de ekkor ismét
a varidciészamitds matematikai nehézségeibe iitkoznénk. Ha olyan mozgasok korében
keressiik a legkisebb hatast, amelyek mind&ssze egyetlen paramétertol, az a mennyiségtol
fliggenek, a probléma egy egyvaltozds, rdadasul kvadratikus fiiggvény szélsGértékének

! A szakirodalomban a ,legkisebb hatdson” az S = (t2 — t1)(L) hatdsfiigguény minimu-
mat (dltaldnosan staciondrius, vagyis a pdlya kis valtoztatasara ,els§ kozelitésben” val-
tozatlanul maradd) értékét értik. De mivel (¢2 — ¢1) rogzitett, S minimuma egyben (L)
minimuma is. (Az dtlagértéket haszndlé megfogalmazds Feynmantdl ered [1].) A ,pédlya”
itt nemcsak a palyagorbe alakjdra vonatkozik, az elv a palyagtérbe meghatarozasan tul
a megvalésulé mozgés teljes, tér- és id6beli leirdsat adja.
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megkeresésére egyszeriisodik, ez pedig elemi dton, (teljes négyzetté alakitdssal) meg-
oldhaté.

A (2) egyenletekkel leirt mozgds x irdnyban egyenletes, y irdnyban egyenletesen
gyorsulo, ezért

Vp = U, vy = —2at + (Y;ya —l—aza).
a

Ezzel az m tomegl targy Lagrange-fiiggvénye:

L:K—V:%(Ui—&-vi)—mgy:

)

Ty U Ty U

2
u? + (—2at + UWa + axa> ] —mg [—Unf2 + (uya + ama) t] ,
ami u = x,/T felhasznalasaval igy is felirhaté:

m [ a2 Ya 2 2, (Y
L*E {T2+<2at+T+aT” —myg [—at +(?+aT>t]-

Mivel ez a kifejezés t-ben kvadratikus, idobeli atlagértéke elemi szdmoldssal meg-
kaphato.

(Ly=(A-t*+B-t+C) = A{t*>) + B(t) + C,

ahol
A =ma(2a+ g),

B = —m(g + 2a) (% +aT) ,

22 ? Q2T
C’zm( a2T2ya + 2 —I—aya)

idofiiggetlen kifejezések.

Lathat6, hogy csak t? és t atlagra van sziikségiink a (0,7 intervallumon,
ami definicié szerint a fliggvény alatti teriilet elosztva az idGintervallum hosszaval.
A t% parabola alatti teriiletet a (0,7") szakaszon mar Arkhimédész kiszdmitotta [2],
ez %T3, tehat (t2) = %TQ, és nyilvanvaléan (t) = %T. Ezzel, valamint A, B és C
befrasaval kapjuk:

_ _m [l , gV | (ra+ty: g*T*?
<L><Kv>2{3T <a2)+< T2 9T )|

Ez a kifejezés a = %—nél valéban minimadlis, barmely ,hegyesebb” (a > g/2) vagy
slaposabb” (a < ¢/2) palya (és az a = 0 egyenes is) nagyobb (L)-re vezet.
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De honnan tudja a labda?

A legkisebb hatas elve tehat parabolapalyakra szoritkozva beigazolédott, de
az elv minden mds alaki pdlydt tekintetbe véve is a j6 eredményt adja [1].2 De ho-
gyan? A labda ismeri a tavoli jovéjét? Tudja minden 0 < ¢ < T pillanatban, merre
kell tovabbrepiilnie ahhoz, hogy a mar megtett és a még hdtralévé utat is maga-
ban foglal6 egész pélydjara szamitott (L) atlagérték (és vele az S hatdsfiiggvény)
valamennyi elképzelhetd palya koziil a legkisebbnek bizonyuljon?

A tévoli jové elérelatdsa a klasszikus mechanika szerint valdjdban nem sziik-
séges, mert a legkisebb hatas elvébdl matematikailag kovetkeznek a labda kézvet-
len jovéjét minden helyen és id6pontban meghatarozé Newton-féle mozgédsegyenle-
tek (és viszont, a Newton-egyenletekbdl levezethetd a hatédselv), ezért nem csoda,
hogy a megvalésul6 pédlya éppen az, amelyen (L) minimdlis. A hatdselv a klasszi-
kus mechanikdban egyszertien a mozgasegyenletek matematikailag tomor, elényos
(koordindta-rendszertdl fiiggetlen) megfogalmazdsdnak tekinthetd.

De ha ez csak egyszeri matematika, mit talalt koranak egyik legnagyobb fi-
zikusa (aki idén éppen 100 éves lenne) a legkisebb hatds elvében ,elbilivéléen ér-
dekesnek”? Hogyan ,vizsgaljak meg” a részecskék a kvantumfizika Feynman-féle
megfogalmazédsaban az Gsszes elképzelheté palyat ahhoz, hogy kivélasszdk az op-
timalisat, a megval6sulét? Errél egy kovetkez6 irdsban lesz szd, ahol a legkisebb
hatds elve és néhény tovabbi, hasonldan ,célt megfogalmazd” (integrélis) fizikai elv
kapcsolatédra is fény dertil.

Irodalom

[1] R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands: Mai fizika 6., 71. fejezet, Miiszaki
Koényvkiado, 1970.

[2] Simonovits Andrds: Vdlogatott fejezetek a matematika torténetébdl, 25. old.,
Typotex, 2009.

Solt Gyorgy
Svajc, Zug

Megoldasvazlatok
a 2018/7. szam emelt szintii fizika gyakorlé feladatsorahoz

Tesztfeladatok

1 2 31415 6 7189|1011 | 12 | 13 | 14 | 15
B|D|A|A|B|A|B|B|A|D|D C D C B

2A legkisebb hatds elvét L. Euler (1707-1783) és J. L. Lagrange (1736-1813) ilyen
irdnyu eredményeit felhaszndlva mai forméjdban W. R. Hamilton (1805-1865) fogalmazta
meg 1834-ben.
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