Hasonléan lathaté, hogy

) Tpap'n AD-AB'  AD-BC
Txpar DX-XA DX-BX’

(5) TDAB/A B B'D sinADB’<I
TXDAA N DX sinﬁ ’

A (4) és (5) egyenletbdl kapjuk, hogy

AD.BC B'D sinADB'<g
DX -BX DX sing

(©) AD-BC  sinADB'«
B'D-XB  sinf

AB-CD = AD - BC, ezért a (3) és (6) egyenlet miatt

. sinCB'D< sin ADB’'«

(™) sine  sing8

Tegyiik fel, hogy X ¢ B'D. A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy X a B'C'D
haromszégben van. Ekkor CB'D< > «, ezért sinCB'D< > sinq, és ADB'< <
< B, ezért sin ADB’'< < sin 8. Ez ellentmond a (7) egyenletnek. Tehdt X a B'D
szakaszon van. Ebbdl a feladat allitasa konnyen adédik, mert

BXA<«+DXC«a=B'XC«x+ CXD<« = 180°.

Megjegyzés. Ha 0° < 1 < 2 < 180°, akkor csak abban az esetben lehetséges, hogy
sin 1 > sin s, ha @1 + @2 > 180°. Lathaté, hogy CB'D<a+a < CB'D<x+a+XCB'«a =
= 180° — B’DC« < 180°, és hasonléan ADB’'< + 8 < 180°. Emiatt ez az eset nem for-
dulhat elé a fenti bizonyitdsban.

,Kinai étterem”
— a véletlen permutaciokrdl 2.

2.2 A ,kinai étterem folyamat” (Chinese restaurant process)

Most mar ratérhetiink a cimben szereplo téménkra.

Hogyan értjiik, hogy a tanuldk véletlen sorrendben érkeznek? Vagy &ltalano-
sabban: hogyan modellezhetjik a péletlen permutdcickat”?

Nyilvan sokféleképpen képzelhetjiik el az elébbit, de talan még szemléletesebb,
ha a ,karacsonyi ajandékozasra” gondolunk. Itt minden tanulé nevét bedobjak egy
kalapba, jol osszekeverik, majd a tanulok egyesével kihtiznak egy-egy nevet. Ha
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itt a sorsolas véget is érne, akkor ez egy jé modell lenne a véletlen permutéciéra.
Azonban a kardcsonyi ajandékozasnal vigyazni kell arra is, hogy senki ne hizza
onmagat. Ennyiben tehat nekiink nem jé szemléltetés, maradunk az eredetinél,
amikor meg van engedve, hogy egyesek 6nmagukat huzzak.

Ez a modell jo, elallit egy véletlen permutaciét — de van vele egy probléma.
Ha pl. kideriil, hogy valakit még meg akarnak hivni az osztalykaracsonyra, akkor
az egész sorsolast elolrdl kell kezdeni. A modell nem ,,dinamikus”. Es persze a cik-
lusok sem fognak kozvetleniil latszani. A ciklus-szerkezet és az tjrakddoléds alapjan
azonban (ldsd a 4. feladat megolddsat) lehet dinamikus modellt is csindlni — ez lesz
az ugynevezett ,Kinai étterem folyamat” (Chinese restaurant process).

A tovabbiakhoz érdemes megjegyezni, hogy vélhetéen honnan a folyamat neve.
Talan onnan, hogy tgy képzeljiik: a kinai vendégloben egy-egy asztal koriil prak-
tikusan végtelen sokan iilhetnek, és barmely két vendég széke kozé le lehet tenni
még egy széket.

Tekintsiik egy n elemli permutédcié ujrakédolt alakjat. Gondoljuk emberek-
nek a permutécié elemeit, a szamuk azt jelzi, hanyadikként érkeztek a vendéglébe.
Az els6 — az 1-gyel véget ér6 — ciklus tagjait iiltessiik az els6 asztalhoz abban a sor-
rendben, ahogy a ciklusban jonnek. A méasodik — az els6 asztalhoz le nem iiltetettek
koziil a legkisebb sorszamival véget éré — ciklus tagjait iiltessiik a masodik asztal-
hoz, szintén a ciklus sorrendjében, és igy tovabb. Tegyiik fel, hogy van mar egy
eljardsunk, amely minden ujrakdédolt permutdciét ugyanolyan ( -5 ) valoszintiséggel
allit el6. Megérkezik az 4j vendég, fogja a székét és le akar iilni valamelyik asztalhoz,
vagy 1j asztalt is kezdhet. Olyan — természetesen a véletlenen alapuld — utasitast
akarunk neki adni, amellyel elérhet6, hogy minden n 4+ 1 elemii permutacié ijra-
kédolt alakja is egyenlo valdszintiséggel ,,valésuljon meg”. Hogy mit akarunk, azt
pontosabban a kovetkezd — a kozépponti kérdésrol 1évén szé ez alkalommal szam
nélkiili — feladatban fogalmazzuk meg.

Feladat. Tegyiik fel, hogy az ujonnan érkezé vendégnek van egy véletlen szam
eléallitdja. (Mondjuk egyenletes eloszldssal forgat korbe eqy n + 1 csiicst szabdlyos
sokszdget.) Milyen valdszindiséggel iljon az egyes asztalokhoz a székével, hogy most
minden n+ 1 elemi ujrakodolt permutdcid ugyanolyan valdszinidséggel dlljon eld,
ha azt ldtja, hogy az i-edik asztalndl a; szdmu ember 1?7

Megoldéas. Tippelhetnénk arra, hogy valahogy tugy kell a valdsziniiségeket
valasztani, hogy az egyes asztalndl iilok szama ne nagyon térjen el egymastol. De
ez nem jo6 tipp. Azt kell ugyanis elérniink, hogy kijelolve mondjuk a ,balra tarts”
irdnyt az 1j vendég barmely asztalndl iil6t6l balra egyforma valdszintiséggel iiljon
le és ugyanilyen valdszintiséggel kezdjen 1j asztalt. Ez 6sszesen n + 1 helyet jelent,
tehat mindegyik helyre nLH valdszintiséggel kell leiilnie. Tehat az i-edik asztalhoz

2 val6szintiséggel iil le, 1ij asztalt L valészintiséggel kezd. (Vagyis gy vessziik
n+1 ? n+1 ’ ’

hogy az elsé iires asztalnal egy hely van).

Ez a véalasztas jo, ugyanis azt jelenti, hogy az n elemii véletlen permutacié tjra-
kédolt alakjanak barmely két eleme kozé, illetve az elejére vagy a végére ugyanolyan
valésziniiséggel tessziik az n + 1 szamot. Tehédt ha az n elemi véletlen permutéciok
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egyforma valdszintiséggel alltak eld, akkor valéban egyenld valdszintiséggel all el
minden n + 1 elemii permutéacio is.

Ez lesz tehat a

,»Kinai étterem folyamat” (KEF) Az elsé vendég letil az elsé asztalhoz.
A mdsodik vendég 1/2-1/2 wvaldsziniséggel il az elsé vendég mellé, vagy kezd ij
a;

asztalt. Bzutdn az n-edik uj vendég - valdsziniséggel il az i-edik asztalhoz, ha ott

érkezésekor a; szami ember il illetve % valdsziniséggel kezd j asztalt. (Az i-edik
asztalndl a; helyre dlhet, az tires asztalndl egy hely van.)

Belattuk, hogy ez a modell minden azonos elemszamu permutaciét ugyanolyan
valészintiséggel allit el6. A leirt folyamat eredménye a véletlen permutacidk egy
dinamikus modellje. Dinamikus, mert az 1j ember érkezésekor nem kell mindent
elolrol kezdeniink, mint a kardcsonyi sorsolasnal.

A KEF erejét szemlélteti az, amilyen egyszertivé valik segitségével a 3. feladat
meg-oldasa (de ldsd a kovetkez6 feladatok megolddsat is):

7. feladat*.!

Adjunk vdlaszt a KEF segitségével arra a kérdésre, hogy milyen valdsziniséggel
lesz n elem egy véletlen permutdcidjiban két eldre kijelolt elem azonos ciklusban?
(A 3. feladat ,nyelvén” megfogalmazva: Mi a valdszindisége annak, hogy valamelyik
(elére kijelolt) mdsik helyen, példdul az elsd helyen ild tanuldnak is fel kell dllnia?)

2.3. Tovabbi kérdések a véletlen permuticidk ciklus-szerkezetérol

Folytathatjuk is a kérdezést. Megkérdezhetjiik példaul a kovetkezoket:

Mi a valészintisége annak, hogy az elsé és a masodik helyen iil6 tanulénak is
fel kell allnia? Es mi a valészintisége annak, hogy mindketté6 megtssza, hogy fel
kelljen allnia?

A kovetkezd két feladat altaldnossdgban veti fel ezeket a kérdéseket. Az elsére
adott megoldasok mindegyike egészen mas szemlélet alapjan kozeliti meg a felada-
tot. Igy osszehasonlithatjuk a kombinatorikus-szamolds, a csoportelméleti-kédolds
és a valdszintiségi szemléletmédot.

8. feladat. Mi a valdszintsége annak, hogy a 3. feladatban nemcsak az n-edik
helyen tilének, hanem még s — 1 (eldre kijelolt) masik helyen il ember mindegyi-
kének fel kell dllnia? (E’rtelemszerﬁen az n helyen lét mdr nem vdlaszthatjuk ki.)
Kissé dtfogalmazva a kérdést: Mi a valosziniisége annak, hogy dsszesen s eldre kije-
lolt helyrdl fel kell dllnia az ott tildnek? Es a permutdciok nyelvén megfogalmazva:
Mi a valoszinidsége annak, hogy n elem egy véletlen permutdcidjiban elore kijelolt
elem egy ciklusban lesz?

1. megoldas szdmoldssal. A kérdés megvalaszolasara alkalmazhaté a 3. feladat
els6 megoldasanak a gondolatmenete.

LA *-gal jelslt feladatok megoldésa a fiiggelékben taldlhaté.
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A szédmolés attekinthetOsége érdekében a szamolast az s = 4 esetben hajtjuk
végre. Megint jelolje k azt, hogy hdny ember all fel Gsszesen. Ezek koziil k — 4
valaszthaté szabadon az n — 4 tovabbi ember koziil, ezt (Z:i) -féleképp tehetjiik
meg. A k ember ismét (k — 1)!l-féleképpen alkothatja a ciklust, a maradé n — k
ember pedig barmilyen sorrendben iilhet a maradé n — k helyen, ez egy (n — k)!-os

szorzé. Osszességében ez (n—4)!(k —1)(k — 2)(k — 3) = 6(n — 4)! (kgl) lehetdséget

jelent, és ezt kell minden k = 4,5,...,n-re 6sszeadni. Felhasznaljuk, hogy
(5= 0)
Z — 4/
4 ( 3

gy az Osszeg 6(n — 4)!(2) = nz!. Tehét a keresett valdszintiség 1/4. Az altaldnos
esetben a .
>(2)-()

—\s—1 s

Osszefiiggést kell haszndlni, és a keresett valdszintiség 1/s.

Megjegyzés. A 3. feladat méasodik megolddsa kozvetleniil nem altaldnosithaté. A har-
madik megolddsbdl viszont, amely az ,,djrakédoldst” hasznalja, gyorsan kiolvashaté a vé-
lasz.

2. megoldas az ,ujrakddolds” segitségével. Elészor tisztazzuk a kovetkezot.
Nyilvan elég azt vizsgalnunk, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy az utolsénak
érkez6 tanuléval egyiitt masik s — 1, elére kijelolt helyen iilének is fel kell allnia.
Az is nyilvanvalé, hogy nem valtoztat a valoszinliségen, ha ehelyett azt vizsgaljuk,
hogy nem az utolsé, hanem az elsének érkezd — tehat az elsd helyen l6 — tanuld
kezdi a felallast és mésik, elore kijelolt helyen il s — 1 tanuldénak kell még felallnia.
Es ez konnyen lefordithaté az ujrakddolds segitségével. A megfelel6 permutécié
ijrakodolt alakjanal ugyanis ez azt jelenti, hogy a kijelolt s — 1 helynek a sorszamai
mind elébb jonnek az 1-nél. Vagyis a kérdés a permutaciok nyelvén a kovetkezére
egyszertusodik: Mi a valdszinisége, hogy az elsé n szam egy véletlen permutdcidjanak
az Ujrakodoldsandl elbre kijelolt s — 1 szam eldbb jon az 1-esnél?

Most is csoportositjuk az ujrakédolt permutacidkat. Két permutacié akkor ke-
riil azonos csoportba, ha az 1-es és a masik s — 1 kijelolt szam Gsszességében ugyan-
azt az s helyet foglalja el, méasrészt a tobbi szdm a két permutaciéban ugyanigy
helyezkedik el. fgy minden egyes csoportba s! permutéacié keriil, hiszen az s kitiinte-
tett szdmot ennyiféleképpen lehet permutalni. Es ezek koziil nyilvdn (s — 1)! olyan
van, ahol az 1 van az utolsé helyen, vagyis az s — 1 kijelolt szam utan. A véalasz te-
hét 1/s. Es az eredeti kérdésre visszatérve megint azt kaptuk, hogy a permutaciok
1/s-ed részében fog mind az s kijelslt helyen {il§ tanuléra sor keriilni.

A permutécidkra vonatkozdan a kovetkez6t kaptuk:

Tétel. Annak a valdsziniisége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjaban eldre
kijelolt s elem egy ciklusban van, 1/s.

Megjegyzés a fenti 2. megoldashoz. Ez a megoldas nyilvan elegdnsabb az eléz6 meg-
oldéasnal. Viszont ugyanaz a fogalmi nehézség van benne, amire az Ujrakédoldsnal méar
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utaltunk. Elvileg hasonlé fogalmi nehézség van a kovetkez6 megoldasndl is, de a KEF
szemléletessége miatt ez konnyebben ,foghat6”. Rdadasul a megoldas a 7. feladat megol-
dasanak az dltalanositasa.

3. megoldas a ,kinai étterem folyamat” segitségével. A kimondott tételre
adunk egy 1j bizonyitdst. Tudjuk, hogy a ,kinai étterem folyamat” soran az n ven-
dég minden permutécidja ugyanolyan valoszintiséggel dll el6. Ez viszont azt is jelen-
ti, hogy nyugodtan feltehetjiik, hogy az elore kijelolt s elem az elsé s szam, vagyis
a KEF nyelvén: az elsé s vendég. A kérdés tehdt erre egyszerlisodik: Mi a va-
16szintisége, hogy a ,kinai étterem folyamat” soréan az els6 s vendég ugyanannal
az asztalnal fog iilni?

Minthogy az elsé vendég benne van, az a kérdés, hogy milyen valdsziniiséggel
fog az utdna érkez6 s — 1 vendég mindegyike az 6 asztaldhoz iilni. A méasodik ven-
dég nyilvan 1/2 valészintiséggel il az 6 asztaldhoz. Most méar ketten iilnek ennél
az asztalndl, igy a harmadik vendég mar 2/3 valdsziniiséggel fog ehhez az asztalhoz
iilni. Ugyanigy az i-edik vendég érkezésekor mar ¢ — 1 ember il ennél az asztal-
ndl, tehat 6 (¢ — 1)/¢ valészinliséggel fog oda leiilni. A keresett val6sziniiséget gy
kapjuk, hogy ezeket az értékeket Osszeszorozzuk i = 2,3,..., s-re. A szorzat, s igy
a keresett valdszintiség 1/s.

9. feladat. Mi a valdsziniisége annak, hogy a 3. feladatban s — 1 eldre kijelolt
helyen 4ld tanulo egyikének sem kell feldllnia az utolséval egyiitt? Vagy dtfogalmaz-
va: mi a valdsziniisége annak, hogy elem eqy véletlen permutdcidjaban eldre kijelolt
s — 1 elem egyike sincs eqy elére kijeldlt s-edikkel egy ciklusban?

Megoldas. Ez a valdszinliség ugyanugy kiszamolhat6, mint a 8. feladatban
kérdezett valoszintliség is kiszamolhaté volt.

Az ott kozolt masodik megoldas gondolata is alkalmazhaté ebben az esetben.
Megint feltehetd, hogy az az elem, amivel a tobbi nem lehet egy ciklusban, épp
az 1-es. A permutaciékat ugyanigy csoportositjuk, mint ott, és most az a kikotés,
hogy a tobbi s — 1 elem mindegyike az 1-es utdan jojjon az djrakédolasnal. Megint
minden csoportban s! permutécié van és koziiliik megint (s — 1)! teljesiti a kikotést.
A keresett valszinliség most is 1/s.

Végiil ugyanigy, mint ott, most is alkalmazhaté a KEF is. Most az a kérdés,
hogy mi annak a valdsziniisége, hogy az els6 utan érkezd s — 1 vendég egyike
sem {il az els6 asztalhoz. A mésodik vendég 1/2 valdsziniiséggel il més asztalhoz,
a harmadik vendég vagy a masodikkal iil egy asztalhoz, vagy j asztalt kezd, ennek
2/3 a valdszinfisége, és altaldban az i-edik vendég a szdmdra lehetséges ihely koziil
barhova iilhet, kivéve az els6 asztaldhoz, ez egy helyet zar ki. Tehat (¢ —1)/i
annak a valdészintisége, hogy 6 a kikotésiinknek megfelel6 helyre iil. Megint ezeket
az értékeket kell dsszeszorozni és az eredmény ismét 1/s.

Tételként megfogalmazva a nyert eredményt:

Tétel. Annak a valdszinisége, hogy n elem eqy véletlen permutdcidjiban s — 1
elére kijelolt elem egyike sem lesz egy s-edik eldre kijeldlttel egy ciklusban, 1/s.
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10. feladat*. Mi a valdsziniisége annak, hogy elem egy véletlen permutdcio-
jaban eldre kijelolt elem mindegyike kiilonbozd ciklusban lesz?

Ismét alkalmazhaté mindhdrom megoldds (ldsd a fiiggelékben), és a vélasz
a kovetkezd:

Tétel. Annak a valdszinidsége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjdban s elére
kijelolt elem mindegyike mds ciklusban lesz, 1/s!.

2.4. Varhaté ciklushossz és ciklusszam

A  kinai étterem folyamat” bevezetésénél mar lattuk, rossz varakozas az, hogy
a ciklusok hossza egyenletesen fog eloszlani. A KEF modell ennck az ellenkez8jét
mutatja: a ,tipikus” esetben a ciklusok nagysaga egyéltalan nem lesz egyenletes.
(Ez kideriil példdul a 9. feladatndl is.) Ha egy asztalndl a vendégek szdma egyszer
nagyobb a tobbinél, akkor onnantél kezdve nagyobb valésziniiséggel fog ehhez
az asztalhoz ilni a kovetkez6 vendég, ami utdn megint még nagyobb valészintiséggel
fog ideiilni a kovetkez6 stb. Ez persze még csak heurisztikus érv. De a kovetkezd
fel-adatban ezt egy mdédon pontosan is megfogalmazzuk.

11. feladat. Vdrhatdan hdny ember fog részt venni a 3. feladat ,forgdsdban’,
ha az osztdilyban n tanuld van? Vagy ugyanez az ,éttermes” megfogalmazdsban:
Az n-edik vendég érkezése utdin vdarhatéan hdany ember fog iilni az elsé vendég
asztaldndl?

1. megoldas. Felhasznaljuk, hogy a varhaté értékek akkor is Osszeadddnak,
ha a valtozdék nem filiggetlenek. Legyen X;az a valdszintiségi valtozo, amelynek
értéke 1, ha az i-edik vendég az elsd asztalhoz iilt, és 0, ha nem. (Vagyis X;
az ,i-edik vendég az elsd asztalnal iil” esemény karakterisztikus valtozdja vagy
indikdtora.) Az els§ asztalndl ekkor X7 + X5 + ...+ X,, vendég fog iilni. Ennek
a valtozénak a varhato értékét keressiik. Ez tehat megegyezik az egyes valtozok
varhat6 értékének az Ssszegével. Az els6 valtozé mindig 1 (az els§ vendég az elsd
asztalndl iil), a tobbi valtoz6 varhaté értéke 1/2, hiszen ennyi a valdszinilisége annak,
hogy az i-edik vendég az els6 asztalndl iil. A keresett varhato érték tehat (n+1)/2.

2. megoldas. A 8. feladat megolddsa sordn megfogalmazott allitds alapjdn
egy masik, gyorsabb bizonyitast is adhatunk ugyanerre. Ott lattuk, hogy minden
1 és n kozotti k-ra ugyanannyi, 1/n a valdsziniisége annak, hogy az els§ asztalnal

, n
k vendég iil. fgy a virhatd érték 3 E_ ol

Tétel. Az elsé n szam egy véletlen permutdcidjiban az 1-et tartalmazo ciklus

vdrhatd elemszama (n+ 1)/2.

12. feladat*. Allitdsunk tehdt azt mondja, hogy az elsé asztalndl uldk szdmd-
nak vdrhatd-értéke a vendégek szdmdnak felénél 1/2-del tobb. Mdsrészt azt mondja,
hogy bdrmely vendégre igaz, hogy ennyi az & asztaldndl ilé vendégek szamdnak vdr-
hato értéke. De lehetetlen, hogy két — vagy pldne tobb — asztalndl tljenek ennyien.
Ha A az elsé vendég asztalandl ilok szdma, B a mdasodik vendég asztalandl tildk
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szdma, akkor e két valdsziniségi vdltozé mindegyikének (n+1)/2 a vdrhaté értéke,
19y 0sszegiik vdrhato értéke n+ 1, tébb, mint a vendégek szama. Hogyan oldhatd fel
ez az ellentmondds?

13. feladat*. Kivetkezik-e az elébb megfogalmazott tételbdl, hogy a legna-
gyobb ciklus vdrhatd elemszama (a legfoglaltabb asztalndl ilé vendégek szama) is
(n+1)/27

Egy véletlen permutéacié legnagyobb ciklusanak varhato értékét pontosan meg-
hatarozni nehezebb feladat. Ez Golomb-nak sikeriilt, aki 1964-ben bizonyitotta,
hogy ha M, jeloli az n elemi véletlen permutacié legnagyobb ciklusanak varhaté
értékét, akkor M, /n egy dllandéhoz tart, amelynek értéke 0,6243299. .., az igy-
nevezett Golomb-Dickman-féle konstans.

Nemecsak a legnagyobb ciklus varhato6 hossza érdekes kérdés, hanem az is, hogy
varhatéan hany ciklus van n elem egy véletlen permutécidjiban. Ez szdmoldssal
aranylag nehezen jon ki, a KEF segitségével egyszerti.

Jeloljiik ugyanis F(n)-nel ezt a varhato értéket. E(1) = 1, E(2) = 3/2 nyilvan-
valé. Altaldban ha E(n — 1)-et méar ismerjiik, akkor a KEF szerint az érkezé n-edik

vendég 1/n valészinliséggel kezd 1j asztalt, azaz noveli a ciklusok szaméat. Tehdt
E(n) = E(n— 1) + 1/n. Ebb6l kovetkezik, hogy

n
Tétel. Egy n elemd véletlen permutdcidban a ciklusszam vdrhatd értéke %
i

A KEF alkalmazdsa az alébbi feladattal lesz ,kerek”:

14. feladat*. Bizonyitsuk be a KEF segitségével is a 6. feladat dllitasat, amely
szerint annak a valoszinisége, hogy egy adott elem egy n elemi véletlen permutd-
cidban pontosan k elemi ciklusban van, k-tdl fiiggetleniil mindig 1/n.

Befejezés

Egyrészt szeretném még egyszer hangsulyozni, hogy Gyenes Zoltdnnal egyiitt
gondoltuk at az itt leirtak legnagyobb részét. Remélhetéleg sikeriilt valamennyire
érzékeltetni, hogy a ,kinai étterem folyamat” segitségével milyen jol szemléltethetck
és kezelhet6k a véletlen permutaciok egyszeri tulajdonsdgai. Elegdnsan szemlélteti
pl. a ciklusszam varhaté értékét, de kiilonosen frappansnak tlinik ebbdl a szem-
pontbdl a 7. feladat megoldasa, valamint az utdna kévetkez6 harom feladat hasonlo
megoldasa. Es érdemes megfontolni a kovetkezot is. Ha a ,kinai étterem folyama-
tot” minden el6zmény nélkiil definialjuk, és ugy kérdezziik meg, hogy vajon az elsé
két vendég, vagy az utolsd kettd fog-e nagyobb valdszintiséggel egy asztalndl {ilni,
akkor erre — a hattér ismerete nélkiil — elég nehéznek latszik a valasz.

Fiiggelék — megoldasok

5. feladat. Csak az identitdson, azaz az 1 2 ... n permutacién nem valtoztat.
Minden més permutacional az elsé elmozdulé szam hétrébb keriil az djrakédo-
lasnal.
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7. feladat. Belattuk, hogy a KEF minden n elemfi véletlen permutaciét
ugyanolyan valészintiséggel allit el6. De ez azt is jelenti, hogy barmely két ven-
dégre ugyanannyi lesz a valdszinlisége annak, hogy ez a két vendég egy asztalnal
il. Elég tehat az elsé két vendégre kiszamolni ezt a valészintiséget. Az elsé vendég
biztosan az els§ asztalhoz iil, a mdsodik pedig 1/2 valészinfiséggel iil mellé. Ennyi
tehat a valdszinlisége, hogy n elem egy véletlen permutacidjaban két elore kijelolt
elem egy ciklusban van.

10. feladat. Ismét alkalmazhaté mind a haromféle megoldas. Kijon szamolas-
sal. Kijon az ujrakddolassal is. Most itt is fel kell tenniink, hogy az elsé szam van
kijelolve és a kikotés az, hogy ezek nagysdg szerint forditott sorrendben jojjenek.
A csoportok most is azok, mint a kordbbi két megolddsban (ldsd a 8. feladatnal),
minden csoportban s! permutécié van, de ezek koziil most minden csoportban csak
egy felel meg a kikotésiinknek, tehdt a keresett valdszintiség 1/s!.

Végiil alkalmazhato a KEF is, és most az a kikotés, hogy az els6 s vendég
mindegyike Uj asztalt kezdjen, ez az i-edik vendég esetében 1/i valésziniiséggel
torténik, tehdt a keresett val6sziniiség 1/sl-nak adddik.

12. feladat. Nincs ellentmondés. Az A+ B valdszintiiségi valtozé értéke ugyan-
is akar 2n is lehet, ha az 6sszes vendég az els6 asztalndl iil, azaz az egész permutacio
egyetlen ciklus. Ebben az esetben ugyanis, és dltaldban is, ha az els6 két vendég
egy asztalndl iil, azt a ciklust, amelyben iilnek, ez a véaltozo6 kétszer szamolja meg.

13. feladat. Nem. Ez a varhato érték nyilvanval6an nagyobb, hiszen minden
olyan eset, amikor az els6 elem nem a legnagyobb ciklusban van — azaz nem az els6
asztalndl {ilnek a legtébben — a leghosszabb ciklus varhaté értékéhez tobbet ad
hozza, mint az els6 asztalnal il6k varhato értékéhez.

A 3. feladat elsé megoldasaban hasznalt szamoldssal konnyen kijon, hogy ha
k > n/2, akkor P(van pontosan k hosszi ciklus) = 1/k. Mdsrészt ha van ilyen
hosszu ciklus, akkor biztosan ez a leghosszabb, igy minden ilyen k-ra 1-et ad a ,leg-
nagyobb ciklus hossza” valdsziniiségi valtoz6 varhatd értékéhez. Ez nmagaban
(n+1)/2, és ehhez jonnek még azok az esetek, amikor csak kisebb ciklusok van-
nak. Péros n-re is kénnyti ldtni, hogy P(van pontosan n/2 hosszi ciklus) > 1/n,
tehdt a legaldbb m/2 hosszi ciklusok is tobb, mint (n + 1)/2-t adnak a vérhaté
értékhez.

14. feladat. Elég ezt belatni az elsé elemrél. Tehat a KEF-nél elég azt be-
latni, hogy az elsé vendég asztaldndl 1/n valdszintiséggel iilnek pont k-an (k-t6l
fiiggetleniil).

n = 1,2-re konnyen belathatoé az allitdas. Tegyiik fel, hogy n-re mar tudjuk
az allitast. Bebizonyitjuk n helyett (n + 1)-re is.

Azt nézziik, hogy hogyan iilhet pontosan k ember az els§ asztalnal, miutan
az (n + 1)-edik vendég leiilt. Ez kétféleképp lehetséges:

1) Az utolsé vendég az elsd asztalhoz iilt és igy lettek ott k-an. Ez akkor van,
ha az els6 n vendég koziil k — 1 vendég il az elsé asztalndl és az utolsd vendég
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ehhez az asztalhoz iil. Az el6bbi valészintisége az indukcids feltevés szerint 1/n, az

utolsé vendég pedig % valészintiséggel fog ehhez az asztalhoz iilni.

+
Ennek az esetnek a valdszinlisége tehat k=l
n(n+1)
2) Az utolsé vendég nem ide iilt, de mér az elsé n vendég utén is k vendég

iilt az elsd asztalndl. Utébbinak megint 1/n a valdszin(isége az indukcids feltevés
n+1—k
n+1

szerint. Annak a valdszinlisége pedig, hogy az utolsé vendég nem ide iilt,

n+l—k
n(n+1)

Ennek az esetnek a valdszinlisége tehat

és ezt

A két esetet Osszeadva azt kapjuk, hogy a valdszinliség éppen n+r17

akartuk belatni.

Suranyi Laszlé

58. Ratz Laszlé Vandorgyiilés
Gyor, 2018. jilius 3—6.

OLYAI

TARSULAT

Az idei vandorgytilést lapunk alapitdja, Arany Daéniel varosaban, GyOrott
rendezte meg a Bolyai Janos Matematika Tarsulat. Jé valasztas volt, hiszen idén
iinnepli a KoMaL 125 éves fennallasat. Ez az évforduld tobb helyen is visszakoszont,
pl. egy plakatkidllitas forméajaban, de a kozépiskolds tanarverseny feladatait is
régebbi és kevésbé régi KoMal-feladatok alkotték (a feladatokat és az eredményeket
kiilon kozoljik).

A vandorgyiilésrél hosszii beszamold olvashaté az Erinté Elektronikus Ma-
tematikai Lapok szeptemberi szamaban*. Az eléaddsok anyagai megtekintheték
a vandorgyilés honlapjan (http://www.bolyai.hu/rl1v2018.htm).

A 2019-es vandorgytilés helyszine G6dolls, ide ismét nagy létszamban varja
a matematikatandrokat a Bolyai Janos Matematikai Térsulat.

A kozépiskolai tanarok versenyének feladatai

1. Hény olyan haromjegyli szam van, amelyet a szdm szdmjegyeinek 6sszegével akar
noveliink, akdr csokkentiink, csupa egyenld jeggyel irt szdmot kapunk? (A) 0; (B) 1;

(C)2; (D)3; (E)4. (K6MalL, 1959)
2. Mennyi a 99999 szém (5 db 9-es) kébében a szamjegyek sszege? (A) 72; (B) 90;
(C)99; (D) 108; (E)144.  (K6MalL, 2012)

3. Egy szamot nevezziink egoistdnak, ha minden szdmjegye annyiszor szerepel a szam-
ban, amennyi maga a szamjegy. Egoista szam példaul a 132332. Hany hatjegyli egoista
szam van? (A) 15; (B) 21; (C)60; (D) 81; (E) 82. (KéMaL, 2007)

*http://www.ematlap.hu/index.php/tanora-szakkor-2018-09/782-arany-daniel-
nyomdokain-gyorben.
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