Az 59. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

feladatainak megoldasa, 2. rész ‘ 'S ir '

Masodik nap*

4. Helynek nevezziik a sik minden olyan (x,y) pontjdt, amelyre x és y olyan
pozitiv egészek, melyek mindegyike kisebb vagy egyenld, mint 20.

Kezdetben a 400 hely mindegyike szabad. Anna és Baldzs felvdltva zsetonokat
raknak a helyekre, Anna kezd. Anna minden lépésekor eqy 1j piros zsetont helyez eqy
még szabad helyre olymddon, hogy semelyik két piros zseton helyének tdvolsdga se
legyen \/5-tel egyenld. Baldzs minden lépésekor eqy 1j kék zsetont helyez egy még
szabad helyre. (Egy kék zseton dltal elfoglalt hely tdvolsdga bdrmely mdsik foglalt
helytdl tetszbleges lehet.) A jaték akkor ér véget, ha valamelyik jdatékos nem tud
lépni.

Hatdrozzuk meg a legnagyobb K értéket, amelyre igaz az, hogy Anna biztosan
el tud helyezni K darab piros zsetont, bdrhogyan is jatszik Baldzs.

Egri Maté megoldasa. Azt bizonyitjuk, hogy K = 100.

Két hely tavolsiaga akkor v/5, ha ,l6lépésre” vannak egyméstdl, azaz kettSt
az egyik irdanyba, egyet pedig arra merdlegesen lépiink. Tehat ha a helyeket ,sakk-
tablaszertien” kiszinezziik, akkor barmely két hely, aminek tavolsadga /5, kiilénb6z6
szinli. Ekkor ha Anna azt a stratégiit koveti, hogy csak a fekete helyekre rak (amik-
bél 200 van), akkor legaldbb azok felére tud rakni, azaz 100 helyre. Tehat K > 100.

A 20 x 20-as tablat feloszthatjuk 25 db 4 x 4-es tablara. Bebizonyitjuk, hogy
egy 4 X 4-es tablan Balazs garantalni tudja, hogy Anna csak 4 helyre tudjon tenni.

Ha igy betlizziik meg a 4 x 4-es tablat és Balazs

mindig Anna lépésével a tdbla kozéppontjara tiikros AIB|C|D
helyre rak, akkor Anna mar nem rakhat t6bbszor ugyan- C|D|A|B
olyan betire, igy valéban legfeljebb négyszer rakhat. 25 BlAIDI|C
db 4 x 4-es tabla van, tehat K < 100. DlclBl A

Mivel K > 100 és K < 100, ezért K = 100.

5. Legyen ay,as, ... pozitiv egészeknek eqy végtelen sorozata. Tegyiik fel, hogy
van egy olyan N > 1 egész, hogy minden n > N-re

a1 az Qp—1 Gnp
. + —

az  as Qn ay

egész szdm. Bizonyitsuk be, hogy van egy olyan M pozitiv egész, hogy am = Qmi1
minden m > M -re.

*Az els6 nap feladatainak megoldasat az oktdberi szdmban kozoltiik.
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Matolcsi David megoldésa. S(n)-nek nevezem a feladatban definialt 6ssze-
get. N < n-re S(n) és S(n+ 1) is egész, igy

S(n + 1) _ S(n) — (07 + a’TL"rl — Qp
Gp41 ay
is mindig egész.

Legyen (a1,a,) = = és a; = za), illetve a,, = za),. Ekkor

za' a)  ap,
a,(S(n+1) — S(n)) = ==L 4 L _ g1
Ap41 X

egész szam. Tehat
!
xa, a) n Gnt1
Ap+1 x
is egész.

Legyen most (an4+1,%) =y 68 any1 = ya,,,, illetve x = ya'. Igy

) ! ! / !0 12
ra,ay + an+1 _ ApGy Apt1 T Ap04 + Apt1

! / 147
Gnt1 T Ay g x x'ay,  q

egész. Tehat o’ | a/?, ;. Mdsrészt tudjuk, hogy (a/,,,,2’) = 1. Ez csak gy lehetséges,

ha 2’ =1, tehdt = = y, azaz x | ap41.

Ezzel altaldnosan beldttuk, hogy (ai,ar) | agri. Mdsrészt értelemszeriien
(a1, ax) | a1, gy (a1, ax) | (a1, ag+1).

Teljes indukcié szerint tehédt ha k < ¢, akkor (a1,ar) | (a1, at).

Mivel a;-nek csak véges sok osztdja van, az (a1, a;) sorozat pedig végtelen és
monoton névekvo, létezik egy r korldt, amitél kezdve minden (a¢, a1) = = egyenld.
Igy ettél kezdve minden a; = xa}, ahol (a},a}) =1 (ahol a; = xa}). Ekkor

R ap | apq —ap  apay +ady —ajapy,

a + a ~d + ah - ab, . a
t+1 1 t+1 1 t+1%1

egész.

Ez azt jelenti, hogy a},, | aja}. Mivel (a},,,a}) = 1, ezért aj ;| a;. Ez az r kor-
14tt61 kezdve folyamatosan igaz, igy a; | a,. és az a} sorozat monoton csokkend. Mi-
vel al-nek csak véges sok osztdja van, a végtelen a} sorozatnak egy M korlat utdn
minden eleme egyenlo lesz.

fgy M < m-re minden a,, = zal, is egyenld lesz, ezzel az éllitdst beldttuk.

6. Az ABCD konver négyszigre teljesil AB-CD = BC-DA. Az X pont
az ABCD négyszdg olyan belsé pontja, amelyre teljesiil

XAB<«=XCD« ¢és XBC<«=XDA«.

Bizonyitsuk be, hogy BX A<+ DXC< = 180°.
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Gaspar Attila megoldasa.
Legyen XAB< = XCD< = a és XBC<x = XDA< = 3. Vegyiik fel a B’ pon-

tot az dbra szerint gy, hogy X B’ = % és AXB'< = BXC<«. Ekkor

AX AX-XB _XB
BX XA-xC xc™

ezért AXB' ~ BXC. Emiatt B'AX< = CBX< = 3, és AB' = BC - 24X,

C

B'XC«a«=AXB'«<+B'XC«a—-—AXB'« =
=AXB<+ BXC<x—-BXCa=AXB<«, ¢és

B'X XA -XC XA
CX XB-XC XB’

ezért B XC ~ AXB.Igy XB'C<a = aés B'C = AB- §—g Léthat6, hogy DCB'< =
=a+ XCB'< =180°— B’ X(C«, ezért sin DC B’ = sin BXC'<. Ebbdl kévetkezik,
hogy

TB’CD DC -CB’ - sin DCBI<I o DC-CB'

1 == = =
(1) Txpc DB'X-XC-sinB'XC«a BX- -XC

_ DC-AB- %5 (CD-AB

B'X-XC  XB -XB’

A teriileteket masképp felirva

Tpcpn B'D-B'C-sinCB'Da  B'D sinCB'D<«

2 = =
@) Txpcon B'X -B'C -sina B'X sin o

Az (1) és (2) egyenletet Gsszevetve kapjuk, hogy
CD-AB B'D sinCB’'D<«

XB'-XB B'X sin a

3) CD-AB  sinCB'D<«
B'D-XB sin «v ’
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Hasonléan lathaté, hogy

) Tpap'n AD-AB'  AD-BC
Txpar DX-XA DX-BX’

(5) TDAB/A B B'D sinADB’<I
TXDAA N DX sinﬁ ’

A (4) és (5) egyenletbdl kapjuk, hogy

AD.BC B'D sinADB'<g
DX -BX DX sing

(©) AD-BC  sinADB'«
B'D-XB  sinf

AB-CD = AD - BC, ezért a (3) és (6) egyenlet miatt

. sinCB'D< sin ADB’'«

(™) sine  sing8

Tegyiik fel, hogy X ¢ B'D. A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy X a B'C'D
haromszégben van. Ekkor CB'D< > «, ezért sinCB'D< > sinq, és ADB'< <
< B, ezért sin ADB’'< < sin 8. Ez ellentmond a (7) egyenletnek. Tehdt X a B'D
szakaszon van. Ebbdl a feladat allitasa konnyen adédik, mert

BXA<«+DXC«a=B'XC«x+ CXD<« = 180°.

Megjegyzés. Ha 0° < 1 < 2 < 180°, akkor csak abban az esetben lehetséges, hogy
sin 1 > sin s, ha @1 + @2 > 180°. Lathaté, hogy CB'D<a+a < CB'D<x+a+XCB'«a =
= 180° — B’DC« < 180°, és hasonléan ADB’'< + 8 < 180°. Emiatt ez az eset nem for-
dulhat elé a fenti bizonyitdsban.

,Kinai étterem”
— a véletlen permutaciokrdl 2.

2.2 A ,kinai étterem folyamat” (Chinese restaurant process)

Most mar ratérhetiink a cimben szereplo téménkra.

Hogyan értjiik, hogy a tanuldk véletlen sorrendben érkeznek? Vagy &ltalano-
sabban: hogyan modellezhetjik a péletlen permutdcickat”?

Nyilvan sokféleképpen képzelhetjiik el az elébbit, de talan még szemléletesebb,
ha a ,karacsonyi ajandékozasra” gondolunk. Itt minden tanulé nevét bedobjak egy
kalapba, jol osszekeverik, majd a tanulok egyesével kihtiznak egy-egy nevet. Ha
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