Mivel a taldlkozok kimenetelei egymaéstol fiiggetleneknek tekinthetok, ezért a vals-
szinliség:

P(els6 harom déntetlen, 4.-et megnyerik) = 0,1388% - 0,4306 ~ 0,001 15.

Tehat a keresett valészintiség kb. 0,0012.

d) A legjobb pontszerzé a 9 meccsbél nyerjen z-et, dontetlent érjen el y parti-
ban és 9 — x — y partit veszitsen el. Ekkor az atlag:
z-1+y-2+0O9—z-y) 0 2

9 3’

innen x + % = 6 adodik.

A szérasnégyzet:

5 z

2
ey 3 vosen
3

innen = + % = % adodik.

A két kapott egyenletbdl &ll6 egyenletrendszert megoldva = =15, y =2,
9 — x — y = 2 adddik. Tehdat a legjobb pontszerzé 5 partit nyert, 2-t elvesztett és
2-ben dontetlent ért el.

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.
Fridrik Richard
Szeged

Matematika feladatok megoldasa

B. 4920. Hanyféleképpen lehet 1 x 2-es domindkkal dtfedés és hézag mélkil
lefedni a 8 x 8-as sakktabla koril felvett 2 egység szélességli szegélyt? (Az dbran
ldthatd két lefedést kiilonbozének tekintjiik.)

(6 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)
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Megoldas. Eloszor teljes indukcidval azt igazoljuk, hogy egy 2 X n-es tégla-
lapot 1 x 2-es domindkkal Fj,i-féleképpen lehet lefedni, ahol Fj, ;1 a Fibonacci-
sorozat (n + 1)-edik tagjét jeloli (F; = 1, Fy = 1).

A 2 x 1-es téglalap egyféleképpen fedhetd le (Fp = 1), a 2 X 2-es pedig kétfé-
leképpen (2 vizszintes, vagy 2 fiiggbleges, F3 = 2). Tegyiik fel, hogy az allitds igaz
minden 2 x k méretii téglalapra, ahol k < n. Tekintsiik egy 2 x n-es téglalap le-
hetséges lefedéseit és bontsuk ezeket két csoportra attol fiiggden, hogy a bal alsd
sarkuk milyen &lldsi dominéval van lefedve. (Mivel sarokban van, csak kétfélekép-
pen lehet.) Ha fiiggbleges ez a domind, akkor a megmaradd rész 2 x (n — 1)-es,
amit az indukcids feltevés miatt Fj,-féleképpen lehet lefedni. Ha vizszintes, akkor
a bal fels6 sarkot mar csak egyféleképpen tudjuk lefedni, egy vizszintes domino-
val. Ha ezt a 2 domindt letessziik, a megmaradé rész 2 x (n — 2)-es, amit F,_;-
féleképpen lehet lefedni. Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, tehat egy 2 X n-eset
F, + F,—1 = F,,41-féleképen lehet lefedni.

Most térjiink at a feladatra. Ha lefedjiitk egy sarkat, és mellétesziink egy
vele parhuzamosat 1-gyel elesisztatva (14sd 1. dbra), akkor a lefedést mér csak
egyféleképpen fejezhetjiik be, mert mindig lesz egy nem lefedett mez6, amit az addig
lerakottak miatt csak egyféleképpen lehet lefedni (pl: a legalsé sor 3. négyzete).

1. dbra

I Ilyen lefedésbél Gsszesen 2 van, mi-
vel a sarkot, ahol kezdtiik az eljarast fiig-
gbleges és vizszintes domindval is le lehet
fedni. (Ha a mésikat valasztjuk, akkor
a fenti dbra 90°-os elforgatottjat kapjuk,
és akarmelyik csticsnal kezdjiik, ennek
2x9 a két lefedésnek a valamelyikét kapjuk.)
Vagyis ha ezeket nem nézziik, akkor a le-
fedésekben nem fordulhat el6 olyan, ami
az 1. abra bal oldalan van, azaz a tobbi
esetben miutdn minden sarkot lefedtiink,
a maradék részt felbonthatjuk 2 X n-es
téglalapokra (2. dbra, az dbran behizott
I R N R szakaszokat nem takarhatja doming).

2x9
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fgy a sakktabla minden oldaldhoz eredetileg egy 2 x 8-as téglalap tartozik, és
a sakktabla mind a négy sarkara lehelyezett 1 x 2-es dominé ezek koziil valamelyik-
nek az oldalét 1-gyel megnéveli. Igy tartozhat 2 x 8-as, 2 x 9-es és 2 x 10-es téglalap
egy-egy oldalhoz, de sem két 2 x 8-as, sem két 2 x 10-es nem tartozhat szomszé-
dos oldalakhoz. Ezeket a feltételeket figyelembe véve nézziik meg, hogy mekkordk
lehetnek az oldalakhoz tartozé téglalapok.

Ha van két 10-es, akkor azok csak egymaéssal szemben lehetnek, a masik ketto
pedig 8-as, mert a két 10-es ,elhaszndlta” a sarkok noévelését. A 10-es oldalpar
kétféleképpen helyezkedhet el.

Ha egy 10-es van, akkor a t6bbi harom csak két 9-esbdl és egy 8-asbol allhat
(kiilonben nem jonne ki a sarkok &ltal nyijtott 4 novelés). A 10-es oldalt 4-féle-
képpen, majd a 8-ast 3-féleképpen helyezhetjiik le, ez 3 -4 = 12 lehet&ség.

Ha nincs 10-es, akkor mindegyik 9-es (kiilonben nem lenne meg a sarkok 4ltal
nyujtott 4 novelés). Ekkor a sarkok 90°-os forgasszimmetridval rendelkeznek, igy ha
az egyiket megvalasztjuk, az meghatarozza a tobbit. Ebbol az esetbdl tehat 2 van.

Minden savot kiilon-kiilon kell lefedni, vagyis Gssze kell szorozni az egyes
lefedhetGségeket. Tehat az eredeti alakzatot Gsszesen

242 -Fy - P -Fy-Fy+12-Fiy - Fio- Fio-Fo+2-Fig-Fig- Fio- Fio =

=2+42-89%.34%2 +12-89 552 .34 + 2 - 55 = 146 458 404
kiilonb6z6 moédon fedhetjiik le.

Szabé Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 85 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 41, 5 pontos 7 versenyzé dolgozata.
4 pontot kapott 18, 3 pontot 8, 2 pontot 7 tanuld. 1 pontos és 0 pontos 2-2 tanul6 dolgozata.

B. 4934. Tetszéleges n és k pozitiv egészek esetén jeldlje f(n, k) azt, hogy egy
n X k-as rdcstéglalap egyik dtloja hdany egységnégyzet belsején halad keresztil. Hany
olyan n, k szampdr van, amelyre n > k, és f(n,k) = 2018¢

(4 pont)

Megoldéas. A bal alsé és a jobb felsé csicsot
Osszekoto atlé m — 1 vizszintes és k — 1 fiiggdleges
racsegyenest metsz a téglalap belsejében. Pontosan
akkor halad at egy, a jobb fels6 sarokban 1év6tol
kiilonbozé (racs) egységnégyzet belsején, ha annak
jobb oldali fiiggdleges vagy felsé vizszintes oldalat
metszi.

E metszéspontok szdma 6sszesen (n — 1) + (k— 1) =n+ k — 2. Azonban két
ilyen metszéspont egybe is eshet; ez éppen akkor kovetkezik be, amikor az atlo
a téglalap belsejében 1év6 racsponton halad at. Egy ilyen racspont a téglalap bal

alsé csucsaval egy ni X ki-es racstéglalapot hataroz meg, ahol nﬁl = k—k17 azaz

nky =mk, é 1< n<n, 1<k <k egészek.
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Jelolje n és k legnagyobb kozos osztdjat d, ekkor
n=dn*, k=dk*, aholn* és k" relativ primek.
A korabbi osszefiiggésbe helyettesitve:
dn*ky = nidk*, azaz n*ky =nik".

Ebbdl kovetkezik, hogy nik* oszthaté n*-gal, ami a relativ primség miatt csak
akkor kovetkezik be, ha m; oszthaté n*-gal: n; = xn*, ahol x pozitiv egész, és
n*xr <n=dn* miatt 1 < x < d; emiatt ky = xk*.

A téglalap atléjdra es6 belsd racspontok szama tehdt megegyezik x lehetséges
értékeinek szamaval, d — 1-gyel. Ennyi egységnégyzetet az n + k — 2 formulaban
kétszer szamoltunk, igy — az eddig kihagyott jobb fels6 sarok egységnégyzetével
egyiitt —az 4tl6 (n+k—2) — (d— 1)+ 1 = n+ k — d egységnégyzet belsején halad
keresztiil.

Feladatunk ilymédon n + k& — d = 2018 pozitiv egész megolddsainak szamat
kérdezi, ahol (n,k)=d és n > k. Mivel d az n-nek és a k-nak is osztdja, azért
d | 2018 = 2-1009. Az 1009 prim, {gy d szébajové értékei: 1, 2, 1009 és 2018.

1. Ha d =1, akkor az n+ k =2019 = 3-673 egyenlet (n,k)=1, n>k>1
megoldasainak szamét keressiik. A relativ primség feltétele nélkiil a megoldasok
szama 1009 lenne. Ezek koziil azonban nem megfeleléek azok, amelyeknél n és
k is oszthaté 3-mal, 673-mal va%gr 2019-cel. Az ilyen megoldasok sziama rendre
[I%ﬂ] = 336, [%] =1, illetve [%] = 0, igy a valamennyi feltételnek eleget tevd
megolddsok szdma ebben az esetben 1009 — (336 + 1) + 0 = 672.

2. Ha d = 2, akkor az n + k = 2020 = 22 .5-101 egyenlet (n,k) =2, n >k > 1
megoldasainak szamat keressiik. Ez nyilvan ugyanannyi, mint az x + y = 1010 =
=2-5-101 egyenlet (z,y) = 1, z > y > 1 megolddsainak a szdma. Az els§ esetben
alkalmazott szdmolashoz hasonléan ez

o ([ 157 = ) (055 )+ el = [5s)) - (o] ) -

3. Ha d = 1009, akkor az n + k = 3027 = 3 - 1009 egyenlet (n,k) = 1009, n >
> k > 1 megoldésainak szdmat keressiik. Az el6z6 esethez hasonléan ez ugyanannyi,
mint az « + y = 3 egyenlet (z,y) =1, x > y > 1 megolddsainak a szdma, ami nyil-
van 1.

4. Ha d = 2018, akkor az n + k = 4036 = 4 - 1009 egyenlet (n,k) = 2018, n >
> k > 1 megoldasainak szamat keressiik, ami 1, hiszen csak n = k = 2018 felel meg.

A négy esetet Osszegezve, a feladatnak eleget tevé szdmpédrok szdma 672 +
+200+1+1 = 874.

Débréntei David Bence (Papa, Tiirr Istvdn Gimn. és Koll., 12. évf.)
megoldasat felhaszndlva
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Megjegyzés. Ha az m > 2 egész primtényez8s alakja n = p{' - p5? - ... pp*, akkor
barmely m darab egymdst kovetd egész szdm koziil az m-hez relativ primek szdma p(m) =
=pP i —1)-p3? H(p2—1) . ..-pi* T (pr — 1). (Ezt a megolddsban is tobbszor hasznélt
szita formula segitségével (is) bizonyithatjuk.) A fenti megolddsban mind a négy esetben
egy © +y = m tipusi egyenlet olyan egész megolddsainak szamat kerestiik, ahol (z,y) =1
sr>y>1.Itt1<y< [%}, és az (x,y) = 1 feltétel pontosan akkor teljesiil, ha (y, m) =
= 1. Ennek figyelembe vételével tobb megoldé is a ¢(m) képletének alkalmazdsdval ért
célba.

97 dolgozat érkezett. 4 pontos 49, 3 pontos 21, 2 pontos 20, 1 pontos 7 dolgozat.

B. 4946. Az f(x) valds egyiitthatds polinomra igaz, hogy minden, 10-es szdm-
rendszerben 5-re vagy 8-ra végz8dd k pozitiv egész esetén f(k) értéke egész szdm.

a) Igazoljuk, hogy f(0) egész szdm.

b) Mutassunk példdt olyan f(x) polinomra, amire a fenti feltételek teljesiilnek,
de f(1) nem egész szdam.

(6 pont)
Megoldas. a) Az f(x) polinom egyiitthatéi raciondlis szdmok; ennek okéra
a megjegyzésben tériink vissza.

Tegyiik fel, hogy f(z)-nek van nem egész raciondlis egyiitthatdja. Legyen

b b b
flz)="Lz0+ .  + Lz 4+ 2,
Cq c1 co
ahol by, cg, b1, c1,ba, Co, ... egészek, valamint b; és ¢; # 0 relativ primek barmilyen

i-re. Legyen n olyan pozitiv egész, amelynek 10-es szdmrendszerbeli alakja 1-re
végzddik. Ekkor 8n biztosan 8-ra, 5n pedig 5-re végzidik, vagyis f(8n) és f(5n) is
egész.

Két 6-ra végz6do szam szorzata is 6-ra végzddik, egy 6-ra és egy 8-ra végzédo
szam szorzata pedig 8-ra. igy 16™ minden m pozitiv egészre 6-ra végzodik. Ezért
16™ - 8 is 8-ra végzédik, tehat f(16™ -8n) = f(24™T3 . n) egész. Az 5 hatvanyai
mindig 5-re végzédnek, ezért f(5™ - n) is egész.

Tekintsiik a ¢ - ca - c3 - ... - ¢4 szorzatot, és osszuk el a legnagyobb 2-hatviny
osztdjaval, majd a legnagyobb 5-hatvany osztdjdval is. Az igy kapott paratlan, 5-tel
nem oszthatd egész szamot jelolje A, azaz

cr-cac...icqg=A-2°50

Az A-t barmelyik egyiitthat6 nevezdjével (¢;-vel) osztva olyan tortet kapunk,
amelynek egyszertisitett nevezdje csak 2-vel vagy 5-tel oszthaté a primek koziil,
vagy a kapott hanyados egész.

Az A utolso6 szamjegyétdl fiiggden adjuk meg a t egészet a kovetkezOképpen: Ha
ez aszamjegy 1, akkor legyen t = A. Ha 3, akkor TA 1-re végzidik, igy legyen t = 7 A.
Ha 7, akkor legyen ¢ = 3A. Ha 9, akkor pedig legyen ¢ = 9A. {gy ¢ mindenképpen
1-re végzédik, és t/c; vagy egész vagy olyan tort, amelynek a nevezdje nem oszthatd
2-t061 és 5-t0l kiilonb6z6 primmel.
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A fentiek alapjan f(2%¢3 . ¢) egész. Vizsgaljuk ennek az 6sszegnek egy, z—g—tél
kiilonb6z6
bi . 2i~(4e+3) L

Ci

tagjat. A tort egyszeriisitése utdn a nevezében csak 5-hatvany maradhat, mivel
c; legfeljebb 2¢-nel oszthaté. Igy f (24¢F3 . ¢) — £(0) olyan tortek sszege, amelyek
nevezéjében 5-hatvanyok dllnak. Mivel f(24¢+3 .t) egész, azért f(0) is vagy egész,
vagy olyan tort, amelynek nevezdje 5-hatvany.

f(57 -t) is egész a fentiek alapjan. Vizsgaljuk ennek az Gsszegnek is egy, g—g—tél
kiilonb6z6
b; -5 -t

C;

tagjat. Az egyszerisités utdn a nevezOben itt csak 2-hatvany maradhat, mivel ¢;
legfeljebb 5/-nel oszthaté. Tehat f(5f-¢) — f(0) olyan tortek osszege, amelyek
nevez6jében 2-hatvany all. Mivel f(5 1) egész, f(0) is egész vagy olyan tort,
aminek nevezGje 2-hatvany.

A két eredményt osszevetve f(0) sziikségképpen egész.

b) Az f(z) = @=5)(=8) polinom teljesiti a feladat feltételeit: ha a = 10k + 5
vagy b = 10k + 8 alaku szdm, ahol k (nemnegativ) egész, akkor f(a) = k(10k — 3)

és f(b) = (10k + 3)k egészek, viszont f(1) = % nem egész.

Pdéta Baldzs (GyOr, Révai Miklés Gimn., 11. évt.) és
Schrettner Jakab (Szeged, Radnéti Miklés Kisérleti Gimnézium, 11. évf.)
megoldasat felhaszndlva

Megjegyzés. Az interpoldcid tétele szerint, ha ai,...,an+1 péaronként kiillonbozd,
b1,...,bny1 pedig tetszbleges valds szamok, akkor létezik pontosan egy olyan legfeljebb
n-edfoku f(z) polinom, amelyre f(ax) = br minden k =1,...,n+ l-re. Vildgos, hogy két
kiilonb6zd f1(z) és f2(z) polinom nem létezhet ezekkel a tulajdonsdgokkal, hiszen akkor
a kiilonbségiik olyan, legfeljebb n-edfoki, nem azonosan nulla polinom lenne, amelynek
az ai,...,an+1 szamok mindegyike gyoke. Ez azonban lehetetlen, mivel egy nemnulla
polinomnak legfeljebb annyi gyoke lehet, mint a polinom foka.

Miésrészt legyen
f(x) = blLl(x) +...+ bn+1Ln+1(m):

ahol mindegyik

1 (o)
L) = = a)
T (=)

n-edfokd polinom a,-ban 1-et, az Gsszes tobbi aj-ben pedig nullat vesz fel. Az igy eléallitott
f(x) polinom tehdt megfeleld. Az f(x) eme alakjabdl 14tszik, hogy az egyiitthatéi az ax, by
szamokbol véges sok Osszeadas, kivonds, szorzas és osztas alkalmazésaval kaphaték meg;
ebbdl specidlisan kovetkezik, hogy ha az ay, by szamok valamennyien raciondlisak, akkor
f(x) egyiitthatdi is azok.
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A feladatban szereplé polinom fokat jeldlje d. Az interpolécié tételét alkalmazhatjuk
n = d-re, ay = 5"-ra és by = f(5%)-ra, ahol k = 1,...,d + 1; ezek a szdmok egészek 1évén
raciondlisak, ezért az dltaluk egyértelmiien meghatdrozott f(x) egyiitthatéi is azok.

41 dolgozat érkezett. 6 pontos 10 versenyz6: Dobak Daniel, Dobrontei David Bence,
Gaspar Attila, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Péta Baldzs, Schrettner Jakab, Szabd
David, Szabé Kornél, Weisz Maté. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 2 pontos 23, 1 pontos 2,
0 pontos 1 dolgozat.

GNTIARY,
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Polygon palyizat matematikabdl g
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kozépiskolasoknak A
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A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete palyazatot hirdet ko-
zépiskolas didkok (9-12. évfolyam) szamara.
A palyazat téméaja:
Ko6zépiskolai matematikdhoz kapcsol6dé problémak, érdekességek

Ami biztosan ide tartozik: hogyan lehet egy ismert feladatot folytatni, djszerii
és érdekes feladatok vagy triikkds megoldasok, régi korok matematikdja, hétkozna-
pok matematikdja, a matematika és a természettudoméanyok kapcsolata, gyakorlati
alkalmazdsok, informatikai alkalmazésok és kapcsolatok (példdul algoritmusok) stb.
Pélyazni egyénileg lehet, vagy maximum 3 {6s csapattal. A palyamunkdkat a Bolyai
Intézet oktatoéibol allé zstiri fogja elbiralni.

Dijak (csapat esetén a jutalom megoszlik a tagok kozt):
I. dij: 25 ezer Ft értéki konyvutalvany és egy Polygon konyv,
I1. dij: 20 ezer Ft értékd konyvutalvany és egy Polygon konyv,
III. dij: 15 ezer Ft értéki konyvutalvany és egy Polygon konyv,
Dicséret: Polygon konyv.

A dijazottak és a dicséretben részesiiltek oklevelet kapnak, amelyen a helye-
zésiiket is feltiintetjilk. A palydzé(k) dltal megnevezett felkészité tandr(ok) a dija-
zottakkal és a dicséretben részesiiltekkel azonos jutalomban és szintén oklevélben
részesiilnek. Minden pélyamunkardl szoveges szakmai értékelést készitiink, amit
a dijkioszté tinnepségen vehetnek at a versenyzék. A legjobb dolgozatokat a Poly-
gon c. folydirat szerkesztObizottsdga is megvizsgalja kozolhetGség szempontjabol.
A beadott dolgozatok maximdlis terjedelme 10 oldal lehet (dbrdkkal, képekkel,
tablazatokkal, grafikonokkal egyiitt).

Bekiildési hatarid6: 2018. december 15. A pdlyamunkékat a kovetkezé cimre
kérjiik bekiildeni: Katondné dr. Horvath Eszter egyetemi adjunktus, SZTE Bolyai
Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1. A boritékra kérjiikk rairni: Polygon
palydzat matematikabol, kozépiskolasoknak. A dolgozatokhoz az aldbbi adatok
mellékelését kérjiik:
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