EGMO 2018/2019 felhivas

2019. aprilis 7. és 13. kozott Ukrajnaban, Kijevben rendezik a nyolcadik Euré-
pai Lény Matematikai Didkolimpidt, az EGMO-t (www.egmo.org). J6vére is négy-
fés csapattal indulhatunk, melynek Osszetétele 2019 elején deriil ki. A vélogatas
szempontjai: vdlogatéversenyek (2018 Gszén és 2019 elején) — kis mértékben az el-
mult évi is —, orszagos versenyek (matematika OKTV, Kiirschdk J6zsef Matematikai
Tanuléverseny, Arany Ddniel Matematikaverseny), a KéMaL A és B pontversenyei
és az évkozi munka.

A versenyen vald sikeres szerepléshez, illetve a kiutazé csapatba keriiléshez is
alapvetden nélkiilozhetetlen az alapos felkésziilés, ezt tobbféleképpen is szeretnénk
segiteni. Ev kizben idékozonként kiildiink az érdeklédéknek (tematikus) feladat-
sorokat; az ezekre kiildott megoldasokra személyesen is visszajelziink, illetve lehet
kérdezni is. Emellett az 6szi véalogatdig legeredményesebb didkok részt vehetnek
a téli brit-magyar kozos IMO felkészité taborban. A két valogatd Osszesitett ered-
ménye alapjan a legeredményesebb didkok részt vehetnek az intenziv felkészitd
hétvégén.

Erdemes minél elobb, akar mar kilencedikesként bekapcsolédni, minden lany
jelentkezését szeretettel varjuk, akit érdekel a versenyrészvétel lehetGsége és nem
riad vissza attél, hogy ezért komolyabb munkét fektessen be!

Aki szeretne részt venni a valogatasban és felkésziilésben, vagy barmilyen kér-
dése van, irjon minél el6bb az egmo.hungary@gmail.com cimre, vagy jelentkezzen
a honlapon leirtak szerint: http://www.cs.elte.hu/ "nagyzoli/EGMO.html.

Nagy Zoltan Lérant, Kiss Melinda Flora és Fekete Panna

Gyakorlé feladatsor
emelt szintili matematika érettségire

I. rész

1. Adjuk meg azon P(z;y) pontok halmazit, amelyek koordindtdira teljesiil:
a) (2% —y?)(a® +y* —4) = ;
b) (22 —y)” + (2% + y* — 14y +36)" = 0. (11 pont)

2. A SzAMADO és az ADOSzAM egy-egy olyan hatjegyt, a SzAM és az ADO
pedig egy-egy olyan haromjegyii szdm, amelyben az Sz, A, M, A, D és O betiik
kiilonb6z6 pozitiv szamjegyek.

a) Mennyi a SzAM + ADO &sszeg, ha SzZAMADO + ADOSzAM = 678 6787

b) Adjuk meg a SzZAMADO szdmot, ha még azt is tudjuk, hogy Sz > A,
valamint SzAM - ADO = 90 585.

¢) Mennyi az ADOSzAM, ha 7- ADOSzAM = 6 - SZAMADO? (12 pont)
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3. A Szép Utazédsok iroda tdjékoztatojaban a repiilégépen szallithatéd csoma-
gokrol ez olvashato:

»Az iroda §ltal bérelt jaratokon 15 kg/f6 feladott poggydsz és 1 db 8 kg/f6 ké-
zipoggyasz szallitdsa dijtalan, a tobbletsulyért fizetni kell. Mindegyik poggyasznak
téglatest alakunak kell lennie. A feladott poggydsz egyik élhossza sem lehet tobb,
mint 150 cm, és a hdrom kiilonb6z6 irdny €l hosszanak 6sszege nem haladhatja meg
a 220 cm-t. A kézipoggydsz maximalis hossza 56 cm, maximalis szélessége 45 cm,
maximélis mélysége 25 cm lehet, azonban a harom méret 6sszesen nem haladhatja
meg a 115 cm-t.”

a) Bea kézipoggyasznak vald kisboréndot vésérol az utazdshoz. A boltban
a megfelel6 bérondok egyik élhossza 25 cm. Szeretné, ha az élhosszak Osszege
a megengedett maximalis, ugyanakkor a bérénd felszine 8500 cm? lenne. Milyen
méreti bérond felelne meg ezeknek a feltételeknek?

b) Léaszlé az utazishoz bérondot szeretne vasarolni, amibe a feladhaté pogy-
gyaszként engedélyezett 15 kg-ot bepakolhatja. A neki tetszo borondok egyik élének
hossza 40 cm volt. Milyen méreti bérondot vélasszon ezek koziil, ha szeretné, hogy
a térfogata maximadlis legyen? Mekkora lesz ekkor a bdrénd térfogata? (14 pont)

4. A Févérosi Nagycirkusz 13 méter &t-

méréjli porondjanak vazlatat mutatja az dbra.
A vizi cirkuszi el6addsban a porond Kkilenc,
azonos teriiletil része fiiggélegesen, le-f6l moz-
gathatd.

a) Mekkora a porond kézepén ldthaté sza-

¢ Dbélyos nyolcszog teriilete?

b) A nyolc egybevagd (trapézszeril) sik-
idomot a koénnyebb mozgatias miatt korben
egy nagyon specialis anyaggal boritottak. Eh-

D hez el6zetesen meg kellett hatarozni ezeknek

a sikidomoknak a keriiletét. Mekkora a kerii-

lete az ABC'D trapézszerii sikidomnak?
¢) A nyolc egybevigé sikidom fiiggbleges mozgatdsdhoz megépitett szerkezet
miatt minden ilyen sikidom alatt sziikség volt egy 4tlds merevitére. Adjunk képle-
tet az AC merevitd hosszdra az adbra x és y hosszisagi szakaszdnak ismeretében.
(A képletben eléfordulé szogliiggvényértékek négy tizedes jegy pontossiggal szere-
peljenek.) (14 pont)

I1. rész

5. Rebeka 1j szemiiveget vaséarol, de nem szeretné, hogy a lencsékért 25000 Ft-
nal tobbet fizessen. A szakiizletben kideriil, hogy ha hagyoméanyos lencsét vésarolna,
akkor 4280 Ft-ot fizetne a két lencséért. Rebeka tudja, hogy a mindséget a kiilon-
b6z6 tipusi bevonatok javithatjak, ezért tiikkrozodésmentes és karcolds mentes be-
vonatot kér a lencsékre. A bevonatok mindegyikének 99 Ft/cm? az dra. (A lencsék
feliiletét siknak vehetjiik.) Azt is eldéntotte, hogy a hagyoményosnél vékonyabb
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lencsét szeretne valasztani. A készlet szerint ez lehet 10, 20, 30, 40, illetve 50%-kal
vékonyabb. Ezeknek a lencséknek az ara a hagyomanyoshoz képest rendre 40, 80,
160, 320, 640%-kal dragabb.

Egy lencse hatdrvonaldt az f(z) =2 — %xQ ésag(x) = % — 5 hozzérendeléssel
megadott fiiggvények grafikonja altal meghatdrozott sikidom hatdrvonala adja.
A koordinatarendszer egysége 5 mm-rel egyenld. Mekkora teriiletii részt foglal el egy
lencse az asztalon? A hagyomanyos lencséhez képest hany szazalékkal valaszthat
vékonyabb lencsét Rebeka? (16 pont)

6. A Rubik-kocka feltaldlasanak évforduldjara diszdobozos kiadést terveznek.
Az egyik véltozat szerint legyen a doboz egy olyan négyoldalu szabdlyos gula,
amelynek alapéle ugyanolyan hosszi, mint az oldaléle. Az elképzelés szerint a kocka
egyik lapja illeszkedik a gila alaplapjara, az ezzel parhuzamos lap csicsai pedig
a gula oldaléleire.

a) Mekkora legyen a doboz éleinek hossza, ha a Rubik-kocka élhosszisiaga:
a =57 cm?

b) A sok-sok terv koziil azonnal elvetették azokat, amelyeknél a jéték a doboz
35%-4t sem tolti ki. A fenti terv megfelelé-e ezen feltétel ismeretében? (16 pont)

7. a) A tizes szdmrendszerben felirt egyjegyfii a, kétjegyti ab és haromjegyti
abb szidm ebben a sorrendben egy szdmtani sorozat els6, mésodik és tizenkettedik
tagja. (Azonos betiik azonos, kiilonbozé betiik kiilonbozd szamjegyeket jelolnek.)
Hény darab megfelel6 kétjegyli szam van? Mennyi a legnagyobb megfelel kétjegyii
szam esetén a szamtani sorozat els6 20 tagjdnak Gsszege?

b) A pozitiv szdmokbdl all6 (a,,) mértani sorozat kilenc egymadst kovetd tagja-
bdl képezziink harom szamot gy, hogy osszeadjuk az els6é harmat, aztan a kovet-
kez6 harmat, és végiil az utolsé harmat. Mutassuk meg, hogy az igy kapott harom
szam tizes alapu logaritmusa egy szamtani sorozat hiarom egymast kovetd tagja
lesz. (16 pont)

8. Az ABCDEFGH téglatestben gy jeloltiik a cstucsokat, hogy az ABCD
alaplapra az AE, BF, CG és DH élek mer6legesek. Tudjuk, hogy a HAD szog
30°-0s, a FAB szog pedig 60°-os.

a) Mekkora az AF H haromszog teriilete, ha a téglatest térfogata 3375 cm3?
b) Mekkora szogben hajlik a téglatest AG testdtldja az ABCD laphoz?

¢) Dévid a téglatest dbrajit a 8 csiicesal, a 12 élével és az AH, valamint AF éllel
egy grafnak tekinti. Barbara pedig a hianyzo élek berajzolasaval készitett egy teljes
grafot. Azt éllitja, hogy rajzolds k6zben minden csicsot érintett, viszont egy élt csak
egyszer rajzolt meg, és kozben a ceruzdjat nem kellett felemelnie a papirrol. Miért
tartjuk ezt hihetonek? Melyik csicsbdl kezdhette a rajzolast, és melyik csicsba
érkezhetett? (16 pont)
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9. Legyen n pozitiv egész szam. Adottak az aldbbi sorozatok:

{an} = {lg(n +1)};
(b} = {n3—5n2—n+5};

n+1

{en} = {|n—|—2| + |n—6|}.

Valaszoljunk (indokldssal) mindharom esetben, hogy a sorozat alulrdl, feliilr6l
korlatos vagy nem, illetve monoton vagy nem. Ha van, adjunk meg egy alsé, illetve
fels6 korlatot. (16 pont)

Szamadd Laszlé
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/6. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Egy szabdlyos n-szég alapi egyenes hasdb lapdtldinak szdma, testdtloinak
szama €s a 24 valamilyen sorrendben egy szamtani sorozat eqymdst kévetd tagjait
alkotjdk. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit. (11 pont)

Megoldés. A lapatlokbdl kétfajta van, az oldallapokon és az alaplapokon.
Minden oldallapon 2 lapdtlé van, igy ezekbdl sszesen 2n van. Az alaplapokon

@ lapatlé van, igy ezekbél dsszesen n(n — 3) van. Tehdt dsszesen

2n+n(n—3)=n*—n

lapatlé van.

Szemeljiik ki az egyik alaplap egy tetszOleges csicsat. Ebbol n — 3 testatlo
hizhaté. Igy Gsszesen n(n—3) = n? — 3n testatlé van. Tehdt valamilyen sorrendben
az n? —n, n? — 3n és a 24 egy szamtani sorozat egymdst kovetd tagjait alkotjk.
Nem a konkrét sorrendjiik a lényeges, hanem az, hogy melyik van kozépen. Ezek
alapjdn 3 esetet vizsgalunk meg és felhasznaljuk, hogy szdmtani sorozatnil egy
elem megegyezik a téle szimmetrikusan elhelyezked6 tagok szamtani kozepével.

1. eset: Ha n? — n van kozépen, akkor

23 24
nz—n:%, nf4+n—-24=0,

ennek nincs pozitiv egész megoldasa.

2. eset: Ha n? — 3n van kozépen, akkor

n—3n=— """ p%2_5p—24=0,
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