Az 59. Nemzetkozi Matematikai Didakolimpia
feladatainak megoldasa

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljiikk a nyari matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és ezuton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

Els6 nap*

1. Legyen I' a hegyesszigli ABC hdromszog kérilirt kore. D és E legyenek
az AB, illetve AC szakaszok olyan pontjai, amelyekre AD = AE. A BD és CE
szakaszok felezémerdlegesei a I' kor révidebb AB, illetve AC iveit az F, illetve G
pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy a DE és FG egyenesek parhuzamosak vagy
egybeesnek.

Imolay Andras megoldasa. Messe
az F'D és a GE egyenes I'-t masodszor
rendre M-ben és N-ben.

F rajta van BD felezémerolege-
sén, igy az F'DB haromszog egyenls-
szaru, FDB< és ADM < csucsszogek,
és BFAM hurnégyszog, igy

ADM<« = FDB< = FBD< =
= FBA<=FMA<=DMA«q,

tehat a DAM héaromszog egyenlo-
szaru, igy AD = AM. Hasonlbéan kap-
juk, hogy AE = AN, és a feladat fel-
tétele szerint AD = AFE, igy AN =
AD = AE = AM, tehat az N, D, E,
M pontok egy A kozéppontu korre il-
leszkednek.

NDEM és GMNF hurnégyszogek, igy

MDE<=MNE<1<=MNGqa=MFG<q,

tehdt a DE és F'G egyenesek az F'M egyenessel ugyanakkora szoget zarnak be,
vagyis a DFE és F'G egyenesek parhuzamosak vagy egybeesnek. Kész vagyunk.

*A mésodik nap feladatainak megolddsit a novemberi szamban kozoljiik.
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2. Hatdrozzuk meg azokat azn > 3 egész szamokat, amelyekre léteznek aq, as,
.oy Qnyo valos szamok, amelyekre an11 = a1, apyo = ag €s

a;aiy1 +1=a;4o
teljesil minden i = 1,2,...,n esetén.

Bukva Baldzs megoldédsa. Ha 3 | n, akkor van megoldds, méghozzé legyen

2 n=0 (mod 3),
p =4 -1 n=1 (mod 3),
-1 n=2 (mod 3).

Ez konnyen ellenérizhetd, hogy jé lesz.

M34s esetben nincsen megoldas. Tekintsiik az aldbbi dtrendezést (a3 := a3):

n n n n
E aiQiy3 = E ai(aiyrai42 +1) = g a;iQi+10it+2 + E a; =
i=1 i=1 i=1 i=1

n

n n n
2
= E a;0; 11042 + E Qo = E (a;ait1 + 1)aipo = E a3y o
im1 i=1

=1 i=1

Ebbdl a rendezési egyenlétlenség alapjan azt kapjuk, hogy a;4+3 = a; minden i-re,
igy, ha (n,3) = 1, akkor az dsszes a; egyenld, azaz a; = a valamilyen a-ra. De ebbdl
az kovetkezne, hogy az z? + 1 = z egyenletnek a egy valés megoldésa, de ennek
a masodfoki egyenletnek nincs valés megoldasa. Ezzel belattuk, hogy ha (n,3) = 1,
akkor nincs megoldas.

3. Nevezziik anti-Pascal haromszognek szamoknak egy olyan, szabdlyos hdrom-
sz0g alaki elrendezését, amelyben az utolsé sorbeli szamok kivételével minden szdm
a kozvetleniil alatta lévd két szam killonbségének az abszolut értékével egyenld.

Alabb lathato egy példa egy olyan anti-Pascal hdromszdgre, amelynek 4 sora
van, €s 1-t6l 10-ig minden egész szam eléfordul benne.

Létezik-e olyan anti-Pascal haromszdg, aminek 2018 sora van, és 1-t6l (1 +2+...+
+ 2018)-ig minden egész szam el6fordul benne?

Janzer Orsolya Lili megoldasa. Tegyiik fel, hogy van ilyen hdromszog.

Mivel egy ilyen, 2018 soros haromszognek éppen 1+2+ 3+ ...+ 2018 me-
z6je van, minden egésznek 1-t01 1 4+ 2 + 3 + ... 4+ 2018-ig pontosan egyszer kellene
szerepelnie benne.
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Legyen az n-edik sorban M, a legnagyobb, m,, pedig a legkisebb szam. Most
tegyiik fel, hogy n < 2017, és vegyiik a kozvetleniil M, alatt 1évo szamokat. Legye-
nek ezek a szamok a és b. Feltehetd, hogy ezek koziil a > b. fgy a—b= M,. Mivel
a < Mpi1ésb>myi1, kapjuk, hogy My 1 = My +myq1 (= Mp_1+my+myqq >
> ...

fgy minden 1 <7 < j < 2018-ra

J
Mj > M; + Z mg.
k=i+1
Ebbél, mivel M; = my,
2018
Mog18 2> Z my.
k=1

Tehat Msg1g felithaté 2018 kiilonb6z6 pozitiv egész Osszegeként, igy Mogis = 1+
+2434...4+2018, ezért Mog1s =14+243...+ 2018, és {ml,m2,.. . ,m2018} egy
permutédcidja az {1,2,...,2018} szdmoknak. Kovetkezik tovabbd, hogy minden
egyenl6tlenség egyenldséggel teljesiil, azaz minden 1 < 7 < 2018 esetén

J
Mj = ka.
k=1

Most legyen minden n < 2018 szam ,kicsi”, tovdbba minden 1+ 2 + ... 4 2017 <
<n<1+2+...42018 szdm ,nagy”. Mivel {my,ma,...,mag18} az {1,2,...,2018}
szamok permutécidja, minden sorban pontosan egy kicsi szam lesz.

Ha n < 1954, akkor:
M, :ka <2018 + 2017+ ... + 65 =
=1

—(1+2+...42018) — (1+2+...+64) =
=(1+2+4...+2018) — 2080 < 1+ 2+ ...+ 2017,

vagyis az n-edik sorban nem lehet egyetlen ,nagy” szam sem.

Ha 1955 < n < 2017, akkor legyen [ egy nagy szam az n-edik sorban. Legyenek
a szamok kozvetleniil [ alatt a és b; feltehetd, hogy a > b. fgy b=a—1, és a<
<1+4+2+...+2018; mivel I ,nagy” (=1>1+24...42017), b < 2018, vagyis b
kicsi. fgy b = mp41, azaz | kozvetleniil m,, 1, f6l6tt van. fgy legfeljebb ketto ,,nagy”
szam lehet az n-edik sorban.

Tehat legfeljebb 126 nagy szam van a sorokban Osszesen, a legalsét kivéve.
Mivel Osszesen 2019 ,nagy” szam van, legalabb 1893 ,nagy” szdm van a legalsé
sorban, ezért legfeljebb 125 ,nem-nagy” van abban a sorban. A legalsé sorban 2018
szam, igy 2017 szomszédos szampér van. Ha figyelmen kiviil hagyjuk a kozvetleniil
az mog1y alatti szampart, és a legfeljebb 250 szampart, amiben van ,nem-nagy”,
akkor még mindig marad olyan szomszédos pér, aminek minkét tagja ,nagy”, és
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nem kozvetleniil az mog17 alatt van. Viszont a két ,nagy” szam kiilonbsége kicsi, és
megtalalhat6 a 2017-edik sorban, igy az mogy7-tel egyiitt mar ketto , kicsi” szam is
lenne abban a sorban, ami ellentmondas.

Tehat nem létezik ilyen anti-Pascal haromszog.

A megoldas forrdsa: https://artofproblemsolving. com.

»Kinai étterem”
— a véletlen permutaciékrol 1.

»Ezt a konyvet a tanitvanyaimtdl tanultam”, kezdi Schonberg a Harmoniatandt. Nos,
én is elmondhatom, hogy az itt kovetkezdket a tanitvanyaimtdl tanultam. A valészini-
ségszamitast a kozépiskoldban erésen kombinatorikus alapon tanitjuk — mér amennyire
tanitjuk. Viszont egykori tanitvanyommal, Virdg Bdlinttal, a University of Toronto pro-
fesszordval a valdszinliségszamitasrol beszélgetve észre kellett vennem, mennyire masképp
néz egy vérbeli valszamos a valészinliségszamitasra. Ezért felkértiik ét, hogy a matematika
tagozatos tanarok 2015-6s tovabbképzésén mondja el, 6 hogyan latja azokat a fogalmakat,
amelyeket mi tanitunk. Erre egy — Gyenes Zoltannal folytatott — beszélgetés keretében
véllalkozott. Az egyik kérdés arra vonatkozott, hogy hogyan néz 6 ra a véletlen permuta-
ciékra. Vdlaszul elmondta a ,kinas étterem folyamatot” (Chinese restaurant process), ami
sok mindent nagyon szemléletessé tesz. Azbta alaposan atgondoltuk Gyenes Zolival, hogy
mit lehet ebbdl a tanitdsban hasznositani és — egyelére csak szakkoéron — ki is préobaltuk.
Az ottani tapasztalatokat is felhaszndlom.

1. A permutacidk ciklus-szerkezete

Mindenekel6tt sziikségiink van a permutédciok un. ciklus-szerkezetére. Ez kis
csoportelméleti szemlélettel is beolthatja a kombinatorikai megkozelitésiinket. Sze-
retem az aldbbi feladattal kezdeni. A feladatot egy kb. 6tven évvel ezel6tti olimpiai
felkészit6 feladatsorban taldltam még évtizedekkel ezel6tt. (A feladatsort emléke-
zetem szerint Hédi Endre jegyezte, és Reiman tandr trndl beszéltiik meg.)

1. feladat. Egy osztdly tanuldi névsor szerint dllnak egyenes sorban. A test-
nevelés tandr szeretné mihamarabb nagysdag szerinti sorba dllitani dket. Ehhez a ko-
vetkezdt eszeli ki: kijeldl parokat gy, hogy minden tanuld legfeljebb egy pdrban sze-
repel. Sipszdra ezek a pdrok helyet cserélnek. Ezutdn ismét kijeldl pdrokat (megint
mindenki legfeljebb egy pdrban szerepel), akik jabb sipszéra helyet cserélnek. Ezt
addig folytatja, amig nagysdg szerinti sorba nem rendezte dket. Szeretné a legkeve-
sebb sipszoval elérni ezt. Segitsiink neki. Feltessziik, hogy ldtja a nagysdg szerinti
sorrendet.

Megoldas. El6szor probaljuk kitaldlni, merre érdemes keresgélni. Ha minden
lépésben csak egy cserét engednénk, akkor, mint ismeretes, n — 1 csere elég volna
(és kevesebb nem mindig). A mi feladatunk megengedi, hogy egy 1épésben % cserét
is végrehajtsunk. A kérdés az, hogy reménykedhetiink-e, hogy két ilyen 1épés is
elég.
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